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1 Область применения и нормативные ссылки

Настоящая программа учебной дисциплины устанавливает минимальные требования к знаниям и умениям студента и определяет содержание и виды учебных занятий и отчетности.

Программа предназначена для преподавателей, ведущих данную дисциплину, учебных ассистентов и студентов направления 010100.68 «Математика» подготовки магистра.

Программа разработана в соответствии с:

· Стандартом НИУ для направления 010100.68 «Математика» подготовки магистра; 

· Рабочим учебным планом университета по направлению 010100.68 «Математика» подготовки магистра, специализации Математика, утвержденным в  2011 г.

2 Цели освоения дисциплины

Целями освоения дисциплины Основы теории представлений являются освоение фундаментальных понятий и вычислительных методов теории представлений конечных групп, групп Ли и алгебр Ли, и формирование у студентов понятия о месте теории представлений в современной математике и о её взаимосвязях с другими разделами алгебры и геометрии.

3 Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисциплины

В результате освоения дисциплины студент должен:

· Знать  базовые понятия и основные задачи теории представлений (неприводимое представление, полная приводимость, под- и факторпредставления, разложение тензорного произведения представлений в прямую сумму неприводимых) на примере представлений конечных групп, а также начала теории групп и алгебр Ли: понятие группы Ли и алгебры Ли, переход от группы Ли к алгебре Ли, экспоненциальное отображение, теорема о существовании и единственности гомоморфизма групп Ли с заданным дифференциалом, присоединённое представление, связь между представлениями группы Ли и её касательной алгебры, понятие редуктивной группы Ли, теоремы о полной приводимости представлений компактных и редуктивных групп;

· Владеть основными инструментами для работы с представлениями конечных групп: теорией характеров, теоремами Машке и Бернсайда, формализмом, связанным с групповой алгеброй;

· Иметь навыки работы с представлениями симметрической группы и связанными с ними алгебраическими и комбинаторными конструкциями (таблицы и диаграммы Юнга, симметризаторы Юнга) и представлениями простейшей редуктивной группы Ли -- группы SL2. 

4 Место дисциплины в структуре образовательной программы

Для специализации математика настоящая дисциплина является дисциплиной по выбору. 

Изучение данной дисциплины базируется на следующих дисциплинах:

· Алгебра

· Математический анализ

· Дифференциальная геометрия

Для освоения учебной дисциплины, студенты должны владеть следующими знаниями и компетенциями:

Курс “Основы теории представлений” рассчитан на студентов, владеющих стандартным курсом алгебры (линейной алгебры и теории групп), а также обладающих начальными знаниями анализа на многообразиях. 

5 Тематический план учебной дисциплины

	№
	Название раздела
	Всего часов 
	Аудиторные часы
	Самостоя​тельная работа

	
	
	
	Лекции
	Семинары
	Практические занятия
	

	1
	Введение. Предмет теории представлений
	
	2
	2
	
	8

	2
	Полная приводимость представлений конечных груп
	
	2
	2
	
	12

	3
	Групповая алгебра конечной группы
	
	2
	2
	
	8

	4
	Представления симметрической группы
	
	2
	2
	
	12

	5
	Группы Ли: определение и основные свойства
	
	2
	2
	
	12

	6
	Алгебры Ли. Касательная алгебра группы Ли.
	
	2
	2
	
	8

	7
	Представления групп и алгебр Ли: основные определения. Редуктивные группы Ли.
	
	2
	2
	
	8

	8
	Представления группы SL(2)
	
	2
	2
	
	8

	
	Итого:
	108
	16
	16
	
	76


6 Формы контроля знаний студентов

	Тип контроля
	Форма контроля
	1 год
	Параметры **

	
	
	1
	2
	3
	4
	

	
	Домашнее задание
	
	8
	
	
	По каждой теме предусмотрено домашнее задание. Срок выполнения каждого домашнего задания — 1 неделя

	Итоговый
	Зачет 
	v
	v
	
	
	Письменная работа, 180 минут


6.1 Критерии оценки знаний, навыков

Итоговый контроль: студент должен продемонстрировать все компетенции, перечисленные в пункте 3.

Оценки по всем формам текущего контроля выставляются по 10-ти балльной шкале. 

7 Содержание дисциплины

1. Раздел 1 Представления конечных групп (8 лекционных часов)

Введение. Предмет теории представлений. Напоминание из курса алгебры: действие групп на множествах, в т.ч. с дополнительной структурой. Представление группы как действие группы на векторном пространстве. Категория представлений группы: понятие подпредставления, прямой суммы и тензорного произведения представлений, факторпредставления. Неприводимые представления. Регулярное представление конечной группы. Одномерность неприводимых представлений абелевых групп. Простейшая неабелева группа: описание всех представлений группы S_3.

Полная приводимость представлений конечных групп. Вещественный и комплексный случаи: инвариантное скалярное произведение. Ортогонализуемость и унитаризуемость представлений конечных групп над R и C соответственно. Случай произвольного поля:существование инвариантного проектора на подпредставление. Теорема Машке о полной приводимости представлений конечных групп. Пример не вполне приводимого представления группы над полем, характеристика которого делит порядок группы.

Характеры представлений конечных групп. Понятие характера представления группы. Первые свойства характеров: аддитивность и мультипликативность. Классы сопряжённости в группе; характеры как центральные функции. Ортонормированность характеров; первая формула проекции. Следствия ортонормированности характеров: взаимно-однозначное соответствие между характерами и представлениями; теорема о количестве неприводимых представлений конечной группы; теорема о кратности вхождения неприводимого представления в регулярное. Формула Бернсайда. Виртуальные характеры.

Групповая алгебра. Представления группы как представления её групповой алгебры. Идеалы в групповой алгебре. Идемпотентные элементы как проекторы на изотипные компоненты. 

Представления симметрической группы. Первые примеры: явное описание неприводимых представлений S_3, S_4, S_5. Диаграммы Юнга. Биекция между диаграммами Юнга и классами сопряжённости в симметрической группе. Симметрические и антисимметрические тензоры. Таблицы Юнга. Симметризаторы Юнга как проекторы на неприводимые представления S_n.

Содержание тем (для лекции, семинара)

Количество часов аудиторной работы – по темам.

Литература по разделу: 

1. Fulton, William; Harris, Joe Representation theory. A first course, Graduate Texts in Mathematics, Readings in Mathematics, 129, New York: Springer-Verlag, 1991

2. Serre, Jean-Pierre, Linear Representations of Finite Groups, Springer-Verlag, 1977.

3. Э. Б. Винберг, Курс алгебры, М.: Факториал, 1999.

4. Э. Б. Винберг, Линейные представления групп, М.: Наука, 1985.

5. О. К. Шейнман, Основы теории представлений, М.: МЦНМО, 2004.

Формы и методы проведения занятий по разделу: лекции, решение задач на семинарах, студенческие презентации.

2. Раздел 2. Представления групп и алгебр Ли (8 лекционных часов)

Группы Ли. Напоминание из курса анализа: дифференцируемые отображения, гладкие многообразия. Определение (линейной) группы Ли. Примеры групп Ли. Подгруппы Ли. Простейшие свойства: замкнутость групп Ли в GL(n). Плотная обмотка тора: подгруппа, не являющаяся подгруппой Ли. Связная компонента единицы как наибольшая связная нормальная подгруппа Ли. Порождённость связной группы Ли любой окрестностью единицы. Экспоненциальное отображение. Касательное пространство в единице к группе Ли. Гомоморфизмы групп Ли и их дифференциалы.

Алгебры Ли. Абстрактное определение алгебры Ли. Замкнутость касательного пространства к группе Ли в единице относительно коммутирования. Гомоморфизмы алгебр Ли. 

Представления групп и алгебр Ли. Определение. Построение по представлению группы Ли представления её касательной алгебры. Теорема о том, что подпредставление представления группы Ли также является подпредставлением представления её касательной алгебры. Присоединённое представление. Гомоморфизм SU(2)->SO(3). Центр группы  Ли и алгебры Ли. 

Редуктивные группы Ли. Компактные группы Ли как естественное обобщение конечных групп. Полная приводимость представлений компактных групп Ли. Вещественная форма комплексной группы Ли. Редуктивные группы Ли как группы Ли, обладающие компактной вещественной формой. Полная приводимость редуктивных групп Ли: унитарный трюк Вейля. Примеры редуктивных групп Ли: классические группы.

Представления группы SL(2) Стандартный базис в алгебре Ли sl(2) Повышающий и понижающий операторы. Существование и единственность представления с данным старшим весом. Задача Клебша-Гордона: разложение тензорного произведения неприводимых представлений группы Ли SL(2).

Литература по разделу: 

1. Fulton, William; Harris, Joe Representation theory. A first course, Graduate Texts in Mathematics, Readings in Mathematics, 129, New York: Springer-Verlag, 1991

2. Serre, Jean-Pierre, Linear Representations of Finite Groups, Springer-Verlag, 1977.

3. Э. Б. Винберг, Курс алгебры, М.: Факториал, 1999.

4. Э. Б. Винберг, Линейные представления групп, М.: Наука, 1985.

5. И. М. Парамонова, О. К. Шейнман, Задачи семинара «Алгебры Ли и их приложения», М.: МЦНМО, 2003

6. О. К. Шейнман, Основы теории представлений, М.: МЦНМО, 2004.

8 Образовательные технологии

Возможны мастер-классы экспертов.

9 Оценочные средства для текущего контроля и аттестации студента

Образцы домашних заданий, контрольной и экзаменационной работы приводятся в дополнении к этой программе.

10 Порядок формирования оценок по дисциплине

Оценка за текущий, промежуточный и итоговый контроль выставляется 

по 10-балльной системе.

Результирующая оценка за текущий контроль учитывает результаты студента по текущему контролю следующим образом:

Отекущий = 0,5* Од.з.+ 0,5* Осам. работа
Преподаватель оценивает самостоятельную работу студентов: правильность выполнения домашних работ, задания для которых выдаются на семинарских занятиях, правильность решения задач на семинаре. Оценки за самостоятельную работу студента преподаватель выставляет в рабочую ведомость. Накопленная оценка - Осам. работа определяется перед промежуточным (итоговым) контролем.

Сумма удельных весов должна быть равна единице: ∑ni = 1 Способ округления накопленной оценки текущего контроля в пользу студента.

Результирующая оценка за промежуточный (итоговый) контроль складывается из результатов накопленной результирующей оценки за текущий контроль, удельный вес которой составляет k1 = 0,5 и оценки за экзамен/зачет, удельный вес k2 = 0,5.

Опромежуточный/итоговый = 0,5 * Отекущий  + 0,5 * Озачет/экзамен

Способ округления накопленной оценки промежуточного (итогового) контроля в форме зачета/экзамена в пользу студента.

Студент может получить возможность пересдать низкие результаты за текущий контроль.

В диплом ставится оценка за итоговый контроль, которая является результирующей оценкой по учебной дисциплине.

11 Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины

11.1 Базовый учебник

Fulton, William; Harris, Joe Representation theory. A first course, Graduate Texts in Mathematics, Readings in Mathematics, 129, New York: Springer-Verlag, 1991
. 

11.2 Основная литература

Serre, Jean-Pierre, Linear Representations of Finite Groups, Springer-Verlag, 1977.
Э. Б. Винберг, Курс алгебры, М.: Факториал, 1999.
11.3 Дополнительная литература 

1. Э. Б. Винберг, Линейные представления групп, М.: Наука, 1985.

2. И. М. Парамонова, О. К. Шейнман, Задачи семинара «Алгебры Ли и их приложения», М.: МЦНМО, 2003

3. О. К. Шейнман, Основы теории представлений, М.: МЦНМО, 2004.

11.4 Справочники, словари, энциклопедии

Справочные таблицы по группам Ли. Приложение к книге: Э.Б.Винберг, А.Л.Онищик, Семинар по группам Ли и алгебраическим группам, М.: УРСС, 1995

11.5 Программные средства

Возможно использование следующих программных средств: Mathematica, LiE, CoCoA.

12 Материально-техническое обеспечение дисциплины

На некоторых лекциях может использоваться проектор.
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