
Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà è ôèíèòíûõ ôóíêöèé.

Íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî

êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Cn ñëèøêîì ìàëî, ÷òîáû ñëóæèòü ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ðåàëü-

íûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Îáîáùåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íà áåñêîíå÷íîìåðíûé

ñëó÷àé ñëóæèò êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå.Áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C íàçû-

âàåòñÿ êîìïëåêñíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì H, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Â ïðîñòðàíñòâå H çàäàíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà ñî ñâîéñòâîì (u, v)∗ = (v, u) ∀u, v ∈ H, ãäå ñèìâîë ∗ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿ-

æåíèå (ôîðìà ( , ) íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì).

2. Ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ(u1, u2) := ‖u1−u2‖, ∀u1, u2 ∈
H, ãäå íîðìà çàäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì: ‖u‖ :=

√
(u, u), ∀u ∈ H.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó

ïëîòíîå ìíîæåñòâî, à çíà÷èò è ñ÷åòíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Âñå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû ïðîñòðàíñòâó `2. Âåêòîðà ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ êîíå÷íîé

ñóììîé êâàäðàòîâ ìîäóëåé:

`2 =

{
u = (u1, u2, . . .), ui ∈ C,

∞∑
i=1

|ui|2 <∞
}
.

Ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â `2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(u, v) :=
∞∑
i=1

u∗i vi.

Óïîìÿíóòûé èçîìîðôèçìH ∼= `2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðàç-

ëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ïî åãî ñ÷åòíîìó

áàçèñó.

Äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà êâàäðàòè÷íî

èíòåãðèðóåìûõ (â ñìûñëå èíòåãðàëà Ëåáåãà) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé îò âåùåñòâåííûõ ïå-

ðåìåííûõ. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâà L2(Rn), n = 1, 2, 3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â òàêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(ψ1, ψ2) =
∫

Rn
ψ∗1(x)ψ2(x)dnx.

Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî äàííîìó ëèíåé-

íîìó îïåðàòîðó A, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè òîïîëîãè÷åñêèìè òîíêî-

ñòÿìè.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è èìå-

þùèé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DA ⊆ H, íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì (ýðìèòîâûì) íà íåêîòîðîì

ïîäïðîñòðàíñòâå D ⊆ DA, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ ψ1, ψ2 ∈ D âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(Aψ1, ψ2) = (ψ1, Aψ2).
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,
èìååò âñþäó ïëîòíóþ â H îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DA ⊆ H. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî DA† âåê-

òîðîâ ïðîñòðàíñòâà H, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: êàæäîìó φ ∈ DA† ñîîòâåòñâóåò íåêîòîðûé

âåêòîð φ̃ ∈ H, òàêîé, ÷òî
(Aψ, φ) = (ψ, φ̃), ∀ψ ∈ DA. (1)

Òîãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ DA† íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A†

è åãî äåéñòâèå ïî îïðåäåëåíèþ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

A†φ = φ̃.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ ψ ∈ DA è φ ∈ DA†

(Aψ, φ) = (ψ,A†φ).

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâîDA† íå ïóñòî (íóëåâîé âåêòîð âñåãäà åìó ïðèíàäëåæèò) è ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà-

è÷åñêèì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â H. Ïëîòíîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà
A ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íîñòü îáðàçà φ̃, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü îòîáðàæåíèå

φ 7→ φ̃ êàê äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A†.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà A âñåãäà èìååì DA ⊆ DA† è Aψ = A†ψ, ∀ψ ∈ DA.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà A ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A† ÿâëÿåòñÿ åãî ðàñøèðå-

íèåì.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿ-

æåííûì, åñëè A = A†.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàâåíñòâî A = A† âëå÷åò â ÷àñòíîñòè óñëîâèå DA = DA† .

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ââåäåííûõ ïîíÿòèé ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2[0, 1] êâàäðàòè÷íî
èíòåãðèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè [0, 1] ⊂ R:

L2[0, 1] =
{
ψ : [0, 1] → C,

∫ 1

0
|ψ(x)|2dx < +∞

}
,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ψ1, ψ2) =
∫ 1
0 ψ

∗
1(x)ψ2(x)dx.

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì îïåðàòîð p = i d
dx , îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî Dp ñîñòî-

èò èç äèôôåðåíöèðóåìûõ (ïî÷òè âñþäó) ôóíêöèé è ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé â L2[0, 1]. Â ñâîåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîð p íå ÿâëÿåòñÿ íè ñàìîñîïðÿæåííûì, íè ýðìèòîâûì. Äåéñòâèòåëü-

íî, â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ôóíêöèé ψ1(x) è ψ2(x), äëÿ êîòîðûõ

(pψ1, ψ2)− (ψ1, pψ2) = −iψ∗1(1)ψ2(1) + iψ∗1(0)ψ2(0) 6= 0. (2)

Ïðèâåäåííîå âûøå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì ïåðåáðàñûâàíèÿ ïðîèçâîäíîé

ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Îäíàêî ìû ìîæåì âûäåëèòü â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîå âñþäó ïëîòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé, íà êîòîðîì îïåðàòîð p áóäåò ýðìèòîâûì. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî

Dh
p = {ψ ∈ Dp, ψ(0) = ψ(1) = 0} . (3)

Ïðîñòðàíñòâî Dh
p âîçíèêàåò, íàïðèìåð, êàê ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé îäíîìåðíîé ÷àñòèöû â ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ áåñêîíå÷íûìè ñòåíêàìè â òî÷êàõ 0 è 1. Áëàãîäàðÿ ãðàíè÷íûì

2



óñëîâèÿì (3) âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû â ôîðìóëå (2) èñ÷åçàþò è îïåðàòîð p ÿâëÿåòñÿ ýðìèòî-

âûì íà ïîäïðîñòðàíñòâå Dh
p . Îäíàêî îí íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, ïîñêîëüêó

ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùèå Dh
p , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1), è, òàêèì

îáðàçîì, Dh
p ⊂ Dp† . Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ èç Dp, ïîñêîëüêó

äëÿ óíè÷òîæåíèÿ âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ â (2) äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé òîëüêî íà îäíó èç ôóíêöèé ψ1 èëè ψ2. Ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî p íå ñàìîñîïðÿæåí íà

ïîäïðîñòðàíñòâå Dh
p , ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðåøåíèé ó çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà

p â ïðîñòðàíñòâå Dh
p . Â ñàìîì äåëå, êðàåâàÿ çàäà÷à

i
dψ

dx
= λψ, ψ(0) = ψ(1) = 0

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ψ(x) ≡ 0.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âûäåëÿþùèå ïîäïðîñòðàíñòâî Dh

p , ñëèøêîì ñèëüíî óðå-

çàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà p è äîëæíû áûòü îñëàáëåíû. Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû íàéòè òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Dp, íà êîòîðîì îïåðàòîð p âñå åùå áûë áû ýðìèòîâûì

(çàíóëÿëèñü áû âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â (2)) è êîòîðîå óæå íåëüçÿ ðàñøèðèòü, òî åñòü îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàëà áû ñ îáëàñòüþ ýðìèòîâîñòè p. Ïðîñòîé

àíàëèç ïîçâîëÿåò íàéòè öåëîå ñåìåéñòâî òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ Dα
p , íóìåðóåìûõ âåùåñòâåííûì

ïàðàìåòðîì 0 ≤ α < 2π. Êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî Dα
p âûäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà

Dα
p =

{
ψ ∈ Dp, ψ(1) = eiαψ(0)

}
.

Íà ëþáîì èç ïðîñòðàíñòâ Dα
p ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåí p† = p, îáëàäàåò áåñ-

êîíå÷íûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì {λα
n}n∈Z è ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ {ψα
n}n∈Z:

i
dψα

n

dx
= λα

nψ
α
n , λα

n = 2πn+ α, ψα
n(x) = exp(iλα

nx) ∈ Dα
p , n ∈ Z.

Çàìåòèì, ÷òî Dh
p ⊂ Dα

p äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 0 ≤ α < 2π.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L2(R) è

(èçîìîðôíîå åìó) ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé `2. Ýòî �áîëüøèå� ïðîñòðàíñòâà,

íå î÷åíü óäîáíûå â ðàáîòå ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè (íàïðèìåð, íå íà âñåõ âåêîòî-

ðàõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëåíû äàæå ïðîñòåéøèå îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, à åñëè è

îïðåäåëåíû, òî ìîãóò îêàçàòüñÿ íåîïðåäåëåííûìè èõ ñòåïåíè è ò.ï.). Ïîýòîìó â L2(R) è `2 âûäåëÿ-
þòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Øâàðöà áûñòðîóáûâàþùèõ ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ ôóíêöèé,

äëÿ êîòîðûõ íå âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ îïðåäåëåíèåì äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ îñíîâíûõ íàáëþäàåìûõ

(êîîðäèíàòû, èìïóëüñà, ýíåðãèè (ãàìèëüòîíèàíà)).

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü óäîáñòâî ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà è ïðîñòðàíñòâà ôèíèòíûõ ôóíê-

öèé, ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð îäíîìåðíîãî êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, êîòîðûé

çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(Q,P ) =
P 2

2m
+
mω2Q2

2
,

ãäå îïåðàòîðû êîîðäèíàòû Q è èìïóëüñà P óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñî-

îòíîøåíèÿì

QP − PQ = i~1.

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìíîãèìè ñïîñîáàìè.
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i. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rx) êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-
öèé àðãóìåíòà x ∈ R äåéñòâèå îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè:

(Qψ)(x) = xψ(x), (Pψ)(x) = −i~ dψ(x)
dx

.

Ãàìèëüòîíèàí ïðåâðàùàåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà

H = − ~2

2m
d2

dx2
+
mω2x2

2
. (4)

ii. Èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rp) êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-
öèé àðãóìåíòà p ∈ R äåéñòâèå îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè:

(Qψ)(p) = i~
dψ(p)
dp

, (Pψ)(p) = pψ(p).

Ãàìèëüòîíèàí ïðåâðàùàåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà

H =
p2

2m
− ~2mω2

2
d2

dp2
.

iii. Ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà. Â ïðîñòðàíñòâå `2 âûáèðàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ {ψn}n∈Z+

`2 =

{
ψ =

∞∑
n=0

cnψn,
∞∑

n=0

|cn|2 < +∞
}

è ïàðà ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ a è a†

aψ0 = 0, aψn =
√
nψn−1, a†ψn =

√
n+ 1ψn+1, ∀n ∈ Z+.

Îïåðàòîðû Q è P ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ñàìîñîïðÿæåííûõ êîìáèíàöèé

Q =
√

~
2mω

(a† + a), P = i

√
~mω

2
(a† − a).

Ãàìèëüòîíèàí ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñèò îò îïåðàòîðà �÷èñëà ÷àñòèö� N = a†a:

H = ~ω
(
a†a+

1
2

)
.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû, íàïðèìåð, õîòèì îïðåäåëèòü ïîäïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé â L2(Rx), â êîòîðîì ìîæíî áûëî áû ðåàëèçîâàòü âñþ àëãåáðó íàáëþäàåìûõ

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, òî òàêèå ôóíêöèè äîëæíû áûòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû

(äëÿ âîçìîæíîñòè ââîäèòü ëþáûå ñòåïåíè îïåðàòîðà P ) è, êðîìå òîãî, ýòè ôóíêöèè è èõ ïðîèç-

âîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà äîëæíû óáûâàòü íà áåñêîíå÷íîñòè ñèëüíåå ëþáîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé

x (äëÿ âîçìîæíîñòè ââîäèòü ëþáûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Q). Òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(Rx) è

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Øâàðöà:

S =

{
ψ ∈ L2(Rx), lim

|x|→+∞
|x|mψ(n)(x) = 0, ∀m,n ∈ Z+

}
.

Ïîäïðîñòðàíñòâî S ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â L2(Rx) è, áîëåå òîãî, îíî ñîäåðæèò
ñ÷åòíûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L2(Rx), êîòîðûé îáðàçîâàí ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
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ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà H. Êàê ìû óæå âèäåëè, ýòî ôóíêöèè ψn(x) = hn(q)e−q2/2, ãäå hn(q)
� ïîëèíîì Ýðìèòà n-ãî ïîðÿäêà, à q =

√
mω

~ x.

Ðàññìîòðåíèå äëÿ L2(Rp) ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, à äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ôîêà ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîäïðîñòðàíñòâî Øâàðöà âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

S =

{
ψ =

∞∑
n=0

cnψn,
∞∑

n=0

nk|cn|2 < +∞, ∀ k = 0, 1, 2, . . .

}
.

È, íàêîíåö, ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ ôóíêöèé åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà,

ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì � òî åñòü òàêèõ, êîòîðûå òîæäåñòâåííî ðàâíû

íóëþ âíå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà (ñâîåãî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè). Â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà

ýòî ýêâèâàëåíòíî âûáîðó òîëüêî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ψn.

ÏðîñòðàíñòâàØâàðöà è ôèíèòíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ïëîòíûìè ìíîæåñòâàìè â ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà L2(R)
ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà) êîíå÷íîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà èëè ôèíèòíûõ ôóíêöèé.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Îáñóæäàåìûå âîïðîñû îòíîñÿòñÿ ê ïîâåäåíèþ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñ-

êîíå÷íîñòè (èëè ê ñõîäèìîñòè ðÿäà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ cn â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà

`2). Ýòè îñîáåííîñòè íèêîãäà íå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû íà îïûòå, ïîñêîëüêó ðàçìåðû îáëàñòè

ýêñïåðèìåíòà âñåãäà îãðàíè÷åíû (ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêîé èëè, â êîíöå êîíöîâ, ñòåíàìè

ëàáîðàòîðèè). Âñå èçìåðåíèÿ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ ε (ýòî ïðèíöèïèàëü-

íûé ìîìåíò, íå óñòðàíèìûé íèêàêèì òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì) è íà îïûòå íèêîãäà íå ìîæåò

áûòü èçìåðåíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ (êîýôôèöèåíòîâ cn ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ψ ∈ `2 ïî
áàçèñó {ψn}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè êàê ôèçè÷åñêîé òåîðèè, òî åñòü òåîðèè,

ïðèçâàííîé äàâàòü ïðåäñêàçàíèÿ, ïðîâåðÿåìûå â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, âïîëíå äîñòàòî÷íî

ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà è äàæå ïðîñòðàíñòâà ôèíèòíûõ ôóíêöèé. Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ëþ-

áóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ, çàäàþùóþ ñîñòîÿíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ìîæíî ïðèáëè-

çèòü ñ ïîãðåøíîñòüþ ε, äîïóñêàåìîé ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáîðóäîâàíèåì, êîíå÷íîé êîìáèíàöèåé

ôèíèòíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì îáîñíîâûâàòü âñå óòâåðæäåíèÿ (ïðî îáîáùåííûå

ñîáñòâåííûå âåêòîðà è ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ)

òîëüêî äëÿ ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà. Ñïåêòðàëüíàÿ æå òåîðèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ

îïåðàòîðîâ â L2(R) çàí÷èìà äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè êàê ðàçäåëà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ýòî áîëüøàÿ è äîâîëüíî ñëîæíàÿ òåîðèÿ, êîòîðîé ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ïî óêàçàííîé âûøå

ôèçè÷åñêîé ïðè÷èíå.

Íåïðåðûâíûé ñïåêòð è îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðà-

òîðîâ.

Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

R(λ) = (λ id−A)−1, ïàðàìåòðèçîâàííûé ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì λ ∈ C.

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð R(λ) ñóùåñòâóåò è îãðà-
íè÷åí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà A. Òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîå äîïîëíåíèå ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà â C íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.

5



Óòâåðæäåíèå. Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà åñòü ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé îñè â C.
Ñïåêòðàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èçîëèðîâàííûå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè (äèñ-

êðåòíûé ñïåêòð) è ìîãóò ñîñòàâëÿòü êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (íåïðåðûâíûé ñïåêòð).

Åñëè íåïðåðûâíûé ñïåêòð îòñóòñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A èìååò ÷èñòî äèñêðåòíûé

ñïåêòð, êàê, íàïðèìåð, äëÿ ãàìèëüòîíèàíà îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòà ñèòó-

àöèÿ íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ. À èìåííî, ñîáñòâåííûå âåêòîðà φn äèñ-

êðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A (äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåâûðîæäåííûìè)

Aφn = anφn

îáðàçóþò áàçèñ (ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ψ ∈ H ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ýòèì âåêòîðàì

ψ =
∑

Spec A

cnφn, cn = (φn, ψ), (5)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ñïåêòðàëüíûì çíà÷åíèÿì A (îáû÷íî ýòî ñóììèðîâàíèå çàïèñûâàåò-

ñÿ êàê ñóììà ïî n). Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ cn èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè

(òî åñòü, |cn|2 äàåò âåðîÿòíîñòü) ïîëó÷èòü â ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé A ðàâíîå an ïðè

óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψ. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

‖ψ‖2 := (ψ,ψ) =
∑

Spec A

|cn|2 =
∑

Spec A

(ψ, φn)(φn, ψ).

Ðàçëîæåíèå (5) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà â âèäå

Aψ =
∑

Spec A

anφn(φn, ψ),

èëè, îïóñêàÿ ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ψ,

A =
∑

Spec A

anPφn ,

ãäå Pφn � ïðîåêòîð íà ñîáñòâåííûé âåêòîð φn. Ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû íîñÿò íàçâàíèå ñïåê-

òðàëüíîé òåîðåìû äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå.

Ñèòóàöèÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñóùåñòâåííî äðóãàÿ. Ñïåêòðàëüíûì çíà÷åíèÿì èç íåïðå-

ðûâíîãî ñïåêòðà íå îòâå÷àåò íèêàêîé íîðìèðóåìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà H. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äîïóñòèì îáðàòíîå � ïóñòü îïåðàòîð A îáëàäàåò íîðìèðóåìûìè ñîáñòâåííûìè âåê-

òðàìè ξλ äëÿ ëþáîãî ñïåêòðàëüíîãî çíà÷åíèÿ λ ∈ [a, b] ⊂ R: Aξλ = λξλ, è ïóñòü ýòè âåêòîðà

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèñ-

êðåòíûé ñïåêòð îòñóòñòâóåò. Òîãäà ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ψ ∈ H â ðÿä ïî áàçèñó âåêòîðîâ

ξλ èìåëî áû âèä

ψ =
∫
Spec A

cλξλdλ, cλ = (ξλ, ψ).

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ñ íåêîòîðûì ñîáñòâåííûì âåê-

òîðîì ξλ′ :

(ξλ′ , ψ) := cλ′ =
∫
Spec A

cλ(ξλ′ , ξλ)dλ
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Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà äîëæíî

áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî îáîáùåííîé ôóíêöèè Äèðàêà:

(ξλ′ , ξλ) ∼ δ(λ′ − λ). (6)

Ê òàêîìó æå çàêëþ÷åíèþ ìîæíî ïðèäòè, åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

‖ψ‖2 =
∫
Spec A

|cλ|2dλ.

Ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè âîçíèêàåò â êîîðäèíàòíîì (èëè èìïóëüñíîì) ïðåä-

ñòàâëåíèè äëÿ îïåðàòîðîâ Q è P . Ïóñòü ζx′(x) è ξp(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ Q è

P ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè x′ ∈ R è p ∈ R ñîîòâåòñòâåííî (ïîä÷åðêíåì, ÷òî x′ è p êàêèå-òî

ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà). Òîãäà çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ

ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà èõ äåéñòâèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(R) ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì

xζx′(x) = x′ζx′(x) ⇔ (x− x′)ζx′(x) = 0, −i~dξp(x)
dx

= pξp(x), (7)

ãäå â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà, à ñïðàâà çàïèñàíî óñëî-

âèå òîãî, ÷òî ôóíêöèè ζx′(x) è ξp(x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè x′ è p. Ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøàþòñÿ (â ìíîæåñòâå îáû÷íûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

íà âåùåñòâåííîé îñè): ζx′(x) ≡ 0, ξp(x) = C exp( ipx
~ ). Îáà ýòè ðåøåíèÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíû, òàê

êàê ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íå äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííûì íóëåì, à ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí

ξp(x) = exp( ipx
~ ) íå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðèíàäëåæàò

L2(R).
Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ (îáîáùåííûõ ôóíêöèé) íàä

ïðîñòðàíñòâîì Øâàðöà S ⊂ L2(R) óðàâíåíèå äëÿ ζx′(x) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå � δ-ôóíêöèþ

Äèðàêà

ζx′(x) = Cδ(x− x′),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ôóíêöèîíàëà, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîé ôóíêöèè ψ(x) ∈ S åå çíà÷åíèå

ψ(x′):

ψ 7→ ψ(x′) =
∫

R
ψ(x)δ(x− x′)dx.

Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìïóëüñà ξp(x) òîæå ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà � ëþáîé

ψ(x) ∈ S ýòîò ôóíêöèîíàë ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå åå ôóðüå-îáðàçà â äàííîé òî÷êå p (ïðè

ïîäõîäÿùåì âûáîðå íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû C = 1√
2π~

):

ψ 7→ ψ̃(p) =
1√
2π~

∫
R
ψ(x) e

ipx
~ dx.

Ïðè ýòîì ôîðìàëüíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ �ñîáñòâåííûõ� ôóíêöèé ζx′ è ξp(x) äåéñòâèòåëüíî
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (6)

(ζx′ , ζx′′) =
∫

R
ζ∗x′(x)ζx′′(x) dx = δ(x′ − x′′), (ξp′ , ξp′′) =

1
2π~

∫
R
e

i(p′′−p′)x
~ dx = δ(p′ − p′′).

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò èäåÿ êàê-òî ðàñøèðèòü èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî L2(R), òàê, ÷òîáû
ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ëåæàëè áû â ýòîì ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå

è îáðàçîâûâàëè áû áàçèñ äëÿ ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà S ∈ L2(R).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðîãî îïðåäåëèòü, êàêîìó ïðîñòðàíñòâó äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ñîáñòâåííûå

âåêòîðà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ξλ è êàêîé ñìûñë ìîæíî ïðèäàòü ðàçëîæåíèþ âåêòîðîâ ïðîñòðàí-

ñòâà Øâàðöà â èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ îñíàùåíèÿ (ðàñøèðåíèÿ)

èñõîäíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L2(R).
Ïðåæäå âñåãî, äàâàéòå âûÿñíèì, ÷òî, â ñóùíîñòè, íàì òðåáóåòñÿ îò ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

ξλ ëþáîé íàáëþäàåìîé A (äëÿ ïðîñòîðû ñ÷èòàåì ÷òî A èìååò òîëüêî íåïðåðûâíûé ñïåêòð)?

Îñíîâíîå èõ ñâîéñòâî, íà êîòîðîå îïèðàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðå-

íèé íàáëþäàåìîé A â ïðîèçâîëüíîì ÷èñòîì ñîñòîÿíèè ψ, ýòî âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ξλ ñ íîðìèðóåìîé ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ ψ è ýòè ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ äîëæíû îáåñïå÷èâàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ íîðìû

1 = ‖ψ‖2 =
∫
Spec A

|(ψ, ξλ)|2dλ.

Îòìåòèì, ÷òî êâàäðàò ìîäóëÿ âåëè÷èíû, ñòîÿùåé ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåê-

òðà òðàêòóåòñÿ êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü â ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèå A ðàâíîå λ. Òî

åñòü, âåëè÷èíà |(ψ, ξλ)|2dλ ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü â ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé A,
ëåæàùåå â ìàëîé îêðåñòíîñòè dλ âîêðóã äàííîãî λ.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ξλ äîëæíû áûòü íåêîòîðûìè àíòèëèíåéíûìè

ôóíêöèîíàëàìè íà ôóíêöèÿõ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L2(R):

ξλ : ψ 7→ (ψ, ξλ) ∈ C.

Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà è íà îáû÷íûå ôóíêöèè èç L2(R) � ñîãëàñíî

òåîðåìå Ðèññà, ïðîñòðàíñòâî àíòèëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ Φ íà L2(R) íàõîäèòñÿ
âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñ ôóíêöèÿìè L2(R):

Φ : L2(R) → C ⇔ ∃φ ∈ L2(R) : Φ[ψ] = (ψ, φ), ∀ψ ∈ L2(R).

Èòàê, íàì íàäî ïîëó÷èòü ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ àíòèëèíåéíûõ ôóíêöèî-

íàëîâ íà L2(R). Ìû îïèøåì êîíñòðóêöèþ ðàñøèðåíèÿ (îñíàùåíèÿ) ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé

òðîéêè Ãåëüôàíäà âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ F ⊂ H = H× ⊂ F×. Çäåñü â îáùåì ñëó÷àå H �

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîäëåæàùåå ðàñøèðåíèþ, H× � ïðîñòðàíñòâî àíòèëèíåéíûõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà H, à F � íåêîòîðîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïëîòíî âëîæåííîå

â H. Âûáîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ñõåìà ðàñøèðåíèÿ) ñâÿçàí ñ íåêîòîðûì

îïåðàòîðîì èëè àëãåáðîé îïåðàòîðîâ. Ïîäðîáíî ñ ýòîé ñõåìîé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â êóðñàõ

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìû æå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî, íî ïðàêòè÷åñêè ñàìîãî

âàæíîãî ñëó÷àÿ H = L2(R), à â êà÷åñòâå F âûáåðåì ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà â L2(R). Ýòîò âûáîð,
íàïîìíèì, ñâÿçàí ñ òðåáîâàíèåì, ÷òîáû îïåðàòîðû Q è P è âñÿ ïîðîæäàåìàÿ èìè àëãåáðà áûëè

áû îïðåäåëåíû íà F .
Ìû áóäåì ñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî F× àíòèëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà F òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû H× ⊂ F×. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ñõî-

äèîìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ôóíêöèîíàë. Â L2(R)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ψn} ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ L2(R) åñëè
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖ψn − ψ‖ (íîðìà â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà L2(R)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Ìû áóäåì çàïèñûâàòü ýòîò ôàêò ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψn
H−→ ψ ⇔ lim

n→∞
‖ψn − ψ‖ = 0. (8)
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Çàäàäèì â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S íîâîå, áîëåå ñèëüíîå îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ôóíêöèé (äëÿ ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà ñ ýòèì íîâûì îïðåäåëåíèåì ñõîäèìîñòè ìû

ïîëüçóåìñÿ íîâîé áóêâîé F âìåñòî S). À èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûñò-

ðîóáûâàþùèõ ôóíêöèé {ψn} èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ψ â cìûñëå ïðîñòðàí-

ñòâà F , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ψn
F−→ ψ ⇔ lim

n→∞
‖Hp(ψn − ψ)‖ = 0, ∀ p ∈ Z+, (9)

ãäå îïåðàòîð H ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (4).

Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(R) (8) ïðîñòðàíñòâî Øâàð-

öà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì à îïåðàòîðû P è Q íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

îïðåäåëåííàÿ â (9) ñõîäèìîñòü â ñìûñëå F ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëàáûì òèïîì ñõîäèìîñòè, ïðè

êîòîðîì F ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì è âñå îïåðàòîðû àëãåáðû, ïîðîæäåííîé P è Q �

íåïðåðûâíû.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F× ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà F . Ïî îïðåäåëåíèþ,
ëþáîé ôóíêöèîíàë Φ ∈ F× åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Φ : F → C ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

∀ {ψn} : ψn
F−→ ψ ⇒ Φ[ψn] C−→ Φ[ψ].

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ñõîäÿùàÿñÿ â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà F ñõî-

äèòñÿ è â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà  L2(R), ïîýòîìó ëþáîé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå
L2(R) ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì è íà ïðîñòðàíñòâå F :

H× ⊂ F×.

Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Ðèññà H = H× ìû ïîëó÷àåì òðè âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâà (òðîéêà Ãåëü-

ôàíäà) âèäà F ⊂ H = H× ⊂ F×.
Òåïåðü ìû ðàñøèðèì ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäåëèâ åãî äëÿ ψ ∈ F è Φ ∈ F×

ñëåäóþùèì îáðàçîì

(ψ,Φ) := Φ[ψ], (Φ, ψ) := (ψ,Φ)∗,

à òàêæå äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A íà ïðîñòðàíñòâå F ðàñïðîñòðàíèì åãî äåé-

ñòâèå íà ôóíêöèîíàëû Φ ∈ F× ïî ïðàâèëó:

(ψ,AΦ) = (Aψ,Φ) := Φ[Aψ].

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì λ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë Φ ∈ F×, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå

(Aψ,Φ) = λ(ψ,Φ), ∀ψ ∈ F . (10)

Âàæíûé ðåçóëüòàò ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A íà ïðîñòðàíñòâå F èìååò ïîëíûé áàçèñ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå F× è ëþáàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ F ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ ýòèõ âåêòîðîâ ñ âûïîëíåíèåì ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ:

ψ =
∑

d.SpecA

(φn, ψ)φn +
∫

c.SpecA
(ξλ, ψ)ξλ dλ,

‖ψ‖2 =
∑

d.SpecA

|(φn, ψ)|2 +
∫

c.SpecA
|(ξλ, ψ)|2 dλ,
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ãäå ñóììèðâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî äèñêðåòíîìó è íåïðåðûâíîìó ñïåê-

òðó îïåðàòîðà A.

Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ξλ â âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ ÿâëÿþòñÿ

ÿäðàìè ôóíêöèîíàëîâ Φλ � îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (10).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ôèçè÷åñêèì ñëåäñòâèåì íåíîðìèðóåìîñòè ξλ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî òàêèå ñî-

ñòîÿíèÿ íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü â ïðèðîäå. Èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìà íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ÷èñòîì

ñîñòîÿíèè, îòâå÷àþùåì òî÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ íåêîòîðîé íàáëþäàåìîé èç åå íåïðåðûâ-

íîãî ñïåêòðà. Ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà âñåãäà ðåàëèçóþòñÿ â âèäå âîëíîâûõ ïàêåòîâ, òî

åñòü ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

ψ =
∫
Spec A

ψ̃(λ)ξλdλ (11)

ãäå çíà÷åíèå ôóíêöèè ψ̃(λ) â òî÷êå λ0 ∈ SpecA äàåò êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì âåêòîð ξλ0 âõîäèò

â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âîëíîâîãî ïàêåòà. Ôóíêöèÿ ψ̃(λ) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âîëíîâîé ïàêåò

(11) ïðèíàäëåæàë ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâóH. Åñëè ψ̃(λ) èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì ïðè íåêîòîðîì

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ0 è áûñòðî çàíóëÿåòñÿ âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè λ0, òî òàêîé ïàêåò ðåàëèçóåò

�ïî÷òè ÷èñòîå ñîñòîÿíèå� ξλ0 íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåííûõ âûøå ïîíÿòèé ðàññìîòðèì îïåðàòîðû êîîðäèíàòû Q è

èìïóëüñà P â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Óòâåðæäåíèå. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà

Q ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë Äèðàêà (ÿäðî êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ δ-ôóíêöèåé), à îáîáùåííûì ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà èìïóëüñà P ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë Ôóðüå (èç ïðîñòðàíñòâà Fx

ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé x â çíà÷åíèÿ ôóðüå-îáðàçîâ ôóíêöèé â òî÷êàõ, îòâå÷àþùèõ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èìïóëüñà p).

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà èìïóëüñà ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë Äèðàêà, à îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Q � ôóíêöèîíàë îáðàòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îïðåäåëåíèÿ (10) äëÿ îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé Q ζx′(x)

(Qψ, ζx′) =
∫

R
(xψ)∗δ(x′ − x) dx = x′ψ(x′) = x′(ψ, ζx′).

Ðàçëîæåíèå ïî îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì îïåðàòîðà Q â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

ψ(x) =
∫

R
(ζx′ , ψ)ζx′(x) dx.

Êâàäðàò ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòà |(ζx′ , ψ)|2 åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü â èçìåðåíèè çíà-
÷åíèå êîîðäèíàòû Q ðàâíîå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ x′. Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ζx′(x) ìû ïîëó÷àåì

|(ζx′ , ψ)|2 = |ψ(x′)|2,

÷òî äàåò ñòàòèñòè÷åñêöþ èíòåðïðåòàöèþ âîëíîâîé ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè: êâàä-

ðàò åå ìîäóëÿ, âû÷èñëåííûé â äàííîé òî÷êå x0 îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàéòè êâàíòî-

âóþ ñèñòåìó â ýòîé òî÷êå.

Ïîäñòàíîâêà îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ξp(x) = C exp( ipx
~ ) îïåðàòîðà èìïóëüñà P â

îïðåäåëåíèå (10) äàåò:

(Pψ, ξp) =
∫

R

(
−i~dψ

dx

)∗
Ce

ipx
~ =

∫
R
ψ∗

(
−i~ d

dx
Ce

ipx
~

)
dx = p(ψ, ξp),
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ãäå

(ξp, ψ) = C∗
∫

R
ψ(x)e−

ipx
~ dx

åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ψ. Êîíñòàíòà C âûáèðàåòñÿ ðàâíîé C = 1/
√

2π~ òðåáîâàíèåì
âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ:∫

R
|ψ(x)|2 dx =

∫
R
|(ψ, ξp)|2 dp.

Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì èìïóëüñà

ψ(x) =
∫

R
(ξp, ψ)ξp(x) dp

äàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ôóðüå-îáðàçà âîëíîâîé ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè: êâàäðàò ìîäóëÿ ôóðüå-îáðàçà |ψ̃(p)|2, âû÷èñëåííûé â íåêîòîðîé òî÷êå p, ãäå

(ξp, ψ) = ψ̃(p) =
1√
2π~

∫
R
ψ(x)e−

ipx
~ dx

åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü çíà÷åíèå èìïóëüñà êâàíòîâîé ñèñòåìû ðàâíûì äàííîìó

p.
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