
11.1. Íàéäèòå âñå ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, òàêèå, ÷òî 2a2 + 3b2

äåëèòñÿ íà 2a+ 3b.
Îòâåò (1, 1), (6, 1), (3, 8) è (9, 4)
20 áàëëîâ çà âñå îòâåòû ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì (ñì. ðåøåíèå íèæå), èç êîòîðîãî ñëå-

äóåò, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.
15: îòâåòû ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì, íî ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îøèáêàìè, íå èçìåíÿþùèìè

õîä ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, èç-çà âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè èçìåíèëñÿ îäèí èç îòâåòîâ).
10: âñå îòâåòû ñ îáîñíîâàíèåì, â êîòîðîì èìåþòñÿ èçîëèðîâàííûå ïðîáåëû (íàïðè-

ìåð, íåêîòîðîå íåñëîæíîå ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé óòâåðæäåíèå ÿâíî ñôîðìóëèðîâàíî, íî
îñòàâëåíî áåç äîêàçàòåëüñòâà).

5: ñóùåñòâåííûé ïðîáåë â îáîñíîâàíèè èëè ïîòåðÿ îäíîãî èç îòâåòîâ.
2: ïðèâåäåííûå â èçëîæåíèè îáîñíîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ íå ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ âîñ-

ñòàíîâèòü õîä ðàññóæäåíèé èëè ïîòåðÿíî áîëåå îäíîãî îòâåòà.

Çàìåòèì, ÷òî 4a2 − 9b2 = (2a+ 3b)(2a− 3b) äåëèòñÿ íà 2a+ 3b, ïîýòîìó 15b2 = 2(2a2 +
3b2)−(4a2−9b2) è 10a2 = 3(2a2+3b2)+(4a2−9b2) äåëèòñÿ íà 2a+3b. Çíà÷èò, åñëè áû 2a+3b
äåëèëîñü íà ïðîñòîå ÷èñëî p, îòëè÷íîå îò 2, 3 è 5, òî 15b2 è 10a2 äåëèëèñü áû íà p, âçàèìíî
ïðîñòîå ñ 10 è 15, ïîýòîìó a è b òàêæå äåëèëèñü áû p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû èõ âçàèìíîé
ïðîñòîòå. Åñëè áû 2a + 3b äåëèëîñü íà 52, òî 15b2 è 10a2 äåëèëèñü áû íà 52, ïîýòîìó 3b2

è 2a2 äåëèëèñü áû íà 5, ýòî ÷èñëî âçàèìíî ïðîñòî ñ êàæäûì èç ÷èñåë 2 è 3, ïîýòîìó a
è b òàêæå äåëèëèñü áû 5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû âçàèìíîé ïðîñòîòå a è b. Àíàëîãè÷íî,
åñëè áû 2a + 3b äåëèëîñü íà 22 èëè 32, òî a è b äåëèëèñü áû íà 2 èëè 3 ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èëî áû èõ âçàèìíîé ïðîñòîòå. Çíà÷èò 2a+3b íå äåëèòñÿ íè íàêàêîå
ïðîñòîå ÷èñëî, êðîìå 2, 3 è 5, à òàêæå íå äåëèòñÿ íà 22, 32 è 52. Ïîýòîìó îíî ðàâíî 2, 3,
5, èëè ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðûõ èç ýòèõ òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî åñòü 6, 10, 15 èëè 30.

Ïðè 2a+ 3b = 30, êàê äîêàçàíî âûøå, 15b2
... 30 è 10a2

... 30, ïîýòîìó b2
... 2 è a2

... 3, çíà÷èò

b
... 2 è a

... 3. Ïîýòîìó a = 3k è b = 2m, ãäå k íå äåëèòñÿ íà 2, à m � íà 3 (èíà÷å a è b íå
âçàèìíî ïðîñòû), è 2a + 3b = 6(k +m) = 30, òî åñòü k +m = 5. Îòñþäà k = 1,m = 4 èëè
k = 3,m = 2, òî åñòü a = 3, b = 8 èëè a = 9, b = 4. Îáà âàðèàíòà äàþò ðåøåíèå çàäà÷è, òàê

êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ 2a2 + 3b2 = 210
... 30.

Àíàëîãè÷íî, ïðè 2a+ 3b = 15 ïîëó÷àåì a
... 3. Ïîýòîìó a = 3k, ãäå k íå äåëèòñÿ íà 2, à

b � íà 3 (èíà÷å a è b íå âçàèìíî ïðîñòû), è 2a + 3b = 3(2k + b) = 15, òî åñòü 2k + b = 5.

Îòñþäà k = 2, b = 1, a = 6, è ýòî ðåøåíèå çàäà÷è, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå 2a2 +3b2 = 75
... 15.

Íèêàêîå èç óðàâíåíèé 2a + 3b = 10, 2a + 3b = 6, 2a + 3b = 3, 2a + 3b = 2 íå èìååò
âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé, à óðàâíåíèå 2a+ 3b = 5 äàåò ðåøåíèå a = b = 1.

Äðóãîé âàðèàíò ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî 2a2 + 5ab + 3b2 = (2a + 3b)(a + b) äåëèòñÿ
íà 2a+3b, ïîýòîìó 2a2+3b2 äåëèòñÿ íà 2a+3b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 5ab äåëèòñÿ íà
2a+3b. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è 2a+3b ðàâåí íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ a è
3b; ïîñêîëüêó a è b âçàèìíî ïðîñòû, ýòîò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìîæåò áûòü ðàâåí
ëèáî 1, ëèáî 3. Àíàëîãè÷íî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü b è 2a+ 3b ðàâåí 1 èëè 2.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû. Åñëè a íå äåëèòñÿ íà 3 è b íå äåëèòñÿ íà 2, òî 5
äåëèòñÿ íà 2a+3b, îòêóäà a = b = 1. Åñëè a = 3m è b íå äåëèòñÿ íà 2, òî 5∗3 = 15 äåëèòñÿ
íà 2a+ 3b = 6m+ 3b, òî åñòü 5 äåëèòñÿ íà 2m+ b (ãäå m è b íàòóðàëüíûå), îòêóäà b = 1,



m = 2 è a = 6 (b = 3, m = 1 è a = 3 ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ âçàèìíîé ïðîñòîòû a è
b). Åñëè b = 2n è a íå äåëèòñÿ íà 3, òî 5 ∗ 2 = 10 äåëèòñÿ íà 2a + 3b = 2a + 6n, òî åñòü 5
äåëèòñÿ íà a + 3n, îòêóäà a = 2, n = 1 è b = 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ âçàèìíîé
ïðîñòîòû a è b, òàê ÷òî ýòîò âàðèàíò îòïàäàåò.

Íàêîíåö, åñëè a = 3m è b = 2n, òî 5 ∗ 3 ∗ 2 = 30 äåëèòñÿ íà 2a+3b = 6m+6n, òî åñòü 5
äåëèòñÿ íà m+n. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n) = (1, 4),
(2, 3), (3, 2) è (4, 1), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïàðû (a, b) = (3, 8), (6, 6), (9, 4), è (12, 2). Ââèäó
òðåáîâàíèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû a è b, óñëîâèÿì çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ïåðâàÿ è
òðåòüÿ èç ýòèõ ÷åòûðåõ ïàð (ïëþñ åùå äâå ïàðû, íàéäåííûå âûøå).

11.2. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ìîãóò ðàçáèòü ïëîñêîñòü ãðàôèêè
10 êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé y = ax2 + bx+ c, a 6= 0.

Îòâåò: 101
20 áàëëîâ çà ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî áîëüøå 101 ÷àñòè íå áûâàåò è ïðèìåð

ñî 101 ÷àñòüþ ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì.
18: òî æå, ÷òî 20, íî ñ àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêîé, íå âëèÿþùåé íà õîä ðàññóæäåíèé.
14: òî æå, ÷òî 20, ñ äðóãèìè íåñóùåñòâåííûìè íåäî÷åòàìè (áåç íåâåðíûõ óòâåðæäåíèé

è ïðîáåëàõ â ðàññóæäåíèè)
10: ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî áîëüøå 101 ÷àñòè íå áûâàåò, èëè ïðèìåð ñî 101

÷àñòüþ ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì.
5: òî æå, ÷òî 10, ñ íåñóùåñòâåííûìè íåäî÷åòàìè (áåç íåâåðíûõ óòâåðæäåíèé è ïðîáå-

ëàõ â ðàññóæäåíèè)
2: âåðíûé îòâåò ñ îáîñíîâàíèåì, íåäîñòàòî÷íûì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íè ìàêñèìàëüíîñòè,

íè äîñòèæèìîñòè.

Ïðîíóìåðóåì ïàðàáîëû, è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà k îò 2 äî 10 îáîçíà÷èì ÷åðåç bk ÷èñëî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû íîìåð k ñ ïàðàáîëàìè ìåíüøèõ íîìåðîâ. Ýòè òî÷êè ðàçáèâà-
þò ïàðàáîëó íîìåð k íà bk + 1 êóñîê. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ïàðàáîëû ñ íîìåðàìè ìåíüøå k
ðàçáèâàëè ïëîñêîñòü íà N ÷àñòåé, òî êàæäûé èç bk+1 êóñêîâ ïàðàáîëû íîìåð k ðàçáèâàåò
îäíó èç ýòèõ ÷àñòåé íà äâå, ïîýòîìó ïàðàáîëû ñ íîìåðàìè äî k âêëþ÷èòåëüíî ðàçáèâàþò
ïëîñêîñòü íà N+bk+1 ÷àñòåé. Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå ïðè âñåõ k îò 2 äî 10, ïîëó÷àåì,
÷òî âñå äåñÿòü ïàðàáîë ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 11 + b2 + . . .+ b10 ÷àñòåé.

Òàê êàê êâàäðàòè÷íîå óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé, äâå ïàðàáîëû ïåðåñå-
êàþòñÿ íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ, ïîýòîìó b2 6 2, b3 6 4, b4 6 6, . . . , b10 6 18, ïîýòîìó
11 + b2 + . . . + b10 6 101. Ýòî îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, åñëè êàæäûå äâå èç äåñÿòè ïàðàáîë
ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, è íè â êàêîé òî÷êå íå ïåðåñåêàþòñÿ òðè.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå âîçìîæíî: âûáåðåì 10 íåãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ, òàêèõ ÷òî
íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó, è ëþáûå äâå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé àáñöèññîé. Ïóñòü y = a1x + c1, . . . , y = a10x + c10 � óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿ-
ìûõ, òîãäà íèêàêèå òðè èç ýòèõ óðàâíåíèé íå èìåþò îáùåãî ðåøåíèÿ, è ëþáûå äâà èìå-
þò îäíî îáùåå ðåøåíèå, â êîòîðîì x ïîëîæèòåëüíî. Çíà÷èò, íèêàêèå òðè èç óðàâíåíèé
y = a1x

2 + c1, . . . , y = a10x
2 + c10 òàêæå íå èìåþò îáùåãî ðåøåíèÿ, è ëþáûå äâà èç íèõ

èìåþò äâà îáùèõ ðåøåíèÿ (à èìåííî, åñëè óðàâíåíèÿ y = akx + ck è y = amx + cm èìåëè
îáùåå ðåøåíèå x = u > 0, y = v, òî óðàâíåíèÿ y = akx

2 + ck è y = amx
2 + cm èìåþò

äâà îáùèõ ðåøåíèÿ x = ±
√
u, y = v). Ïîýòîìó ñðåäè ïàðàáîë, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè



y = a1x
2 + c1, . . . , y = a10x

2 + c10, íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è ëþáûå
äâå ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, ïîýòîìó îíè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 101 ÷àñòü.

11.3. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà x4−6x3+12x2+ax ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = c äëÿ êàêîãî-íèáóäü çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû c?

Îòâåò: a = −9
20 áàëëîâ çà äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî x = 3/2 � îñü ñèììåòðèè ïðè a = −9, è ÷òî ïðè

äðóãèõ çíà÷åíèÿõ îñåé íåò.
15 äîêàçàíî, ÷òî åñëè îñü ñèììåòðèè x = c ñóùåñòâóåò, òî c = 3/2 è a = −9. Íå

ïðîâåðåíî, ÷òî ïðè a = −9 ïðÿìàÿ x = 3/2 â ñàìîì äåëå áóäåò îñüþ ñèììåòðèè.
10 òî æå, ÷òî 15, íî íåâíèìàíèå ê ïðîâåðêå îòâåòîâ ïðèâåëî ê ïîëó÷åíèþ ëèøíåãî

ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, a = 0).
5 ïðàâèëüíî íàéäåíî c, íî a íå íàéäåíî, èëè íàéäåíî âûðàæåíèå a ÷åðåç c, íî c íå

íàéäåíî.

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = x− c, ïîëó÷èì

x4−6x3+12x2+ax = t4+(4c−6)t3+(6c2−18c+12)t2+(4c3−18c2+24c+a)t+(c4−6c3+12c2+ac).

Ãðàôèê ôóíêöèè t4 + (4c − 6)t3 + (6c2 − 18c + 12)t2 + (4c3 − 18c2 + 24c + a)t + (c4 − 6c3 +
12c2 + ac) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé åñëè è òîëüêî
åñëè ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ. Ìíîãî÷ëåí ÷åòíûé, åñëè è òîëüêî åñëè åãî êîýôôèöèåíòû ïðè x
â íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ðàâíû íóëþ: 4c − 6 = 4c3 − 18c2 + 24c + a = 0. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó
óðàâíåíèé, íàõîäèì c = 3/2 è a = −9.

11.4. Â ïðîñòðàíñòâå âûáðàíû ÷åòûðå òî÷êè, âñå êîîðäèíàòû êàæäîé èç êîòîðûõ äåëÿòñÿ
íà 3, ïðè÷åì ýòè òî÷êè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê,
âñå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ÷åòíû, ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â òåòðàýäðå, âåðøèíàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ âûáðàííûå ÷åòûðå òî÷êè? (Ñîäåðæàòüñÿ � çíà÷èò ëåæàòü âíóòðè, íà ãðàíè, íà
ðåáðå èëè â âåðøèíå.)

Îòâåò: 1
20 áàëëîâ çà ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â êàæäîì òåòðàýäðå åñòü õîòÿ áû îäíà

èñêîìàÿ òî÷êà, è ïðèìåð òåòðàýäðà, â êîòîðîì òàêàÿ òî÷êà ðîâíî îäíà, ñ åãî ïîëíûì
îáîñíîâàíèåì.

19: èçîëèðîâàííûå ïðîáåëû â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî â êàæäîì òåòðàýäðå åñòü õîòÿ
áû îäíà èñêîìàÿ òî÷êà, è ïðèìåð òåòðàýäðà, â êîòîðîì òàêàÿ òî÷êà ðîâíî îäíà, ñ åãî
ïîëíûì îáîñíîâàíèåì.

14: ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â êàæäîì òåòðàýäðå åñòü õîòÿ áû îäíà èñêîìàÿ
òî÷êà, èëè ïðèìåð òåòðàýäðà, â êîòîðîì òàêàÿ òî÷êà ðîâíî îäíà, ñ åãî ïîëíûì îáîñíîâà-
íèåì.

10: ïðèìåð òåòðàýäðà, â êîòîðîì èñêîìàÿ òî÷êà ðîâíî îäíà, ñ íåïîëíûì îáîñíîâàíèåì.
5: ïðàâèëüíûé ïðèìåð òåòðàýäðà ñ íåâåðíûì ïîäñ÷åòîì êîëè÷åñòâà òî÷åê ñ ÷åòíûìè

êîîðäèíàòàìè â íåì.

Äîêàæåì, ÷òî ðîâíî îäíà òî÷êà ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â

òðåáóåìîì òåòðàýäðå: íàïðèìåð, ÷òî (4, 4, 4) � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ñ ÷åòíûìè êîîðäè-
íàòàìè â òåòðàýäðå ñ êîîðäèíàòàìè âåðøèí (3, 3, 3), (6, 3, 3), (3, 6, 3) è (3, 3, 6). Òàê êàê



êàæäîìó èç óðàâíåíèé x = 3, y = 3, z = 3, x + y + z = 12 óäîâëåòâîðÿþò òðè èç ÷åòû-
ðåõ âåðøèí òåòðàýäðà, òî ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ïëîñêîñòè ãðàíåé òåòðàýäðà. Ïîýòîìó
òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ñîäåðæèòñÿ â ýòîì òåòðàýäðå, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà x > 3, y > 3, z > 3 è x + y + z 6 12. Åñëè ïðè ýòîì x, y èëè z ðàâíî
3, òî íå âñå êîîðäèíàòû (x, y, z) ÷åòíû. Åñëè æå x, y è z íå ðàâíû 3, íî öåëî÷èñëåííû, òî
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà x > 4, y > 4, z > 4, êîòîðûå âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì x+y+z 6 12
èìåþò åäèíñòâåííîå îáùåå ðåøåíèå x = y = z = 4.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíüøå îäíîé òî÷êè ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè íå áûâàåò.

Âû÷èñëèì êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà ñ êîíöàìè (x1, y1, z1) è (x2, y2, z2):

x1 + x2

2
,
y1 + y2

2
,
z1 + z2

2
, (∗)

à òàêæå êîîðäèíàòû òî÷êè, äåëÿùåé ýòîò îòðåçîê â îòíîøåíèè 2 : 1:

x1 + 2x2

3
,
y1 + 2y2

3
,
z1 + 2z2

3
. (∗∗)

Âû÷èñëèì êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2) è (x3, y3, z3): îíà äåëèò â îòíîøåíèè 2 : 1 ìåäèàíó, ïîýòîìó ìîæåì âû÷èñëèòü
êîîðäèíàòû îñíîâàíèÿ ìåäèàíû ïî ôîðìóëå (∗) è çàòåì êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí ïî ôîðìóëå (∗∗):

x1 + x2 + x3

3
,
y1 + y2 + y3

3
,
z1 + z2 + z3

3
. (∗ ∗ ∗)

Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ äâà ñëåäóþùèõ íàáëþäåíèÿ.
1. Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå ñ öåëî÷èñëåííûìè (÷åòíûìè) êîîðäèíàòàìè îòíîñèòåëü-

íî òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, òàêæå èìååò öåëî÷èñëåííûå (÷åòíûå) êîîð-
äèíàòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîîðäèíàòû öåíòðà ñèììåòðèè, èñõîäíîé è ñèììåòðè÷íîé
òî÷åê ðàâíû (x0, y0, z0), (x1, y1, z1) è (x2, y2, z2) ñîîòâåòñòâåííî, òî ïî ôîðìóëå (∗) ïîëó÷èì
x2 = 2x0 − x1, y2 = 2y0 − y1, z2 = 2z0 − z1.

2. Åñëè ó ïàðàëëåëåïèïåäà öåíòðû ãðàíåé èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû, òî òàêîé
ïàðàëëåëåïèïåä ñîäåðæèò òî÷êó ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî íå òàê, è äëÿ êàæäîé ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíûå åé ïëîñêî-
ñòè, îòñòîÿùèå îò íåå íà ðàññòîÿíèÿ, êðàòíûå ðàññòîÿíèþ äî ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíè. Ýòè
ïëîñêîñòè ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî íà ïàðàëëåëåïèïåäû, ðàâíûå èñõîäíîìó. Äîêàæåì, ÷òî
â êàæäîì èç ýòèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ öåíòðû ãðàíåé èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû, è
íå ñîäåðæèòñÿ òî÷åê ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè:

øàã 1 � äëÿ èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ýòî âåðíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ;
øàã 2 � äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, èìåþùèõ îáùóþ ãðàíü ñ èñõîäíûì, ýòî âåðíî ñîãëàñíî

íàáëþäåíèþ 1, òàê êàê èõ öåíòðû ãðàíåé è öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ñèììåòðè÷íû öåíòðàì
ãðàíåé è öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðîâ
ãðàíåé;

øàã 3 � äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, èìåþùèõ îáùóþ ãðàíü ñ îäíèì èç ðàññìîòðåííûõ íà
øàãå 2, ýòî âåðíî ñîãëàñíî íàáëþäåíèþ 1 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì; è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå: íè â îäíîì èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïîêðûâàþ-
ùèõ âñå ïðîñòðàíñòâî, íåò òî÷êè ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè.



Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî â òåòðàýäðåABCD, êîîðäèíàòû âåðøèí êîòîðîãî äåëÿòñÿ íà 3, ñî-
äåðæèòñÿ íå ìåíåå îäíîé òî÷êè ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè A′, B′, C ′, D′

ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ãðàíåé BCD,ACD,ABD,ABC èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû ïî ôîðìó-
ëå (∗ ∗ ∗). Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä, îáðàçîâàííûé ïëîñêîñòÿìè ACD, ABD, ABC, à
òàêæå ñèììåòðè÷íûìè èì îòíîñèòåëüíî òî÷êè D′. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè A′, B′, C ′ ÿâëÿþò-
ñÿ öåíòðàìè ñèììåòðèè åãî ãðàíåé: äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà A′ äåëèò ìåäèàíó èç òî÷êè B
â òîì æå îòíîøåíèè 2 : 1, ÷òî è òî÷êà B′ � ìåäèàíó èç òî÷êè A, ïîýòîìó îòðåçêè AB
è A′B′ ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó òî÷êà B′ ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà è
ïðÿìîé, ïðîõîäÿ÷åé ÷åðåç åãî öåíòð ïàðàëëåëüíî åãî ðåáðó, ïîýòîìó B′ � öåíò åãî ãðàíè;
ðàññóæäåíèÿ äëÿ C ′ è D′ àíàëîãè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2, ïîñòðîåííûé ïàðàëëåëåïèïåä ñîäåðæèò òî÷êó
E ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè. Åñëè E ñîäåðæèòñÿ â ABCD, òî âñå äîêàçàíî, èíà÷å òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ E îòíîñèòåëüíî A′, ñîäåðæèòñÿ â ABCD è òàêæå èìååò ÷åòíûå êîîðäèíàòû
ñîãëàñíî íàáëþäåíèþ 1.

11.5. Îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD äåëèòñÿ äèàãîíàëüþ AC íà äâà ïîäîáíûõ, íî
íå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà äëèíà äèàãîíàëè AC, åñëè äëèíû ñòîðîí
AB è CD ðàâíû 5 è 10, ñîîòâåòñòâåííî?

Îòâåò: 5
√
2 èëè 6

Ýòà çàäà÷à èìååò î÷åíü íåñëîæíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå (ñì. íèæå) îäíàêî î÷åíü
ìíîãèå øêîëüíèêè ïðåäïî÷èòàëè ôîðìàëüíî âûïèñûâàòü âñå âîçìîæíûå ïîëó÷àþùèåñÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé è çàòåì èõ ðåøàòü (ñì. àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå). Ïðè ýòîì ïîëó-
÷àëîñü íàìíîãî áîëüøå ïîñòîðîííèõ ðåøåíèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðåõóãîëüíèêó,
âûðîæäàþùåìóñÿ â îòðåçîê. Ýòè ðåøåíèå íåîáõîäèìî áûëî ïîòîì îòáðàñûâàòü, ÷åãî ìíî-
ãèå øêîëüíèêè íå çàìåòèëè.

16 áàëëîâ çà ïîëíîå ðåøåíèå
12: ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåðÿí (èëè íåâåðíî ðàçîáðàí) ÒÎËÜÊÎ ÎÄÈÍ ñëó÷àé

(ñì. ïðèâåäåííîå íèæå ïîëíîå ðåøåíèå), íåçàâèñèìî îò òîãî, ïðèâåëà îøèáêà ê èçìåíåíèþ
ñïèñêà îòâåòîâ, èëè íåò. Ò.å. â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè ïðè ýòîì ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äâà
âåðíûõ îòâåòà è îäèí ëèøíèé ïðè ïðàâèëüíîì îòñå÷åíèè âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ, èëè
îøèáî÷íî áóäåò ïðèâåäåí òîëüêî îäèí îòâåò, à âòîðîé ïðàâèëüíûé îòâåò ïîòåðÿí, íî ïðè
ýòîì âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçîáðàíû âåðíî, èëè æå, ñïèñîê îòâåòîâ îêàæåòñÿ âåðíûì,
à êàêîé-òî èç ñëó÷àåâ, êðîìå ïåðâîãî, òåì íå ìåíåå, íå ðàññìîòðåí. Â ãåîìåòðè÷åñêîì
ðåøåíèè ýòî çíà÷èò, ÷òî ëèáî íàéäåíû äâà âåðíûõ îòâåòà, íî íå ðàçîáðàíà êîíôèãóðàöèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àÿì 1 è 2, ëèáî ýòà êîíôèãóðàöèÿ íàîáîðîò, ðàçîáðàíà, à îäèí èç
âåðíûõ îòâåòîâ ïðè ýòîì ïîòåðÿí.

8: ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåðÿíû (èëè íåâåðíî ðàçîáðàíû) ÍÅ ÁÎËÅÅ ÄÂÓÕ ñëó-
÷àåâ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, èëè â ãåîìåòðè÷åñêîì ðåøåíèè ðàçîáðàíî ÁÎËÅÅ îäíîãî
ñëó÷àÿ (èç òðåõ), íî íà +/- ðåøåíèå íå òÿíåò (åñòü çàìåòíûå íåäî÷åòû).

6: ñòàâèòñÿ, åñëè â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè íåâåðíî ðàçîáðàíî ÁÎËÅÅ ÄÂÓÕ ñëó÷àåâ,
èëè åñëè â ãåîìåòðè÷åñêîì ðåøåíèè ðàçîáðàí ÒÎËÜÊÎ ÎÄÈÍ ñëó÷àé, ïðèâîäÿùèé ê
ïðàâèëüíîìó îòâåòó è íå ðàçîáðàíû ñëó÷àè 1 è 2

4: ñòàâèòñÿ, åñëè ïðèâåäåí áåç èññëåäîâàíèÿ êàêîé-íèáóäü îäèí óãàäàííûé îòâåò (òàêèå
ñëó÷àè áûëè) Ñþäà æå, êîíå÷íî, îòíîñÿòñÿ âñå òðóäíîïåðå÷èñëèìûå ñëó÷àè, êîãäà ÷òî-òî



ïîëîæèòåëüíîå ÿâíî ñäåëàíî, íî íè íà îäèí áîëåå âûñîêèé çíàê ðåøåíèå íå òÿíåò.
4: øêîëüíèê íåïðàâèëüíî ïîíÿë óñëîâèÿ çàäà÷è, íî ïðè ýòîì â èçìåíåíííîé ôîðìó-

ëèðîâêå ðåøåíèå ïðàâèëüíîå.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ äèàãîíàëü ÷åðåç d, îíà ðàçáèâàåò

÷åòûðåõóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà: îäèí ñî ñòîðîíàìè 5 è x, äðóãîé ñî ñòîðîíàìè 10 è
15− x. Âñåãî ïðîïîðöèþ äëÿ äâóõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî íàïèñàòü 6 ñïîñîáàìè:
x/a = 5/b = d/c, ãäå âìåñòî ÷èñåë a, b è c íàäî áðàòü âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë
d, 10 è 15− x.

1) Ñëó÷àé x/(15− x) = 5/10 = d/d ñðàçó îòìåòàåòñÿ, ïîòîìó ÷òî òàì âîçíèêàåò ðàâåí-
ñòâî 1/2 = 1.

2) Ñëó÷àé x/10 = 5/(15 − x) = d/d ïðèâîäèò ê x = 10, ÷òî äàåò ðàâíûå òðåóãîëüíèêè
è ïðîèçâîëüíóþ äèàãîíàëü îò 5 äî 15, è åñëè ðåøàòü ñîâñåì áåçäóìíî, åùå è ïîñòîðîííèé
êîðåíü x = 5.

3) Ñëó÷àé x/(15 − x) = 5/d = d/10. Ñàìûé ÷àñòûé â îòâåòàõ, ïîòîìó ÷òî äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ îòâåòà d = 5

√
2 íå íàäî äàæå ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî â ÷åòûðåõóãîëüíèê âïèñàíà

îêðóæíîñòü. Íà ñàìîì äåëå çäåñü, êîíå÷íî, åùå òðåáóåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òàêèå
òðåóãîëüíèêè ñóùåñòâóþò, ò.å. ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà � ýòî íåáîëü-
øàÿ âîçíÿ ñ êîðíÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå x = 15

√
2 − 15, ñòîðîíû óïîðÿäî÷åíû d > x > 5 è

íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíåíî.
4) Ñëó÷àé x/d = 5/10 = d/(15− x). Òîãäà d = 6, x = 3. Ñóùåñòâîâàíèå î÷åâèäíî.
5) Ñëó÷àé x/d = 5/(15−x) = d/10. Äëÿ d ïîëó÷àåòñÿ êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå d3−150d+

500 = 0, à äëÿ x êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå x3 − 30x2 + 225x − 250 = 0. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò
ïî îäíîìó öåëîìó êîðíþ d = 10, x = 10, ýòè êîðíè ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûì òðåóãîëüíèêàì.
Ïîñëå äåëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ d2 + 10d − 50 = 0 è x2 − 20x + 25 = 0.
Ðåøàÿ, ïîëó÷àåì îäíî çíà÷åíèå äëÿ äèàãîíàëè d = −5 + 5

√
3 (âòîðîå � îòðèöàòåëüíîå) è

ÄÂÀ çíà÷åíèÿ äëÿ ñòîðîíû x = 10 − 5
√
3 è x = 10 + 5

√
3. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê

âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê, à âòîðîå çíà÷åíèå x > 15, ïîýòîìó îíî ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëü-
íîìó çíà÷åíèþ d.

6) Ñëó÷àé x/10 = 5/d = d/(15− x). Äëÿ d ïîëó÷àåòñÿ êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå d3− 75d+
250 = 0, à äëÿ x êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå x3 − 150x2 + 500 = 0. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ïî
îäíîìó öåëîìó êîðíþ d = 5, x = 10, ýòè êîðíè ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûì âûðîæäåííûì â
îòðåçîê òðåóãîëüíèêàì. Ïîñëå äåëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ d2+5d−50 = 0
è x2 − 5x− 50, êîòîðûå ñíîâà äàþò ïîñòîðîííèå êîðíè d = 5 è x = 10.

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå.
Åñëè äèàãîíàëü â êàæäîì èç äâóõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ îêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåí-

íîé ïàðîé ñòîðîí, òî êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðàâåí 1 è òðåóãîëüíèêè ðàâíû � ýòèì îòìå-
òàþòñÿ ñëó÷àè 1 è 2 àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Åñëè ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ äèàãîíàëè îêàçûâàþòñÿ
ñìåæíûìè (è, òåì ñàìûì, ñìåæíûìè ñ ýòîé äèàãîíàëüþ), òî ýòà äèàãîíàëü îêàçûâàåòñÿ
áèññåêòðèñîé, ÷òî â îïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ëåæèò íà äèàãîíàëè. Òîãäà ýòè äâà òðåóãîëüíèêà î÷åâèäíî îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.
Ýòî ñëó÷àè 5 è 6 àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ � çäåñü ãåîìåòðèÿ äàåò íàèáîëüøèé âûèãðûø.

Åñëè ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ äèàãîíàëè îêàçûâàþòñÿ,
íàîáîðîò, ïðîòèâîïîëîæíûìè, òî îíè äîëæíû îáðàçîâûâàòü ñ äèàãîíàëüþ ðàâíûå óãëû,



è, ñëåäîâàòåëüíî, áûòü ïàðàëëåëüíûìè, òàê ÷òî ýòè äâå ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè
òðàïåöèè. Äàëåå, ýòà ïàðà ñòîðîí ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèáî ïàðîé ñòîðîí 5 è 10, ëèáî 5 è 10
ýòî îñòàëüíûå äâå ñòîðîíû, ÷òî è äàåò 3 â ïåðâîì ñëó÷àå è 5

√
2 âî âòîðîì. (Ýòî ñëó÷àè 3 è

4 àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.) Êîíå÷íî, è â ãåîìåòðè÷åñêîì ðåøåíèè íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

11.6. Â îäíîé èç âåðøèí ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà, n ≥ 2, ïîñòàâëåíî ÷èñëî 1. Äëÿ
äàííîé ðàññòàíîâêè ÷èñåë 2, 3, . . . , 2n â îñòàëüíûå âåðøèíû 2n-óãîëüíèêà ïîñòàâèì íà
êàæäîé åãî ñòîðîíå çíàê +, åñëè ÷èñëî íà êîíöå ñòîðîíû (ïðè äâèæåíèè ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå) áîëüøå ÷èñëà íà åå íà÷àëå è çíàê −, åñëè îíî ìåíüøå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü
ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì ðàññòàíîâîê ÷èñåë 2, 3, . . . , 2n ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ïëþñîâ íà
ñòîðîíàõ è ÷èñëîì ðàññòàíîâîê ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ïëþñîâ ðàâåí ÷èñëó ðàññòàíîâîê,
â êîòîðûõ ïëþñû è ìèíóñû ÷åðåäóþòñÿ ïðè (à) n = 3, (á) n = 4, (â) ïðîèçâîëüíîì n.

5 áàëëîâ çà ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà (à).
4: ðåøåíèå ïóíêòà (à) ñ íåäî÷åòàìè.
3: ïðàâèëüíî ïîäñ÷èòàíû äâà èç òðåõ êîëè÷åñòâ â ïóíêòå (à).
2: ïðàâèëüíî ïîäñ÷èòàíî îäíî èç òðåõ êîëè÷åñòâ â ïóíêòå (à).
1: Òî æå, ÷òî 3, íî ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îøèáêàìè.
7 áàëëîâ çà ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà (á).
12 áàëëîâ çà ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà (â).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà q > 0 è m > 2. Äëÿ êàæäîãî ñïîñîáà g ðàññòàâèòü
÷èñëà 1, . . . ,m íà îêðóæíîñòè, îáîçíà÷èì ÷åðåç |g| ðàçíîñòü ÷èñëà ïëþñîâ è ÷èñëà ìèíó-
ñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ g êàê îïèñàíî â óñëîâèè çàäà÷è. Ïóñòü km

q � ÷èñëî ðàññòàíîâîê íà
îêðóæíîñòè ÷èñåë 1, ...,m, â êîòîðûõ ðîâíî q ÷èñåë ñîñåäñòâóþò êàê ñ ïëþñîì, òàê è ñ
ìèíóñîì. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà km

q óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ (íàçîâåì åãî
ðàâåíñòâîì (∗mq )):

km
q = qkm−1

q+1 + (m− q + 1)km−1
q−1 .

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ ðàññòàíîâêà íà îêðóæíîñòè ÷èñåë 1, . . . ,m, â êîòîðîé ðîâíî q
÷èñåë ñîñåäñòâóþò êàê ñ ïëþñîì, òàê è ñ ìèíóñîì, ïðè óäàëåíèè ÷èñëà m ïðåâðàùàåòñÿ
â ðàññòàíîâêó ÷èñåë 1, . . . ,m − 1, â êîòîðîé ðîâíî q + 1 èëè q − 1 ÷èñëî ñîñåäñòâóåò êàê
ñ ïëþñîì, òàê è ñ ìèíóñîì, ïðè÷åì êàæäàÿ èç òàêèõ ðàññòàíîâîê ÷èñåë 1, . . . ,m − 1 ïðè
äîáàâëåíèè ê íåé ÷èñëàm âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè äàåò ðîâíî q èëèm−q+1 òðåáóåìûõ
ðàññòàíîâîê ÷èñåë 1, . . . ,m ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà p > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç apq ñóììó

(−1)[ q2 ]

2q

(
C0

q q
p − C1

q (q − 2)p + C2
q (q − 4)p − C3

q (q − 6)p + . . . (−1)qCq
q (−q)p

)
.

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (íàçîâåì åãî ðàâåíñòâîì (∗∗pm)): ñóììà ÷èñåë (−1)[
|g|
2
]|g|p

ïî âñåì ñïîñîáàì g ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, . . . ,m íà îêðóæíîñòè ðàâíà ap0k
m
m+ap1k

m
m−1+ap2k

m
m−2+

. . .. Çàìåòèì, ÷òî ïðè m = 2n è p = 0 ýòî ðàâåíñòâî äàåò òðåáóåìîå â çàäà÷å óòâåðæäåíèå.
Ðàâåíñòâî (∗∗p2) î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî p, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p è

m âûâåñòè ðàâåíñòâî (∗∗pm) èç ðàâåíñòâ (∗∗0m−1), (∗∗1m−1), (∗∗2m−1), . . .. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíûé ñïîñîá h ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, . . . ,m − 1 íà îêðóæíîñòè è îáîçíà÷èì



÷åðåç h+ è h− ÷èñëî ïëþñîâ è ìèíóñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ h êàê îïèñàíî â óñëîâèè çàäà÷è.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè m ê ðàññòàíîâêå h âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ìû ïîëó÷èì
ðîâíî h+ ðàññòàíîâîê g, òàêèõ ÷òî |g| = |h| − 1, è ðîâíî h− ðàññòàíîâîê g, òàêèõ ÷òî

|g| = |h| + 1. Ïîýòîìó ñóììà ÷èñåë (−1)[
|g|
2
]|g|p ïî âñåì ðàññòàíîâêàì g, ïîëó÷åííûõ èç h

äîáàâëåíèåì m, ðàâíà h+(−1)[
|h|−1

2
](|h|−1)p+h−(−1)[

|h|+1
2

](|h|+1)p, èëè, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè,

(−1)p−1(−1)[
|h|
2
](C0

p |h|p+1 − C1
p(m− 1)|h|p−1 + C2

p |h|p−1 − C3
p(m− 1)|h|p−3 + C4

p |h|p−3 − . . .).

Ñóììèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà ïî âñåì ðàññòàíîâêàì h è çàìåíÿÿ â ïîëó÷èâøåìñÿ ðàâåíñòâå

ñóììó ÷èñåë (−1)[
|h|
2
]|h|p′ ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (∗∗p

′

m−1) äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà p′, ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (∗∗pm) â òåðìèíàõ ÷èñåë km−1

0 , km−1
1 , km−1

2 , . . ..
Çàìåíÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (∗∗pm) ÷èñëà km

0 , k
m
1 , k

m
2 , . . . ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (∗m0 ),

(∗m1 ), (∗m2 ), . . ., ïîëó÷èì âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (∗∗pm) â òåðìèíàõ ÷èñåë km−1
0 ,

km−1
1 , km−1

2 , . . .. Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé
ðàâåíñòâà (∗∗pm), ïîëó÷èì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë km−1

0 , km−1
1 , km−1

2 , . . . âõîäèò â êàæäîå èç
äâóõ âûðàæåíèé ñ îäíèì è òåì æå êîýôôèöèåíòîì.


