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Пояснительная записка

Автор программы: доктор физико-математических наук, профессор А.Н.Рудаков.
Требования к студентам: дисциплина «Дополнительные главы алгебры» не предполагает предварительных знаний, выходящих за пределы подготовки бакалавра по математике.

Аннотация. 

Дисциплина «Дополнительные главы алгебры» предназначена для первого года подготовки магистрантов по направлению 010100.68 «Математика». 
Алгебра занимает одно из центральных мест в блоке математических дисциплин.  Обучение в магистратуре требует живого и активного понимания основных алгебраических структур, более глубокого, чем в бакалавриате,  владения техникой доказательств и понимания идейных связей  внутри алгебры.

Первая часть курса посвящена  углубленному освоению теории групп и линейной алгебры в контексте теории представлений алгебр Ли и теории групп, порожденных отражениями. Одновременно изучаются начала теории алгебр Ли, теории групп Кокстера, и теории модулярных форм.   
Далее мы обращаемся к изучению начал теории алгебраических групп и идейных связей этой теории с теорией алгебр Ли. Затем обращается к «геометрически мотивированному» вопросу коммутативной алгебры –  теории размерности локальных колец. 

 В заключение обсуждаются основы гомологической алгебры и разбираются вычисления со спектральными последовательностями, тем самым осваивается техника вычислений, имеющая фундаментальное значение в современной алгебре, топологии и функциональном анализе.  
Цели и задачи изучения дисциплины, ее место в учебном процессе

Цель изучения дисциплины: 

· развитие у студентов структурно-алгебраического мышления и математической культуры.
· изложение ряда важных тем, результатов и методов современной алгебры. 
Задачи изучения дисциплины:

· освоение на новом уровне геометрии и алгебры конечномерных векторных пространств.
· знакомство с нетривиальными и общезначимыми реализациями базисных алгебраических структур – группами Кокстера, группами, порожденными отражениями, системами корней и графами Дынкина, и др.
· освоение важнейших связей алгебраических структур: алгебраических групп и алгебр Ли; групп, алгебр Ли и их представлений; абстрактно заданных систем корней и систем корней алгебры Ли.

· освоение важных методов алгебраических вычислений – фильтраций и градуировок, корней и весов, размерностей локальных колец, гомологий комплексов и би-комплексов, спектральных последовательностей и их пределов.

Тематический план 
	№
	Название темы
	Всего часов по дисциплине 
	В том числе аудиторных
	Самостоятельная работа

	
	
	
	Всего
	Лекции
	Семинары
	

	 
	1 модуль
	48
	20
	10
	10
	28

	1.         
	Группы, порожденные инволюциями: длина и приведенные разложения. Группы Кокстера, матрицы и графа Кокстера. 
	10
	4
	2
	2
	6

	2.         
	Условие замены для групп, порожденных инволюциями; характеризация групп Кокстера.
	14
	6
	3
	3
	8

	3.         
	Корневые подпространства и фильтрации: жорданова нормальная форма оператора; коммутирующие операторы. Экспоненциалы операторов, свойства.
	10
	4
	2
	2
	6

	4.         
	Введение в алгебры Ли. Теорема Пуанкаре-Биркгофа-Витта.    Неприводимые представления sl_2 над полем комплексных чисел.
	14
	6
	3
	3
	8

	 
	2 модуль
	64
	28
	14
	14
	36

	5.         
	Модулярная группа и ее действие на верхней полуплоскости. Модулярные формы: первоначальные свойства.
	14
	6
	3
	3
	8

	6.         
	Системы гиперплоскостей, ячейки, камеры и стенки. Отражения, группы, порожденные отражениями; фундаментальная область; транзитивность действия на множестве камер. Свойство замены и структура группы Кокстера для группы порожденной отражениями; длина и разделяющие гиперплоскости.
	18
	8
	4
	4
	10

	7.         
	Системы корней, группа Вейля.  Углы и длины, системы корней ранга 2. Примеры систем корней, список неприводимых приведенных систем корней.
	14
	6
	3
	3
	8

	8.         
	Элемент Казимира и его свойства. Теорема о полной приводимости конечномерных комплексных представлений sl_2. Модели представлений.
	18
	8
	4
	4
	10

	 
	3 модуль
	70
	30
	15
	15
	40

	9
	Построение системы корней для алгебры Ли, в которой «много» sl_2-подалгебр. Система корней для алгебры матриц со следом ноль.
	14
	6
	3
	3
	8

	10
	Теорема Энгеля и теорема Ли для подалгебр алгебры Ли эндоморфизмов конечномерного векторного пространства. Нильпотентные и разрешимые алгебры Ли. Инвариантные билинейные формы на алгебре Ли. Форма Киллинга.
	18
	8
	4
	4
	10

	11
	Алгебраические группы в группе обратимых матриц; алгебра Ли такой группы. Ассоциированное действие на тензорных пространствах.
	10
	4
	2
	2
	6

	12
	Полупростые и унипотентные эндоморфизмы; их действие на тензорах. Теорема о полупростых и унипотентных элементах алгебраической группы. 
	14
	6
	3
	3
	8

	13
	Алгебраические торы, их гомоморфизмы, характеры и представления.
	14
	6
	3
	3
	8

	4 модуль
	88
	50
	25
	25
	38

	14
	Полупростые алгебры Ли и полупростые алгебраические группы: основные теоремы
	24
	12
	6
	6
	12

	15
	Теория размерности локальных колец; различные размерности, их свойства и теоремы сравнения.
	26
	20
	10
	10
	6

	16
	Элементы гомологической алгебры: основные понятия и структуры.
	17
	8
	4
	4
	9

	17
	Спектральные последовательности: определение, основные свойства. Вычисления со спектральными последовательностями.
	21
	10
	5
	5
	11

	 
	 Итого:
	270
	128
	64
	64
	142


Содержание программы
Тема 1.  Группы Кокстера и группы, порожденные отражениями.

 Группы, порожденные инволюциями: длина и приведенные разложения. Группы Кокстера, матрицы и графа Кокстера. 

Условие замены для групп, порожденных инволюциями; характеризация групп Кокстера.

Системы гиперплоскостей, ячейки, камеры и стенки. Отражения, группы, порожденные отражениями; фундаментальная область; транзитивность действия на множестве камер. 
Свойство замены и структура группы Кокстера для группы порожденной отражениями; длина и разделяющие гиперплоскости.
Тема 2.  Введение в алгебры Ли и их представления.

Корневые подпространства и фильтрации: жорданова нормальная форма оператора; коммутирующие операторы. Экспоненциалы операторов, свойства.

Введение в алгебры Ли. Теорема Пуанкаре-Биркгофа-Витта.    Неприводимые представления sl_2 над полем комплексных чисел.
Элемент Казимира и его свойства. Теорема о полной приводимости конечномерных комплексных представлений sl_2. Модели представлений.
Теорема Энгеля и теорема Ли для подалгебр алгебры Ли эндоморфизмов конечномерного векторного пространства. Нильпотентные и разрешимые алгебры Ли. Инвариантные билинейные формы на алгебре Ли. Форма Киллинга. Полупростые алгебры Ли и критерий Картана.
Тема 3.  Действие модулярной группы на верхней полуплоскости.

Модулярная группа и ее действие на верхней полуплоскости. Классы решеток и «пространство модулей решеток». 

Модулярные формы: первоначальные свойства. Функция Вейерштрасса и униформизация эллиптических кривых.
Тема 4.  Абстрактные системы корней и система корней алгебры Ли.

Системы корней, группа Вейля.  Углы и длины, системы корней ранга 2. Примеры систем корней, список неприводимых приведенных систем корней.
Построение системы корней для алгебры Ли, в которой «много» sl_2-подалгебр. Система корней для алгебры матриц со следом ноль. 
Корни для полупростой алгебры Ли. Веса представлений полупростой алгебры Ли. Симметрия относительно группы Вейля.
Тема 5.  Введение в теорию аффинных алгебраических групп.
Аффинные алгебраические группы; алгебра Ли такой группы. Ассоциированное действие на тензорных пространствах.

Полупростые и унипотентные эндоморфизмы; их действие на тензорах. Теорема о полупростых и унипотентных элементах алгебраической группы. 
Полупростые алгебры Ли и полупростые алгебраические группы: основные теоремы
Алгебраические торы, их гомоморфизмы, характеры и представления.
Однородные пространства аффинных алгебраических групп.
Тема 6.  Размерности для локальных колец.
Локальные кольца, лемма Накаямы. Цепочки идеалов и размерность Крулля. 
Градуированные кольца и функция Гильберта. Функция Самюэля локального кольца. Системы параметров, a-последовательности.
Теоремы сравнения размерностей.

Тема 7.  Элементы гомологической алгебры.
Комплексы, гомологии и гомотопии. Бикомплексы и фильтрованные комплексы.
Спектральные последовательности: определение. Спектральная последовательность фильтрованного комплекса. 

Случаи сходимости спектральной последовательности би-комплекса. Вычисления со спектральными последовательностями. 
Формы текущего контроля: 5 контрольных работ.
Форма итогового контроля: 3 зачёта (1, 2, 3 мод), 1 экзамен (4 мод).
Темы самостоятельных работ: 
	
	Предлагаются индивидуально.

	
	


Основная литература
	1. 
	 Н. Бурбаки. Группы и алгебры Ли: алгебры Ли, свободные алгебры Ли и группы Ли. – 

М. «Мир», 1976.

	2. 
	 Н. Бурбаки. Группы и алгебры Ли: группы Кокстера и системы Титса, группы, порожденные отражениями, системы корней.  – М.:Мир, 1972..

	3. 
	Н. Бурбаки. Группы и алгебры Ли: подалгебры Картана, регулярные элементы, расщепляемые полупростые алгебры Ли. – М.:Мир, 1978.

	4. 
	Хамфри Дж. Линейные алгебраические группы. – М.:Наука, 1980.

	5.  
	Matsumura H. Commutative ring theory. – Cambridge U.Press 1986.

	6. 
	Картан Э., Эйленберг С. Гомологическая алгебра. – М.:Изд.ин.лит. 1960.

	
	


Дополнительная литература
	7. 
	Винберг Э.Б., Онищик А.Л. Семинар по группам Ли и алгебраическим группам. – М.:УРСС 1995.

	8. 
	Кац В., Бесконечномерные алгебры Ли. – М.: Мир, 1993. 

	9. 
	Годеман Р. Алгебраическая топология и теория пучков. – М.:Изд.ин.лит. 1961.

	10. В
	Weibel C.A. An introduction to homological algebra. Cambridge U.Press 1994.


Автор программы: _____________________________  А.Н.Рудаков   
