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1. Область применения и нормативные ссылки

Настоящая программа учебной дисциплины устанавливает минимальные требования к знаниям и умениям студента и определяет содержание и виды учебных занятий и отчетности.

Программа предназначена для преподавателей, ведущих данную дисциплину, учебных ассистентов и студентов специальности 230401.65 «Прикладная математика» подготовки специалиста по специализации «Математическое и программное обеспечение систем обработки информации и управления», изучающих дисциплину «Функциональный анализ».
Программа разработана в соответствии с:

· ФГОС ВПО;

· Образовательной программой 230401.65 «Прикладная математика»; 

· Рабочим учебным планом университета по специальности 230401.65 «Прикладная математика», специализации «Математическое и программное обеспечение систем обработки информации и управления», утвержденным в 2012 г.

2. Цели освоения дисциплины

Целями освоения дисциплины «Функциональный анализ» являются:

· освоение основных понятий и методов функционального анализа;

· создание теоретической базы для последующего обучения смежным математическим дисциплинам;

· обучение практическим навыкам при приближенном решении функциональных и интегральных уравнений.

3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисциплины

В результате освоения дисциплины студент должен:

· Знать 

· основные положения теории метрических (в том числе нормированных и гильбертовых) пространств;

· основные положения современных теорий меры и интегрирования;

· основные положения теории линейных функционалов и операторов;

· основные методы приближенного и точного решения функциональных и линейных интегральных уравнений.

· Уметь 

· применять методы функционального анализа при решении прикладных задач;

· применять методы функционального анализа при решении теоретико-вероятностных задач, задач математической физики и задач оптимального управления;

· Иметь навыки использования методов функционального анализа при решении теоретических и прикладных задач.

4. Место дисциплины в структуре образовательной программы

Настоящая дисциплина относится к циклу математических и естественнонаучных дисциплин, обеспечивающих базовую подготовку.

Изучение данной дисциплины базируется на дисциплинах «Математический анализ» и «Линейная алгебра».

Для освоения учебной дисциплины студенты должны владеть:

· «Математический анализ» в полном объеме;

· «Линейная алгебра» в части, касающейся теории матриц и теории линейных пространств.

Основные положения дисциплины должны быть использованы в дальнейшем при изучении следующих дисциплин:

· «Теория вероятностей»;

· «Теория случайных процессов»;

· «Математическая физика».

5. Тематический план учебной дисциплины

	№
	Название раздела
	Всего часов 
	Аудиторные часы
	Самостоя​тельная работа

	
	
	
	Лекции
	Семинары
	Практические занятия
	

	1
	Компактность и задача о наилучшем приближении
	26
	8
	
	10
	8

	2
	Линейные функционалы
	28
	10
	
	10
	8

	3
	Линейные операторы
	39
	12
	
	12
	15

	4
	Приложения к теории интегральных уравнений
	10
	4
	
	2
	4

	
	ИТОГО:
	103
	34
	
	34
	35


Примечание автора: по итогам работы возможна корректировка таблицы.

6. Формы контроля знаний студентов
	Тип контроля
	Форма контроля
	1 год
	Параметры 

	
	
	1 сем
	2 сем
	

	Текущий

(неделя)
	Контрольная работа
	9
	
	Письменная работа, 80 минут

	
	Контрольная работа
	15
	
	Письменная работа, 80 минут

	
	Коллоквиум
	14
	
	Коллоквиум в форме письменной работы, 80 минут

	Итоговый
	Экзамен 
	1
	
	Экзамен в устной форме


6.1. Критерии оценки знаний, навыков 
При проведении контрольных работ для получения оценок 4-5 баллов студент должен выполнить две трети предложенного задания. При полном выполнении задания ставятся оценки 8-10 баллов в зависимости от наличия или отсутствия небольших недочетов (например, ошибок технического характера или неполной аргументации).

На коллоквиуме и экзамене для получения оценок 4-5 баллов студент должен продемонстрировать знание основных определений и примеров и не допускать принципиальных ошибок в формулировках основных теорем. При полном ответе ставятся оценки 8-10 баллов в зависимости от наличия или отсутствия небольших недочетов.

Оценки по всем формам текущего контроля выставляются по 10-балльной шкале.

6.2. Порядок формирования оценок по дисциплине 
При текущем или итоговом контроле работа студента оценивается в соответствии с п. 5.1.

Преподаватель оценивает работу каждого студента на практических занятиях, учитывая его активность и правильность предлагаемых решений. Соответствующие оценки выставляются в рабочую ведомость. Накопленная оценка по 10-балльной шкале за работу на практических занятиях определяется в конце соответствующего этапа – 
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Накопленная оценка за текущий контроль учитывает результаты студента по текущему контролю следующим образом:
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Промежуточные оценки приравниваются к накопленным:
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Способ округления всех приведенных оценок – арифметический.

Накопленная итоговая и результирующая оценка определяются следующим образом:
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Способ округления накопленной итоговой и результирующей оценок – арифметический.

На экзамене студент может получить дополнительный вопрос, ответ на который оценивается в 1 балл.

ВНИМАНИЕ: оценка за итоговый контроль блокирующая, при неудовлетворительной итоговой оценке она равна результирующей.

7. Содержание дисциплины

Раздел 1 Компактность и задача о наилучшем приближении

Лекции 1, 2. Полная ограниченность и компактность множества. Теорема Арцела (на тему отводится 2 ауд. часа). Непрерывные функции на компактах. Связь компактности единичного шара нормированного пространства с конечномерностью пространства (2 часа).

На практических занятиях 1-3 рассматривается первая из указанных тем, на практическом занятии 4 – вторая тема. Каждому занятию отводится 2 аудиторных часа. 

Литература: базовый учебник (см. п. 10.1), гл. 2, § 7 и гл. 3, § 4.

Лекции 3, 4. Задача о наилучшем приближении и ее решение в гильбертовом пространстве. Аналогичная задача в банаховом пространстве (4 часа).

На практическом занятии 5 рассматривается тема лекций 3, 4. 

Общий объем самостоятельной работы – 3 часа (из них 1 час – для подготовки к текущему контролю и практическому занятию и 2 часа – для выполнения текущих домашних заданий).

Литература: монография В.А.Треногина (см. п. 10.2), гл. 1, § 3.

Раздел 2. Линейные функционалы
Лекции 5, 6. Примеры ограниченных линейных функционалов. Общий вид ограниченного линейного функционала в гильбертовом пространстве и в пространстве функций, непрерывных на отрезке (4 часа).

Лекции 7-9. Сопряженное пространство и его свойства. Необходимое условие слабой сходимости (теорема Банаха-Штейнгауза) и критерий слабой сходимости. Слабая компактность замкнутого шара сопряженного пространства (4 часа).

На практических занятиях 6, 7 рассматривается тема лекций 5, 6, на практических занятиях 8, 9 – тема лекций 7-9. На практическом занятии 10 проводится контрольная по темам лекций 1-9. Общий объем самостоятельной работы – 8 часов (из них 4 часа для подготовки к текущему контролю и практическим занятиям и 4 часа – для выполнения текущих домашних заданий).

Литература: базовый учебник, гл. 4, §§ 1-3.

Раздел 3. Линейные операторы
Лекции 10, 11. Примеры ограниченных линейных операторов, вычисление и оценка их норм. Условия обратимости и необратимости операторов (2 часа). Теорема о ряде Неймана. Теорема о спектре ограниченного оператора и об условиях разложимости резольвенты в ряд Лорана (2 часа).

На практических занятиях 11, 12 рассматриваются, соответственно, первая и вторая из указанных здесь тем. 

Общий объем самостоятельной работы – 6 часов (из них 2 часа – для подготовки к текущему контролю и практическим занятиям и 4 часа – для выполнения текущих домашних заданий).

Литература: базовый учебник, гл. 4, § 5.

Лекции 12, 13. Конечномерные и компактные операторы. Альтернатива Фредгольма и теорема о спектре компактного оператора.

На практическом занятии 14 рассматривается тема лекций 12, 13. На практическом занятии 15 проводится коллоквиум по темам лекций 1-13.

Общий объем самостоятельной работы – 6 часов (из них 4 часа – для подготовки к текущему контролю и практическим занятиям и 2 часа – для выполнения текущих домашних заданий).

Литература: базовый учебник, гл. 4, § 6.

Лекции 14, 15. Существование и свойства сопряженного оператора. Свойства его спектра. Теорема Гильберта о спектре компактного самосопряженного оператора.

На практическом занятии 16 рассматривается тема лекций 14, 15. 

Общий объем самостоятельной работы – 3 часа (из них 1 час – для подготовки к текущему контролю и 2 часа – для выполнения текущих домашних заданий).

Литература: базовый учебник, гл. 4, § 6.

Раздел 4. Приложения к теории интегральных уравнений
Лекции 16, 17. Итерированные ядра интегрального оператора и связь их с резольвентой. Интегральные уравнения Фредгольма. Вольтерровы уравнения.

На практическом занятии 17 рассматривается тема лекций 16, 17.

Общий объем самостоятельной работы по теме – 3 часа (из них 1 час – для подготовки к текущему контролю и 2 часа – для выполнения текущих домашних заданий).

Литература: базовый учебник, гл. 9, § 2.

Все практические занятия посвящены решению соответствующих задач с кратким обсуждением необходимой части теории.
8. Образовательные технологии

При проведении практических занятий проводится разбор конкретных задач в интерактивной форме.

9. Оценочные средства для текущего контроля и аттестации студента
9.1. Тематика заданий текущего контроля
Примерные вопросы для контрольной работы:

1. Исследовать на компактность множество всех функций 
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 приблизить наилучшим образом функцию 
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3. Исследовать на слабую сходимость функционалы 
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. Указать соответствующий слабый предел (если он существует).

Вопросы для коллоквиума по темам лекций 1-13 берутся из п. 9.2.

9.2. Вопросы для оценки качества освоения дисциплины

Примерный перечень вопросов к экзамену по всему курсу:
1. Описать связи между ограниченными и вполне ограниченными множествами. Привести примеры. Установить равносильность исходного определения вполне ограниченного множества соответствующему свойству последовательностей Коши.

2. Описать (с обоснованием) связи между замкнутыми ограниченными множествами и компактными множествами. Примеры. Вывести необходимое и достаточное условие компактности в терминах сходящихся последовательностей.

3. Примеры множеств в 
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, являющихся а) равномерно ограниченными и б) равностепенно непрерывными. Сформулировать теорему Арцела и доказать ее часть, касающуюся необходимых условий полной ограниченности.

4. Сформулировать теорему Арцела и доказать ее часть, касающуюся достаточных условий полной ограниченности. Примеры множеств в 
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, являющихся а) вполне ограниченными, б) компактными, в) равномерно ограниченными, но некомпактными.

5. Доказать теорему о непрерывном образе компакта.

6. Доказать теоремы Вейерштрасса и сформулировать теорему Кантора для функций, непрерывных на компакте. На примере любой из них показать, что они не переносятся на функции, непрерывные на произвольных ограниченных замкнутых множествах.

7. Привести (с обоснованием) примеры строго нормированных пространств и пространств, не являющихся таковыми. Доказать теорему об условиях единственности элемента наилучшего приближения (ЭНП). Привести пример неединственности ЭНП.

8. Рассказать, как решается задача о наилучшем приближении в гильбертовом пространстве. Вывести достаточное условие для существования ЭНП.

9. Доказать теорему о продолжении ограниченного линейного функционала, определенного на всюду плотном линейном многообразии.

10. Привести примеры линейных ограниченных функционалов в 
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 и вычислить их нормы. Показать, что дельта-функция является слабым пределом некоторых функционалов «типа функции».

11. Сформулировать теорему Рисса об общем виде ограниченного линейного функционала в гильбертовом пространстве. Что дает эта теорема в случае функционалов, заданных в 
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? Каков общий вид ограниченного линейного функционала в 
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12. Установить полноту пространства ограниченных линейных операторов, отображающих одно банахово пространство в другое, и полноту сопряженного пространства.

13. Описать (с обоснованием и примерами) связь между двумя видами сходимости в сопряженном пространстве. Сформулировать теорему Банаха-Штейнгауза. Вывести критерий слабой сходимости в сопряженном пространстве и привести пример его применения.

14. Доказать слабую компактность единичного шара сопряженного пространства.

15. Доказать теорему об условиях компактности единичного шара линейного нормированного пространства.

16. Примеры линейных непрерывных операторов. Вычислить нормы оператора умножения на непрерывную функцию, действующего в 
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, и ограниченного диагонального оператора.

17. Оценить норму интегрального оператора с квадратично суммируемым ядром и норму произведения операторов этого типа.

18. Дать определения обратимого и обратного операторов на языке отображений и языке уравнений. Сформулировать теорему Банаха об обратном операторе. Вывести условия а) обратимости и б) необратимости оператора. Привести примеры обратных операторов.

19. Вывести условия обратимости диагонального оператора и оператора умножения на непрерывную функцию.

20. Доказать теорему о спектре ограниченного линейного оператора (включая лорановское разложение резольвенты).

21. Доказать теоремы о ряде Неймана и об обратимости оператора, близкого к обратимому.

22. Изложить метод решения интегрального уравнения, основанный на лорановском разложении резольвенты. Отдельно разобрать случай вольтеровского уравнения.

23. Привести примеры компактных (в том числе и конечномерных) операторов, а также некомпактных операторов. Доказать теорему о сохранении свойства компактности оператора при предельном переходе.

24. Установить компактность интегрального оператора с квадратично суммируемым ядром и вывести условие компактности диагонального оператора.

25. Сформулировать альтернативу Фредгольма и доказать теорему о спектре компактного оператора. Какие особенности имеет случай конечномерного оператора?

26. Доказать существование оператора, сопряженного ограниченному оператору в гильбертовом пространстве, и установить равенство норм обоих операторов. Как найти норму произведения оператора и сопряженного к нему?

27. Найти операторы, сопряженные ограниченному диагональному и интегральному операторам.

28. Установите свойства собственных значений и векторов самосопряженного оператора. Как связаны его норма и спектральный радиус? Сформулируйте теорему Гильберта о компактном самосопряженном операторе.

10. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины

10.1. Базовый учебник

1.
Колмогоров А.Н., Фомин С.В. Элементы теории функций и функционального анализа. – М.: Наука, 1988.

(Допустимо также использовать все издания этого учебника).

10.2. Основная литература

1. Треногин В.А. Функциональный анализ. – М.: Наука, 1989.

2. Федотов А.Г., Деменко В.Н., Голубева З.Н. Разработка практических занятий по функциональному анализ. – М.: МИЭМ, 1996.

3. Ананьевский И.М. Вопросы и задачи по функциональному анализу для студентов факультета прикладной математики. – М.: МИЭМ, 1996.

10.3. Дополнительная литература 

1. Кириллов А.А., Гвишиани А.Д. Теоремы и задачи функционального анализа. – М.: Наука, 1988.

2. Хелемский А.Я. Лекции по функциональному анализу. – М.: МЦНМО, 2004.

3. Бородин П.А., Савчук А.М., Шейпак И.А. Задачи по функциональному анализу. – М.: Изд-во ПС мех.-мат. ф-та МГУ, 2010.

10.4. Справочники, словари, энциклопедии

1. Функциональный анализ (под общей редакцией Крейна С.Г.). Сер. «Справочная математическая библиотека». – М.: Наука, 1972.

2. Математическая энциклопедия. Тома 1-5. – М.: Советская энциклопедия, 1977-85.
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