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1 Àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ è ìàêñèìàëüíûå ïî-

ðÿäêè â íèõ

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ A íàä Q íàçûâàåòñÿ ÷åòû-
ðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q ñ áàçèñîì 1, i, j, k, ãäå óìíîæåíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé, òàê ÷òî âûïîëíåíî

i2 = a1, j2 = b1, ij = −ji = k

äëÿ êàêèõ-òî a, b ∈ Q∗; óìíîæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ ëèíåéíî, òàê ÷òî A
ñòàíîâèòñÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé íàä Q.

Òàêèì îáðàçîì ñêîíñòðóèðîâàííàÿ àëãåáðà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèì-
âîëîì Ãèëüáåðòà (

a, b

Q

)
.

Çàìåòèì, ÷òî
k2 = (ij)2 = −ab.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáûå äâà áàçèñíûõ âåêòîðà i, j è k àíòè-êîììóòèðóþò.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì çà A0 ïîäïðîñòðàíñòâî â A, íàòÿíóòîå
íà âåêòîðû i, j è k. Ýëåìåíòû èç A0 íàçûâàþòñÿ ÷èñòûìè êâàòåðíè-
îíàìè.

ßñíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
Ðàññìîòðèì Q−ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì

x = (1, i, j, k) 7→ x̄ = (1,−i,−j,−k).

Îí îïðåäåëÿåò àíòè-èíâîëþöèþ â A:

x̄y = ȳx̄ è ¯̄x = x.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñëåä è íîðìà êâàòåðíèîíà x � ýòî ýëåìåíòû

T (x) = x+ x̄ ∈ Q

è n(x) = xx̄ ∈ Q2, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñëåä ÿâëÿåòñÿ Q−ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì A −→ Q, è ëåãêî ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî Q−áèëèíåéíàÿ ôîðìà

(x, y) 7→ T (xȳ),

ñèììåòðè÷íà è íåâûðîæäåííà. Íîðìà îïðåäåëÿåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
îò 4 ïåðåìåííûõ íàä Q, êîòîðàÿ ðàâíà

2n(α + βi+ γj + δk) = 2
[
α2 − aβ2 − bγ2 + abδ2

]
,

è òîæå íåâûðîæäåííà. Íèæå, ïðè íàõîæäåíèè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
ðåøåòêè, íàì áóäåò óäîáíåå ðàáîòàòü áåç ìíîæèòåëÿ 2, êîòîðûé â íàøåì
ñëó÷àå íå èãðàåò ðîëè.

Ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò êîëüöî öåëûõ (Z â íàøåì ñëó÷àå) â ÷èñëîâîì
ïîëå, çàìåíÿåò ïîíÿòèå ïîðÿäêà â àëãåáðàõ êâàòåðíèîíîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. • Ïîðÿäîê O â àëãåáðå A íàä ïîëåì Q � ýòî ïîä-
êîëüöî â A, ÿâëÿþùååñÿ Z−ðåøåòêîé ïîëíîãî ðàíãà.

• Ïîðÿäîê O íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí ìàêñèìàëüíûé ïî
âêëþ÷åíèþ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � Q−àëãåáðà ðàíãà 4, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• A � àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä Q,

• A èìååò öåíòð è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé (òî åñòü íå èìååò íåòðè-
âèàëüíûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ),

• A⊗Q Q̄ ∼= M2(Q̄).

Åñëè ýòè ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ, òî ëèáî A ∼= M2(Q), ëèáî A ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.

Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ, èçîìîðôíàÿ M2(Q), íàçûâàåòñÿ ðàñùåïèìîé
(èëè òðèâèàëüíîé) àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ.

4



2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îïðåäåëåíèå 6. Íîðìàëèçàòîðîì ïîðÿäêà O íàçûâàåòñÿ ãðóïïà

N(O) =
{
x ∈ A∗ : xOx−1 = O

}
.

Íîðìàëèçàòîð ìîæíî èçó÷àòü ëîêàëüíî, à èìåííî:

Ëåììà 7. N(O) = {x ∈ A∗ : x ∈ N(Op)äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî p} . Ïðè
ýòîì â ñëó÷àå íåðàñùåïèìîé àëãåáðû ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê åäèíñòâåí-
íûé, è íîðìàëèçàòîð N(Op) = A∗, ãäå àëãåáðà îïðåäåëåíà íàä ñîîòâåò-
ñòâóþùèì Qp. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íîðìàëèçàòîð åñòü Q∗O∗p.

Íîðìàëèçàòîð N(O) äåéñòâóåò íà ðåøåòêå O ñîïðÿæåíèÿìè, ñîõðà-
íÿÿ ïðè ýòîì ðåøåòêó O ∩ A0 = M. Èçâåñòíî, ÷òî ñîïðÿæåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ ýëåìåíòîâ a ∈ A∗ èíäóöèðóþò íà M îðòîãîíàëüíûå â ñìûñëå
ôîðìû n(x) ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà
N(O) äåéñòâóåò àâòîìîðôèçìàìè ãèïåðáîëè÷åñêîé ðåøåòêè M. Åå îá-
ðàç â ãðóïïå Aut+(M) àâòîìîðôèçìîâ ðåøåòêè ñ îïðåäåëèòåëåì 1 áó-
äåì îáîçíà÷àòü Γ(O). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷åìó ðàâåí èí-
äåêñ [Aut+(M) : Γ(O)]? Èçâåñòíî, ÷òî îí êîíå÷åí. Ðàâíîñèëüíûé âîïðîñ
- ýòî âîïðîñ îá èíäåêñå ãðóïïû Γ(O) ∪ 〈−E〉 â ãðóïïå Aut(M). Îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ â îáùåì âèäå íàì íåèçâåñòåí, íî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìû
äîêàæåì ñîâïàäåíèå ýòèõ ãðóïï, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ãðóïï îòðàæåíèé.
Òî÷íåå, ìû äîêàæåì ñîâïàäåíèå ôóêñîâûõ ãðóïï P(Aut(M)) è P(Γ(O))
â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

3 Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà àëãåá-

ðû A =
(
−1,p
Q

)
Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü åñòü ëîêàëüíîå ïîëå (p−àäè÷åñêèå ÷èñëà Qp â
íàøåì ñëó÷àå), òîãäà ñèìâîëîì Ãèëüáåðòà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ (∗, ∗) :
Q∗p ×Q∗p −→ {−1, 1} , îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a, b) =

{
1, åñëè z2 = ax2 + by2 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (x, y, z) ∈ Q3

p;

−1, èíà÷å.
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Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ν è a, b, ïóñòü (a, b)ν îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå
ñèìâîëà Ãèëüáåðòà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîïîëíåíèè Qν . Åñëè ν åñòü ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïîïîëíåíèå � p−àäè÷åñêîå ïîëå, à åñëè
ν ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, òî ïîïîëíåíèå åñòü R.

Íàä R, (a, b)∞ = +1, åñëè õîòÿ áû îäíî ÷èñëî èç a è b ïîëîæèòåëüíî,
è −1, åñëè îáà îòðèöàòåëüíû. Íàä p−àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè ñ íå÷åòíûì
p, çàïèñàâ a = pαu è b = pβv, ãäå u è v � öåëûå, âçàèìíî ïðîñòûå ñ p,
èìååì

(a, b)p = (−1)αβε(p)
(
u

p

)β (
v

p

)α
,

ãäå ε(p) = (p−1)/2 è âûðàæåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà.
Äëÿ 2−àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ñíîâà çàïèñûâàÿ a = 2αu è b = 2βv, ãäå u è v �
íå÷åòíûå, ìû èìååì

(a, b)2 = (−1)ε(u)ε(v)+αω(v)+βω(u),

ãäå ω(x) = (x2 − 1)/8.
Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà ðàñùåïèìîé èëè íåò, ñâîäèòñÿ ê âû-

÷èñëåíèþ ñèìâîëà Ãèëüáåðòà, à èìåííî: ïóñòü A =
(
a,b
Qp

)
, òîãäà åñëè

(a, b) = −1, òî A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì; è A èçîìîðôíà àëãåáðå 2 íà
2 ìàòðèö, åñëè (a, b) = +1. Ðàññìîòðåâ àëãåáðó A íàä Qp äëÿ âñåõ p,
ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ñèìâîëû Ãèëüáåðòà, ÷òî ïîçâîëèò íàì ïîñ÷èòàòü
äèñêðèìèíàíò:

Îïðåäåëåíèå 9. Äèñêðèìèíàíòîì d(A) àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ A íàä
Q íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ A ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé ñ äåëåíèåì íàä Qp.

Äèñêðèìèíàíò d(O) êâàòåðíèîííîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì
èíâàðèàíòîì è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 10. Äèñêðèìèíàíò d(O) êâàòåðíèîííîãî ïîðÿäêà � ýòî
öåëîå ÷èñëî det(T (xix̄j)), 1 ≤ i, j ≤ 4, ãäå xi � áàçèñ ïîðÿäêà

Äèñêðèìèíàíò ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê â àëãåáðå
êâàòåðíèîíîâ, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 11. Ïóñòü d � äèñêðèìèíàíò àëãåáðû A, òîãäà ìàêñèìàëü-
íûå ïîðÿäêè â A � ýòî òàêèå ïîðÿäêè â A, êîòîðûå èìåþò äèñêðèìè-
íàíò, ðàâíûé d2.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â àë-

ãåáðå êâàòåðíèîíîâ A =
(
−1,p
Q

)
, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî: ïðåæäå âñåãî, ïî-

ñ÷èòàåì äèñêðèìèíàíò àëãåáðû A. Èç âûøåíàïèñàííîãî ñëåäóåò, ÷òî íàì
íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü ñèìâîë Ãèëüáåðòà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë è ∞.
Èç ôîðìóë äëÿ ïîäñ÷åòà ñèìâîëà Ãèëüáåðòà î÷åâèäíî, ÷òî (−1, p)2 = −1
è (−1, p)p = −1, à äëÿ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë è äëÿ áåñêîíå÷íîñòè
çíà÷åíèå ñèìâîëà Ãèëüáåðòà åñòü 1. Òîãäà d(A) = 2p. Òàêèì îáðàçîì,
íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî áû íàéòè Z−ðåøåòêó ñ äèñêðèìèíàíòîì
2p = 4p2, êîòîðàÿ è áóäåò ìàêñèìàëüíûì ïîðÿäêîì â A.

Ðàññìîòðèì ðåøåòêó O = Z[i, j, k, 1+i+j+k
2

], è çàìåòèâ, ÷òî ýëåìåíò
1+i+j+k

2
, óìíîæåííûé íà ñåáÿ, ðàâåí 1 + 1+i+j+k

2
, è ïðè óìíîæåíèè åãî íà

i, j èëè k, ìû íå âûõîäèì çà ïðåäåëû ðåøåòêè O, çàêëþ÷èì, ÷òî ýòî ïî-
ðÿäîê. Ïîñ÷èòàâ ñëåäû âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà xix̄j, íàéäåì äèñêðèìèíàíò
ïîðÿäêà:

det


2 0 0 1
0 −2p 0 −p
0 0 −2p −p
1 −p −p 1− p

 = 4p2,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííûé ïîðÿäîê ìàêñèìàëåí.

4 Îïèñàíèå íîðìàëèçàòîðà

Â íàøåì ïðèìåðå àëãåáðû A =
(
−1,p
Q

)
èìååò ìåñòî

Ëåììà 12. Äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ñïðàâåäëèâî

Q∗pO∗p =
{
ýëåìåíòû âèäà qx, ãäå q ∈ Q∗p è n(x) íå äåëèòñÿ íà p.

}
Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî p 6= 2, è â
ýòîì ñëó÷àå Op = {a+ bi+ cj + dk, ãäå a, b, c, d ∈ Zp} . Îäíî âêëþ÷åíèå
î÷åâèäíî, òàê êàê åñëè íîðìà íå äåëèòñÿ íà p, òî îíà îáðàòèìà â Zp.
Äîêàæåì âòîðîå âêëþ÷åíèå: ïóñòü n(x) = pkλ, ãäå k ≥ 1 è λ íå äåëèòñÿ
íà p. Ïóñòü x = a + bi + cj + dk, ãäå a, b, c, d ∈ Zp. Åñëè x−1 ∈ Op, òî
x̄ = n(x)α, ãäå α ∈ Op, è òîãäà a, b, c, d äåëÿòñÿ íà pk, à n(x) � íà p2k,
÷åãî íå ìîæåò áûòü.
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Òåïåðü íàì íóæíî ïåðåñå÷ü âñå ëîêàëüíûå íîðìàëèçàòîðû ïî âñåì
ïðîñòûì ÷èñëàì, êðîìå 2 è p, îòêóäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî íîðìàëèçàòîð
ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ðàâåí

Q∗ {ýëåìåíòû èç O, íîðìà êîòîðûõ äåëèòñÿ òîëüêî íà 2 è p} .

5 Ìåòîä îòðàæåíèé

Ó ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, î êîòîðîé øëà ðå÷ü âûøå, åñòü ôóíäàìåíòàëü-
íûé ìíîãîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çåðêàëàìè îòðàæåíèé
ri. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîïðÿæåíèÿ ÷èñòûìè êâàòåðíèîíàìè çàäàþò
îòðàæåíèÿ, è òîãäà, åñëè íàì óäàcòñÿ íàéòè ýëåìåíòû a1, . . . an èç íîð-
ìàëèçàòîðà, òàê ÷òî −(aixa

−1
i ) = ri, òî ðàâåíñòâî ãðóïï, î÷åâèäíî, èìååò

ìåñòî. Íèæå ìû íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëüíèê äëÿ êîíêðåò-
íîé àëãåáðû è ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Ðàññìîòðèì â àëãåáðå A =
(
−1,3
Q

)
ðåøåòêó M = Z[i, j, k], ñîñòîÿùóþ

èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé áàçèñíûõ ÷èñòûõ êâàòåðíèîíîâ ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Íîðìà ýëåìåíòà x = ai + bj + ck ∈ M, èíäóöèðîâàííàÿ
íîðìîé èç àëãåáðû A, åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà a2 − 3b2 − 3c2. Ðàññìîò-
ðèì ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÷èñòûõ
êâàòåðíèîíîâ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ýòó íîðìó è ïåðåâîäÿò ðåøåòêó â ñåáÿ.
×èñòûå êâàòåðíèîíû íîðìû 1 îáðàçóþò ãèïåðáîëîèä â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (åãî óðàâíåíèå � x2−3y2−3z2 = 1), êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿç-
íîñòè êîòîðîãî ñëóæèò ìîäåëüþ äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ïîñêîëü-
êó ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå íîðìó,
òî íàøà ãðóïïà äåéñòâóåò íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ìû äîêàæåì, ÷òî
ýòî äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà, è íàéäåì åå ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü. Ëè-
íåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå èíòåðåñóþùóþ íàñ íîðìó, ìîæíî
çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ: ïóñòü s � ñîïðÿæåíèå,
äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó s(y)x = ±yxy−1 äëÿ x, y ∈ A∗. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 13. Ëþáîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ñîõðàíÿþùåå íîðìó, çàäàåòñÿ êàê ñîïðÿæåíèå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
îáðàòèìîãî êâàòåðíèîíà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåîáõîäèìûì óòâåðæäåíèÿì:
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6 Òåõíè÷åñêèå ëåììû

Ëåììà 14. Äëÿ ñîïðÿæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñòûõ êâàòåðíèîíîâ ñïðà-
âåäëèâî s(y)x = −ry, ãäå ry � îòðàæåíèå â âåêòîðå y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÷èñòûõ êâàòåðíèîíîâ ñïðàâåäëèâî
y∗ = −y è y−1 = −y

n(y)
. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü s(y)x = yxy−1 = −(yxy) 1

n(y)
.

Äàëåå,

n(x+ y) = (x∗+ y∗)(x+ y) = x∗x+x∗y+ y∗x+ y∗y = n(x) +n(y)−xy− yx,

îòêóäà xy + yx = −21
2
(n(x + y) − n(x) − n(y)) = −2(x, y), ãäå (x, y) �

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îòñþäà ïîëó÷àåì

−(yxy)
1

n(y)
=

1

n(y)
(y(2(x, y) + yx)) = −x+

2(x, y)

n(y)
y = −ry,

è âñå äîêàçàíî.

Ëåììà 15. Ñîïðÿæåíèå ïîñðåäñòâîì ÷èñòîãî êâàòåðíèîíà çàäàåò íà
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îòðàæåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîðìà
êâàòåðíèîíà îòðèöàòåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òîò ôàêò, ÷òî íîðìà îòðè-
öàòåëüíà, ðàâíîñèëåí òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîñêîñòü îòðàæåíèÿ
ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëîèä.

Ëåììà 16. Òåîðåìà î âçàèìíîì áàçèñå ðåøåòîê. Äëÿ ïàðû ðåøåòîê
L è M íàéäóòñÿ áàçèñ e1, . . . , en â M è ÷èñëà k1, . . . , kn òàêèå, ÷òî
k1|k2| . . . |kn è k1r1, . . . knrn � áàçèñ â L, ïðè÷åì ki îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

7 Íàõîæäåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîãîóãîëü-

íèêà äëÿ àëãåáðû A =
(
−1,3
Q

)
Âî-ïåðâûõ, ñëè â êà÷åñòâå ïàðû âçÿòü ðåøåòêó M è äâîéñòâåííóþ ê íåé
M∗ = {x : (x,M) ∈ Z} , òî èç ëåììû áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî íîðìà ýëåìåíòà
y, êîòîðûì ìû ñîïðÿãàåì, äîëæíà äåëèòü kn, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå îçíà-
÷àåò, ÷òî n(y) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ −1,−2,−3,−6. Âî âòîðûõ, ó
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ëþáîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà äëÿ íàøåé ãðóïïû óãëû ìî-
ãóò áûòü òîëüêî âèäà π/n.

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.
Ñîïðÿæåíèå ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà k ñîõðàíÿåò ðåøåòêó, ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðèíàäëåæèò íàøåé ãðóïïå. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòó k, è ïðÿìóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ
ýëåìåíòó i + j. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íèõ ïðè-
íàäëåæàò íàøåé ãðóïïå. Ýòè ïðÿìûå îðòîãîíàëüíû.

Äîêàæåì, ÷òî ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ íå ìîæåò ïðîõî-
äèòü íèêàêàÿ ïðÿìàÿ, îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ëåæèò â íàøåé
ãðóïïå. Äåéñòâèòåëüíî, òàêàÿ ïðÿìàÿ çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì a(i+j)+
bk äëÿ êàêèõ-òî öåëûõ a, b. Íî ïî óñëîâèþ íà íîðìó a2 − 3a2 − 3b2 =
−1,−2,−3,−6. ßñíî, ÷òî òàêîå âûðàæåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà
èç ýòèõ çíà÷åíèé, à èìåííî: −2,−3, îòêóäà ëèáî a = 0, b = 1, ëèáî
a = 1, b = 0, à ýòî è åñòü íàøè k è i+ j.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãî-
óãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî ñòîðîíû, çàäàâàåìûå íîðìàëÿìè k è i+ j, ÿâëÿ-
þòñÿ ñîñåäíèìè. Îïðåäåëèì òåïåðü âñå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿ-
ìîé, çàäàâàåìîé ýëåìåíòîì k, îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ëåæàò
â íàøåé ãðóïïå. Ýòèì ïðÿìûì áóäóò îòâå÷àòü êâàòåðíèîíû âèäà ai+ bj
äëÿ öåëûõ a, b. Íîðìà êâàòåðíèîíà òàêîãî âèäà åñòü a2 − 3b2 è ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ −1 è −6 ïî
ìîäóëþ 3.

Îïèøåì, êàê óñòðîåíû êâàòåðíèîíû òàêîãî âèäà ñ íîðìîé −2 è −3.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì òåîðèþ óðàâíåíèé Ïåëëÿ: â ïîëå Q[

√
3] íîðìà ýëå-

ìåíòà a+ b
√

3 åñòü a2 − 3b2. Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ôàêò:

Ëåììà 17. • Ýëåìåíò a+ b
√

3 ñ öåëûìè a, b èìååò íîðìó 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà a+ b

√
3 = (2 +

√
3)m äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî

m.

• Ýëåìåíò a + b
√

3 èìååò íîðìó −2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a+ b

√
3 = ±(1 +

√
3)(2 +

√
3)m äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî m.

• Ýëåìåíò a + b
√

3 èìååò íîðìó −3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a+ b

√
3 = ±

√
3(2 +

√
3)m äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî m.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íà ïðÿìîé, îòâå÷àþùåé êâàòåðíèîíó k, òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ, îòâå÷àþùèå îòðàæåíèÿì ñ ïîìîùüþ êâàòåðíèîíîâ ai + bj,
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ãäå a2 − 3b2 = −2,−3. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ýòî äâå áåñêîíå÷íûõ ñåðèè
òî÷åê, çàíóìåðîâàííûõ öåëûìè ÷èñëàìè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî áëè-
æàéøåé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, îòâå÷àþùèõ
k è i+ j, áóäåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ k è j. Çàìåòèì, ÷òî íîðìà i+ j ðàâíà
−2 à íîðìà j ðàâíà −3. Ýëåìåíò j+k ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
k è i+ j, ïîýòîìó îáðàçóåò ñ k óãîë π/4.

Äîêàæåì ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëüíèê èìååò ñòîðîíû i +
j, k, j + k. Ðàññìîòðèì ñòîðîíó ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè, ëåæàùóþ íà
ïðÿìîé, îòâå÷àþùåé k.Ïóñòü óãîë ïðè âòîðîé âåðøèíå ðàâåí pi/n.Ïîñëå
n ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèé îáðàç ïðÿìîé, çàäàâàåìîé i + j, ñíîâà
áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïðÿìîé, çàäàâàåìîé k.Îòñþäà âèäíî, ÷òî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, îòâå÷àþùèõ k è j+k, ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé èñõîäíîãî
ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà; è ïðÿìàÿ, îòâå÷àþùàÿ j + k � åãî
ñòîðîíà. Ïðè ýòîì

cos (i+ j, j + k) =

√
3

2
,

îòêóäà òðåòèé óãîë òðåóãîëüíèêà åñòü π/6. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà óãëîâ
ðàâíà 90 + 45 + 30 = 165 < 180 è ýòî äåéñòâèòåëüíî òðåóãîëüíèê â ïðî-
ñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîãðàí-
íèê - ýòî òðåóãîëüíèê ñ íîðìàëÿìè ê ñòîðîíàì k, i+ j, j + k, ÷üè íîðìû
ñóòü −3,−2,−6 ñîîòâåòñòâåííî, è ñ óãëàìè π/2, π/4, π/6.
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