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1. Область применения и нормативные ссылки

Настоящая программа учебной дисциплины устанавливает минимальные требования к знаниям и умениям студента и определяет содержание и виды учебных занятий и отчетности.
Программа предназначена для преподавателей, ведущих данную дисциплину, учебных ассистентов и студентов направления подготовки/ специальности  080100.62  «Экономика», обучающихся по бакалаврской программе.

Программа разработана в соответствии с: 
· Образовательным стандартом государственного образовательного бюджетного учреждения высшего профессионального образования «Государственный университет – Высшая школа экономики», в отношении которого установлена категория «Национальный исследовательский университет»;
· Образовательной программой по направлению 080100.62 «Экономика» подготовки бакалавра

· Рабочим учебным планом университета по направлению 080100.62 «Экономика» подготовки бакалавра, утвержденным в  2013 г.
2. Цели освоения дисциплины
Целями освоения дисциплины «Системы дифференциальных уравнений в экономике» являются овладение навыками решения обыкновенных дифференциальных и анализ ряда экономических моделей. В курсе рассматриваются, некоторые разделы теории дифференциальных уравнений, которые возникают при моделировании социально–экономических систем. На основании анализа решений дифференциальных уравнений в курсе анализируются следующие модели:
· Мальтузианская модель.
· Модель роста Солоу.

· Межотраслевая модель Леонтьева (статическая и динамическая модели).

· Модель Эванса установления равновесной цены.

· Модель динамики долга.

· Жесткие и мягкие модели.
· Модели соперничества (Модель Лотки — Вольтерра).

· Трехуровневая управленческая модель.

Кроме того в рамах данного курса предполагается ознакомление студентов с классическими методами возмущений для систем линейных и нелинейных дифференциальных уравнений и применение этого аппарата для анализа поведения экономических систем.

3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисциплины
В результате освоения дисциплины студент должен:

· Знать основные методы решений систем дифференциальных уравнений.
· Уметь решать различные конкретные задачи, связанные с применением дифференциальных уравнений в экономике.
· Иметь навыки (приобрести опыт) оценки применимости дифференциальных уравнений в различных экономических моделях.
В результате освоения дисциплины студент осваивает следующие компетенции:

	Компетенция
	Код по ФГОС/ НИУ
	Дескрипторы – основные признаки освоения (показатели достижения результата)
	Формы и методы обучения, способствующие формированию и развитию компетенции

	Системные компетенции
	СК- Б 1
СК-Б2 

СК-Б6

СК-Б10
	Теоретический математический бэкграунд, полученный в ходе данного курса, позволит выпускникам быстро ориентироваться в современной литературе, посвященной проблемам применения математических моделей в области экономического моделирования. 
Практические навыки, выработанные посредством данного курса позволят выпускникам осуществлять реальное моделирование сложных экономических систем.
Набор рассмотренных моделей, посвященных различным экономическим моделям формирует системный подход к решению научных и профессиональных задач, с которыми 

столкнутся выпускники в дальнейшей работе. 
Критический анализ применимости математических моделей дифференциальных равнений для экономических целей позволит выпускникам осознано осуществлять рефлексию по поводу применимости математических методов в экономике   

	Лекционные занятия; семинарские занятия с решением аналитических задач 
Семинарские занятия с подробным обсуждением с экономической точки зрения результатов решений
Семинарские занятия с разбором научных статей.
Семинарские занятия с разбором кейсов и с использованием технологий критического мышления

	Профессиональные компетенции
	
	Умение работать с аппаратом исследования применяемых в теории решения дифференциальных уравнений.
Умение формировать математическую модель экономической задачи,


	Семинарские занятия, дискуссионные технологии


	Социально-личностные компетенции (СЛК)
	СЛК –Б1
	Критический анализ применимости математических методов в экономике и оценка человеческого фактора в подобной деятельности позволит выпускникам успешно сосуществовать в профессиональном сообществе.
	Семинарские занятия с разбором кейсов


4. Место дисциплины в структуре образовательной программы

Настоящая дисциплина относится к циклу факультативных дисциплин Б.5 и блоку дисциплин, обеспечивающих подготовку бакалавра по направлению 080100.62 «Экономика». 

Изучение данной дисциплины базируется на знаниях, полученных студентами в ходе изучения курсов «Математический анализ», «Дифференциальные уравнения», «Линейная алгебра».

Для освоения учебной дисциплины, студенты должны владеть следующими знаниями и компетенциями:

· Уверенно владеть теоретическим аппаратом, изложенным в курсе математического анализа;
· 
Владеть методами и средствами решения дифференциальных уравнений;
· Иметь представление наиболее распространенных методов интегрирования;
· Владеть теоретическим аппаратом, изложенным в курсе Линейной алгебры.
Основные положения дисциплины должны быть использованы в дальнейшем при изучении следующих дисциплин:

· Микроэкономика-II
· Эконометрика

· Мировая экономика

5. Тематический план учебной дисциплин
	№
	Название раздела
	Всего часов 
	Аудиторные часы
	Самостоя​тельная работа

	
	
	
	Лекции
	Семинары
	Практические занятия
	

	1
	Понятие о производной. Введение в теорию дифференциальных уравнений.
Применение дифференциальных уравнений в экономических моделях. Понятие о математической модели экономической системы.  
	4
	2
	2
	
	

	2
	Модель установления равновесной цены. Модель экономического роста Солоу. Динамика популяций. Мальтузианский подход. Модель ограниченного роста популяции.
	4
	2
	2
	
	

	3
	Системы дифференциальных уравнений (ДУ). Основные понятия и определения. Основные аналитические методы решения. Метод исключения. Метод интегрируемых комбинаций.
	4
	2
	2
	
	

	4
	Системы линейных ДУ. Свойства решений. Системы ЛОДУ с постоянными коэффициентами.
	4
	2
	2
	
	

	5
	Системы ЛНДУ 2го порядка. Метод вариации произвольных постоянных.
	4
	2
	2
	
	

	6
	Устойчивость решений по Ляпунову. Основные определения. Исследование устойчивости решений ЛДУ с постоянными коэффициентами.
	4
	2
	2
	
	

	7
	Устойчивость решений систем ДУ по первому приближению.
	4
	2
	2
	
	

	8
	Динамическая межотраслевая модель замкнутой производственной системы. Модели инфляции. Модели соперничества. Моделирование взаимодействия двух популяций.


	4
	2
	2
	
	

	
	Итого 
	32
	16
	16
	
	


6. Формы контроля знаний студентов
	Тип контроля
	Форма контроля
	1 год
	Параметры **

	
	
	1
	2
	3
	4
	

	Текущий

(неделя)
	Контрольная работа
	*
	
	
	
	письменная работа 60 минут, 8 неделя

	Итоговый
	Зачет

 
	*
	
	
	
	Тест 40 минут, состоящий из теоретического вопроса и одного примера.


6.1 Критерии оценки знаний, навыков 
При выполнении письменных контрольных работ, а также зачетных работ, студент должен продемонстрировать умение решать конкретные задачи, знание теоретического материала и умение правильно применять его к решению задач, соблюдать логику решения. Оценки по всем формам контроля выставляются по 10-ти балльной шкале.

Формы контроля: обязательный промежуточный контроль – в форме письменной контрольной работы; дополнительные (накопительные бонусы) за работу на семинарах; форма итоговой аттестации курса – зачет.
6.2 Порядок формирования оценок по дисциплине 
Критерии оценки работы на семинарах: выполнение задаваемых аналитических заданий – точность и полнота ответа, приведение иллюстраций и установление соответствия между общей моделью и конкретным примером; при работе в группах оценивается также вклад студента в групповой результат по таким критериям как его участие в выступлении, участие в дискуссии, помощь выступающему при ответе на дополнительные вопросы. Накопленная оценка по 10-ти балльной шкале за работу на семинарских и практических занятиях определяется перед промежуточным или итоговым контролем - Оаудиторная. Общая оценка за работу на семинарах составляет 30% от накопленной оценки по курсу (k1=0.3).
Критерии оценки контрольной работы: верные ответы на тестовые задания в объеме не менее 60% от общего количества заданий являются необходимым уровнем знаний для получения положительной оценки. Оценка за контрольную устанавливается, исходя из 10 бальной шкалы - Оконтрольная . Оценка за контрольную работу составляет 70% от накопленной оценки по курсу (k2=0.7).
Критерии оценки зачета: верные ответы на тестовые задания в объеме не менее 60% от общего количества заданий являются необходимым уровнем знаний для получения положительной оценки. Оценка за зачет устанавливается исходя из 10 бальной шкалы -·Озачет
Оценка за зачет составляет 40% от итоговой оценки по курсу (k3=0.4).
Накопленная оценка за текущий контроль учитывает результаты студента по текущему контролю следующим образом:
Онакопл = k1* Оаудит + k2 *·Оконтрольная
и составляет 60% от итоговой оценки по курсу (k4=0.6)
Результирующая оценка за дисциплину рассчитывается следующим образом:

Орезульт = k3*Озачет + k4*Онакопл
Способ округления накопленной оценки промежуточного (итогового) контроля в форме зачета: арифметический. 
На пересдаче студенту не предоставляется возможность получить дополнительный балл для компенсации оценки за текущий контроль.
На зачете студент может получить дополнительный вопрос (дополнительную практическую задачу), ответ на который оценивается в 1 балл. 
7. Содержание дисциплины

Тема 1. 
Лекционный материал

Основные определения: 1.Определение дифференциального уравнения. 2. Порядок дифференциального уравнения. 3. Способы решения дифференциального уравнения. 4. Интегральная кривая дифференциального уравнения. 5. Задача Коши. Формулировка теоремы. 6. Начальные данные. 7. Методика составления дифференциальных уравнений.

Задачи для решения на семинаре
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Задача. В социальной сети (например в twitter) распространяется призыв выйти на баррикады   в знак протеста против действия египетского президента. Распространение призыва в сети описывается следующим дифференциальным уравнением:
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где y - число человек поддерживающих призыв. В социальной сети насчитывается 4000 тысячи пользователей (users). Определить через какое время пользователи сети могут выйти на баррикады? Критерием офлайновых действий является 90% поддержка призыва  пользователями сети. В начальный момент (t=0) времени призыв поддерживает 2% пользователей.
Задача. В банк положена сумма денег N, под r% годовых. Составить дифференциальное уравнение описывающие изменение суммы при условии, что приращение начисляется непрерывно.

Тема 2. 

Лекционный материал

Применение дифференциальных уравнений в экономике. Исследование устойчивости равновесий в моделях с непрерывным временем. Модель Мальтуса (Динамика популяций). Нелинейная модель популяции. Модель Эванса установления равновесной цены на рынке одного товара. 

Модель экономического роста Солоу. Понятие о производственной функции. Сущность модели Солоу.
Задачи для решения на семинаре
Задача. Пусть y(t) число специалистов в отрасли. Скорость прироста специалистов определяется следующими факторами: 1. численностью специалистов. 2. Закономерностью, чем больше специалистов тем сложнее найти работу. 3. Уход специалистов из данной отрасли.
Величина q - характеризует уход специалистов. 

Уравнение с учетом этих факторов будет следующим.
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Определить динамику специалистов на рынке труда в различных городах. Оценить характер влияния величин a и q на основе количества запросов по специальности и количества вакансий [rider. Количество вакансий]. 
Задача. Опираясь на модель Солоу (модель экономического роста) объяснить разницу в уровнях жизни и темпах роста между странами, на основе следующей статистики.
Валовой национальный доход на душу населения, 2001

	Страна
	Международные доллары
	США=1

	Люксембург 
	48080
	1.37

	Великобритания
	24460
	0.70

	Чехия
	14550
	0.42

	Россия
	8660
	0.25

	Узбекистан
	2470
	0.07

	Эфиопия
	710
	0.02


	Развитые страны
	
	Менее развитые страны

	Период
	Темп роста (% в год)
	Число стран
	
	Период
	Темп роста (% в год)
	Число стран

	1870-1890
	1.2
	13
	
	1900-1913
	1.2
	15

	1890-1910
	1.5
	14
	
	1913-1950
	0.4
	15

	1910-1930
	1.3
	16
	
	1950-1973
	2.6
	15

	1930-1950
	1.4
	16
	
	1973-1987
	2.4
	15

	1950-1970
	3.7
	16
	
	
	
	

	1970-1990
	2.2
	16
	
	
	
	


Тема 3. 

Лекционный материал

Определение нормальной системы дифференциальных уравнений n порядка. Определение линейной системы дифференциальных уравнений. Определение понятия собственных чисел. Решение системы уравнений методом Гаусса (метод исключения неизвестных). Решение системы при помощи метода Эйлера.  Решение системы уравнений методом интегрируемых комбинаций. 
Задачи для решения на семинаре

Решить систему уравнений.
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Решить систему уравнений.
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Тема 4. 

Лекционный материал

Системы линейных ДУ. Свойства решений. Системы ЛОДУ с постоянными коэффициентами. Траекторий линейных систем на плоскости (фазовые портреты). 
Задачи для решения на семинаре

Модель динамики долга.

модель динамики долга описывается следующим уравнением:
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где а - темп прироста ВВП, d - величина долга. Найти решение полученной системы при условии D(0)=D0, d(0)=d0.Построить фазовый портрет и определить тип точки равновесия. Оценить влияние темпа прироста ВВП на динамику долга.
Трехуровневая управленческая модель.

Производством продукта управляет менеджер, который управляет скоростью производства (
[image: image11.wmf]'
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). Менеджером управляет начальник отдела, который принимает решения о том как надо менять скорость производства (
[image: image12.wmf]'

yz

=

). Генеральный директор управляет начальником отдела, с целью достижения величины x уровня Х (
[image: image13.wmf]'
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zk

=--

). Директор может осуществлять управление как в положительную сторону (что бы дойти до уровня Х), так и в отрицательную сторону (уменьшить величину x до значения Х). Таким образом, управленческая модель описывается следующим набором уравнений:
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Найти решение для данной модели.
Тема 5. 

Лекционный материал
Структура общего решения линейного неоднородного дифференциального уравнения (лнду) 2-го порядка. Определитель Вронского. Решение лнду 2-го порядка с постоянными коэффициентами со специальной правой частью. Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа).

Задачи для решения на семинаре

Найти общее решение уравнения [image: image16.png]y' +y=e¥(x—2)



.
Решить уравнение [image: image18.png]-1)
e*(x?
-y
y



.

Решить уравнение: [image: image20.png]


 методом вариации произвольных постоянных.
Тема 6. 

Лекционный материал
Элементы теории устойчивости. Теорема о непрерывной зависимости решения от начальных условий. Определение устойчивости по Ляпунову. 

Исследование устойчивости решений ЛДУ с постоянными коэффициентами. 

Задачи для решения на семинаре

Исследовать на устойчивость систему уравнения 
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Исследовать на устойчивость систему уравнения 
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Определить характер устойчивости точки равновесия трехступенчатой модели управления.
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Тема 7. 

Лекционный материал
Исследование на устойчивость по первому приближению. Понятие якобиана. Разложение функции в ряд в точке. Линеаризация системы. Теорема Ляпунова об устойчивости по первому приближению. Теорема Ляпунова о неустойчивости по первому приближению. Типы точек равновесия для равнений второго порядка.
Задачи для решения на семинаре

Исследовать на устойчивость по первому приближению нулевое положение равновесия системы

      [image: image24.png]dx 2
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Найти положение равновесия системы и исследовать его устойчивость по первому приближению.

      [image: image25.png]



Определить положения равновесия системы и исследовать их на устойчивость. Построить схематический фазовый портрет соответствующей линеаризованной системы.

      [image: image26.png]%:exp(”y)q, %:ln(l+x)




Решение.

Тема 8. 

Лекционный материал
Динамическая межотраслевая модель замкнутой производственной системы. Модели инфляции. Модели соперничества. Моделирование взаимодействия двух популяций. Модель организации рекламной компании.
Задачи для решения на семинаре
Решить систему уравнений
Межотраслевая модель замкнутой производственной системы описывается следующим уравнением:

[image: image27.wmf]1
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где А - квадратная матрица коэффициентов прямых затрат, В - квадратная матрица затрат производственного накопления на единицу прироста продукции,
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 - вектор абсолютных приростов объемов производства, 
[image: image29.wmf]12
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 - вектор объемов производства.
Найти  решение двух отраслевой модели при следующих условиях:
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Решить задачу.

Вычислить траекторию динамики инфляции, если она определяется уравнением, при заданных граничных условиях.

1.
[image: image33.wmf]'2
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2. 
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Решить задачу

Определить точку равновесия в конкурентной борьбе в замкнутой системе. Если численность двух популяций описывается следующими уравнениями:

[image: image35.wmf]'
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8. Образовательные технологии

При изучении дисциплины используются классические методы проведения занятий с дополнительными элементами в виде дискуссий при обсуждении экономических моделей. 

8.1 Методические рекомендации преподавателю

При проведении практических занятий с использованием информационных технологий целесообразно выдавать индивидуальные (вариативные) задания или задания, рассчитанные на малую группу (2-5 человека).
8.2 Методические указания студентам

Успешное освоение курса возможно при тщательном изучении теоретического материала и решением большого количества задач самостоятельно. Задачи и примеры курса требуют значительного времени для их решения. 
9. Оценочные средства для текущего контроля и аттестации студента
9.1 Тематика заданий текущего контроля

Для оценки качества освоения дисциплины можно использовать задачи, приведенные в учебнике/пособии [Панюкова Т.А, Основы теории дифференциальных уравнений для экономистов].

9.2 Вопросы для оценки качества освоения материала.
Примерный перечень вопросов к зачету (экзамену) по всему курсу или к каждому промежуточному и итоговому контролю для самопроверки студентов соответствует содержанию разделов тематического плана дисциплины. 
Перечень вопросов и тем к зачету.

1. Подобие между объектом и моделью.
2. Этапы экономико – математического моделирования моделирования.
3. Модель Мальтуса
4. Модель Эванса установления равновесной цены на рынке одного товара. 
5. Система уравнений. Решение системы методом Гаусса.
6. Собственные значения и собственные векторы матрицы. Свойства собственных значений и собственных векторов. 
7. Решение системы уравнений методом Эйлера (три типа решений).
8. Система уравнений. Решение системы уравнений методом интегрируемых комбинаций.
9. Метод вариации произвольных постоянных для решения одного уравнения.
10. Система линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Метод вариации произвольных постоянных.
11. Решение системы однородных уравнений. 
12. Траектории линейных систем на плоскости (6 вариантов фазовых траекторий). 
13. Модель динамики долга.
14. Характеристики экономического роста (6 характеристик по Саймону Кузнецу).
15. Особенности теории Харрода-Домара (линейный акселератор).
16. Межотраслевая статическая модель баланса (модель Леонтьева). 
17. Межотраслевая динамическая модель баланса (модель Леонтьева). 
18. Модель Солоу. Понятие о производственной функции. Производственная функция Кобба-Дугласа.
19. Теорема о непрерывной зависимости решения от начальных условий. Определение устойчивости по Ляпунову.
20. Исследование на устойчивость по первому приближению.
21. Теорема Ляпунова об устойчивости по первому приближению.
22. Теорема Ляпунова о неустойчивости по первому приближению. Типы точек равновесия для равнений второго порядка.
23. Модель инфляции.
24. Модель взаимодействия двух популяций (Модель Вольтера - Лотки).
25. Модель организации рекламной компании.


9.3 Примеры заданий промежуточного /итогового контроля

Тема. Дифференциальные уравнения первого порядка.
1. 
[image: image36.wmf]2
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3. 
[image: image38.wmf]3
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4. Численность населения y описывается дифференциальным уравнением:


[image: image39.wmf]4
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, где время измеряется в годах. В начальный момент времени население равно 1000 человек. Вопрос: Через сколько времени население вырастет в 4 раза.

5. 
[image: image40.wmf]23
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Тема. Метод вариации произвольного постоянного. Метод произведения.

1. 
[image: image42.wmf]'3
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2. 
[image: image43.wmf]'
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3. Вычислить траекторию динамики инфляции, если она определяется уравнением: 
[image: image44.wmf]'2
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4. Вычислить траекторию динамики инфляции, если она определяется уравнением: 
[image: image45.wmf]2
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Тема. Линейные однородные уравнения n порядка с постоянными коэффициентами.
1.
[image: image46.wmf]'''
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, найти общее решение.
2. 
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3. 
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4.
[image: image49.wmf]'''
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5.
[image: image50.wmf]'''
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Тема. Метод вариации произвольных постоянных.
1. 
[image: image51.wmf]''''3
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2. 
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Тема. Линейное неоднородное уравнение со специальной правой частью.

1. 
[image: image54.wmf]'''
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3. 
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Тема. Система линейных дифференциальных уравнений.

1. 
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3. 
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4. 
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Тема. Динамическая межотраслевая модель.

1. Пусть задана двух отраслевая модель замкнутой производственной системы с следующими параметрами
[image: image62.wmf]0.210.320.520.5260
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Система описывается следующим уравнением:  
[image: image63.wmf]1
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Найти решение модели?

Тема. Линейные неоднородные системы с постоянными коэффициентами.

1. Решить систему.  
[image: image64.wmf]'2
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2. Решить систему.  
[image: image65.wmf]'2
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3. Решить систему.  
[image: image66.wmf]'
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Тема. Траектории линейных систем на плоскости.

1. Исследовать положение равновесия x=0, y=0 системы дифференциальных уравнений.
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2. Исследовать положение равновесия системы и отобразить фазовый портрет.
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3. Исследовать положение равновесия системы и отобразить фазовый портрет.
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4. Исследовать положение равновесия системы и отобразить фазовый портрет.
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5. Модель инфляции описывается неоднородной системой второго порядка.
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Исследовать случай когда инфляционные ожидания формируются при условии 
[image: image72.wmf]m
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Тема. Элементы теории устойчивости.

1. Исходя из определения устойчивости по Ляпунову выяснить устойчиво ли решение уравнения 
[image: image73.wmf]dxa
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 с начальным условием x(t)=0.

2. Исследовать на устойчивость решение системы уравнений. 
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10. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины
10.1 Базовый учебник
1. Полякова Е.В., Математика для экономистов: динамика. учебное пособие, Санкт-Петербург, Европейский Университет, 2013г.

2. Панюкова Т.А, Основы теории дифференциальных уравнений для экономистов, учебное пособие. Москва, Книжный день "Либроком", 2011г.
10.1 Основная литература

1. Самаров К. Л, Математика, Учебно-методическое пособие по разделу Экономико-Математические Модели, ООО «Резольвента», 2009. (Ридер)

2. Кремер Н.Ш., Путко Б.А. Высшая математика для экономистов, Учеб. дл вузов. 3 изд. Москва, Юнити, 2009г. 

10.2 Дополнительная литература 
1. Самарский А.А., Михайлов А.П. Математическое моделирование: Идеи. Методы. Примеры, Москва. Физматлит, 2001. (Ридер)
2. Минюк С.А., Березкина Н. С., Дифференциальные уравнения и экономические модели, Минск, Высшая Школа, 2007. (Ридер)
3. Смирнов А..Д. Лекции по макроэкономическому моделированию, Москва, 2000. (Ридер)
4. Власов М. П., Шимко П. Д. Моделирование экономических систем и процессов. Учебное пособие, Москва, Инфра-М. 2013г.

10.3 Справочники, словари, энциклопедии

1. Бронштейн И.Н., Семендяев К.А, Справочник по математике для инженеров и учащихся втузов. Издательство: Лань, 2010г., (Ридер)
11. Материально-техническое обеспечение дисциплины
В рамках данного курса все лекции реализованы в виде презентации в формате Microsoft Power Point, поэтому для проведения лекций необходимо использовать проектор.
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