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Аннотация: Проблема управления в задаче слежения формулируется для класса нели-
нейных объектов представимых в виде объектов с линейной структурой и параметрами, 
зависящими от состояния. Предполагается, что система подвергается неконтролируе-
мым ограниченным возмущениям и задача рассматривается в ключе дифференциальных 
игр. Поиск оптимальных параметров регулятора сводится к необходимости решения не-
которого векторного нелинейного уравнения с определенным правилом нахождения на-
чальных условий. Параметры субоптимального регулятора находятся из решений двух 
дифференциальных уравнений с заданными начальными условиями и параметрами, за-
висящими от состояния. Предложен метод конструирования гарантирующего управле-
ния, не требующий решения нелинейных дифференциальных уравнений с параметрами, 
зависящими от состояния, и обеспечивающий приемлемые переходные характеристики.  

 
 

1. Введение 
 

Результаты синтеза оптимального управления линейными объектами в задаче сле-
жения за желаемой траекторией в терминальной постановке и квадратическим функ-
ционалом качества были представлены, судя по литературе, в работе Р. Калмана в 1963 
году [1]. При этом предполагалось, что параметры системы известны, какие либо воз-
мущения отсутствуют. Было показано, что оптимальное управление для этой задачи 
существует, единственно и параметры регулятора находятся из решений матричного 
дифференциального уравнения типа Риккати, которое полностью определяется задани-
ем системы, весовыми коэффициентами функционала качества и конечного времени и 
линейного векторного дифференциального уравнения, в правую часть которого входит 
желаемая траектория. Для обоих уравнений граничные условия задаются на правом 
конце. Последнее означает, что желаемая траектория должна быть определена на всем 
интервале управления, что делает, в общем случае, построение оптимального регулято-
ра нереализуемым.  

В статье управление нелинейным объектом, подвергающимся неконтролируемым 
ограниченным возмущениям, задача слежения рассматривается в ключе дифференци-
альной игры, что позволяет получить конструктивные решения в классе управлений с 
гарантирующим результатом. Начало развития теории дифференциальных игр относят 
к 1965 году, когда была опубликована работа Р. Айзекса (на русском языке книга [2] 
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была опубликована в 1967 году). В работах Н.Н. Красовского и его учеников метод 
дифференциальных игр разрабатывался не только для задач преследования и наведе-
ния, но для задач минимаксного управления [3, 4] − управления с гарантирующим ре-
зультатом. В подобных работах игра рассматривается с одним игроком, вторым же иг-
роком является возмущение, действующее на объект. Основная проблема, возникаю-
щая при реализации теоретических положений дифференциальных игр, связана с труд-
ностями поиска решений уравнения Гамильтона-Якоби-Айзекса − скалярного уравне-
ния в частных производных. В силу этого, в основных работах теории дифференциаль-
ных игр, конфликтующие участники игры описываются линейными дифференциаль-
ными уравнениями, и функционалы задаются квадратическими [5].  

В данной работе проблема управления в задаче слежения формулируется для клас-
са нелинейных объектов представимых в виде объектов с линейной структурой и пара-
метрами, зависящими от состояния. Линейность структуры преобразованной нелиней-
ной системы и квадратичный функционал качества позволяют при синтезе оптимально-
го управления перейти от необходимости поиска решений уравнение Гамильтона-
Якоби-Айзекса к некоторому векторному нелинейному обыкновенному дифференци-
альному уравнению с начальным условием, определяемым начальными условиями 
объекта. 

Впервые, судя по ссылкам, встречающимся в публикациях по использованию ме-
тода представления нелинейных объектов в виде линейных моделей с параметрами, за-
висящими от состояния, и функционалами, матрицы штрафа которых также зависят от 
состояния объекта, была сформулирована вначале 60-х г. ХХ в. [8]. С конца 1990-х гг. 
этот метод привлекает все большее внимание ученых и практиков. К настоящему мо-
менту опубликовано достаточно большое количество теоретических работ и примеров 
успешного использования этого метода при построении систем управления подвижны-
ми объектами, производственными и экологическими системами [9-13].  

Представленная работа организована следующим образом. В разделе 2 определяет-
ся класс математических моделей, описывающих нелинейные объекты, рассматривае-
мые в статье, вводится квадратический функционал качества, осуществляется поста-
новка задачи управления. В разделе 3 осуществляется синтез управляющих воздейст-
вий и выписываются уравнения, которым должны отвечать параметры оптимального 
регулятора. В разделе 4 рассматриваются вопросы организации субоптимальнгого 
управления нелинейным объектом. В разделе 5 конструируется гарантирующее управ-
ление с использованием мажорирующей модели нелинейной системы.  
 
 

2. Постановка задачи 
 

Рассмотрим детерминированную нелинейную систему 

(1) 0 01 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) .

d
x t f x g x w t g x u t x t x

dt
y t Cx t

   


 

Здесь ( ) nx t R  состояние системы; xx , 0 xX  − множество возможных началь-

ных условий системы; ,my R m n   − выход системы; ru R управление; kw R − 

возмущение; 1 2( ), ( ), ( )f x g x g x  − непрерывные и действительные матрицы. Предпола-

гается, что для всех ( )x  система (1) управляема и наблюдаема [14], t R . Кроме того, 

будем полагать, что функции 1 2( ), ( ), ( )f x g x g x достаточно гладкие ( )C  такие, что 
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через любые 0(0, ) xx t   проходило бы одно и только одно решение уравнения (1) 

0( ,0, )x t x  и был бы единственным соответствующий выход системы 0( ) ( , )y t Cx t x . 

Предполагается, что неконтролируемое возмущение ( )w t  характеризуется следую-

щими соотношениями: ( ) ( ( )), 1,..., , 0iiw t x t i k t   , где ( ( )) 0i x t   для всех 

( ) xx t  . Эти условия запишем в виде  

(2) ( ) ( ( )), 0w t x t t   . 

В основе методологии формирования математической модели исходного нелинейного 
объекта (1) лежит «расширенная линеаризация», называемая также как «параметриза-
ция системы коэффициентами, зависящими от состояния» (State Dedependent Coeffi-
cients-линеаризация) [12]. 
Предположение 1. Функции ( )f x  и ( ) / , 1,...,if x x i n    непрерывны по xx  и 

(0) 0f  . 

Предположение 2. Матрицы 1 2( ), ( )g x g x  и 
1 1
( ) / , ( ) / , 1,...,i ig x x g x x i n      не-

прерывны по xx  и 1( ) 0g x  , 2 ( ) 0g x  , xx . 

При выполнении Предположений 1 и 2, используя SDC-линеаризацию, исходная 
нелинейная система (1) может быть представлена в виде модели системы  

(3) 1 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , (0) ,

( ) ( ) ,

d
x t A x x t g x w t g x u t x x

dt
y t Cx t

   


 

которая имеет линейную структуру и ( ) ( ) ( )A x x t f x . Отметим, что такое представле-
ние вектора ( )f x  не является уникальным. 

Предположение 3. Система (3) для xx   является управляемой и наблюдаемой.  

Пусть ( ) mz t R  есть «желаемая» траектория выхода системы ( )y t  и  

(4) 0( ) ( ) ( ) ( ), (0)
d

z t G t z t n t z z
dt

   , 

где ( )G t  − действительная и непрерывная матрица, ( ) mn t R  − процесс (детерминиро-
ванный или стохастический), под воздействием которого происходит изменение «же-
лаемой» траектории. Тогда рассогласование между выходом системы и желаемой тра-
екторией будет 
(5) ( ) ( ) ( )t z t y t   . 

Рассматривая возмущение ( )w t  как действие некоторого игрока противодейст-
вующему успешному выполнению задачи управления, сформулируем задачу управле-
ния в ключе дифференциальной игры двух игроков U  и W . Организация управлений 

( )u t U  и ( )w t W  будет осуществляться с использованием принципа обратной связи 
по состоянию. Введем функционал качества дифференциальной игры 

(6)  
0

1
( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2

T
T T T

t

J u w t Q t u t R u t w t Рw t dt      

Задача заключается в построении оптимальной стратегии с обратной связью для 
игроков U и W. Симметрическая матрица Q , по крайней мере, положительно полуоп-
ределенная. Ограничения на управляющие воздействия учитываются при назначении 
положительно определенных матриц P  и R . Дополнительные требования к значениям 
параметров матриц ,Q R  и P  будут определены ниже. 
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Таким образом, задача, рассматриваемая в работе, заключается в нахождении 
управляющего воздействия ( )u t , минимизирующего функционал вида (1) на объекте 
(3) при соответствующем противодействии «управления» ( )w t . 

 
 

3. Оптимальное решение задачи управления 
 
В настоящем разделе функционал качества имеет вид (4). Решение задачи, постав-

ленной в разделе 2, существует на множестве x , если существует непрерывная поло-

жительно определенная функция : xV R  , определенная в виде  

(7) ( ) min max ( , , )
u w

V x J u w  

для всех xx  и допустимых управлений ( )u t U  и ( )w t W .  

В идеале, значение назначаемой функции V  есть стационарное решение задачи ди-
намического программирования, связанное с дифференциальным уравнением первого 
порядка в частных производных Гамильтона-Якоби-Айзекса 

( ) ( ) 1
min max , , , 0, ( ( )) ( ) ( )

( ) 2
T

u w

V x V x
H u w V x T T F T

t x t
    

     
, 

где H  − гамильтониан  

(8) 

 1 2

( )
min max ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2
T T T T

u w

V x
H f x g x w t g x u t

x t

t Q t u t Ru t w t Pw t 

       
      

 

Оптимальное решение определяется решением двухточечной краевой задачи [14] 

(9) 

0 0
( ) ( , , , ) / ( ) , ( ) ,

( ) ( , , , ) / ( ) , ( ) ,

( , , , ) / ( ) 0, ( , , , ) / ( ) 0.

T

d
x t H u w t x t x

dt
d

t H u w x t T
dt
H u w u t H u w w t

  

    

   

   

   

     

 

Здесь  ( ) ( ) / ( )
T

t V x x t    . Вспомогательная переменная ( )t  и ее краевое значение 

( )T  будут определяться соотношениями 

(10) 
     1 2

( ) ( , , , )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ).

T T
T

T TT

d d V x H u w
t C Q x Cx t

dt dt x t x t

g x w t g x u tA x x t
t

x x x

 







    
           

                         

 

Здесь 

= 
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1 1

1

1

( ) ( )

( )
( ) ( ) ,

( ) ( )

n

n n

n

A x A x

x x

A x x
A x x t

x

A x A x

x x

 

 

  
   

  
    

     
     

  
   

   

 

( )
i

A x , 1,...,i n  − строка матрицы ( )A x  и   − символ кронекеровского произведения, 

1(1 ) 1(1 )

1

1

1( ) 1( )

1

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

n

k k

n

g x g x

x x

g x
w t w t

x

g x g x

x x

 

 

  
   

  
    

     
     

  
   

   

, 

1( )
( )

p
g x


, 1,...,j k  − строка матрицы 

1
( )g x , 

2(1 ) 2(1 )

1

2

2( ) 2( )

1

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

n

r r

n

g x g x

x x

g x
u t u t

x

g x g x

x x

 

 

  
   

  
    

    
     

  
   

   

, 

2( )
( )

l
g x


, 1,...,l r  − строка матрицы 

2
( )g x . 

Оптимальные управления определяются соотношениями 

1
( ) ( ) ( ) 0

( )

T

TH
Рw t g x t

w t
 

 
  

 
, 

2
( ) ( ) ( ) 0,

( )

T

TH
Ru t g x t

u t


 
  

 
 

2

2 0
( )

H
P

w t


  


, 

2

2 0
( )

H
R

u t


 


. 

Откуда 
1

1
( ) ( ) ( )Tw t P g x t , 1

2
( ) ( ) ( )Tu t R g x t  . 

Будем искать ( )t  в виде 
(11) ( ) ( ) ( ) ( )t S x x t q x   . 
Тогда оптимальные управления будут определяться соотношениями 
(12)  1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tw t P g x S x x t q x  ,  1

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tu t R g x S x x t q x   . 

Управления (12) описывают стратегию с обратной связью для игроков W  и U  как 
функции текущего состояния. 
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Для отыскания матрицы ( )S x  используем метод обратной прогонки. 
Продифференцировав (11) по t , получим 

(13) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

d d d d
t S x x t S x x t q x

dt dt dt dt

d d
S x x t S x A x x t S x П x S x q x q x

dt dt

          
   

      
 

 

где 

1 1
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

n n

i ii ii i

d d d d
S x S x x t q x q x x tx xdt dt dt dt 

       
   

  ,  

1 1
2 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .T TП x g x R g x g x P g x      

Уравнение (10) с учетом (12) и сделанных обозначений будет иметь вид 

(14) 

 

       1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

T T T

T TT

d
t C Q Cx t C Qz t A x S x q x

dt

g x w t g x u tA x
S x q x

x x x





     

                         

. 

Приравнивая (13) и (14), будем иметь 

 

       

 

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T

T TT

d
t C Q Cx t C Qz t A x S x q x

dt

g x w t g x u tA x
S x q x

x x x

d d
S x x t S x A x x t S x П x S x q x q x

dt dt





     

                          
      
 

 

или 

(15)  

     1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

T T

T

T T

T T

d
S x A x S x S x A x S x П x S x C Q C x t

dt

A xd
q x A x S x П x q x C Qz t x t

dt x

g x g x
w t u t S x x t q x

x x


       

                  

     
                

 

Решения полученного уравнения относительно ( )S x  и ( )q x  образуют пространства 
гомотопные пространству состояний системы 

(16) 
  0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

d
x t A x x t П x S x x t q x x t x

dt
y t C x x t

   


 

Таким образом, начальные состояния 
0

( )S x  и 
0

( )q x  для уравнения (15) полностью 

определяются заданием начального состояния системы 
0

( )x t  и решение этого уравне-

ния, с входящей в него желаемой траекторией ( )z t , и само состояние системы ( )x t  оп-
ределяют оптимальные управления вида (12). 
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Предположение 4. Симметрическая матрица 1 1
2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TgП x g x R g x g x P x    

 при 

всех xx , по крайней мере, положительно полуопределенная. 

Отметим, что управления (2.6) обеспечивают системе устойчивость при условии, при 
условии выполнения Предположения 4. Для определения условий, при которых выпол-
няется это предположение, рассмотрим систему с обратной связью по состоянию:  

(17)   0 0
( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

d
t A П S t x

dt
        . 

Как следует из второй теоремы Ляпунова, что если выполняется следующее условие 

(18) 3
( ) ( ) ( ) { },dV V d t

dt dt
    

    

то система устойчива. Принимая во внимание (17), перепишем условие (18) 

(19)   3
( ) ( ) ( ) ( ) { }V A П S      

    . 

Назначим ( )V   в виде ( ) ( ) ( ) ( )TV t S t     и 3{ }   в виде 3{ } ( ) ( )T Tt C QC t    .  

После ряда трансформаций неравенство (19) будем иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,Td
V t S П S t

dt
          .  

Откуда следует, что матрица 1 1
2 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TgП g R g g P         , обеспечи-

вающая устойчивость системе, по крайней мере, положительно полуопределенная и 
собственные значения замкнутой следящей системы (16) тождественны собственным 
значениям замкнутой оптимальной системы (17) и не зависят от желаемой траектории 

( )z t . Как видно, выполнение этого условия можно осуществить соответствующим на-
значением матриц R  и P .  

Для отыскания значения функционала качества при оптимальных управлениях до-
бавим к подынтегральному выражению функционала (6) выражение 

  1 / 2 ( ) ( ) ( ) ( ) /Td x t S x x t q x dt , компенсировав это добавление вне интеграла 

0 0 0 0 0
1 / 2 ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))T T T Tx t S x t x t x t q x t x T S x T x T x T q x T     .  

Будем иметь с учетом (15) 

(20) 
  

*

0 0 0 0

( , , ) ( ( ), )

1
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),

2
T T

J u w J t t

d
x t S x t x t q x t x t S x t x t q x t x

dt

 



 

      
 

где 

(21) 

 

    

      

1 1
1

2 1
2 0 0

( )1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) .

T

T T

T

T

T

T

A xd
x z t Q t x t x t

dt x

g x
P g x S x x t q x

x

g x
R g x S x x t q x S x x t q x x

x

 

 





          

 
    

  

   
           

 

Полученные результаты сформулируем в виде теоремы. 
Теорема 1. Пусть нелинейная система (1) представима динамической моделью (3) с ли-
нейной структурой и параметрами, зависящими от состояния, и задан функционал (6). 
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Пусть также матрица ( )S x  и вектор ( )q x  есть решения уравнения (15) с начальным ус-

ловием 
0 0

( )S S x , 
0 0

( )q q x . Тогда оптимальные управления вида (12) существуют, и 

минимальная стоимость в управляемого процесса определяется выражениями (20), (21). 
 
 

4. Субоптимальное решение задачи управления 
 

Предположение 5. Модель системы (16), в которой положительно определенная мат-

рица ˆ( )S x  и вектор ˆ(q x  определяются решениями уравнений 

(22) 
0 0

0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( ) ,

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( ) ,

T T

T T

d
S x A x S x S x A x S x П x S x C Q C S x S

dt
d

q x A x S x П x q x C Qz t q x q
dt

     

      

 

устойчива, если симметрическая матрица  
(23) 1 1

2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TgП x g x R g x g x P x    
, 

по крайней мере, положительно полуопределенная. 
Управления в рассматриваемом случае будут определяться соотношениями 

(24) 1
1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tw t P g x S x x t q x     , 1
2

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tu t R g x S x x t q x      . 

Объект (1) с управлениями (24) принимает вид 

(25) 0 0
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) .

d
x t f x П x S x x t q x x t x

dt
y t Cx t

     


 

Для нахождения условий назначения параметров управлений, при которых будет 
выполняются Предположения 4 и 5, можно повторить исследования, проведенные в 
разделе 4 с использованием второй теоремы Ляпунова. Пусть функция ( )V x  имеет вид 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TV x x t S x x t q x    . Назначим 3{ }x  в виде 3{ } ( ) ( )Tx y t Qy t  . После ряда 

трансформаций неравенство вида (19) принимает выражение 

 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T T Td
V x x t S x П x S x x t q x П x q x z t Q y t z t

dt
      . 

Отсюда следует, что матрица ( )П x  должна быть, по крайней мере, положительно полу-

определенной для 0x  . Это условие при заданной матрице P  и матрицах 1( )g x , 

2( )g x  можно выполнить соответствующим назначением матрицы R .  

Выражение для значения функционала качества при субоптимальных управлениях 
имеет вид 

(26) 

 

*

0 0 0 0 0

( , , ) ( ( ), )

1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ),
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2

T T T T

T

J x u w J x t t

d
x t S x t x t x t q x t x t S x t x t x t q x t x

dt
d

x z t Q z t y t
dt





 

      

 

  

В силу того, что краевые условия для уравнения (22) определяются начальными 
условиями системы 

0
( )x t , существует возможность нахождения текущих значений 

( )S x  и ( )q x  в темпе функционирования объекта.  
Полученные результаты сформулируем в виде теоремы. 
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Теорема 2. Пусть нелинейная система (1) представима динамической моделью (3) с ли-
нейной структурой и параметрами, зависящими от состояния, и задан функционал (6). 

Пусть также матрица ˆ( )S x  и вектор ˆ( )q x  есть решения уравнений (22) с начальным ус-

ловием 
0 0

ˆ ˆ( )S S x , 
0 0

ˆ ˆ( )q q x . Тогда оптимальные управления вида (24) существуют, и 

минимальная стоимость в управляемого процесса определяется выражениями (26). 
В тех случаях, когда это сделать невозможно (многомерный объект, ограниченные 

вычислительные средства и т.п.), можно предложить «поточечные» решения этих урав-
нений. В этом случае управление будет квазистационарным, т.е. 

(27) 1
1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
i i i i

w t P g x S x x t q x     , 1
2

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
i i i i

u t R g x S x x t q x      , 

где 

(28) 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ,

ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0,1, 2, 3, ...

T T
i i i i i i i

T T
i i i i

A x S x S x A x S x П x S x C QC

q x A x S x П x C Qz t i


   

    

 

Субоптимальная система с квазистационарными управлениями (27) имеет вид 

(29) 0 0
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) .

i i

d
x t f x П x S x x t q x x t x

dt
y t Cx t

     


  

 

6. Система управления с гарантирующим управлением 
 
Отметим, что управление ( )u t , определенное в разделах 3 и 4, должно быть оптималь-
ным (субоптимальным), несмотря на действия игрока W , управление которого реализо-
вано по принципу обратной связи и который может воспользоваться любым промахом 
(не оптимальным шагом) игрока U .  
Прежде всего, рассмотрим вопрос об использовании информации о неконтролируемом 
возмущении ( )w t  и начальных условиях (0)x . Эту информацию уместно использовать 
при назначении в функционале качества (2.5) матрицы штрафа P . Если имеется такое 

*
i , что * ( ( )), 1,...,i i x t i k   , то диагональные элементы матрицы P  можно назна-

чить в виде *1 /ii ip  , т.е. **( )P P P  . Тогда, с учетом последнего, матрица R  

должна назначаться так, чтобы выполнялось Предположение 4, т.е. матрица 

  1*1
2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0T TП x g x R g x g x P g x x

      
 была бы, по крайней мере, положи-

тельно полуопределенной. 
Реализуемое решение задачи управления нелинейным объектом (1) с приемлемыми 

переходными характеристиками может быть получено с использованием метода 
гарантированного управления. Отметим, что оптимальные и субоптимальные 
управления ( )w t и )(tu  обеспечивают системе устойчивость [14]. В силу этого x  − 

ограниченное замкнутое множество, что означает, что возможные изменения 
параметров матриц 1 2( ), ( ), ( )A x g x g x  принадлежат ограниченному замкнутому 

множеству aD , т.е.  1 2( ) ( ), ( ), ( ) aa x A x g x g x D  .  

Пусть  * * * *
1 2, , aa A g g D  − матрицы системы (3), содержащие «наименее 

благоприятные» для решения задачи управления значения параметров. Введем 
определение «наименее благоприятных значений» параметров матриц. 
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Так как матрица ( )A x  − действительная, т.е. ( ) ( )nA x M R , и параметры матрицы 

зависят от состояния системы, то ее собственные значения непрерывно завися от эле-
ментов матрицы, а корни многочлена непрерывно зависят от матричных элементов, ко-
торые, в свою очередь, зависят от ( )x t , т.е. λ ( ), 1,...,i x i n  и 1 2λ ( ) λ ( ) ,..., λ ( )nx x x   . 

Определение 1. Под «наименее благоприятным значением матрицы ( )A x » прини-

мается матрица с постоянными элементами *x x , т.е. * *(x )A A , имеющая наи-

большее собственное действительное значение * *
1 1λ λ ( )x  (правый корень характери-

стического уравнения), т.е.  *
1 1Re λ Re λ ( ) , xx x     . 

Представим один из возможных методов поиска *
1Re λ   . Пусть квадратная мат-

рица ( )A x  принадлежит множеству ( ) ( )nA x M R . Отметим, что в общем случае мат-

рица ( )A x  не является симметрической. Очевидно, что если матрица ( )A x  нормальная 

т.е. ( ) ( ) ( ) ( )T TA x A x A x A x , то, в соответствии с теоремой Шура, 
1

( ) ( )
n

i
i

x trA x


  [16]. 

Далее будем использовать соотношение Релея [16]. Для этого образуем симметри-

ческую матрицу ( )W x : ( ) 0,5 ( ) ( ) ( )T
nW x A x A x M R     . Будем обозначать характе-

ристические числа матрицы ( )W x : 1 2Re ( ) Re ( ) ... Re ( )W W W
nx x x               . Не 

трудно видеть, что 
1

( ) ( )
n

W
i

i

x trA x


 . В силу теоремы Бендиксона [16] имеем следую-

щее соотношение корней ( )i x  и ( )W
i x : 1Re[ ( ) ] Re[ ( )] Re[ ( )]W W

i nx x x    . Таким 

образом, качественное расположение корней ( )i x  по отношению к расположению 

корней ( )W
i x  на действительной оси не изменяется. 

Определим единичную сферу Q в nR  как множество всех векторов, для которых 

, 1z z  . Запишем соотношение Релея для ( )W x  

(30) 
, ( )

( )
,

z W x z
R z

z z
 . 

Очевидно, если вместо z  подставить kz , то соотношение Релея останется без изме-
нения. С геометрической точки зрения можно сказать, что ( )R z  принимает одно и тоже 

значение при фиксированном значении переменной xx  для каждой точки (связан-

ного вектора) на прямой, проходящей через начало координат в nR  (исключая само на-
чало координат, где (0)R  не определено. Таким образом, если ограничиться рассмот-
рением векторов z , соответствующих точкам не единичной сфере, то для ( )R z  полу-
чим ту же самую совокупность значений [16]. Поэтому рассмотрим задачу нахождения 
максимума для , ( )z W x z , т.е. 1 ( )W x , при фиксированных значениях x  при условии, 

что , 1z z  . Эта величина при любом фиксированном значении xx  определяется 

из условия 

max ( ) max , ( )
z O z O

R z z W x z
 

 , или ( ) 0, 1,...,
i

R z i n
z


 


. 

При фиксированных значениях вектора xx  стационарное (экстремальное) свой-

ство отношения Релея принимает вид 
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 2

2 ( ) ( ) 2z ( )
( ) 0, 1,...,

z

T TT
i

T T

i

i i

z z W x z z W x z zW x z
R z i n

z z z z z

  
       

. 

Здесь ( )iW x  − i -строка матрицы ( )W x . 

Учитывая что  2
0Tz z  , получаем условие нахождения корня 1 ( )W x  

(31)     *( ) ( ) 0, 1,...,T T
i iz z W x z z W x z z i n   . 

Таким образом, из условия (31) определяется 1 ( )W x . 

Для нахождения * *
1 1Re ( ) Re ( ) , ,W W

xx x x x          используем условие 
2

2

2 2

*1 1( ) 0, ( ) 0W W

x x
x x

x x
 



         
.  

Таким образом, находятся «наименее благоприятные» значения параметров матри-
цы * *(x )A A . 

Для поиска «наименее благоприятных значений матриц 1( )g x  и 2 ( )g x » учтем дока-

занное Предположение 5. А именно, матрица  
1 1

2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TgП x g x R g x g x P x      должна быть, по крайней мере, положительно по-

луопределенная для ( ) xx t  . Введем в рассмотрение нормальные действительные 

матрицы 1 11( ) ( ) ( )TG x g x g x  и 2 22 ( ) ( ) ( )TG x g x g x . 

Определение 2. Под «наименее благоприятными» значениями матриц 1( )g x и 2 ( )g x  

понимаем матрицы *
1g  и *

2g  с постоянными элементами, для которых выполняются 

следующие соотношения 1 1
1

max tr ( ) ( ) max ν ( ), ( )
n

T
q q

x x
q

xg x g x x x t


      , где qqν − эле-

мент главной диагонали симметрической матрицы 1 1( ) ( )Tg x g x  и  

2 2
1

min tr ( ) ( ) min ( ), ( )
n

T
p p

x x
p

xg x g x x x t


      , где pp  − элемент главной диагонали 

симметрической матрицы 2 2( ) ( )Tg x g x . 

Значения вектора *x , при которых достигаются соответствующие максимальные и 
минимальные значения матриц 1 1( ) ( )Tg x g x  и 2 2( ) ( )Tg x g x  нетрудно отыскать, используя 

экстремальные свойства этих матриц: 
2

1 1 1 12

2

2 2 2 22

tr ( ) ( ) 0, tr ( ) ( ) 0,

tr ( ) ( ) 0, tr ( ) ( ) 0.

T T

T T

g x g x g x g x
x x

g x g x g x g x
x x

         
         

 

Отметим, что назначением матрицы R  должно выполняться условие положитель-

ной, по крайней мере, полуопределенности матрицы      * * * * * *
2 12 1

11 T T
П g R g g P g

    
. 

Используя найденные «наименее благоприятные значения параметров 

 * * * *
1 2, , aa A g g D  », сформируем модель системы (3) 

(32) * * * * * *
1 2 0 0x ( ) x ( ) ( ) ( ), ( )M

d
t A t g w t g u t x t x

dt
     

с управлениями вида (27) 
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(33)    * * * *

1

1
( ) ( )

T
w t P g S x t


 ,  * * *

2

1( ) ( )
T

u t R g S x t  , 

где матрица *S  определяется решением алгебраического уравнения Риккати с постоян-
ными параметрами 

        * * * * * * * * * * *
2 12 1

11 0.
T TT TA S S A S g R g g P g S C QC

       
 

Исходная система (1) с гарантирующими управлениями вида (33) имеет вид 

(34)       0 0
* * * *

2 12 1

11x( ) (x) ( ) ( ) ( ), ( )
T Td

t f g x R g g x P g S x t x t x
dt

      
. 

Модель (33), содержащая «наименее благоприятные значения параметров», являет-

ся мажорирующей по отношению системе (34), в смысле, что *x ( ) x( )t t .  

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (13-08-00665а). 
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