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1. Область применения и нормативные ссылки
Настоящая программа учебной дисциплины устанавливает минимальные требования к знаниям и умениям студента и определяет содержание и виды учебных занятий и отчетности. 
Программа предназначена для преподавателей, ведущих данную дисциплину, учебных ассистентов и студентов направления 230700.62 «Прикладная информатика» подготовки бакалавра, изучающих дисциплину «Функциональный анализ».

Программа разработана в соответствии с:

· ФГОС ВПО;

· Образовательной программой 230700.62 «Прикладная информатика»;

· Рабочим учебным планом университета по направлению 230700.62 «Прикладная информатика», утвержденным в 2014 г.
2. Цели освоения дисциплины
Целями освоения дисциплины «Функциональный анализ» являются: 

· освоение основных понятий и методов функционального анализа;

· создание теоретической базы для последующего обучения смежным математическим дисциплинам;

· обучение практическим навыкам при приближенном решении функциональных 
· и интегральных уравнений.
3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисциплины
В результате освоения дисциплины студент должен:

· Знать 

· основные положения теории метрических (в том числе нормированных и гильбертовых) пространств;

· основные положения современных теорий меры и интегрирования; 

· основные методы приближенного и точного решения функциональных и линейных интегральных уравнений.

· Уметь 

· применять методы функционального анализа при решении прикладных задач. 

· Иметь навыки использования методов функционального анализа при решении теоретических и прикладных задач.

В результате освоения дисциплины студент осваивает следующие компетенции:

	Компетенция
	Код по ФГОС/НИУ
	Дескрипторы — основные признаки освоения
	Формы и методы обучения, способствующие формированию и развитию компетенции

	Способен вести исследовательскую деятельность, включая анализ проблем, постановку целей и задач, выделение объекта и предмета исследования 
	СК-Б7
	Способен применять идеи и методы функционального анализа в профессиональной деятельности 
	Лекции, семинары, выполнение текущих и самостоятельных домашних заданий 


	Компетенция
	Код по ФГОС/НИУ
	Дескрипторы — основные признаки освоения
	Формы и методы обучения, способствующие формированию и развитию компетенции

	Способен социально-ответственно принимать решения в нестандартных ситуациях профессиональной деятельности
	СЛК-Б7
	Способен решить вопрос о привлечении методов функционального анализа и других математических методов для решения конкретных практических проблем
	Те же

	Способен участвовать в научно-исследовательской деятельности
	ИК-Б1.1 НИД
	Способен использовать методы функционального анализа вместе с иными математическими методами для решения профессиональных задач
	Те же

	Способен воспринимать тексты, сообщения 
	ИК-Б2.1
	Способен воспринять 

и оценить математические результаты, содержащиеся в тексте, с целью их практического использования 
	Те же

	Способен использовать методы и формы оформления деятельности 
	ИК-Б3.1
	Способен представить 

 результаты деятельности в форме текста или программного продукта
	Те же

	Способен описывать проблемы и ситуации профессиональной деятельности, используя язык и аппарат науки
	ИК-Б5.2
	Способен описывать проблемы и ситуации профессиональной деятельности, привлекая при необходимости язык математики, включая язык функционального анализа
	Те же


4. Место дисциплины в структуре образовательной программы
Настоящая дисциплина относится к циклу математических дисциплин (вариативная часть).

Изучение данной дисциплины базируется на следующих дисциплинах:

· «Математический анализ»;

· «Линейная алгебра и геометрия»;

Для освоения учебной дисциплины студенты должны владеть следующими знаниями компетенциями:

· знание курса «Математический анализ» в полном объеме;

· знание курса «Линейная алгебра и геометрия» в части, касающейся теории матриц и теории линейных пространств.

Основные положения дисциплины должны быть использованы в дальнейшем при изучении следующих дисциплин :

· «Теория вероятностей и математическая статистика»;

· «Теория случайных процессов»;

· «Математическая физика».

5. Тематический план учебной дисциплины
	№
	Название раздела
	Всего часов
	Аудиторные часы
	Самостоятельная 
работа

	
	
	
	Лекции
	Семинары
	Практические занятия
	

	1
	Метрические и нормированные пространства
	58
	24
	24
	
	28

	2
	Мера и интеграл Лебега
	48
	16
	16
	
	18

	
	ИТОГО:
	144
	40
	40
	
	64


6. Формы контроля знаний студентов
	Тип контроля
	Форма контроля
	1 год
	Параметры

	
	
	3
	4
	

	Текущий (неделя)
	Коллоквиум 1
	8
	
	Коллоквиумы в устной форме (по 2 ауд. часа каждый; завершаются на консультациях)

	
	Коллоквиум 2
	
	16
	

	
	Домашнее задание
	
	18
	Письменная работа, состоящая в решении 5 задач. Выдается на 11-й неделе, принимается на 18-й неделе

	Итоговый
	Экзамен
	
	21
	Экзамен в устной форме


6.1. Критерии оценки знаний, навыков
При выполнении домашнего задания для получения оценок 4–5 баллов студент должен выполнить три четверти предложенного задания. При полном выполнении задания ставятся оценки 8–10 баллов в зависимости от наличия или отсутствия небольших недочетов (например, ошибок технического характера или неполной аргументации). При сдаче домашнего задания с опозданием на 3 дня и более оценки 8–10 баллов понижаются до 7 баллов.

На коллоквиуме и экзамене для получения оценок 4–5 баллов студент должен продемонстрировать знание основных определений и примеров и не допускать принципиальных ошибок в формулировках основных теорем. При полном ответе ставятся оценки 8–10 баллов в зависимости от наличия или отсутствия небольших недочетов.

Оценки по всем формам контроля выставляются по 10 балльной шкале.
6.2. Порядок формирования оценок по дисциплине

При текущем или итоговом контроле работа студента оценивается в соответствии с п.6.1.

Преподаватель оценивает работу студентов на семинарах: учитывается активность студентов и правильность предлагаемых ими решений. Оценки за работу на семинарах преподаватель выставляет в рабочую ведомость. 

Преподаватель оценивает самостоятельную работу студентов: учитывается правильность решения задач, включенных в текущие домашние задания, полнота аргументации и число решенных задач. Оценки за самостоятельную работу студента преподаватель выставляет в рабочую ведомость. 

Оценка за текущую работу в третьем модуле рассчитывается по формуле:
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а в четвертом модуле — по формуле:
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Накопленные оценки рассчитываются по формулам:
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Результирующая оценка за дисциплину рассчитывается по формуле:
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Каждая из приведенных оценок округляется по арифметическому способу.
7. Содержание дисциплины
Раздел 1. Метрические и нормированные пространства
Лекции 1, 2. Счетные и континуальные множества.

Лекции 3, 4. Метрические пространства (примеры и основные понятия: окрестности точки, сходимость, открытые множества). Структура открытых множеств вещественной прямой.

Лекции 5, 6. Операция замыкания и замкнутые множества. Всюду плотные множества. Сепарабельные метрические пространства.

Лекции 7, 8. Полные метрические пространства. Теорема о неподвижной точке сжимающего отображения и ее приложения. Непрерывные отображения.

Лекции 9, 10. Линейные нормированные пространства. Эквивалентность норм в конечномерном линейном пространстве. Предгильбертово пространство; основные примеры. Неравенство Коши–Буняковского и равенство параллелограмма.

Лекции 11, 12. Гильбертово пространство. Ортогональные ряды и их сходимость (теорема Пифагора). Примеры. Ортогональное проектирование и задача о наилучшем приближении. Процесс ортогонализации. Разложение Фурье по ортонормированному базису и вычисление ортогональной проекции на подпространство. Изоморфизм сепарабельных вещественных гильбертовых пространств одинаковой размерности.

На семинарах 1–3 рассматривается материал лекций 1, 2; на семинарах 4–7 — материал лекций 3-7. На семинаре 8 проводится коллоквиум 1 по материалу лекций 1–7. На семинарах 9–12 прорабатывается материал лекций 8–12. Каждый семинар занимает 2 аудиторных часа. Общий объем самостоятельной работы — 28 часов (из них 16 часов для подготовки к текущему контролю и практическим занятиям и 12 часов для выполнения текущих домашних заданий).
Литература: базовый учебник (см. п. 10.1), гл. 1, § 3, гл. 2, §§ 1–4 и § 7, гл. 3, §§ 1, 3, 4. 
Раздел 2. Мера и интеграл Лебега 
Лекции 13, 14. Примеры алгебр и сигма-алгебр множеств. Понятие меры и построение дискретных мер. Мера Лебега . Построение мер Стильтьеса по порождающим их функциям.
Лекции 15. Измеримые функции и их свойства. Понятие о сходимости почти всюду и сходимости по мере. Теорема Егорова.

Лекции 16, 17. Интеграл Лебега и его основные свойства (линейность, правило интегрирования неравенств и т. п.).

Лекции 18. Теоремы о предельном​ переходе под знаком Интеграла Лебега.

Лекции 19. Произведение мер и интегрирование в произведении пространств (теорема Фубини). Пространство суммируемых в квадрате функций и его свойства.
Лекции 20. Обзорная лекция.

Тематика семинаров 14–15 соответствует тематике лекций 13–14, тематика семинара 15 — тематике лекции 15, тематика семинаров 17–18 — тематике лекций 16–17, тематика семинаров, 18–19 — тематике лекций 18-19. На самостоятельную работу отведено 18 часов (из них 8 часов для подготовки к контролю и семинарам и 10 часов для выполнения текущих домашних заданий). На семинаре 16 проводится коллоквиум 2 по материалу лекций 8–15.

Предусмотрено также самостоятельное домашнее задание, состоящее из 6 задач (на его выполнение отводится 4 часа). Задание дается на 11-й и принимается на 18-й неделях.

Литература: базовый учебник, гл. 5 и гл. 7, §§ 1, 2.
8. Образовательные технологии
Все семинары проводятся в интерактивной форме и посвящаются решению отсутствующих задач. При необходимости кратко обсуждаются соответствующие теоретические положения. 

9. Оценочные средства для текущего контроля и аттестации студента

9.1. Тематика заданий текущего контроля
Примерные вопросы для контрольной работы:

1. Найти все предельные точки и замыкание в 
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2. Образуют ли функции 
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) последовательность Коши в пространстве 
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3. Найти 
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 ортогональную проекцию заданного элемента на заданное подпространство.
Примерные вопросы для домашнего задания:
1. Доказать, что множество функций 
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 является полным метрическим пространством (метрика наследуется из 
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2. Доказать, что функциональное уравнение 
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 имеет единственное решение, принадлежащее замкнутому единичному шару в 
[image: image15.wmf][0,1]
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. Укажите алгоритм поиска этого решения.

3. По заданной производящей функции некоторой меры Стилтьеса найти меры заданных промежутков и меру множества рациональных чисел.

9.2. Вопросы для оценки качества освоения дисциплины
Примерный перечень вопросов к экзамену по всему курсу для самопроверки студентов:
1.
Вывод формул двойственности для теоретико-множественных операций.

2.
Доказать счетность объединения не более чем счетного набора счетных множеств. Доказать, что при добавлении к бесконечному множеству конечного или счетного множества образуется множество, эквивалентное исходному.

3. Привести (с обоснованием) примеры метрических и нормированных пространств (включая 
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4.
Вывести неравенство Коши–Буняковского и ввести стандартную норму в предгильбертовом пространстве. Привести примеры предгильбертовых пространств и нормированных пространств, не являющихся предгильбертовыми.

5.
Вывести тождество параллелограмма и, используя его, привести примеры нормированных пространств, для которых норма не порождается какими-либо скалярными произведениями.

6.
Сформулировать теорему об эквивалентности любых двух норм в конечномерном нормированном пространстве. Вывести следствия, касающиеся полноты и сепарабельности конечномерных нормированных пространств.

7.
Привести примеры открытых множеств (включая лежащие в 
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). Доказать теорему об объединениях и пересечениях открытых множеств и (схематично) теорему о структуре открытых множеств вещественной прямой.

8.
Привести примеры замкнутых множеств. Доказать а) теорему, характеризующую замкнутые множества как дополнения к открытым, и б) теорему об объединениях и пересечениях замкнутых множеств.

9.
Доказать теорему, характеризующую замкнутые множества в терминах сходящихся последовательностей точек.

10. Доказать: если некоторое множество плотно в другом, которое плотно в третьем, то и исходное множество плотно в третьем. Установить сепарабельность пространств 
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 и привести пример несепарабельного метрического пространства.

11.
Установить полноту пространств 
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 и привести примеры неполных метрических пространств.

12.
Доказать эквивалентность свойств непрерывности и ограниченности линейных отображений (операторов). Привести примеры таких операторов, включая интегральные операторы.

13.
Привести примеры сжимающих отображений. Доказать теорему о неподвижной точке сжимающего отображения. Как найти такую точку с заранее заданной точностью?

14.
Рассказать о приложениях теоремы о неподвижной точке в теории интегральных уравнений. Показать на примере, как строятся последовательные приближения к такой точке.

15.
Примеры пополнений метрических пространств. Сформулируйте теорему о существовании пополнений. Какие особенности имеет случай нормированных пространств?

16.
Доказать теорему Пифагора (необходимое и достаточное условие сходимости ортогонального ряда в гильбертовом пространстве). Сформулировать достаточное условие сходимости ряда в банаховом пространстве. Привести примеры применения этих теорем.

17.
Доказать существование и единственность ортогональной проекции точки гильбертова пространства на произвольное подпространство. Как связаны понятия проекции и элемента наилучшего приближения?

18. Вывести общее неравенство Бесселя и объяснить его связь с классическим неравенством Бесселя. Как из неравенства Бесселя вывести утверждение о сходимости ряда Фурье в гильбертовом пространстве?

19. Доказать, что коэффициенты разложения элемента гильбертова пространства по ортонормированной системе совпадают с соответствующими коэффициентами Фурье. Доказать теорему о разложении в ряд Фурье по ортонормированному базису и вывести ее следствие для классических рядов Фурье.

20. Вывести критерий полноты ортогонального семейства и доказать теорему о существовании ортонормированных базисов. Привести примеры таких базисов. 

21. Доказать теорему об изоморфизме сепарабельных вещественных гильбертовых пространств одинаковой размерности.

22. Привести примеры алгебр, сигма-алгебр и мер, включая дискретные меры. Доказать свойства монотонности и полуаддитивности мер.

23. Доказать свойства непрерывности мер.

24. Изложить (схематично) доказательство существования меры Лебега. 

25. Какие свойства имеют обобщенные функции распределения? Как по ним строятся соответствующие меры Стильтьеса? Какие особенности имеет случай абсолютно непрерывных мер?
26. Привести примеры множеств лебеговой меры 0 на прямой и плоскости. Доказать лемму о вариантах определения измеримой функции 

27. Определить интеграл Лебега и вывести его свойство линейности, а также правило интегрирования неравенств в случае ступенчатых функций. Сформулируйте аналогичные утверждения для неотрицательных измеримых функций и укажите идею  соответствующих доказательств.

28. Доказать свойство линейности интеграла Лебега и правило интегрирования неравенств вместе с его следствиями в случае суммируемых функций общего вида.

29. Вычислить интеграл Лебега от функции, равной нулю почти всюду. Доказать  (частично) теорему о счетной аддитивности интеграла. Как вычисляется интеграл по дискретной мере?

30. Опишите (с обоснованием) связь между интегралами Лебега, а также Лебега–Стильтьеса и интегралом Римана (включая и случай несобственного интеграла Римана).

31. Приведите примеры сходимости почти всюду. Сформулируйте теоремы Егорова, Луна и Фубини.

32. Докажите теорему Лебега о мажорируемом предельном переходе. Сформулируйте теорему Леви о предельном переходе и лемму Фату.

33. Определите первичное и пополненное пространства суммируемых в квадрате функций. Введите в 
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 норму и скалярное произведение. Определите пространство 
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34. Докажите сепарабельность 
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. Объясните, почему 
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 служит пополнением 
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10. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины
10.1. Базовый учебник
1.
Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Элементы теории функций и функционального анализа. — М.: Наука, 1989.

(Допустимо использовать также любое другое издание учебника).

10.2. Основная литература
1.
Треногин В. А. Функциональный анализ. — М.: Наука. 1980.

2.
Ананьевский И. М. Вопросы и задачи по функциональному анализу для студентов факультета прикладной математики. - М.: МИЭМ, 1996.

3.
Федотов А. Г., Деменко В. Н., Голубева З. Н. Разработка практических занятий по функциональному анализу в 5 семестре для студентов факультета прикладной математики.—М.: МИЭМ, 1996.

10.3. Дополнительная литература
1.
Кириллов А. А., Гвишиани А. Д. Теоремы и задачи функционального анализа. — М.: Наука,

1988.

2.
Бородин П. А., Савчук А. М., Шейпак И. А. Задачи по функциональному анализу. Части 1, 2. — М.: Изд-во ПС мех.-мат. ф-та МГУ, 2010.

10.4. Справочники, словари, энциклопедии
1.
Функциональный анализ (под общей редакцией Крейна С. Г.). Сер. «Справочная математическая библиотека». - М.: Наука, 1972.

2.
Математическая энциклопедия. Тома 1–5. — М.: Советская энциклопедия, 1977–1985.
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