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Формальные контексты и импликации

Формальный контекст
M - множество признаков.
G - множество объектов.
I - отношение между G и M.
K = (G ,M, I ) - контекст.

Импликация Y → z , Y ⊆ M, z ∈ M

∀g ∈ G : если gIY , то gIz .
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Базис импликаций

Базис импликаций контекста
Множество импликаций:
I любая верная импликация может быть выведена,
I никакое подмножество не базис.

Example
1. all legs equal → some sides equal;
2. has right angle → some sides equal.

Контрпример

all sides equal some sides equal has right angle

x
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Исследование признаков четырехугольников
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1. all sides equal → some sides equal;
2. all angles equal → some sides equal, has right angle;
3. has right angle → some sides equal, all angles equal.
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Постановка задачи

Цель
Автоматизации построения импликативных теорий в:

1. Алгебраические тождества ограниченной длины (2, 1, 0);
2. Классы параметрической выразимости функций

многозначной логики (бицентрализаторы);
3. Свойства функций на множествах.

Не цель
I Создание программного обеспечения;
I Прорыв в области исследования.

Мотивация
I ИТ дают широкие возможности рассуждения;
I Концентрация на трудностях;
I Интерес в выбранных областях.
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Важность для эквациональных теорий [McN92]
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Обзор похожих исследований I

Проект Graffiti [DeL05]
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Обзор похожих исследований II

ИП в “главной книге” по АФП [GW99].
Приложения:
I Свойства конечных решеток [Dau00];
I Расширения булевых алгебр [KPR06];
I Свойства функций на множествах [RK12];

I В сети [JR13];
I Политические исследования

www.hse.ru/science/scifund/proekt_ts/dis_mat.

Расширения:
I Нечеткость [Glo12];
I Учет исключений [D.B13].
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Тождества

Термы TΦ(X )

I X ∈ TΦ(X );
I Если p1, . . . pn ∈ TΦ(X ) и f ∈ f (n), то f (p1, . . . pn) ∈ TΦ(X ).

Тождество
Пара (p, q), p, q ∈ TΦ(X ), пишут p ≡ q.

Операции Φ: Переменные X :

бинарная: f (2) или *
унарная: f (1) или ◁

нулярная: f (0) или a

x , y , z
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BUNny

B U N n y
i n u
n a l
a r l
r y a
y r

y

Банни
Множество вместе с бинарной, унарной и нулярной
операциями.
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Постановка задачи

Постановка задачи
Автоматическое построение импликативной теории
алгебраических тождеств длины до 5 включительно (70
тождеств).

Связанные результаты
I Основания универсальной алгебры [Bir35];
I Результаты по разрешимости эквациональных теорий

[Per67], [Tay79], [Deh11];
I Связанные открытые вопросы [BS81].

Тесно связанная работа

Диссертация П. Кестлера [Kes13].

14 / 34
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Необходимость бесконечных банни

Lemma ([Kes13])

Для конечных банни из x ≡ a * (◁x) следует x ≡ ◁(a * x).

Контрпример: банни B = (N0, *, ◁, a)

m * n :=

{︃
n − 1, если m = 0 и n ≥ 1;

0, в другом случае.

◁n := n + 1;

a := 0.
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Структура бесконечных контрпримеров

B ̸|= Σ ∪ {x ≡ pq(x), pr1(x) ≡ pr2(x)} → r1(x) ≡ r2(x)

Пусть r1(cv ) =: c0 ̸= c*0 := r2(cv ). Тогда:
1. Q := {qn(c0), qn(c*0 ), n ∈ N0} содержит бесконечную

последовательность элементов;
2. @a0, a*0 ∈ B : q(a0) = c0 и q(a*0) = c*0 .

Тогда B = Bfin ∪ Q.

В случае тождеств длины не более 5: |Bfin| ≤ 3, q(ci ) = ci+2.
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Исследование алгебраических тождеств

Контекст
Базис им-
пликаций

Анализ им-
пликаций

Доказательство

Контрпример
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Исследование алгебраических тождеств

Контекст
Базис им-
пликаций

Анализ им-
пликаций

Доказательство

Контрпример

I Сначала генерируется (“маленький”) начальный контекст;
I На каждой итерации контекста “редуцируется”.
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Исследование алгебраических тождеств

Контекст
Базис им-
пликаций

Анализ им-
пликаций

Доказательство

Контрпример

I Библиотека АФП для Python
https://github.com/artreven/fca.
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Исследование алгебраических тождеств

Контекст
Базис им-
пликаций

Анализ им-
пликаций

Доказательство

Контрпример

I Попытаться доказать;
I Попытаться найти (конечный или бесконечный)

контрпример.
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Исследование алгебраических тождеств

Контекст
Базис им-
пликаций

Анализ им-
пликаций

Доказательство

Контрпример

I Mace4 (из http://www.cs.unm.edu/~mccune/mace4/);
I InfBunny.find.
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Исследование алгебраических тождеств

Контекст
Базис им-
пликаций

Анализ им-
пликаций

Доказательство

Контрпример

I Prover9 (из http://www.cs.unm.edu/~mccune/mace4/).
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Результаты

Общее число обработанных банни 27266
Число необходимых конечных банни 626
Число необходимых бесконечных банни 1529
Количество доказанных импликаций 4398

Затрачено времени ≃78 часов
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Выводимость в исчислениях

Формула выводима?
Знание следствий.

Обнаружение выводимости  применение правил вывода.

Формула невыводима?
Знание свойства исчисления:

1. полнота;
2. непротиворечивость;
3. разрешимость.

Обнаружение невыводимости  использование отделяющих
средств.
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Отделяющие средства

Идея
Множество формул Σ, формула A и отделящий объект 𝛽.

1. A выводимо из Σ,
2. Σ в отношении R к 𝛽.

⇐⇒ A в отношении R к 𝛽.

Example
Пропозициональное исчисление булевы алгебры;
Исчисление Гёделя-Даммета геделевы цепи.
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Выразимость функций

Example (Композиция: импликация →, отрицание ¬,
дизъюнкция ∨)
I x → y ⇐⇒ ¬x ∨ y ;
I x ∨ y ⇐⇒ ¬x → y .

Исчисление выразимости
Аксиомы Переменные;
Правила 1. Подстановка f , g

f [x/g ] ;

2. Замена f , f⇔g
g .

Отделяющие средства?
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Полиморфизмы и инварианты

Функция сохраняет отношение (𝜌 – отношение, f – функция)

f f . . .
x11 x12 . . . ∈ 𝜌
x21 x22 . . . ∈ 𝜌

f (x11, x21, . . . ) f (x12, x22, . . . ) . . . ∈ 𝜌

f – полиморфизм 𝜌, 𝜌 – инвариант f .

Constraint satisfaction problem ↔ множество отношений.
Сложность может быть выведена из вида отношений [Sch78].

Функция ⇒ отношение: (x1, . . . , g(x1, . . . )) ∈ 𝜌g .
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Решетка Поста [Pos42]
Двузначный носитель
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Решетка Данильченко [Dan77]
Трехзначный носитель
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Решетка функций на двузначном носителе

f u0 f u2 f t232
f u0 × × ×
f u2 × × ×
f t232 × ×

∅ → f u2
∅ → f u0

f u2
f u0

f t232
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f u2
f u0

f t232
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Решение
Увеличить размерность.
Найти верхних/нижних соседей.
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Решетка функций на двузначном носителе

f u0 f u2 f t232 f u1
f u0 × × ×
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f t232 × × ×
f u1 × × ×
X × ×

f t232f u0
f u1

f u2

I
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Решетка функций на двузначном носителе

f u0 f u2 f t232 f u1 X
f u0 × × ×
f u2 × × × × ×
f t232 × × × ×
f u1 × × ×
X × × ×

f t232f u0 f u1

f u2

XI

I

26 / 34



Исследование признаков Исследование алгебраических тождеств Исследование классов параметрической выразимости Заключение и перспективы

Решетка функций на двузначном носителе

f u0 f u2 f t232 f u1 f u3
f u0 × × ×
f u2 × × × × ×
f t232 × × × ×
f u1 × × ×
f u3 × × ×

Новый элемент
(сосед (f u2 , f

t
232)):

X = f u3

f t232f u0 f u1

f u2

f u3I

I
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Решетка функций на двузначном носителе

f u0 f u2 f t232 f u1 f u3 f t150
f u0 × × × ×
f u2 × × × × × ×
f t232 × × × ×
f u1 × × × ×
f u3 × × × ×
f t150 × × × × ×

Новый элемент
(сосед (f u0 , f

u
1 , f

u
2 )):

f t150
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Решетка функций на двузначном носителе

f u0 f u2 f t232 f u1 f u3 f t150 f b14
f u0 × × × × ×
f u2 × × × × × × ×
f t232 × × × ×
f u1 × × × ×
f u3 × × × × ×
f t150 × × × × ×
f b14 × × × ×

f u0 , f
u
2 , f

u
3 → f u1

. . .

Контрпример: f b14

26 / 34
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Решетка функций на двузначном носителе

f u0 f u2 f t232 f u1 f u3 f t150 f b14 f b8
f u0 × × × × × ×
f u2 × × × × × × × ×
f t232 × × × ×
f u1 × × × ×
f u3 × × × × × ×
f t150 × × × × ×
f b14 × × × ×
f b8 × × × ×

Новый элемент
(сосед (f u0 , f

u
2 , f

u
3 )):

f b8

26 / 34
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Решетка функций на двузначном носителе
f u0 f u2 f t232 f u1 f u3 f t150 f b14 f b8

f u0 × × × × × ×
f u2 × × × × × × × ×
f t232 × × × ×
f u1 × × × ×
f u3 × × × × × ×
f t150 × × × × ×
f b14 × × × ×
f b8 × × × ×

Новый элемент
(сосед (f u0 , f

u
2 , f

u
3 )):

f b8
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Завершено!
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Коммутирующие функции

x1, x2 f (x1, x2)
0,0 1
0,1 0
1,0 0
1,1 1

x1, x2 0,0 0,1 1,0 1,1
g(x1, x2) 1 1 0 1

f f f
g 0 1

1

g 0 0

1

g

1 0 ̸=

27 / 34
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Алгоритмы: Обоснованное предположение

Импликация:
{g1, g2, . . . } → gnot

Контрпример:
x1, x2 f (x1, x2)
0,0 f0,0
0,1 f0,1
1,0 f1,0
1,1 f1,1

x 0 1
g1(x) 0 0

f f
g1 m1

g1 m2

g1

28 / 34
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Backtrack!
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Алгоритмы: Обоснованное предположение

Импликация:
{g1, g2, . . . } → gnot

Контрпример:
x1, x2 f (x1, x2)
0,0 0
0,1 1
1,0 1
1,1 1

f0,0 = 0
f0,1 = 1
f1,0 = 1
f1,1 = 1

x 0 1
g1(x) 0 0

f f
g1 1 0
g1 1 0
g1 1 0
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Завершено!



Исследование признаков Исследование алгебраических тождеств Исследование классов параметрической выразимости Заключение и перспективы

Алгоритмы: От противного

Импликация:
{g1, g2, . . . } → gnot

Контрпример:
x1, x2 f (x1, x2)
0,0 f0,0
0,1 f0,1
1,0 f1,0
1,1 f1,1

x 0 1
gnot(x) 0 0

f f
gnot m1

gnot m2

gnot
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Алгоритмы: От противного

Импликация:
{g1, g2, . . . } → gnot

Контрпример:
x1, x2 f (x1, x2)
0,0 f0,0
0,1 f0,1
1,0 f1,0
1,1 f1,1

x 0 1
gnot(x) 0 0

f f
gnot m1 0
gnot m2 0
gnot

gnot(m1) = gnot(m2) = 0,
Then m1,m2 ∈ {0, 1}.
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Алгоритмы: От противного

Импликация:
{g1, g2, . . . } → gnot

Контрпример:
x1, x2 f (x1, x2)
0,0 0
0,1 f0,1
1,0 f1,0
1,1 f1,1

x 0 1
gnot(x) 0 0

f f
gnot m1 0
gnot m2 0
gnot m3 0

m1,m2 ∈ {0, 1}.
f0,0 = 0
Then no way to not commute as
gnot(x) = 0.
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Алгоритмы: От противного

Импликация:
{g1, g2, . . . } → gnot

Контрпример:
x1, x2 f (x1, x2)
0,0 1
0,1 f0,1
1,0 f1,0
1,1 f1,1

x 0 1
gnot(x) 0 0

f f
gnot m1 0
gnot m2 0
gnot m3 1

m1,m2 ∈ {0, 1}.
f0,0 = 1
Then to not commute m3 ∈ {0, 1}.

29 / 34
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Результаты на трехзначном носителе

Количество функций 197
Элементов в решетке 2986
Количество “новых” функций 39
Количество импликаций 58487

Времени затрачено ≃ 2 недели
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Исследование признаков
Общая теория
Пример
Постановка задачи
Обзор похожих исследований

Исследование алгебраических тождеств
Определения и мотивация
Бесконечные банни
Схема эксперимента
Результаты

Исследование классов параметрической выразимости
Отделяющие средства
Исследование объектов-признаков
Применение ИОП
Результаты

Заключение и перспективы
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Заключение и перспективы

Заключение
I Исследование Признаков позволяет автоматизировать

исследования в сложных областях, концентрируя внимание
на сложных вопросах;

I Модификации позволяют достичь еще лучших
результатов;

I Необходимо экспертное знание в области применения.

Перспективы
I Нахождение новых областей применения

(нематематических?);
I Формализация шаблона для создания алгоритмов;
I Создание сервиса для общего пользования.

32 / 34



Исследование признаков Исследование алгебраических тождеств Исследование классов параметрической выразимости Заключение и перспективы

Заключение и перспективы

Заключение
I Исследование Признаков позволяет автоматизировать

исследования в сложных областях, концентрируя внимание
на сложных вопросах;

I Модификации позволяют достичь еще лучших
результатов;

I Необходимо экспертное знание в области применения.

Перспективы
I Нахождение новых областей применения

(нематематических?);
I Формализация шаблона для создания алгоритмов;
I Создание сервиса для общего пользования.

32 / 34



Спасибо

за Ваше

внимание!
http://github.com/artreven

http://github.com/artreven


G. Birkhoff.
On the structure of abstract algebras.
In Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, volume 31, pages 433–454. Cambridge Univ Press,
1935.

S. Burris and H.P. Sankappanavar.
A course in universal algebra, volume 78.
Springer-Verlag New York, 1981.

A.F. Danil’chenko.
Parametric expressibility of functions of three-valued logic.
Algebra and Logic, 16(4):266–280, 1977.

F. Dau.
Implications of properties concerning complementation in finite
lattices.
In: Contributions to General Algebra 12 (D. Dorninger et al.,
eds.), Proceedings of the 58th workshop on general algebra “58.
Arbeitstagung Allgemeine Algebra”, Vienna, Austria, June 3-6,
1999, Verlag Johannes Heyn, Klagenfurt, pages 145–154, 2000.

D.Borchmann.
Model exploration by confidence with completely specified
counterexamples.
Ltcs, TU Dresden, 2013.

M. Dehn.
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