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Реферат

В соответствии с приказом Национального исследовательского университета «Высшая
школа экономики» № 6.18.1-02/1912-09 от 19.12.2014 была произведена исследовательская ра­
бота на тему «Исследование алгоритмов приближенного поиска ближайших соседей». Данный
отчет содержит итоги проведения данной курсовой работы.

В ходе проекта проводилось изучение алгоритмов приближенного поиска ближайших
соседей, выбор входных данных, определение метрик, для сравнения алгоритмов, а также ко­
нечный анализ исследованных алгоритмов.

Были выбраны наиболее популярные типы алгоритмов для поиска. Входные данные
выбирались исходя из разумных рассуждений об из разнородности и различности между собой.

В ходе испытаний алгоритмов были получены результаты их работы на различных
входных данных, а также были построены графики по данным результатам (см. Приложение
А, Приложение Б).

Был произведен сравнительный анализ данных, основанный на специфике алгоритмов,
особенностей реализации и их работе на различных входных данных, что помогло объяснить
получившиеся результаты.

В заключении приведены рекомендации по использованию алгоритмов поиска прибли­
женных ближайших соседей на различных входных данных.
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Нормативные ссылки

В настоящем стандарте использованы ссылки на следующие стандарты:
ГОСТ 1.5–93 Государственная система стандартизации РФ. Общие требования к по­

строению, изложению, оформление и содержанию стандартов.
ГОСТ 2.105–95 Единая система конструкторской документации. Общие требования к

текстовым документам.
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Определения

Введем базовые определения:

– Точка запроса - такая точка, для которой необходимо найти ближайшего соседа из
множества точек 𝑆, будет обозначаться q. q ∈ R𝑑.

– Истинный ближайший сосед или ближайший сосед. Пусть дано множество 𝑆 из 𝑛 точек,
векторное пространство 𝑉 = R𝑑 с определенной нормой ||·|| и точка запроса q ∈ 𝑉 , тогда
точка p истинный ближайший сосед точки q тогда и только тогда, когда

𝑑(p,q) = ||p− q|| = min{||p′ − q||;p′ ∈ 𝑆 ∖ q}. (1)

– Пусть дано множество 𝑆 из 𝑛 точек, векторное пространство 𝑉 = R𝑑 с определенной
нормой || · || и точка запроса q ∈ 𝑉 , тогда точка p приближенный ближайший сосед
точки q, если

𝑑(p,q) = (1 + 𝜖)||p* − q||, 𝜖 > 0, (2)

где p* истинный ближайший сосед точки q.

– KD-дерево. Дерево представляющее такую структуру данных, которая разбивает про­
странство таким образом, что происходит упорядочивание точек в k-мерном простран­
стве.

– Хеш-функция. Функция, преобразующая определенным образом входной массив дан­
ных произвольной длины в выходную битовой строку фиксированной длины.
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Обозначения и сокращения

NN — Nearest neighbor – ближайший сосед.

ANN — Approximate Nearest Neighbor – приближенный ближайший сосед.

LSH — Locality-Sensitive Hashing – хеширование чувствительное к расстоянию.
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Введение

Задача эффективного по времени поиска ближайшего соседа состоит в создании такой
структуры из множества точек 𝑆, в которой можно быстро найти ближайшего соседа из мно­
жества 𝑆 для данной точки запроса 𝑞. Данная задача имеет множество применений, таких как:
поиск последовательностей белка в молекулярной биологии [1], многомерные интерполяции [2],
интеллектуальный анализ данных [3], в медицинском компьютерном диагностировании [4], по­
строение NN-классификатора в распознавании образов [5, 6], фрактальное сжатие изображений
[7]. Задача также имеет название задачи почтальона [8]. Данная проблема обычно описывается
в векторном пространстве с определенной метрикой (Эвклидовой 𝑙2 или Чебышёва 𝑙∞), хотя в
некоторых приложениях используется метрика Левенштейна, например, для расчета расстоя­
ния между строками.

Предполагается, что многочисленные запросы должны быть исполнены для одного и
того же множества 𝑆, следовательно, сначала необходима предварительная обработка множе­
ства 𝑆, чтобы в дальнейшем быстро (имеется ввиду за время меньшее линейного) получить
ответ для последовательности точек запроса.

Поскольку задача поиска истинного ближайшего соседа часто затратна по времени для
многих приложений, особенно для высоко размерных пространств и большого количества точек,
задача поиска приближенного ближайшего соседа, в большинстве случаев, является хорошей
заменой. Она не даёт гарантий нахождения истинного ближайшего соседа, а пытается найти
точку из множества 𝑆, которая будет «достаточно близка». Близость точек может быть описана
в терминах расстояния между точками: необходимо найти точку, расстояние до которой от
точки запроса не будет превышать (1 + 𝜖)𝑟, где 𝑟 расстояние до истинного ближайшего соседа.
Здесь мы ослабим требования тем, что приближение является частью предметной области и
зависимой от неё ошибки.

Задача поиска ближайшего соседа в малоразмерном векторном пространстве хорошо
изучена. Для 𝑑 = 1, асимптотически оптимальное решение состоит в сортировке исходного
множества точек и применении бинарного поиска для поиска ближайшего соседа. Для 𝑑 = 2,
асимптотически оптимальное решение ведёт к диаграмме Вороного [9, 10], что на практике
является медленным решением, так как имеет большую константу перед оценкой. Существует
большое количество алгоритмов, которые основываются на обработке каждого измерения от­
дельно, в результате чего уменьшается множество потенциальных ближайших соседей и поиск
заканчивается, когда остаётся один [11, 12]. К сожалению, данные стратегии применимы только
к пространствам невысокой размерности и распределению точек близкому к равномерному.

В данной научно-исследовательской работе стоит цель исследовать характерных пред­
ставителей двух основных типов алгоритмов приближенного поиска ближайших соседей (в
сравнении с алгоритмом полного перебора): алгоритм, использующий деревья и алгоритм, ис­
пользующий локальный поиск. Будет рассмотрен алгоритм, основанный на бинарном дереве.
Способ использования деревьев в качестве разделение пространства хорошо зарекомендовал се­
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бя в поиске ближайших соседей в многомерных пространствах [13, 14]. Вторым сравниваемым
алгоритмом является алгоритм использующий хеш-функции. Алгоритм заключается в подборе
таких хеш-функций, которые с определенной вероятностью помещают похожие объекты в од­
ну корзину, под корзиной понимается некий список точек, для которых значение хеш-функции
одинаково. Таким образом происходит некое понижение размерности пространства, которое поз­
воляет эффективно искать приближенных ближайших соседей. В работе не рассматриваются
алгоритмы, которые основаны на дискретном метрическом пространстве, а также алгоритмы,
используемые для поиска среди очень большого количества данных, когда используется актив­
ность чтения и записи с жесткого диска, так как данный объём информации не удаётся хранить
в оперативной памяти. Алгоритмы, использующие чтение и запись на жесткий диск опущены
из-за отсутствия их эффективности на данных небольшого размера (𝑛 6 106).

Данная работа структурирована следующим образом: сначала будут описаны алгорит­
мы, используемые при сравнении, после этого следует описание входных данных, на которых те­
стировались алгоритмы, характеристики сравнения, используемые для сравнения алгоритмов,
далее представлены результаты испытаний, сравнительный анализ алгоритмов и в заключении
будут приведены выводы данной работы, основанные на результатах.
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1 Описание алгоритмов

В данной главе будут приведены описания алгоритмов приближенного поиска ближай­
ших соседей. Сначала последует описание алгоритма, основанного на KD-деревьях, а затем
алгоритма, основанного на локальном хешировании.

1.1 Approximate Best Bin First k-d Tree

В качестве алгоритма, основанного на деревьях, был выбран алгоритм Approximate
Best Bin First k-d Tree [15]. В его основе лежат k-d деревья, и состоит он из двух частей:

а) Функция BuildTree, которая на вход принимает множество 𝑆 из 𝑛 точек из R𝑑 и создаёт
расширенное k-d дерево T.

б) Функция ANN, которая на вход принимает дерево Т и точку запроса q и возвращает
приближенного ближайшего соседа.

1.1.1 Расширенное k-d дерево

K-d дерево хранит точки в своих листьях. Каждый узел дерева представляет из себя
гиперинтервал (одна из осей прямоугольного гиперпараллелепипеда), который в дальнейшем
будет называться внешней границей блока (LBB от англ. Loose Bounding Box). LBB может быть
конечным, бесконечным или частично бесконечным. Внутри данного гиперпараллелепипеда
хранятся все точки поддеревьев данного узла. LBB хранится явно в каждом узле дерева и
строится рекурсивно: внешняя граница для корня дерева это R𝑑. Далее, каждый узел дерева
хранит информацию о том, по какому измерению 𝑚 произошло разделение и значение 𝜉, которое
определяет перпендикулярную гиперплоскость. Внешняя граница блока для левого и правого
поддерева запишется следующим образом:

𝐿𝐵𝐵𝐿 = {𝑥𝑚 < 𝜉;𝑥 ∈ 𝐿𝐵𝐵𝑃}, (3)

𝐿𝐵𝐵𝑅 = {𝑥𝑚 > 𝜉;𝑥 ∈ 𝐿𝐵𝐵𝑃}, (4)

где 𝐿𝐵𝐵𝑃 внешняя граница блока родителя узла, а 𝑥𝑚 - 𝑚-компонента вектора x. Также каж­
дый узел хранит внутренний граничный блок (TBB от англ. Tight Bounding Box). Внутренний
граничный блок представляет из себя наименьший гиперпараллелепипед содержащий все точ­
ки поддерева 𝑄 и определяется максимальными и минимальным координатами точек в данном
поддереве (используя обозначения [15]):

𝑇𝐵𝐵𝑄 =
∏︁

𝑖∈{1...𝑑}

[︁
𝑙𝑄𝑖 ;ℎ

𝑄
𝑖

]︁
=

∏︁
𝑖∈{1...𝑑}

{︁
x;x ∈ R𝑑, 𝑙𝑄𝑖 6 𝑥𝑖 6 ℎ𝑄

𝑖

}︁
, (5)

𝑙𝑄𝑖 = min
𝑦∈𝑄

𝑦𝑖, ℎ
𝑄
𝑖 = max

𝑦∈𝑄
𝑦𝑖, (6)

где x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) координаты точки,
∏︀

означает декартово произведение, y ∈ 𝑄 все точки
из поддерева 𝑄. Цель данного шага повысить эффективность поиска, т.к. TBB всегда меньше
чем соответствующий для этого же узла LBB.
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1.1.2 BuildTree

Алгоритм построения дерева (см. Алгоритм 1) стандартный. Он основан на рекурсив­
ном разделении данных. Построение начинается с полного множества точек 𝑆 как корня дерева
и пространством R𝐷 в качестве внешнего граничного блока. Затем рекурсивно от корня, для
каждого узла 𝑄 выбирается ось 𝑚 по которой происходит разделение точек. Ось выбирается
как самое длинное ребро внутреннего граничного блока.

𝑚 = arg max
𝑖∈{1...𝑑}

(︁
𝑙𝑄𝑖 − ℎ𝑄

𝑖

)︁
, (7)

где границы внутреннего граничного блока определяются по формулам (5, 6). Разделяющая
величина 𝜉 является медианой {𝑥𝑚;x ∈ 𝑄}. В таком случае построенное дерево будет сбаланси­
рованное с равным количеством точек в поддеревьях. Разделение точек останавливается, когда
количество точек в текущем узле меньше чем заранее установленный параметр 𝐿 (максималь­
ное количество точек в листе дерева). Затем рассчитывается внутренний граничный блок для
каждого нового узла, согласно формуле (5) проходя все точки в узле; внешний граничный блок
создаётся за константное время согласно формулам (3, 4)

Наиболее асимптотически трудоёмкий шаг – это расчет внешнего граничного блока,
который имеет оценку 𝑂(𝑚𝑑), где 𝑚 количество точек в узле; медиана рассчитывается за 𝑂(𝑚).
Итоговая асимптотическая сложность построения дерева будет равна 𝑂

(︀
𝑑𝑛 log 𝑛

𝐿

)︀
, где log2

𝑛
𝐿

глубина дерева.

1.1.3 ANN

Алгоритм поиска приближенного поиска ближайшего соседа (см. Алгоритм 2) основы­
вается обходе дерева снизу используя очередь с приоритетами.

Алгоритм начинает движение с того, что находит узел 𝑄 в которой была бы помещена
точка q, если бы она была в множестве 𝑆. Далее начинается обход дерева не посещенных
узлов дерева и обновление кандидата на ближайшего соседа. Порядок обхода определяется
стратегией best-bin-first, которая использует нижнюю границу расстояния 𝜂𝑋 от точки q до ещё
не пройденных точек из узла 𝑋. Её идея заключается в том, что ближайший сосед скорее всего
находится в узле, который ближе к точке q. 𝜂𝑋 рассчитывается следующим образом: если 𝑋 не
предок 𝑄, значит q лежит вне 𝑋, тогда 𝜂𝑋 это расстояние от q до 𝑇𝐵𝐵𝑋 , 𝜂𝑋 = 𝑑 (q, 𝑇𝐵𝐵𝑋). В
другом случае, если 𝑋 предок 𝑄, значит q лежит внутри 𝑋. А так как к вершине 𝑋 алгоритм
пришёл из вершины 𝑄, это значит, что 𝑋 имеет поддерево 𝑍, которое мы ещё не посетили,
тогда 𝜂𝑋 это расстояние от q до 𝐿𝐵𝐵𝑍 , 𝜂𝑋 = 𝑑 (q, 𝐿𝐵𝐵𝑍).

Когда узел дерева посещен, если он ещё не был просмотрен, он помещается в очередь
с приоритетами, в качестве приоритета используется 𝜂𝑋 . Вершина для следующего посещения
выбирается из вершины очереди 𝜂 которой наименьшая. Если значение 𝜂 узла больше чем рас­
стояния до текущего кандидата в ближайшие соседи, то вершина не помещается в очередь.
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Когда очередь пуста, алгоритм завершает свою работу.

Алгоритм 1: BuildTree, построение расширенного k -d дерева.

Исходные параметры: Множество точек 𝑆 из R𝑑.
Результат: k-d дерево T для множества 𝑆.
Function BuildTree(S)

создать корень дерева 𝑅 с точками из 𝑆 и 𝐿𝐵𝐵 = R𝑑

SplitNode(R)

возвратить дерево Т с корнем R
Function SplitNode(Узел дерева 𝑄 c множеством точек 𝑃 и 𝐿𝐵𝐵𝑄)

вычислить 𝑇𝐵𝐵𝑄 следующим образом:
𝑙𝑄𝑖 = min{𝑥𝑖;x ∈ 𝑃}, ℎ𝑄

𝑖 = max{𝑥𝑖;x ∈ 𝑃}
если количество точек |𝑃 | > 𝐿 тогда

𝑚← argmax16𝑖6𝐷(𝑥
𝐻
𝑖 − 𝑥𝐿

𝑖 )

𝜉 ← Median {𝑥𝑖;x ∈ 𝑃}
𝑃𝐿 ← {𝑥𝑚 < 𝜉;𝑥 ∈ 𝑃}
𝑃𝑅 ← {𝑥𝑚 > 𝜉;𝑥 ∈ 𝑃}
𝐿𝐵𝐵𝐿 ← {𝑥𝑚 < 𝜉;𝑥 ∈ 𝐿𝐵𝐵𝑄}
𝐿𝐵𝐵𝑅 ← {𝑥𝑚 > 𝜉;𝑥 ∈ 𝐿𝐵𝐵𝑄}
если 𝑃𝐿 ̸= ∅ и 𝑃𝑅 ̸= ∅ тогда

создать левое поддерево 𝐿 с предком 𝑄, точками 𝑃𝐿 и 𝐿𝐵𝐵𝐿

создать правое поддерево 𝑅 с предком 𝑄, точками 𝑃𝑅 и 𝐿𝐵𝐵𝑅

SplitNode(L)
SplitNode(R)

конец условия

конец условия

Алгоритм выше описывает поиск ближайшего соседа. Зачастую он оказывается медлен­
ным и не совсем эффективным. Для устранения данного недостатка используется следующая
деталь. Алгоритму на вход подаётся параметр 𝑉 , которые определяет, сколько точек алгоритму
позволено посетить. В таком случае, алгоритм завершает свою работу, когда резерв посещения
точек исчерпан. Тогда сложность в худшем случае будет 𝑂(𝑉 ).

11



Алгоритм 2: ANN, поиск приближенного ближайшего соседа.

Исходные параметры: Дерево T с точками из множества 𝑆, точка запроса q,
параметр 𝑉 .

Результат: Приближенный ближайший сосед.
Function ANN(дерево 𝑇 , точка q, ограничение 𝑉 )

𝑄← FindNode(q)

pmin ← argminx∈𝑄 ||q− x||
𝑑𝑖𝑠𝑡min ← ||q− pmin||
если 𝑑𝑖𝑠𝑡min = 0 тогда

возвратить pmin

конец условия

𝑣 ← 𝑉 − |𝑄|
𝑃𝑄← пустая очередь с приоритетами пар (𝑍,𝑍 ′) отсортированных по 𝜂𝑍

PushIfBetter(Parent(𝑄),𝑄)

до тех пор, пока 𝑃𝑄 ̸= ∅ и 𝑣 > 0 выполнять
(𝑍,𝑍 ′)← получить верхний элемент очереди // элемент удаляется из

очереди
если 𝜂𝑍 > 𝑑𝑖𝑠𝑡min тогда

возвратить pmin

конец условия

если 𝑍 лист тогда
𝑑𝑖𝑠𝑡← minx∈𝑍 ||q− x||
𝑣 ← 𝑣 − |𝑍|
если 𝑑𝑖𝑠𝑡 < 𝑑𝑖𝑠𝑡min тогда

𝑑𝑖𝑠𝑡min ← 𝑑𝑖𝑠𝑡

pmin ← argminx∈𝑍 ||q− x||
конец условия

иначе

цикл 𝑋 ∈ {𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡, 𝐿𝑒𝑓𝑡𝐶ℎ𝑖𝑙𝑑, 𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡𝐶ℎ𝑖𝑙𝑑} (𝑍)\ {𝑍 ′} выполнять
PushIfBetter(𝑋, 𝑍))

конец цикла

конец условия

конец цикла

возвратить pmin
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Function PushIfBetter(новая вершина 𝑋, прошлая вершина 𝑍)

если 𝑋 = 𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡(𝑍) тогда
𝜂𝑋 = 𝑑 (q,𝐿𝐵𝐵𝑍)

иначе
𝜂𝑋 = 𝑑 (q,𝑇𝐵𝐵𝑋)

конец условия

если 𝜂𝑥 < 𝑑𝑖𝑠𝑡min тогда
push(𝑋, 𝑍, 𝜂𝑋)

конец условия
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1.2 Locality-Sensitive Hashing

Алгоритм локально-чувствительного хеширования [16] использует хеш-функции для
поиска ближайших соседей. В его основе используется следующая идея: необходимо найти такое
семейство хеш-функций, которые бы имели одинаковое значение если точки в пространстве
находятся в определенной близости.

Введём обозначения: 𝑆 - конечное множество точек пространства R𝑑, 𝑞 будет обычно
употребляться в качестве точки запроса, 𝑢,𝑣 - точки из множества 𝑆. Шар радиуса 𝑟, центр
которого в точке 𝑣, обозначается за 𝐵(𝑣,𝑟). Для точки 𝑞 мы будем называть 𝑣 приближенным
ближайшим соседом, если 𝑣 ∈ 𝐵(𝑞, 𝑅)

1.2.1 Обобщенная схема локально-чувствительного хеширования

Обозначим семейство LSH следующим образом:

Определение 1 Семейство ℋ = {ℎ : 𝑆 → 𝑈} называется локально-чувствительным, если для
любого вектора 𝑞 функция 𝑝(𝑡) = Prℋ [ℎ(𝑞) = ℎ(𝑣) : ||𝑞 − 𝑣|| = 𝑡] строго убывающая. То есть
вероятность коллизии точки 𝑞 и 𝑣 убывает с увеличением расстояния между ними.

Таким образом, чтобы достичь желаемого результата, необходимо увеличить разницу
между вероятностью коллизий хеш-функций в диапазоне [0, 𝑅] (где находятся приближенные
ближайшие соседи) и в диапазоне (𝑅,∞). Для этого происходит объединение нескольких функ­
ций ℎ ∈ ℋ. Таким образом определяем семейство функций 𝒢 = {𝑔 : 𝑆 → 𝑈𝑘}. Другими слова­
ми, 𝑔(𝑣) = (ℎ1(𝑣), . . . , ℎ𝑘(𝑣)), где ℎ𝑖 ∈ ℋ. Для целого числа 𝐿 алгоритм выбирает 𝐿 функций
𝑔1, . . . , 𝑔𝐿 из 𝒢 независимым и произвольным образом. Алгоритм хранит каждую точку в кор­
зине 𝑔𝑗(𝑣) для всех 𝑗 = 1, . . . ,𝐿. Так как итоговое количество корзин может быть большим,
алгоритм хранит только непустые, используя хеширование.

Чтобы обработать точку запроса 𝑞, алгоритм вычисляет значения во всех корзинах
𝑔1(𝑞), . . . ,𝑔𝐿(𝑞). Для каждой точки 𝑣 найденной в корзине, алгоритм вычисляет расстояние от
𝑞 до 𝑣 и если оно меньше чем текущее расстояние до текущего кандидата в ближайшие соседи
(если текущего кандидата нет, то расстояния принимается равным бесконечности), то кандидат
обновляется.

1.2.2 Хеш-функция

Математическое обоснования формул хеш-функции можно найти в [16]. Формально
хеш-функция ℎ𝑎,𝑏(𝑣) : R𝑑 → Z переводит 𝑑-мерный вектор в целое число. Каждая функция
определяется произвольными значениями 𝑎 и 𝑏, где 𝑎 это вектор размерности 𝑑, компоненты
которого взяты из стандартного нормального распределения; 𝑏 - число, выбранное из равно­
мерного распределения в промежутке [0, 𝑤]. Для фиксированных 𝑎,𝑏 хеш-функция ℎ𝑎,𝑏 имеет
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вид:

ℎ𝑎,𝑏(𝑣) =

⌊︂
𝑎 · 𝑣 + 𝑏

𝑤

⌋︂
. (8)

1.2.3 Сложность

Сложность данного алгоритма можно разбить на две составляющие. Первая составля­
ющая связана со сложностью вычисления хеш-функции: скалярное произведение вычисляется
за 𝑂(𝑑). Всего 𝑘 функций в 𝐿 корзинах, итоговая сложность составляет – 𝑂(𝑑𝑘𝐿). Вторая
компонента включает сложность вычисления расстояний до точек, с одинаковым значением
хеш-функций. Количество таких точек находим через математическое ожидание и вероятность
коллизий (см. определение 1). Получаем оценку 𝑂

(︀
𝑑𝐿

∑︀
𝑣∈𝑃 𝑝𝑘(||𝑞 − 𝑣||)

)︀
.
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2 Входные данные

В данной главе будут описаны типы данных, на которых тестировались алгоритмы и
соответствующие способы их генерации. Было решено проводить эксперименты на интервале
[0, 1); в размерностях 𝑑 = 2𝑖; 𝑖 ∈ {1, . . . , 6}; в количествах 𝑛 = 1000, 5000, 10000, 50000, 100000. В
качестве тестов генерируется ещё 𝑛𝑞 = 1000 точек того же типа входных данных, по которым
снимаются показатели и находятся средние значения.

2.1 Равномерное распределение

Точки имеют равномерное распределение в полусегменте [0, 1). Для измерения рассто­
яния используется 𝑙2-норма. Пример распределения точек приведен на рисунке 2.1.

Рисунок 2.1 — Равномерное распределение для размерности 𝑑 = 2.

2.2 Нормальное распределение

Точки имеют нормальное распределение по каждой из осей с параметрами 𝜇 = 1
2
, 𝜎 = 1

6
.

Данные параметры подобраны специально, используя правило 3𝜎. Для измерения расстояния
используется 𝑙2-норма. Пример распределения точек приведен на рисунке 2.2.

Рисунок 2.2 — Нормальное распределение 𝒩 (1
2
,1
6
), 𝑑 = 2.
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2.3 Обратное нормальное распределение

Под обратным или инверсным понимается нормальное распределение с обратной функ­
цией распределения. Другими словами, вероятность появления в точке математического ожи­
дания будет наименьшей, чем в любых других точках. Для измерения расстояния используется
𝑙2-норма. Пример распределения точек приведен на рисунке 2.3.

Рисунок 2.3 — Обратное нормальное распределение 𝑑 = 2.

2.4 Равномерное распределение на гиперсфере

Данный вид входных данных предоставляет точки, равномерно распределенные на сфе­
ре, вписанной в единичный гиперкуб. Для измерения расстояния будет использоваться крат­
чайшая дуга между двумя точками. Для упрощения расчета расстояния переместим сферу в
центр координат. Тогда точки на 𝑑-мерной сфере задаются следующим соотношением:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 =
1
2
· sin𝛼1 · sin𝛼2 · . . . · sin𝛼𝑑−1

𝑥2 =
1
2
· cos𝛼1 · sin𝛼2 · . . . · sin𝛼𝑑−1

𝑥3 =
1
2
· cos𝛼2 · sin𝛼3 · . . . · sin𝛼𝑑−1

. . .

𝑥𝑑 =
1
2
· cos𝛼𝑑−1

(9)

где 𝑥𝑖 - 𝑖-тая компонента вектора x. Т.к. норма вектора до любой точки сферы одинакова и
равна её радиусу 𝑟 = 1

2
вписанной окружности в единичный гиперкуб, получаем расстояние

между двумя точками:

𝑑(𝑎,𝑏) = 𝑟 · 𝛼𝑎,𝑏 =
1

2
arccos

𝑎 · 𝑏
|𝑎||𝑏|

=
1

2
arccos 4(𝑎, 𝑏), (10)

где (𝑎, 𝑏) - скалярное произведение. Пример распределения точек приведен на рисунке 2.4.
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Рисунок 2.4 — Равномерное распределение на гиперсфере 𝑑 = 2.
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3 Характеристики для оценки качества алгоритмов

Для сравнения алгоритмов было решено ввести следующие характеристики:

а) Среднее время поиска приближенного ближайшего соседа. Основной критерий при вы­
боре алгоритма. Насколько быстро он справляется с поставленной задачи.

б) Среднее отношение расстояния до приближенного соседа к расстоянию до истинного
ближайшего соседа. Основная характеристика алгоритмов приближенного поиска бли­
жайших соседей.

в) Доля найденных истинных ближайших соседей. При работе с приближенными алгорит­
мами хочется знать, насколько сильно часто они дают результат точных алгоритмов.

г) Доля не найденных соседей. Данная характеристика показывает процент точек, для
которых алгоритм не нашёл решение. Больше всего она актуальна к локально-чувстви­
тельному поиску, так как при определенных данных может не существовать точек в
корзинах с таким же значением хеш-функции как у точки запроса, следовательно, сосе­
ди найдены не будут.
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4 Результаты тестов

Приложение А содержит результаты тестов в табличном виде.
Приложение Б содержит визуализированные данные в графиках.
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5 Анализ результатов

В данной главе будет произведен анализ результатов. Будут рассмотрены особенности
каждого алгоритма в отдельности и общее поведение данных алгоритмов.

5.1 Approximate Best Bin First k-d Tree

Алгоритмы поиска ближайших соседей, основанные на деревьях, страдают от «прокля­
тья размерности». Проклятье размерности подразумевает резкое ухудшение эффективности ал­
горитмов в виду повышения размерности. Размерность пространства сказывается следующим
образом: деревья обычно разделяют какими-либо способами пространство точек; когда размер­
ность становится достаточно большой и превышает высоту дерева ℎ = log2(𝑛), то алгоритм,
можно сказать, голодает от недостатка данных, он не может в полной мере оценить, что две
точки действительно находятся близко. Например, у нас количество точек 𝑛 = 100000, тогда
высота дерева ℎ = 17, пусть размерность измерения 32. Таким образом находясь в листе, мы
знаем, что в нём находятся близкие точки только по 17 измерениям. Что происходит с другими
15 алгоритму неизвестно. Поэтому приходится делать обход по большому количество точек и
обходить полное дерево. Что нам показывает и алгоритм Best Bin First. Начиная с размерности
𝑑 = 16, время его работы начинает превышать линейное время. Связано это с издержками на
хождение по дереву. Даже такие оптимизации как разделение пространства по измерению, име­
ющему наибольшую ширину (речь идёт об интервале разброса точек по данной оси), очередь
приоритетов и обход ограниченного числа вершин не спасают от данного проклятья.

Однако, ситуация резко меняется, если рассматривать данный алгоритм на точках,
размещенных на сферах. Ответ на самом деле прост. В отличии от точек «раскиданных» в кубе,
на сфере не происходит сильного разброса. Рассмотрим объём гиперсферы при 𝑑 = 16. Согласно
[17], объём сферы единичного радиуса 𝑉 (𝑑) = 𝜋

𝑑
2

Γ( 𝑑
2
+1)

. При 𝑑 = 64, 𝑉 (𝑑) < 10−19, когда объём
куба остаётся равным единице. Другими словами, на поверхности гиперсферы концентрация
точек выше, чем в объёме гиперкуба, при одинаковых размерностях. Таким образом, алгоритм
лучше работает, потому что данные высоко сконцентрированы и ближайший сосед находится
«легче».

5.2 Locality-Sensitive Hashing

Локально-чувствительное хеширование хорошо себя показывает при высоких размер­
ностях данных, так сказать, является фаворитом. Но на низких размерностях работает прак­
тически наравне с линейным. Также на графиках выделяется «нездоровое» замедление работы
при 𝑑 = 8. Связано это с ростом количества корзин, необходимых для данной размерности.
Практически на всех данных алгоритм показывает линейное время, которое меньше линейного
перебора, однако особо сильное преимущество достигается только на высоких размерностях.
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На гиперсфере ситуация обратная деревьям, связано это с попаданием большого коли­
чество точек под одно значение хеш-функции, таким образом алгоритму приходится обходить
много одинаковых точек, которые попали по нескольку раз в разные корзины.

5.3 Истинные ближайшие соседи

Зависимость доли истинных ближайших соседей среди приближенных от размерности
пространства качественно совпадает у обоих алгоритмов. Единственное отличие заключается
в оценке производной. У LSH производная имеет большее значение чем у BBF.

Значение 𝜖 в расстоянии до приближенного соседа, у локально-чувствительного поиска
стабильно растёт (за исключением случая распределения на сфере, где при росте измерения он
становится почти константным). У BBF имеются некие пики, когда 𝜖 достигает максимума. Эти
пики приходятся на 𝑑 = 8 и 𝑑 = 16. Именно в этом промежутке происходит некий переломный
момент, когда дерево начинает работать медленнее линейного перебора.
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Заключение

В ходе научно-исследовательской работы были изучены алгоритмы приближенного по­
иска ближайших соседей для которых было проведено сравнение на различных входных дан­
ных, различных размерностях и объёмах выборок. Результаты полученные в ходе исследования
оказались неоднозначны. Алгоритм поиска соседей, основанный на деревьях проявил свою под­
верженность «проклятью размерности», однако, наравне с этим он показал хорошее время рабо­
ты на специфичных входных данных в больших размерностях, таких как равномерно распреде­
ленные точки на поверхности гиперсферы. Алгоритм локально-чувствительного хеширования
хорошо показал себя на данных высокой размерности, но так как хеширование основано на
сферических областях, а в работе было показано, что отношение объёма сферы к объёму куба,
описанного вокруг сферы, стремится к нулю при стремлении размерности к бесконечности, то
коллизий на высоко размерных данных возникает меньше и количество найденных истинных
ближайших соседей падает, также растёт и расстояние до приближенных ближайших соседей.

В момент завершения исследования был опубликован алгоритм [18], который способен
с большей эффективностью искать приближенных ближайших соседей, но только на сфериче­
ских плоскостях, который, к сожалению, не вошёл в работу.

На основе полученных результатов были сформулированы рекомендации. В общем слу­
чае (равномерное, нормальное и инверсное нормальное распределения) до размерности про­
странства 𝑑 = 8 включительно, рекомендуется использовать алгоритмы, использующие дере­
вья, они дают наилучшее время поиска приближенного ближайшего соседа. При размерностях
выше, рекомендуется использовать алгоритмы, использующие хеш-функции. Также в случае
поиска ближайшего соседа на сферических плоскостях, лучшее время показывает алгоритм,
основанный на дереве, до размерности 𝑑 = 64 включительно.
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Приложение А

(обязательное)
Результаты тестов

Таблица 1 — Равномерное распределение в единичном гиперкубе
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Таблица 2 — Нормальное распределение в единичном гиперкубе
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Таблица 3 — Обратное нормальное распределение в единичном гиперкубе
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Таблица 4 — Равномерное распределение на сфере
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Приложение Б

(обязательное)
Визуализация результатов

Рисунок 1 — Равномерное распределение в единичном гиперкубе. Время исполнения
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Рисунок 2 — Нормальное распределение в единичном гиперкубе. Время исполнения
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Рисунок 3 — Обратное нормальное распределение в единичном гиперкубе. Время исполнения
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Рисунок 4 — Равномерное распределение на гиперсфере. Время исполнения

Рисунок 5 — Равномерное распределение в единичном гиперкубе. Ближайшие соседи
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Рисунок 6 — Нормальное распределение в единичном гиперкубе. Ближайшие соседи

Рисунок 7 — Обратное нормальное распределение в единичном гиперкубе. Ближайшие соседи

Рисунок 8 — Равномерное распределение на гиперсфере. Ближайшие соседи
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