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Лабораторная работа № 16 

ИЗУЧЕНИЕ ЗАТУХАЮЩИХ КОЛЕБАНИЙ 

Теоретическое введение 

     Колебаниями называются процессы, при которых физическая величина 

принимает многократно, через равные (или почти равные) последовательные 

промежутки времени, одни и те же (или примерно одни и те же) значения.  

Колебания самых разнообразных по своей природе величин характеризуются 

общими закономерностями, которые можно изучить на конкретном примере 

математического маятника. 

 

     Математический маятник – это 

идеализированная колебательная система, 

состоящая из невесомой и нерастяжимой 

нити, на которой подвешено тело малых 

размеров (материальная точка) массой m. 

Расстояние от точки подвеса до центра 

масс тела называется длиной  

ℓ математического маятника (рис. 1). 

     На математический маятник действуют 

вектор момента силы тяжести М1
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ и вектор 

момента силы трения М2
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ относительно 

оси ОО′, проходящей через точку подвеса 

маятника (рис. 1).    

     Если М1  и  𝛼 − проекции вектора 

момента силы тяжести и вектора 

элементарного углового перемещения 
Рис. 1. 

математического маятника на ось ОО′ соответственно (см. рис 1), то 

справедливо выражение: 

                                            М1 = −𝑚𝑔ℓ𝑠𝑖𝑛𝛼.                                                      (1) 

     При малых значениях 𝛼  𝑠𝑖𝑛𝛼 ≈  𝛼, поэтому 

                                                  М1 = −𝑚𝑔ℓ𝛼.                                                            (2) 

Угол 𝛼  характеризует отклонение маятника от положения равновесия. Знак 

минус в (2) показывает, что М1
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  и  𝛼   имеют противоположные направления.    

К телу маятника приложена сила трения (сила сопротивления воздушной 

среды) 𝐹т = −𝑏𝑣 =  −𝑏ℓ
𝑑𝛼

𝑑𝑡
, где 𝑣 − линейная скорость тела 



2 
 

математического маятника, 𝑏 − коэффициент сопротивления, 
𝑑𝛼

𝑑𝑡
− угловая 

скорость маятника.  

                                  М2 = 𝐹тℓ =  −𝑏ℓ2 𝑑𝛼

𝑑𝑡
.                                               (3) 

     В (3) указаны проекции векторов момента силы трения М2 и угловой 

скорости  
𝑑𝛼

𝑑𝑡
  на ось ОО′ (рис. 1). Знак минус указывает, что векторы М2

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  и 

𝑑𝛼⃗⃗ 

𝑑𝑡
  противоположно направлены. 

     На основании уравнения динамики вращательного движения  М⃗⃗⃗ = 𝐽𝜀 ,  где 

М⃗⃗⃗ − векторная сумма моментов М1
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  и   М2

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ,   𝐽 − момент инерции маятника,           

𝜀 − угловое ускорение  (𝜀 =  
𝑑2𝛼⃗⃗ 

𝑑𝑡2). С учетом (2) и (3) можно записать 

уравнение динамики математического маятника: 

                            𝐽 
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2 = −𝑚𝑔ℓ𝛼 − 𝑏ℓ2 𝑑𝛼

𝑑𝑡
.                                            (4) 

     В уравнение (4) входят проекции векторов момента силы тяжести, 

момента силы трения, углового ускорения и угловой скорости на 

координатную ось, совмещенную с осью вращения ОО′(см. рис. 1). 

     После почленного деления уравнения (4) на   𝐽    и учитывая, что  𝜔0
2 =

 
𝑚𝑔ℓ

 𝐽
, обозначив     𝛽 =

𝑏ℓ2

2𝐽
, получим дифференциальное уравнение 

свободных затухающих колебаний 

                             
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2 + 2𝛽
𝑑𝛼

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝛼 = 0.                                               (5) 

 

Содержание работы 

     В работе изучаются законы колебательного движения. Уравнение 

движения математического маятника представляет собой решение уравнения 

(5): 

                                 𝛼 =  𝛼0 exp(−𝛽𝑡)sin (𝜔𝑡 + 𝜑0),                                       (6) 
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где 𝛼0 − начальная амплитуда затухающих колебаний, 𝜑0 − начальная фаза 

колебаний, 𝜔 =
2𝜋

Т
− циклическая частота затухающих свободных 

колебаний,  Т − период этих колебаний, 𝑡 − время (см. рис. 2). 

 

 
Рис. 2. 

 

   Для ω справедливо выражение: 𝜔 = √𝜔0
2 + 𝛽2. Учитывая, что момент 

инерции математического маятника   𝐽 = 𝑚ℓ2, получим 

                             𝜔 = √
𝑔

ℓ
− (

𝑏

2𝑚
)
2

 .                                                          (7) 

     Уравнение движения математического маятника (6) справедливо, если 

(
𝑏

2𝑚
)
2
 <  

𝑔

ℓ
 . 

     Выражение 𝛼𝑡 = 𝛼0 exp(−𝛽𝑡) =  𝛼0exp (−
𝑏𝑡

2𝑚
)                        (8) 

можно рассматривать как временной закон изменения амплитуды  𝛼𝑡 

затухающих колебаний (рис. 2). 𝛽 − коэффициент затухания,    𝛽 =  
𝑏

2𝑚
  

(последнее равенство верно только для математического маятника). 

     Отношение двух амплитуд, взятых через период, 

             ∆ =  
𝛼𝑡

𝛼𝑡+Т
= 

𝛼0 exp(−𝛽𝑡)

𝛼0 exp(−𝛽[𝑡+𝑇])
= 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑇)                                 (9) 

не зависит  от времени и  является характеристикой затухающих колебаний. 
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∆ − называют декрементом затухания. 

     Логарифмический декремент затухания определяется равенством 

                                          𝛿 = 𝑙𝑛∆ =   𝛽𝑇.                                                          (10) 

     Время, в течении которого амплитуда затухающих колебаний 

уменьшается в е раз (е ≈ 2,7183 − основание натуральных логарифмов), 

называется временем релаксации  𝜏. Из уравнения (7) следует  

                      
𝛼0

𝛼𝜏
= 𝑒−𝛽𝜏 = 𝑒1

;         𝛽𝜏 = 1;     𝛽 =
1

𝜏
.                                (11) 

     Согласно (11) коэффициент затухания     есть величина, обратная  𝜏. 

Учитывая, что  𝜏 = 𝑁𝑇, где  𝑁 − число колебаний, совершенных за время 

релаксации   𝜏, можно записать  𝛽 =
1

𝑁𝑇
. С учетом (10) получим  𝛿 =  

1

𝑁
. 

Логарифмический декремент есть величина, обратная числу колебаний  𝑁, 

совершенных за время релаксации  𝜏. 

     Отметим, что для медленно затухающих колебаний Е  прямо 

пропорциональна квадрату амплитуды  𝛼𝑡:   Е ≈  𝛼𝑡
2. 

 

     В работе определяется величина ускорения силы тяжести, коэффициент 

затухания и логарифмический декремент затухания, коэффициент 

сопротивления. Оценивается отношение работы силы трения за период к 

энергии колебаний.  

Порядок выполнения 

Принадлежности: 1. Маятник.  2. Шкала для отсчета углов отклонения 

маятника от положения равновесия.  3. Секундомер.  4. Угольник.  5. 

Штангенциркуль. 

Задание 1. Измерение периода колебаний маятника и определение 

ускорения силы тяжести.  

1. Установив шарик маятника в нижней части шкалы и плотно 

прикладывая к последней катет угольника так, чтобы низ шарика 

касался другого катета угольника, как показано на рис. 3, 

определить ℓʹ − расстояние от точки подвеса до нижней точки 

шарика. 
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2. Определить длину маятника  по формуле: 

ℓ =  ℓʹ − 𝑟, где 𝑟 − радиус шарика. 

3. Отклонить маятник на угол не более   40  ÷  60. 

4. Секундомером измерить время 50-и полных 

колебаний. 

5. Определить период колебаний маятника по 

формуле 𝑇 =  
𝑡

𝑛
, 𝑛 − число колебаний, 

совершенных за время  t. 

6. Измерения провести три раза для начальных 

амплитуд  𝛼0: 40,  50,  60. 

7. Все полученные результаты измерений и 

расчетов занести в таблицу 1.  

 
Рис. 3. 

Таблица 1 

ℓ, м ℓ1 ℓ2 

𝛼0 40  50  60 40  50  60 

Т, с        

< Т >, с       

𝑔, м/с
2
       

< 𝑔 >, м/с
2
       

 

8. Повторить указанные в пп. 1 ÷ 7 измерения, изменив значение 

длины маятника. 

9. Определить среднее значение периода колебаний для каждой длины 

математического маятника 

10.  Пользуясь средним значением периода < Т > по формуле (12) 

определить ускорение силы тяжести для каждой длины 

математического маятника: 

                     𝑔 = 
4𝜋2ℓ

(<𝑇>)2
.                                                      (12) 

       

     Формула (12) следует из (7) при условии, что справедливо 

неравенство (
𝑏

2𝑚
)
2
 ≪  

𝑔

ℓ
. 

11. Определить среднее значение   < 𝑔 >   ускорения силы тяжести. 

12. Вычислить максимальные относительную и абсолютную 

погрешности измерения 𝑔. 
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Задание 2. Определение логарифмического декремента и коэффициента 

затухания, коэффициента сопротивления. 

1. Измерить временную зависимость амплитуды колебаний 𝛼 = 𝑓(𝑡).   

Для этого маятник отклонить на угол, равный 60; затем 

одновременно включить секундомер и отпустить маятник. Далее 

измеряются моменты времени 𝑡𝑖, когда амплитуда колебаний 

маятника становится равной 50;  40;  30;  2,20; 20. Данные заносят в  

таблицу 2. Значение длины математического маятника значению  

ℓ1  или  ℓ2, использованному в задании 1. 

Таблица 2  

Амплитуда 𝛼𝑖, 

градусов 

Время 𝑡𝑖, с Отношение 

амплитуд   
𝛼𝑖

𝛼0
 

𝑙𝑛 (
𝛼𝑖

𝛼0
) 

𝛼0 𝑡0 = 0   

𝛼1 𝑡1   

𝛼2 𝑡2   

𝛼3 𝑡3   

𝛼4 𝑡4   

𝛼5 𝑡5   

 

2. Определить отношение указанных значений амплитуды колебаний  

𝛼𝑖  к ее начальному значению 𝛼0.  

3. Вычислить натуральный логарифм отношения амплитуды 

колебаний к ее начальному значению. Полученные результаты 

занести в таблицу 2. 

 

4. Используя данные таблицы 2, 

построить график в координатах 

[𝑙𝑛 (
𝛼𝑖

𝛼0
) ;   𝑡  ] (см. рис. 4). 

Тангенс угла наклона 

графической зависимости  

𝑙𝑛 (
𝛼𝑖

𝛼0
)  =   𝑓 (𝑡)  равен 

коэффициенту затухания  𝛽. 

 
Рис. 4. 

5. Определить коэффициент затухания другим способом: так как 

отношение амплитуд   
60

2,20
   приблизительно равно   𝑒, то можно 

полагать, что время уменьшения амплитуды  колебаний маятника от  

60  до  2,20   близко к значению  𝜏. По формуле (11) определить 
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величину  𝛽.  Найденное значение 𝛽  сопоставить с величиной  𝛽, 

определенной из графика (рис. 4). Значения 𝛽  записать. 

6. Определить логарифмический декремент колебаний 𝛿  по формуле 

(10). Значение Т указано в таблице 1. 

7. По формуле  𝑏 = 2𝛽𝑚  определить коэффициент сопротивления, 

масса 𝑚  математического маятника указана в паспорте установки. 

Задание 3. Определение отношения работы силы трения за период к энергии 

колебаний. 

     Абсолютная величина работы силы трения за период определяется 

 выражением  |А| =  Е1 − Е2, где    Е1,  Е2 − энергия колебаний маятника в 

 начале и в конце временного промежутка, равного Т, соответственно. 

     Учитывая, что Е ~𝛼𝑡
2   и  формулу (8), отношение модуля работы силы 

силы трения за период к энергии колебаний можно записать в следующем 

виде: 

    
|А|

Е1
= 

𝛼1
2−𝛼2

2  

𝛼1
2 = 

𝛼0
2 exp(−2𝛽𝑡1)−𝛼0

2exp (−2𝛽(𝑡1+𝑇))

𝛼0
2 exp(−2𝛽𝑡1)

 .                  (12) 

     Согласно данным заданий 1 и 2   𝛽Т ≪ 1. Поэтому возможно  

приближенное равенство: exp(−2𝛽𝑡) ≈ 1 − 2𝛽𝑡 . 

     С учетом последнего выражения из (12) следует: 

                       
|А|

Е1
= 1 − 𝑒𝑥𝑝(−2𝛽𝑇) ≈   2𝛽𝑇 = 2𝛿. 

     Итак, отношение работы силы трения, взятой по модулю, за период 

колебаний к величине энергии колебаний приближенно равно удвоенному 

логарифмическому декременту.  
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Контрольные вопросы 

1. Какие процессы называются колебательными? 

2. При каких условиях колебательное движение будет гармоническим? 

3. Выведите дифференциальное уравнение колебаний в отсутствии сил 

трения в системе и запишите его решение. 

4. Выведите дифференциальное уравнение колебаний при наличии  сил 

трения в системе и запишите его решение. 

5.  Дайте определение и объясните физический смысл: 

а) коэффициента затухания, 

б) декремента затухания,  

в) логарифмического декремента затухания, 

г) времени релаксации. 

6. Запишите временной закон изменения амплитуды затухающих 

колебаний при малом коэффициенте затухания. 

7. Охарактеризуйте силу трения, приложенную к телу математического 

маятника. Чем последняя отличается от сил трения другой природы? 

8. Укажите направление векторов момента силы тяжести, момента силы 

трения, угловой скорости, углового ускорения и элементарного 

углового перемещения для произвольного момента времени колебаний 

математического маятника. 

9. Укажите направление момента импульса математического маятника в 

произвольный момент времени.  

 

 

      

   

           

 

 

 


