I Открытый Кубок Нижнего Новгорода по математике. 2007-2008 учебный год

II тур. Математическая игра «2 капитана». («Бороться и искать, найти и не сдаваться»).

 Младшая лига (6-7 классы). 3 апреля 2008 года. Решения. 
	
	
	
	
	
	
	
	

	с
	
	с
	
	с
	
	с
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	с
	
	с
	
	с
	
	с
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	с
	
	с
	
	с
	
	с
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	с
	
	с
	
	с
	
	с
	


1. (устно) Взяли 100 чисел. Среди их всех возможных произведений по 2 числа оказались 500 отрицательных. Сколько среди исходных чисел было нулей? (40 или 55. 500 отрицательных произведений могло получиться при умножении 10 и 50 чисел разных знаков (остальные 40 чисел – нули), 20 и 25 чисел разных знаков (остальные 55 чисел – нули).)

2. (ответ с примером) Чернопольный «слонёнок» может бить только соседнюю по диагонали клетку. Какое наибольшее количество не бьющих друг друга чернопольных «слонят» можно расставить на чёрных клетках шахматной доски? (16. Разобьём чёрные клетки на 16 пар соседних клеток по диагонали, в каждой такой паре не более 1 слонёнка, значит, их не более 16. Пример на 16 слонят на рисунке.)

3. (ответ) Решите ребус: 
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. (3891. Ребус равносилен уравнению в цифрах 1111(С+111(И+11(Л+А=4321, откуда из оценок на сумму других чисел найдём, что С=3, затем И=8, Л=9, А=1.)

4. (письменно) Какое наименьшее количество клеток можно вырезать из доски 8(8 так, чтобы из оставшейся части можно было вырезать по линиям сетки не более 10 прямоугольников 1(2? (22. На доске одновременно можно разместить  32 доминошки 1(2, значит, надо вырезать не менее 22 клеток. Если же вырезать ровно 22 клетки одного цвета при шахматной раскраске, то вырезать теперь удастся не более 10 доминошек, т.к. на них останется только 10 клеток этого цвета, а в каждой доминошке он должен присутствовать.)
5. (письменно) Найдите все тройки простых чисел вида n-2000, n, n+8.  (3, 2003, 2011. У данных трёх простых чисел разные остатки при делении на 3, поэтому ровно одно из них делится на 3, а значит, является 3, это меньшее из них n-2000. Тогда n=2003.)

6. (ответ) После умножения четырёхзначного числа  А на 9 получилось четырёхзначное число, в котором цифры идут в обратном порядке по отношению к числу А. Найдите все такие числа А. (1089)

7. (устно) В начале года в классе были организованы два кружка – математический и литературный. Оказалось, что в математическом кружке юноши составляют 85%, а в литературном – 10%. Какое наименьшее количество учащихся может быть в этом классе? (26 школьников. Пусть в первом кружке n школьников, а во втором – m, тогда 
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 - целые числа, значит, n(20, m(10, при этом в первом кружке хотя бы 17 юношей, а во втором кружке хотя бы 9 девушек. Таким образом, в классе не менее 17+9=26 школьников, причём такое возможно, если все юноши и 3 девушки занимаются в первом кружке, а 1 юноша и все девушки занимаются во втором.)

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


8. (пример) Пентамино – это пятиклеточный многоугольник, в котором любая клетка имеет общую сторону хотя бы с одной другой клеткой. Сложите из всех фигурок пентамино прямоугольник 6(10. (фигуры, полученные поворотом или симметрией, считаются одинаковыми) (на рисунке одно из тысяч возможных разбиений)

9. (ответ) Найдите все натуральные n, которые в сумме со своей суммой цифр дают 2008. (2003, 1985. Перебор чисел, отличающихся от 2008 не более чем 1+9+9+9=28.)

10. (ответ) Найдите сумму всех целых делителей числа 1000. (0, т.к. делители разбиваются на пары противоположных по знаку)

11. (письменно) Числа p, q и pq+1 -  простые. Доказать, что  (2р+q)(p+2q) делится на 4. (т.к. pq+1(5, то одно из чисел p или q будет чётным простым числом, т.е. 2. В силу симметрии можно считать, что q=2, тогда (2р+q)(p+2q)=(2p+2)(p+4)=2(p+1)(p+4) делится на 4, т.к. p+1 и p+4 – числа разной чётности)

12. (устно) Прямоугольный параллелепипед 1(1(2 перекатывают (через рёбра) по клетчатой доске 200(8. Можно ли прокатить его так, чтобы каждую клетку доски параллелепипед покрыл ровно один раз? (да, например, вдоль стороны 8=2+1+2+1+2, затем перекатить в следующий ряд и т.д.)

13. (письменно) На доске написаны числа 13 и 16. К уже написанным на доске числам разрешается дописать число, равное сумме каких-то двух из уже написанных чисел. Можно ли добиться того, чтобы на доске оказалось написано число 2008? (Да, 2008=13(152+16(2) 

14. (устно) Назовём билет с номером от 000000 до 999999 отличным, если разность некоторых двух соседних цифр его номера равна 5. Найдите количество отличных билетов. (106-10(95=409510. Вычтем из количества всех (106) билетов количество неотличных, которое равно 10(9(9(9(9(9, т.к. на каждом шаге следующей выбранной цифрой может быть любая, кроме парной, отличающейся на 5 (0-5, 1-6, 2-7, 3-8, 4-9).)

15. (ответ) В соревнованиях лыжников оказалось, что стартовый номер лыжника в сумме с занятым местом равен либо 97, либо 96, либо 95, и причём все эти числа (97, 96 и 95) хотя бы один раз встретились. Сколько лыжников могло участвовать в соревнованиях? (Ответ: 95. Решение.  Стартовало не более 96,  иначе стартовавший последним в сумме с номером места будет иметь больше 97.  Стартовало не менее 94, иначе стартовавший первым в сумме с местом будет иметь меньше 95. Пусть стартовало 96 лыжников. Пусть первый занял место m1, второй m2, …, девяносто шестой место m96. Ясно, что  m1+1(97, m2+2(97, …m96+96(97. Сложив, получим  m1+ m2+…+m96+1+2+…+96(97*96 или 2(1+2+…+96) (96*97. Поскольку в последнем неравенстве на самом деле равенство, то оно было и во всех других неравенствах, и сумма номера и места была равна только 97. Что невозможно. 

Пусть стартовало 94 лыжника. Пусть первый занял место m1, второй m2, …, девяносто четвёртый - место m94. Ясно, что  m1+1(95,  m2+2(95,  …m96+94(95. Сложив, получим 

m1+ m2+…+m96+1+2+…+94(95*94 или 2(1+2+…+94) (95*94. Поскольку в последнем неравенстве на самом деле равенство, то оно было и во всех других неравенствах, и сумма номера и места была равна только 95. Что невозможно. 

Значит, лыжников могло стартовать только 95.  94(номер)+1(место)=95 и 95(номер)+2(место)=97. Остальные в парах дают в сумме 96=n(номер)+(96-n) (место).)
16. (письменно) На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут) в некоторой компании из 10 человек один сказал: «Среди нас 1 рыцарь»; двое других сказали: «Среди нас два рыцаря»; ещё трое сказали: «Среди нас три рыцаря»; последние четверо сказали: «Среди нас четыре рыцаря». Сколько рыцарей в этой компании? (0, 1, 2, 3 или 4) 
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