I Открытый Кубок Нижнего Новгорода по математике. 2007-2008 учебный год

III тур. Математическая игра «СамБО». Младшая лига (6-7 классы). 4 апреля 2008 года. Решения. 
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1. В некотором январе три воскресенья выпали на чётные дни. В каком следующем месяце такое могло быть? (октябрь невисокосного года или апрель високосного года)

2. Найдите наибольшее натуральное число, состоящее только из цифр 1, 2, 3, в котором все двузначные числа, образованные двумя стоящими рядом цифрами, различны. (Всего существует 3(3=9 двузначных чисел из этих цифр, значит, в числе не более 10 цифр, а наибольшим таким 10-значным числом будет число 3323122113. Речь идёт о наличии эйлерова ориентированного пути (т.е. пути, проходящего  по всем рёбрам) в графе на 3 вершины-числа (1, 2, 3) с 9 рёбрами-стрелками (двузначными числами).)

3. В некоторой компании (в которой не менее трёх человек) на острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы - лгут) каждый заявил остальным «Среди вас не более четырёх рыцарей». Сколько рыцарей в этой компании? (3, 4 или 5. Все быть лжецами не могли, иначе бы они говорили правду, значит, среди них есть рыцари, а тогда их не более пяти. Но могло оказаться, что в этой компании только рыцари, значит, их могло оказаться и меньше – 3 или 4.)
4. Найдите все четвёрки натуральных чисел, таких, что сумма чисел каждой четвёрки равна 2008, а сумма любых трёх из них кратна четвёртому. ((502, 502, 502, 502) и (1004, 502, 251, 251). Пусть это числа a(b(c(d, тогда из условия следует, что каждое из них является делителем числа 2008=a+b+c+d(4a. Т.к. a(502, то это число равно либо 502, либо 1004. В первом случае все числа равны 502, а во втором: 1004=b+c+d(3b, значит, b=502, затем получаем, что c=d=251.)
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5. На клетчатой доске 2008(2008 закрасили n прямоугольников, составленных из двух клеток каждый. Оказалось, что в каждой строке и в каждом столбце есть хотя бы одна закрашенная клетка. При каком наименьшем n это возможно? (1339. Каждый из n прямоугольников находится ровно в трёх рядах (1 строке и 2 столбцах, или, наоборот, 2 столбцах и 1 строке), значит, чтобы все 20008+2008=4016 рядов были заняты, необходимо не менее 4016:3 закрашенных прямоугольников, т.е. n(1338,(6). При минимально возможном n=1339 в качестве примера можно взять чередующиеся по направлению вертикальные и горизонтальные прямоугольники (по 669 штук) и ещё один прямоугольник – см.рис.)
6. На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы - лгут) в некоторой компании, в которой есть и те, и другие, каждый заявил остальным «Среди вас не более трёх рыцарей». Сколько рыцарей в этой компании? (4. Из утверждения рыцаря следует, что кроме него, там ещё не более 3 рыцарей, а из утверждения лжеца следует, что всего не менее 4 рыцарей, значит, рыцарей ровно 4.)
7. Сколько существует 10-значных чисел, в которых первая слева цифра делится на 1, вторая слева цифра делится на 2, третья – на 3, …, десятая – на 10?  (9(5(4(3(25(1=17280. Найдём для каждого разряда количество возможных цифр и перемножим полученные числа, согласно правилу произведения в комбинаторике.)
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8.  Сколько существует четырёхзначных чисел с нечётными цифрами? (
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, т.к. в каждом из 4 разрядов может стоять любая из 5  нечётных цифр, значит, это количество есть число размещений с повторениями  из 5 элементов по 4 - 
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9. Равносторонний треугольник разрезан 6 линиями на 9  одинаковых равносторонних треугольников. Сколько всего параллелограммов, идущих по линиям полученной сетки? (15=3((3+2). По каждому из трёх направлений по 3 маленьких параллелограмма-ромба из двух треугольников и по 2 больших параллелограмма из 4 треугольников.)
10. Найдите сумму цифр, которыми записываются все натуральные числа от 1 до 9999. (180000. Добавим 0 и разобьём все числа, на 5000 пар ((0, 9999), (1, 9998), (2, 9997), …, (n, 9999-n), …, (4999, 5000)) с одинаковой суммой цифр,  равной 9(4=36 ((1, 9998. Значит, искомая сумма цифр равна 36(5000=180000.)
11. В квадрате отметили 8 точек – все вершины и середины сторон. Сколько существует прямоугольных треугольников с вершинами в отмеченных точках? (28. Каждая вершина квадрата является вершиной прямого угла в 2(2=4 треугольниках, а каждая середина стороны является вершиной прямого угла в трёх треугольниках, значит, всего 4(4+3(4=28 нужных нам прямоугольных треугольников.)
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12. Сколько различных треугольников можно составить из отрезков 1, 2, 3, 4, 5, 6? (7. Начнём перебор с меньших отрезков. Чтобы выполнялось неравенство треугольника, необходимо, чтобы больший отрезок был короче суммы двух меньших. Отрезок 1 не может участвовать в этих треугольниках, отрезок 2 будет меньшей стороной только в треугольниках, в которых большая сторона отличается от средней на 1 - (2, 3, 4), (2, 4, 5), (2, 5, 7), отрезки  3 и 4 могут быть меньшей стороной во всех остальных возможных треугольниках – (3, 4, 5), (3, 4, 6), (3, 5, 6) и (4, 5, 6).)
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13. Какое наибольшее количество прямых углов может получиться при пересечении между собой на плоскости 9 прямых? (80=4(4(5. Прямые углы образуются по 4 штуки при пересечении между собой прямых, образующих одно множество из двух перпендикулярных семейств прямых, но наибольшее количество таких точек пересечения (20) будет в случае ровно одного множества, в котором одно семейство параллельных прямых содержит 4 прямые, а перпендикулярное ему семейство параллельных между собой содержит 5 прямых.)
14. При каких натуральных n на шахматную доску можно поставить n коней так, чтобы все они били разное количество коней? (1. Если коней больше одного и они бьют разное количество, то это должны быть варианты 0, 1, …, (n-1), но тогда найдётся конь, бьющий всех, и конь, не бьющий никого, - противоречие.)
15. Сколько раз в течение суток часовая и минутная стрелки правильно идущих часов со стандартным циферблатом на 12 часов образуют угол в 60 градусов? (2(2(11=44 раза. Минутная стрелка движется в 12 раз быстрее и за 1 полный оборот часовой стрелки обгоняет и догоняет её по 11 раз, ровно по 1 разу на каждом убегании и приближении образуя с ней угол в 60(.)

16. Приведите пример возрастающей арифметической прогрессии из 5 различных простых чисел с наименьшей возможной разностью. (Последовательность чисел является арифметической прогрессией, если в ней каждый следующий член отличается от предыдущего на одно и то же число, называемое разностью прогрессии.) (5, 11, 17, 23, 29  - арифметическая прогрессия с разностью 6. Разность этой прогрессии обязательно будет делиться на 2 (все члены – нечётные числа) и на 3 (иначе, среди первых трёх и трёх последних членов этой прогрессии будет число, кратное 3, т.е. 3, но тогда такой прогрессии нет). Т.о. разность делится на 6, а значит, минимум 6. При этом среди первых пяти членов должно быть число кратное 5, т.е. само число 5, значит, эта прогрессия начинается с 5 и идёт с разностью 6, т.е. она единственная.)
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