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Âåäåíèå

Â ýòîé äèññåðòàöèè ÿ ðàññìàòðèâàþ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èçîìîíîäðîìíûìè äåôîð-
ìàöèÿìè è êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ ñ W-ñèììåòðèåé. Ïåðâûé ïðèìåð òàêîãî ñîîò-
âåòñòâèÿ áûë íàéäåí Ãàìàþíîì, Èîðãîâûì è Ëèñîâûì â 2012 ãîäó: îíè îáíàðóæèëè,
÷òî îáùàÿ òàó-ôóíêöèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI ìîæåò áûòü äàíà â âèäå ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä ïî 4-òî÷å÷íûì êîíôîðìíûì áëîêàì â c = 1 òåîðèè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì ïî ïàðå äèàãðàìì Þíãà è ïî îäíîìó öåëîìó
÷èñëó, ñ êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå äàíû ÿâíûìè ôàêòîðèçîâàííûìè âûðàæåíèÿìè
(ïðèõîäÿùèìè èç ÀÃÒøíîé ôîðìóëû äëÿ êîíôîðìíîãî áëîêà). Îáîáùåíèå ýòîãî
ñîîòâåòñòâèÿ íà ìíîãîòî÷å÷íûå êîíôîðìíûå áëîêè è ñèñòåìû Ãàðíüå ñ áîëåå ÷åì 4
òî÷êàìè, êîòîðûå îáîáùàþò óðàâíåíèå Ïåíëåâå VI, íàøëè ïîçæå.

Ñëó÷àè, èçâåñòíûå ðàíåå, áûëè ñâÿçàíû ñ èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè ëè-
íåéíîé 2× 2 ôóêñîâîé ñèñòåìû âèäà

dΦ(z)

dz
=

n∑
i=1

Ai
z − zi

Φ(z)

Òàêèå äåôîðìàöèè ýòî îäíîâðåìåííûå èçìåíåíèÿ Ai è zi, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ìî-
íîäðîìèè ðåøåíèé âîêðóã îñîáûõ òî÷åê. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ ñèñòåìå
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Øëåçèíãåðà:

∂Ai
∂zj

=
[Ai, Aj]

zj − zj
,

∂Ai
∂zi

= −
∑
i 6=j

[Ai, Aj]

zi − zj

Òàó-ôóíêöèÿ ýòîé ñèñòåìû, â êàêîì-òî ñìûñëå, ñàìûé ïðîñòîé îáúåêò. Îíà êîððåêò-
íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè:

∂

∂zi
log τ =

∑
j 6=i

trAiAj
zi − zj

Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé âîïðîñ îá îáîáùåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó CFT è èçîìî-
íîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè íà ðàíã N , áîëüøèé ÷åì 2. Ýòà äèññåðòàöèÿ èìååò äåëî
èìåííî ñ òàêèì îáîáùåíèåì: ÿ ïîêàçûâàþ, ÷òî òàó-ôóíêöèè îáùèõ N × N èçîìî-
íîäðîìíûõ ñèñòåì ñâÿçàíû ñ êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ïðèìàðíûõ ïîëåé WN

àëãåáð. Íåêîòîðûå ÷àñòè äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíû èñêëþ÷èòåëüíî èçîìîíîäðîìíûì
äåôîðìàöèÿì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü èññëåäîâàíèå áîëåå ñòðîãèì è ñàìîäîñòàòî÷-
íûì. Íåêîòîðûå ÷àñòè ïîñâÿùåíû òîëüêî èçó÷åíèþ W-àëãåáð, íî ìîòèâèðîâàíû èõ
ñâÿçüþ ñ èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè: à èìåííî, ÿ ïðåäñòàâëÿþ êîíñòðóêöèþ
ïðèìàðíûõ ïîëåé W-àëãåáðû, êîòîðûå îáîáùàþò Çàìîëîä÷èêîâñêîå ïîëå ðàçìåðíî-
ñòè 1

16
. Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òàêèõ ïîëåé ìîãóò áûòü ïîñ÷èòàíû ÿâíî ñ ïîìî-

ùüþ íåêîòîðûõ êîíñòðóêöèé íà ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèÿõ ñôåðû Ðèìàíà.
Èçó÷åíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó CFT è èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè â ñëó÷àå

ñòàðøåãî ðàíãà èíòåðåñíî ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Îäíîé èç ïðè÷èí ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ðàíãà äâà, îíî äà¼ò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ èçîìîíîäðîìíûõ òàó-
ôóíêöèé, êîòîðûå ðàíüøå èçâåñòíû íå áûëè. Äðóãàÿ ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî W-àëãåáðû íàìíîãî áîëåå ñëîæíûå, ÷åì àëãåáðà Âèðàñîðî: íàïðèìåð, ïðîñòðàí-
ñòâà êîíôîðìíûõ áëîêîâ W-àëãåáðû ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè çíà÷èòåëüíî

1



áûñòðåå, ÷åì â Âèðàñîðîâñêîì ñëó÷àå. Â ñëó÷àå W-àëãåáðû äàæå 3-òî÷å÷íûå êîí-
ôîðìíûå áëîêè îáðàçóþò áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è íåòó íèêàêîãî àëãåá-
ðàè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáðàòü èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà êàêîé-òî êîíêðåòíûé ýëåìåíò
äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü åãî â ïîñòðîåíèè ìíîãîòî÷å÷íûõ êîíôîðìíûõ áëî-
êîâ. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó CFT è èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè äà¼ò ñïîñîá çà-
ôèêñèðîâàòü ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü ïóò¼ì ôèêñàöèè ñâîéñòâ ìîíîäðîìèè âåðòåêñíûõ
îïåðàòîðîâ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç øåñòè ãëàâ è áèáëèîãðàôèè. Ãëàâà 1 ýòî ââåäåíèå â ïðåä-
ìåò, êîòîðîå, ÿ íàäåþñü, äîëæíî áûòü ïîíÿòíî íåñïåöèàëèñòàì. Îíà äà¼ò îïðåäåëå-
íèå îñíîâíûõ îáúåêòîâ êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, òàêèõ êàê èíôèíèòåçèìàëüíûå
êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ, àëãåáðà Âèðàñîðî. Äàëüøå
åñòü äâà ïðèìåðà êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ ñ W-ñèììåòðèåé, òåîðèÿ N ñâîáîäíûõ
áåçìàññîâûõ áîçîííûõ ïîëåé è òåîðèÿ N áåçìàññîâûõ çàðÿæåííûõ ôåðìèîíîâ. ß
îáúÿñíÿþ îïðåäåëåíèå W-àëãåáð è îïðåäåëåíèå èõ âåðòåêñíûõ îïåðàòîðîâ âìåñòå ñ
ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè. ß òàêæå îáúÿñíÿþ ñ óòèëèòàðíîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî òà-
êîå ÀÃÒ-ñîîòâåòñòâèå â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Äàëüøå ñëåäóåò îáúÿñíåíèå òîãî,
÷òî òàêîå Ôóêñîâû ñèñòåìû, è ÷òî òàêîå èçîìîíîäðîìíûå äåôîðìàöèè. Ïîñëå ýòîãî
ÿ ïðåäñòàâëÿþ ñëîâàðü ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ è èçîìîíî-
äðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè, à çàòåì äàþ îïðåäåëåíèå Çàìîëîä÷èêîâñêèõ òâèñò-ïîëåé
è èõ îáîáùåíèÿ íà WN ñëó÷àé. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü ýòîé ãëàâû ñîäåðæèò ïëàí äèñåð-
òàöèè, ñïèñîê êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ, êðàòêîå ñîäåðæàíèå êàæäîé ãëàâû è ñïèñîê
ïóáëèêàöèé.

Ãëàâà 2

Â ýòîé ãëàâå ÿ ôîðìóëèðóþ îñíîâíóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî òàó-ôóíêöèÿ îáùåé èçîìî-
íîäðîìíîé ñèñòåìû (ñèñòåìû Øëåçèíãåðà) ìîæåò áûòü äàíà â òåðìèíàõ êîíôîðì-
íûõ áëîêîâW -àëãåáðû. Çàòåì ÿ ïðîâåðÿþ ýòó ãèïîòåçó äëÿ ñëó÷àÿ 3×3 ñ 4 îñîáûìè
òî÷êàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ýòî, ñíà÷àëà ÿ èçó÷àþ ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû Øëåçèíãåðà â ïðåäåëå êîãäà äâå îñîáûå òî÷êè ñòàëêèâàþòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ðåøåíèå ñèñòåìû äà¼òñÿ ðÿäàìè ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì t (ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòàëêè-
âàþùèìèñÿ òî÷êàìè). Îíè ñîäåðæàò ìîíîìû âèäà tk+(w,σ), ãäå w ýòî öåëî÷èñëåííûé
âåêòîð, à σ ýòî íåêèé ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé âåêòîð.

ß ïðîâåðÿþ ÷èñëåííî, ÷òî ñòðóêòóðà ðàçëîæåíèÿ òàó-ôóíêöèè â òî÷íîñòè ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðåäñêàçàíèåì CFT äëÿ ðîñòà ñòåïåíåé t è èìååò ôîðìó

τ(t) =
∑
w∈Q

e(β,w)C(0t)
w (θ0,θt,σ0t, µ0t, ν0t)C

(1∞)
w (θ1,θ∞,σ0t, µ1t, ν1t)×

×t
1
2

(σ0t+w,σ0t+w)− 1
2

(θ0,θ0)− 1
2

(θt,θt)Bw({θi},σ0t, µ0t, ν0t, µ1∞, ν1∞; t)

ß òàêæå ïðîâåðÿþ, ÷òî â ñëó÷àÿõ êîãäà ó íàñ åñòü îïðåäåëåíèå è ÿâíàÿ ôîðìóëà
äëÿ W-êîíôîðìíîãî áëîêà, îí ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé B. Â ýòîìó ñëó÷àå ÿ óãàäûâàþ
è ïðîâåðÿþ, ÷òî 3-òî÷å÷íûå ôóíêöèè äàþòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé, êîòîðàÿ îáîáùàåò

2



ðåçóëüòàò Ãàìàþíà-Èîðãîâà-Ëèñîâîãî:

C(0t)
w (θ0, at,σ)C(1∞)

w (σ, a1,θ∞) =

=

∏
ij G[1− at

N
+ (ei,θ0)− (ej,σ +w)]G[1− a1

N
+ (ei,σ +w) + (ej,θ∞)]∏

i

G[1 + (αi,σ +w)]

ãäå G ýòî ôóíêöèÿ Áàðíñà: G(z + 1) = Γ(z)G(z).
Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ÿ ïðåäñòàâëÿþ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé ðàçíûìè

ìåòîäàìè.

Ãëàâà 3

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàçðàáàòûâàåì ñâîáîäíîôåðìèîííûé ôîðìàëèçì äëÿW-àëãåáð. Ìû
ïðåäñòàâëÿåì W-òîêè â òåðìèíàõ ôåðìèîíîâ ψ, ψ̃ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

∑
α

ψ̃σα (z +
t

2
)ψσα (z − t

2
) =

N

t
+
∞∑
k=1

tk−1

(k − 1)!
Uσk (z)

Çàòåì ìû ñòðîèì âåðòåêñíûå îïåðàòîðû äëÿ W-àëãåáðû àêñèîìàòè÷åñêèì ñïîñîáîì.
À èìåííî, ïîñòóëèðóåì, ÷òî:

1) Âåðòåêñíûé îïåðàòîð ýòî ãðóïïîâîé ýëåìåíò.

2) Åãî äâóõòî÷å÷íûå ñðåäíèå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå òð¼õòî÷å÷íîé Ôóêñîâîé
ñèñòåìû.

Çàòåì ìû äîêàçûâàåì, ÷òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ W-
ïðèìàðíûìè ïîëÿìè � ýòî ñâÿçûâàåò èõ ñ êîíôîðìíîé ÷àñòüþ ñîîòâåòñòâèÿ. Ìû
òàêæå äîêàçûâàåì, ÷òî ðåøåíèå Ôóêñîâîé ñèñòåìû ñ n îñîáûìè òî÷êàìè äà¼òñÿ ñ
ïîìîùüþ (z−w)Kαβ(z, w), ãäå Kαβ(z, w) ýòî äâóõôåðìèîííîå ñðåäíåå â ïðèñóòñòâèè
âåðòåêñíûõ îïåðàòîðîâ:

Kαβ(z, w) =
〈θ∞|Vθn−2(tn−2) . . . Vθ1(t1)ψ̃θ0

α (z)ψθ0
β (w)|θ0〉

〈θ∞|Vθn−2(tn−2) . . . Vθ1(t1)|θ0〉

Â òî âðåìÿ êàê èçîìîíîäðîìíàÿ òàó-ôóíêöèÿ äà¼òñÿ çíàìåíàòåëåì:

τ(t1, . . . , tn−2) = 〈θ∞|Vθn−2(tn−2) . . . Vθ1(t1)|θ0〉

Òàêèì îáðàçîì ìû ñâÿçûâàåì ïîñòðîåííûå ñâîáîäíîôåðìèîííûå îïåðàòîðû ñ îáî-
èìè ÷àñòÿìè ñîîòâåòñòâèÿ, W-àëãåáðàìè è èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè. Ýòî
äà¼ò ñâîáîäíîôåðìèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû èç Ãëàâû 2.

Ìû òàêæå ïîêàçûâàåì, ÷òî 4-òî÷å÷íàÿ òàó-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê
äåòåðìèíàíò Ôðåäãîëüìà ñ íåêîòîðûì ÿâíî çàäàííûì ÿäðîì, êîòîðîå äà¼òñÿ â òåð-
ìèíàõ ãèïåðãåîìòåðè÷åñêèõ ôóíêöèé: τ(t) = det (1 +Rt). Ýòà ôîðìóëà áóäåò îñíîâ-
íûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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Chapter 4

Äàííàÿ ãëàâà íàïèñàíà ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì è àáñîëþòíî ñòðîãî, ïîòîìó îíà íå
òðåáóåò íèêàêèõ çíàíèé èç òåîðèè ïîëÿ. Çäåñü ìû ðàçâèâàåì ôîðìàëèçì, â êîòîðîì
ìîæíî äîêàçàòü ôîðìóëó â âèäå äåòåðìèíàíòà Ôðåäãîëüìà, ïîëó÷åííóþ â ïðåäûäó-
ùåé ãëàâå èç òåîðåòèêî-ïîëåâîãî ðàññìîòðåíèÿ, è äàæå å¼ áîëåå îáùóþ n-òî÷å÷íóþ
âåðñèþ. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà ðàçðåçàåì ñôåðó ñ n ïðîêîëàìè íà n−2 ñôåðû ñ òðå-
ìÿ ïðîêîëàìè, êàê íà êàðòèíêå ñíèçó, à çàòåì îïðåäåëÿåì ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé
íà ïîëó÷åííûõ ãðàíèöàõ.

A1T
[1] T

[k]

Ak-1 Ak Ak+1 An-3
T

[n-2]T
[k+1]

g
0

g
1

g
k g

k+1 g
n-2

g
n-1

C
[k]

in C
[k]

out C
[k+1]

in C
[k+1]

out C
[n-2]

inC
[1]

out

Ïîñëå ýòîãî ìû ñòðîèì äâà ïðîåêòîðà íà ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü ïðîäîëæåíû ìåæäó ðàçíûìè ãðàíèöàìè, PΣ è P⊕. Ýòè ïðîåêòîðû äàþòñÿ
ÿâíûìè ôîðìóëàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

PΣf (z) =
1

2πi

∮
CΣ

Ψ̂+ (z) Ψ̂+ (z′)
−1
f (z′) dz′

z − z′
, CΣ :=

n−3⋃
k=1

C[k]
out ∪ C

[k+1]
in

Ýòà ôîðìóëà ñîäåðæèò ðåøåíèå n-òî÷å÷íîé çàäà÷è, äàâàåìîå Ψ̂+ (z), à ôîðìóëà äëÿ
P⊕ ñîäåðæèò ðåøåíèÿ çàäà÷ âñïîìîãàòåëüíûõ 3-òî÷å÷íûõ çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàç-
íûì øòàíàì. Ìû îãðàíè÷èâàåì ïîñòðîåííûå ïðîåêòîðû íà äðóãîå ïðîñòðàíñòâî H+

(íåêîòîðàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîñòðàíñòâ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ðÿäîâ Ëîðà-
íà): PΣ,+ = PΣ|H+

, P⊕,+ = P⊕|H+
. Çàòåì ìû îïðåäåëÿåì áåñêîíå÷íîìåðíûé äåòåð-

ìèíàíò
τ = detP−1

Σ,+P⊕,+
î êîòîðîì äàëüøå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ èçîìîíîäðîìíîé òàó-ôóíêöèåé.
Çàòåì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòî äåòåðìèíàíò ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí êàê äåòåðìèíàíò
Ôðåäãîëüìà ñ ÿäðîì, êîòîðîå äà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ 3-òî÷å÷íûõ ðåøåíèé. Ýòî äåëàåò
åãî àáñîëþòíî ÿâíûì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòè ðåøåíèÿ èçâåñòíû.

Ìû òàêæå ðàñêëàäûâàåì íàéäåííûé äåòåðìèíàíò Ôðåäãîëüìà â ðÿä ïî ãëàâíûì
ìèíîðàì è âû÷èñëÿåì êàæäûé ìèíîð â 2×2 ñëó÷àå. Ýòî êîìáèíàòîðíîå ðàçëîæåíèå
èìååò âèä ðÿäà ïî íàáîðó äèàãðàìì Þíãà è öåëûõ AN−1 ðåø¼òîê:

τ =
∑

~Q1,... ~Qn−3∈QN

∑
~Y1,...~Yn−3∈YN

n−2∏
k=1

Z
~Yk−1, ~Qk−1

~Yk, ~Qk

(
T [k]

)
,

Áîëåå òîãî, âûðàæåíèÿ Z
~Yk−1, ~Qk−1

~Yk, ~Qk

(
T [k]

)
â 2 × 2 ñëó÷àå ìîãóò áûòü íàïèñàíû â òåð-

ìèíàõ ôóíêöèé Íåêðàñîâà, ÷òî îòîæäåñòâëÿåò ðàçëîæåíèå òàó-ôóíêöèè ñ ðÿäîì ïî
êîíôîðìíûì áëîêàì. Òàêæå ìû íàøëè ÿâíóþ ðåäóêöèþ îò îáùåãî äåòåðìèíàíòà
Ôðåäãîëüìà ê áîëåå ïðîñòîìó ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ Áîðî-
äèíîì è Äåéôòîì.
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Ãëàâà 5

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òâèñò-ïîëåé W-àëãåáðû. Ìû ðàáîòàåì â áîçîííîé
ðåàëèçàöèè W-àëãåáðû â òåðìèíàõ N ñâîáîäíûõ ïîëåé Jα, ïîòîìó å¼ ãåíåðàòîðû
ïèøóòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû îò áîçîííûõ ïîëåé:

Wk(z) ≡
∑

α1<...<αk

: Jα1(z) . . . Jαk(z) :

Òâèñò-ïîëÿ çàíóìåðîâàíû ýëåìåíòàìè ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê SN . Âðàùåíèå âîêðóã
òâèñò-ïîëÿ ïåðåñòàâëÿåò N áîçîííûõ òîêîâ, íî îñòàâëÿåò W-ãåíåðàòîðû íåòðîíóòû-
ìè:

Jk(qα + ε · e2πi)Os(0) = Js(k)(qα + ε)Os(qα) (1)

Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèâîäèò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ê ðàññìîòðåíèþ ðàçâåòâë¼ííîãî
íàêðûòèÿ íàä ñôåðîé Ðèìàíà, ñòðóêòóðà âåòâëåíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ òâèñò-
ïîëÿìè:

CFTøíûå ðàññìîòðåíèÿ â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿò íàñ ê ÿâíîé ôîðìóëå äëÿ êîí-
ôîðìíîãî áëîêà òàêèõ ïîëåé, êîòîðàÿ îáîáùàåò Çàìîëîä÷èêîâñêèé òî÷íûé êîí-
ôîðìíûé áëîê:

〈Os1(q1)Os−1
1

(q2)...OsL(q2L−1)Os−1
L

(q2L)〉 = τSW (q) · τB(q)

Â ýòîé ôîðìóëå τB(q) ýòî òàê íàçûâàåìàÿ òàó-ôóíêöèÿ Áåðãìàíà, è îíà íå çàâèñèò
îò W-çàðÿäîâ. Áîëåå èíòåðåñíàÿ ÷àñòü ýòî

log τSW = 1
2

∑
I,J

aITIJaJ +
∑
I

aIUI(r) +
1

2

∑
qiα 6=q

j
β

riαr
j
β log Θ∗(A(qiα)− A(qjβ))−

−1

2

∑
qiα

(riα)2liα log
d(z(q)− qα)1/liα

h2
∗(q)

∣∣∣∣∣∣
q=qiα

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò ìàòðèöó ïåðèîäîâ ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ TIJ , W-çàðÿäû
â ïðîìåæóòî÷íûõ êàíàëàõ aI , íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå U(1) çàðÿäû riα, íåêîòîðûå
êîìáèíàöèè îòîáðàæåíèé Àáåëÿ UI , íå÷¼òíóþ òýòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà Θ∗ è ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ãîëîìîðôíóþ 1-ôîðìó h2

∗. Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû
èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, òàê íàçûâàåìûõ óðàâíåíèé Çàéáåðãà-Âèòòåíà:

aI =

∮
AI

dS,
∂

∂aI
log τSW =

∮
BI

dS
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Ïîõîæèå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò íèçêîýíåðãåòè÷åñêîå ïîâåäåíèå N = 2 ñóïåðñèììåò-
ðè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé, êîòîðûå òàêæå òåñíî ñâÿçàíû ñ CFT â ñèëó ÀÃÒ
ñîîòâåòñòâèÿ.

Äðóãîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â îòîæäåñòâëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
îò êîíôîðìíîãî áëîêà ñ òàó-ôóíêöèåé äëÿ êâàçèïåðåñòàíîâî÷íûõ ìîíîäðîìèé, èç-
âåñòíîé áëàãîäàðÿ Êîðîòêèíó:

τIM(q|a, b) =
∑
n∈Zg
G0(q|a+ n)e(n,b) = τB(q) exp

(
1
2
Q(r)

)
Θ

[
a
b

]
(U)

Ýòîò ôàêò äà¼ò åù¼ îäíî ïîäòâåðæäåíèå ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó W-àëãåáðàìè è èçî-
ìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè.

Ãëàâà 6

Ýòà ãëàâà òîæå ïîñâÿùåíà W-òâèñò-ïîëÿì, íî ñ áîëåå àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì åù¼ W-àëãåáðû äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñåðèé. Ìû íà÷èíàåì
ñî ñâîáîäíîôåðìèîííîãî îïðåäåëåíèÿ W-àëãåáð. Èõ ãåíåðàòîðû â B- è D-ñåðèÿõ ìî-
ãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ êîìïëåêñèôèöèðîâàííûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôåðìèîíîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Uk(z) = 1
2
Dk−1
z

N∑
α=1

(ψ∗α(z) · ψα(z) + ψα(z) · ψ∗α(z)) + 1
2
Dk−1
z Ψ(z) ·Ψ(z)

V (z) =
N∏
α=1

: ψ∗α(z)ψα(z) : Ψ(z)

ãäå Dz ýòî ïðîèçâîäíàÿ Õèðîòû. Êîíñòðóêöèþ òâèñò-ïîëåé ìû òîæå ïåðåôîðìóëè-
ðóåì â òåðìèíàõ ôåðìèîíîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåé÷àñ ïðàâèëüíûì îáúåêòîì, êîòî-
ðûé ïàðàìåòðèçóåò òâèñò-ïîëÿ, áóäåò íîðìàëèçàòîð àëãåáðû Êàðòàíà NG(h). Ðàçíûå
êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè â NG(h) äàþò ðàçíûå òâèñò-ïîëÿ.

Ãëàâíîé òåìîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå õàðàêòåðîâ ìîäóëåé, ïîñòðîåííûõ èç
òâèñò-ïîëåé. Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîãî õàðàêòåðà ýòî ôîðìóëà äëÿ òâèñò-ïîëÿ, êîòî-
ðîå ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó g, ñîñòîÿùåìó èç K öèêëîâ äëèí li ñ äîïîëíèòåëüíûìè
äèàãîíàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè ri:

χg(q) = q

K∑
j=1

l2j−1

24lj

∑
n1+...+nK=0

q

K∑
i=1

1
2li

(rili+ni)
2

K∏
j=1

∞∏
k=1

(1− qk/lj)

Â ÷èñëèòåëå ìû âèäèì ðåø¼òî÷íóþ AK−1 òýòà-ôóíêöèþ.
Îäíà èç ÷àñòåé ýòîé ãëàâû ïîñâÿùåíà ñèòóàöèè êîãäà g1 ∼ g2 ñîïðÿæåíû â G

ïðè íåýêâèâàëåíòíûõ g1, g2 ∈ NG(h). Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äâà ðàç-
íûõ õàðàêòåðà ñîâïàäàþò χg1(q) = χg2(q). Ýòî äà¼ò ðÿä íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ
íà õàðàêòåðû, êîòîðûå ìû òàêæå äîêàçûâàåì ÿâíî. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîâïàäàþò ñ
òîæäåñòâîì Ìàêäîíàëüäà, à íåêîòîðûå êàæóòñÿ íîâûìè. Îäíèì èç ìåòîäîâ ñ÷¼òà
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õàðàêòåðîâ ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèå áîçîíèçàöèîííûå ôîðìóëû, êîòîðûå ñâÿçûâàþò
ôåðìèîíû è áîçîíû ñ ðàçíûìè ãðàíóñëîâèÿìè: íàïðèìåð áîçîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîãî è àíòèïåðèîäè÷åñêîãî ôåðìèîíîâ â îäèí àíòèïåðèîäè÷åñêèé áîçîí.

Â ýòîé ãëàâå ìû òàêæå ñ÷èòàåì êîíôîðìíûå áëîêè òâèñò-ïîëåé äëÿ D-ñåðèè.
Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â ñòðóêòóðå 2N -ëèñòíîãî íàêðûòèÿ, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü ïîêàçàíà íà ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå:

Σ Σ̃ CP1π2

π2N

σ
πN

Ýòî íàêðûòèå èìååò èíâîëþöèþ σ, è åãî ôàêòîð ïî ýòîé èíâîëþöèè ñòàíîâèòñÿ
ìåíüøèì N -ëèñòíûì íàêðûòèåì. Áîëüøàÿ ÷àñòü îáúåêòîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
â êîíñòðóêöèè, ÿâëÿþòñÿ σ-àíòèñèììåòðè÷íûìè: íàïðèìåð, åäèíñòâåííàÿ âàæíàÿ
÷àñòü ìàòðèöû ïåðèîäîâ ýòî ìàòðèöà ïåðèîäîâ Ïðèìà. Æåëàåìàÿ ôîðìóëà äëÿ êîí-
ôîðìíîãî áëîêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñòðóêòóðó, ïîõîæóþ íà À-ñëó÷àé:

G0(a, r, q) = τB(Σ|q)τ−1
B (Σ̃|q)τSW (a, r, q)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíà òàêæå ìîæåò âûðîæäàòüñÿ ê ôîðìóëå äëÿ À-ñåðèè.

Çàêëþ÷åíèå

Ýòà äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò íåêîòîðîå ÷èñëî êîíñòðóêöèé, êîòîðûå äàþò ÿâíûå ôîð-
ìóëû äëÿ èçîìîíîäðîìíûõ òàó-ôóíêöèé, äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ W-àëãåáð, è ñâÿ-
çûâàþò íåêîòîðûå èç íèõ ìåæäó ñîáîé. Îñíîâíûìè òåõíè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâîáîäíîïîëåâûå êîíñòðóêöèè âåðòåêñíûõ îïåðàòîðîâ, èñïîëüçîâàíèå èíòå-
ãðèðóåìîé ñèñòåìû Çàéáåðãà-Âèòòåíà è ìàíèïóëÿöèè ñ ïðîåêòîðî-ïîäîáíûìè îïå-
ðàòîðàìè íà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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