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Аннотация: Настоящее исследование посвящено разработке численного метода решения задачи опти-
мального управления инвестициями в закрытой динамической модели трехсекторной экономики. В пред-
шествующих работах было проведено аналитическое исследование поставленной задачи оптимального
управления на основе принципа максимума. В данной работе полученные аналитические представления
для функций состояний и сопряженных переменных используются как основа для численного алгоритма.
Предлагаемый алгоритм позволяет проанализировать класс допустимых функций управления, имеющих
не более заданного конечного числа точек переключения, и найти среди них те, которые удовлетворяют
необходимым условиям экстремума и ограничениям исходной задачи. Общая схема предложенного
алгоритма может быть использована и при решении других задач оптимального управления, связанных
с различными предметными областями. В ходе проведенного исследования разработанный алгоритм
реализован в комплексе прикладных программ.
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1 Введение

В работах Шнуркова и Засыпко [1, 2] была по-
ставлена и исследована задача оптимального управ-
ления инвестициями, сформулированная на осно-
ве закрытой динамической модели трехсекторной
экономики. По форме поставленная задача пред-
ставляет собой классическую задачу оптимального
управления на заданном конечном интервале вре-
мени с закрепленным левым концом траектории.
Теоретическое исследование задачи производилось
на основе принципа максимума Понтрягина.

Исследованию задач оптимального управления
в экономических системах посвящена обширная
литература. Отметим, например, фундаментальные
издания [3–5]. Работы, в которых исследуются мно-
госекторные экономические модели, встречаются
достаточно редко [6]. Данное обстоятельство опре-
деляет актуальность проведенного исследования.

Следует отметить, что метод исследования задач
оптимального управления, основанный на исполь-
зовании принципа максимума, позволяет получить
аналитические решения только для сравнительно

небольшого числа задач, и такие решения хорошо
известны в научной и учебной литературе [7, 8].
Для остальных задач принцип максимума позволя-
ет только определить структуру, т. е. аналитическое
устройство функций оптимального управления.

Для продолжения исследования требуется реше-
ние весьма сложной системы соотношений, состо-
ящей из необходимых условий экстремума и огра-
ничений исходной задачи. Именно такая ситуация
возникает и при решении рассматриваемой задачи.

Дальнейшее аналитическое исследование про-
водилось для функций управления, удовлетворя-
ющих условию максимума и при этом имеющих
произвольное конечное число переключений. Для
таких функций выписаны аналитические реше-
ния системы сопряженных уравнений и системы
уравнений дифференциальной связи. В результа-
те получены явные представления для сопряжен-
ных переменных, которые по содержанию явля-
ются множителями Лагранжа в рассматриваемой
экстремальной задаче, и функций удельного капи-
тала в различных секторах, которые играют роль
состояний в этой задаче [2]. Однако на этом анали-
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тические средства исследования исчерпывают свои
возможности. Дальнейшее исследование постав-
ленной задачи оптимального управления возможно
только при помощи численных методов.

В работе [2] была кратко описана общая схема
алгоритма, позволяющего завершить исследование
поставленной задачи численно. Для заданного на-
бора исходных данных (параметров модели) этот
алгоритм позволяет определить конкретную функ-
цию управления и соответствующий набор функ-
ций состояний, которые удовлетворяют системе со-
отношений, состоящей из необходимых условий
и ограничений исходной задачи, т. е. является до-
пустимой экстремалью.

В настоящей работе результаты проведенного
исследования представлены в целом. При этом
основное внимание уделяется описанию и реализа-
ции указанного численного алгоритма. Приводится
математическая постановка задачи оптимального
управления. Формулируется утверждение о необхо-
димых условиях экстремума в форме принципа мак-
симума. Условие максимума позволяет определить
структуру оптимального управления. Приводят-
ся формулировки отдельных теорем об аналитиче-
ских представлениях функций состояний и сопря-
женных переменных. Вычисление значений этих
функций по найденным аналитическим формулам
используется в ходе реализации основного алго-
ритма.

Разработанный алгоритм реализован в виде
комплекса прикладных программ. В данной рабо-
те приведено описание структуры этого комплекса
и его отдельных составляющих. Дано также опи-
сание исходных данных, для которых произведе-
ны численные исследования. Результатом такого
исследования является конкретный управляемый
процесс, удовлетворяющий необходимым услови-
ям и ограничениям поставленной задачи.

2 Математическая постановка
задачи оптимального
управления

Рассматриваемая задача оптимального управле-
ния формулируется на основе трехсекторной моде-
ли экономики. Трехсекторная модель предложена
В. А. Колемаевым [9, 10]. Дополнительные предпо-
ложения, внесенные в данную модель, изложены
в работе [1]. Измененную версию основной мо-
дели можно условно называть трехсекторной ин-
вестиционной динамической моделью макроэко-
номической системы (национальной экономики).
В исходной задаче оптимального управления [1]

состояние системы описывается трехмерным век-
тором, компонентами которого являются функции
фондовооруженности (удельного капитала) в каж-
дом из секторов. Параметром управления служит
скалярная функция, представляющая собой долю
инвестиций в первый (фондосоздающий) сектор
по отношению к общему объему инвестиций в сис-
теме.

Математическая постановка задачи управления
имеет следующий вид.

1. Целевой функционал смешанного типа с инте-
гральной и терминальной частями:

T
∫

0

e−δtA2θ2k
α2
2 (t) dt+

+ e−δTψ(k0(T ), k1(T ), k2(T )) −→ max . (1)

2. Дифференциальная связь:

‘k0 = −λ0k0 + l
(1)
0 ρA1k

α1
1 (1− u1) ;

‘k1 = −λ1k1 +A1k
α1
1 u1 ;

‘k2 = −λ2k2 + l
(1)
2 (1− ρ)A1k

α1
1 (1− u1) .



















(2)

3. Начальные условия на основные параметры
(состояния системы):

k0(0) = k0,0 , k1(0) = k1,0 , k2(0) = k2,0 . (3)

4. Ограничения на допустимое управление:

0 ≤ u1(t) ≤ 1 , 0 ≤ t ≤ T . (4)

Приведем описание исходных параметров
и основных характеристик модели, входящих в ука-
занную постановку задачи. Отметим, что во введен-
ных обозначениях нижний индекс j соответствует
номеру сектора рассматриваемой экономической
системы, j = 0, 1, 2.

Kj — объем основных производственных фондов
(капитал) в j-м секторе.

Lj — число занятых (объем трудовых ресурсов)
в j-м секторе.

Ij — объем инвестиций в j-й сектор.

kj = Kj/Lj — фондовооруженность j-го сектора
экономики (удельный капитал).

ij = Ij/Lj — удельные инвестиции в j-й сектор
экономики.

Указанные выше характеристики являются
функциями от времени.
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ν — доля прироста единицы объема трудовых ре-
сурсов за единицу времени во всей экономиче-
ской системе.

µj — доля выбывших за единицу времени основ-
ных производственных фондов в j-м секторе
экономики.

Заметим, что в рассматриваемой модели выпол-
няются следующие соотношения:

Lj = Lj,0e
νt,Lj,0— объем трудовых ресурсов в j-м

секторе в начальный момент времени.

fj(kj) = Ajk
αj

j — объем произведенного продукта
на одну единицу трудовых ресурсов (произво-
дительность труда) в j-м секторе.

Aj — нормирующий коэффициентAj > 0.

αj — коэффициент эластичности 0 < αj < 1.

Параметры ν, µj, Lj,0, Aj и αj, j = 0, 1, 2,
предполагаются заданными.

Введем дополнительные обозначения:

λj = µj + ν , j = 0, 1, 2 ;

θj =
Lj

L
=

Lj

L0 + L1 + L2
=

Lj,0

L0,0 + L1,0 + L2,0
,

j = 0, 1, 2;

l
(1)
0 =

L1,0
L0,0

; l
(1)
2 =

L1,0
L2,0

; B2 = A2θ2 .

Функция

u1(t) =
I1(t)

I0(t) + I1(t) + I2(t)
=

i1(t)

A1k
α1
1 (t)

играет в данной модели роль параметра управления.
Постоянная величина 0 ≤ ρ ≤ 1 определяет

распределение инвестиций между нулевым (мате-
риальным) и вторым (потребительским) секторами
после задания параметра управления, который, как
уже отмечалось, определяет долю инвестиций, на-
правляемых в первый (фондосоздающий) сектор.
Эта величина предполагается заданной.

Постоянная величина δ > 0 называется коэф-
фициентом дисконтирования и также предполага-
ется известной. Данная величина характеризует
темп инфляции в рассматриваемой экономической
системе.

С формальной точки зрения задача оптими-
зации (1)–(4) представляет собой классическую
задачу оптимального управления с фиксирован-
ным интервалом времени, закрепленным левым
и свободным правым концом траектории [1, 2].
Экономическое содержание этой задачи описано
в работе [1]. Напомним его вкратце. Целевой
функционал (1) состоит из интегральной и тер-
минальной составляющих. Интегральная часть

представляет собой накопленный объем удельно-
го производства (производительность труда) потре-
бительского сектора, т. е. накопленный удельный
объем потребительских благ. Терминальная часть
характеризует уровень производства во всей сис-
теме в конечный момент времени T и зависит от
значений удельного капитала в различных секто-
рах. Система соотношений (2) или дифферен-
циальная связь описывает изменение состояний
системы k0(t), k1(t), k2(t) при заданной функции
управления u1(t). Данная система непосредствен-
но выводится из исходных динамических соотно-
шений, характеризующих трехсекторную модель
экономической системы. Соотношения (3), или
начальные условия, означают, что заданы фиксиро-
ванные значения функций состояний в начальный
момент времени t = 0. Соотношение (4) представ-
ляет собой ограничение на управление, связанное
с экономическим содержанием функции u1(t).

3 Необходимые условия
экстремума
и их теоретический анализ

Приведем в краткой форме результаты анализа
задачи (1)–(4) методом, основанным на принци-
пе максимума Понтрягина [7, 8, 11]. Основным
теоретическим утверждением является утвержде-
ние о необходимых условиях экстремума в постав-
ленной задаче, доказанное в работе [1]. В данной
работе это утверждение приводится в новой форме.

Теорема 1. Пусть (k0∗(t), k1∗(t), k2∗(t);u1∗(t)) —

оптимальный управляемый процесс, т. е. решение

задачи оптимального управления (1)–(4). Тогда

найдутся не равные нулю одновременно множители

Лагранжа λ∗0 ∈ R, (p0(t), p1(t), p2(t)), t ∈ [0, T ], та-

кие что выполняются следующие соотношения:

1. Сопряженные уравнения (система дифферен-

циальных уравнений относительно функций

(p0(t), p1(t), p2(t))), которые в теории называ-

ются сопряженными переменными [7, 8, 11]:

‘p0(t) = λ0p0(t) ;

‘p1(t) = λ1p1(t)−A1α1k
α1−1
1 (t)

[

l
(1)
0 ρp0(t) +

+ l
(1)
2 (1− ρ)p2(t)

]

(1− u1(t))−

−A1α1k
α1−1
1 (t)u1(t) ;

‘p2(t) = λ2p2(t)−B2e
−δtα2k

α2−1
2 (t)











































(5)

при k0(t) = k0∗(t), k1(t) = k1∗(t), k2(t) = k2∗(t)
и u1(t) = u1∗(t).
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2. Условия трансверсальности (система граничных

условий к сопряженным уравнениям в точке t =
= T ):

p0(T ) = e
−δTψ

k
(1)
0
(k0(T ), k1(T ), k2(T )) =

= ψ
(0)
0 (T );

p1(T ) = e
−δTψ

k
(1)
1
(k0(T ), k1(T ), k2(T )) =

= ψ
(0)
1 (T );

p2(T ) = e
−δTψ

k
(1)
2
(k0(T ), k1(T ), k2(T )) =

= ψ
(0)
2 (T )























































(6)

при k0(t) = k0∗(t), k1(t) = k1∗(t) и k2(t) = k2∗(t).

3. Условие максимума функции Понтрягина:

max
u1∈U

H(t, k0, k1, k2;u1, p0, p1, p2) =

= max
u1∈U

[

− [λ0k0p0 + λ1k1p1 + λ2k2p2] +

+B2e
−δtkα2

2 +A1k
α1
1 [l

(1)
0 ρp0 + l

(2)
0 (1− ρ)p2] +

+A1k
α1
1

[

−l
(1)
0 ρp0 + p1 − l

(2)
0 (1 − ρ)p2

]

u1

]

=

= H (t, k0, k1, k2;u1∗ , p0, p1, p2) (7)

при k0(t) = k0∗(t), k1(t) = k1∗(t), k2(t) = k2∗(t)
и u1(t) = u1∗(t), где U = {u : 0 ≤ u ≤ 1} — мно-

жество допустимых значений параметра управ-

ления u1 = u1(t).

Теорема 1 и аналогичные утверждения в тео-
рии оптимального управления называются теоре-
мами о необходимых условиях экстремума в фор-
ме принципа максимума или просто принципом
максимума Понтрягина. В классических задачах
управления эти условия состоят из сопряженных
уравнений (5), граничных условий к сопряженным
уравнениям вида (6), которые обычно называются
условиями трансверсальности, а также из условия
максимума некоторой специальной функции, на-
зываемой функцией Понтрягина или гамильтониа-
ном (соотношение (7)).

Дальнейшее исследование заключается в ана-
лизе общей системы соотношений, состоящей из
необходимых условий (5)–(7) и ограничений ис-
ходной задачи (2)–(4). Важную роль в этом анализе
играет условие максимума функции Понтрягина.

Из условия максимума непосредственно следу-
ет, что структура функции оптимального управле-
ния u1∗(t) зависит от значения некоторой вспомо-
гательной функции Q(p0(t), p1(t), p2(t)) в каждой
точке t ∈ [0, T ] и может быть выражена следующей
формулой:

u1∗(t) =

=











1, если Q(p0(t), p1(t), p2(t)) > 0 ;

u
(0)
1 (t), если Q(p0(t), p1(t), p2(t)) = 0 ;

0, если Q(p0(t), p1(t), p2(t)) < 0,

(8)

где

Q(t) = Q (p0(t), p1(t), p2(t)) =

= −l
(1)
0 ρp0(t) + p1(t)− l

(2)
0 (1− ρ)p2(t) .

Данная функция называется функцией переключе-
ний в рассматриваемой задаче. В соотношении (8)
через u

(0)
1 обозначено особое управление, возни-

кающее при условии, когда Q(p0(t), p1(t), p2(t)) = 0
и функция Понтрягина не зависит явно от парамет-
ра управления u1. Особое управление не определя-
ется из условий максимума функции Понтрягина,
и для его нахождения необходимо отдельное иссле-
дование. Аналитические представления для особых
режимов управления удается определить в очень
редких случаях. В связи с этим ограничимся только
стандартным вариантом структуры управления без
особого режима.

Функция Q(p0(t), p1(t), p2(t)) является непре-
рывно дифференцируемой функцией от аргумен-
тов p0, p1 и p2. В свою очередь, сопряженные
переменные p0(t), p1(t) и p2(t) непрерывны и не-
прерывно дифференцируемы при всех значениях
t ∈ [0, T ], кроме точек разрыва функцииu1(t), опре-
деляющей значение управления. Однако, несмот-
ря на эти хорошие аналитические свойства, по-
ведение функции Q(p0(t), p1(t), p2(t)) на конечном
интервале [0, T ] может быть достаточно сложным.
В частности, теоретически возможен вариант, ко-
гда эта функция бесконечное число раз меняет знак,
что приведет к необходимости бесконечного чис-
ла переключений управления на данном конечном
интервале времени. С точки зрения экономиче-
ского содержания такое управление неоправданно
и практически не реализуемо. В связи с этим в дан-
ной работе будет рассматриваться только вариант,
когда функция Q(p0(t), p1(t), p2(t)) лишь конечное
число раз меняет знак на интервале времени [0, T ].

Будем предполагать, что точки, в которых
функция Q(p0(t), p1(t), p2(t)) изменяет знак, изо-
лированы. Из соотношения (8) следует, что
в указанных точках характер управления должен
изменяться. В связи с этим такие точки на рассмат-
риваемом интервале времени [0, T ] будем называть
точками переключения управления. Обозначим
точки переключения через τ1, τ2, . . . , τn, 0 < τ1 <
< τ2 < · · · < τn−1 < τn < T , τ0 = 0, τn+1 = T . Ана-
литические представления решений систем сопря-
женных уравнений будут зависеть от того, является
ли число переключений n четным или нечетным,
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а также от знака функцииQ(p0(t), p1(t), p2(t))на на-
чальном интервале времени [0, τ1). В соответствии
с этим рассмотрено четыре возможных варианта
структуры оптимального управления. Для каждого
из них получены аналитические решения системы
сопряженных уравнений и уравнений дифферен-
циальной связи. В данной работе приводится толь-
ко часть полученных результатов.

4 Аналитические решения
для функций состояний
и сопряженных переменных

В ходе дальнейшего изложения будем
использовать для функции переключений
Q(p0(t), p1(t), p2(t)) наряду с указанным также
и краткое обозначение Q(t) = Q(p0(t), p1(t), p2(t)).

Для краткости изложения выпишем решения
уравнений системы сопряженных уравнений толь-
ко для одного из вариантов, остальные имеют ана-
логичный вид. Пусть число переключений нечетно
n = 2m− 1, m ≥ 1— заданное целое число:

Q(t) > 0 при 0 ≤ t < τ1 ;

Q(t) < 0 при τ1 < t < τ2 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Q(t) < 0 при τ2m−1 < t < τ2m = T .



























(9)

Для данного варианта функция управления имеет
вид:

u1∗(t) =



















1 , τ2j−2 ≤ t < τ2j−1 ,

j = 1, 2, . . . ,m ;

0 , τ2j−1 ≤ t < τ2j ,

j = 1, 2, . . . ,m .

(10)

Теорема 2. Предположим, что в исходной задаче

оптимального управления функция переключенийQ(t)
удовлетворяет условиям (9), а соответствующая

функция управления u1∗(t) задается формулой (10).
Тогда решение системы сопряженных уравнений опре-

деляется формулами:

p
(2j−1)
0 (t) = p0,τ2j

eλ0(t−τ2j) ;

p
(2j−1)
1 (t) = eλ1t



p1,τ2j
e−λ1τ2j +

+A1α1

τ2j
∫

t

e−λ1z3kα1−1
1 (z3)



l
(1)
0 ρp0,τ2j

eλ0(z3−τ2j) +

+ l
(2)
0 (1− ρ)(eλ2(z3−τ2j)p2,τ2j

+

+ eλ2z3B2

τ2j
∫

z3

e(−δ−λ2)z4kα2−1
2 (z4) dz4)



 dz3



 ;

p
(2j−1)
2 (t) = eλ2t

[

e−λ2τ2jp2,τ2j
+

+B2

τ2j
∫

t

e(−δ−λ2)z1kα2−1
2 (z1) dz1



 ,

τ2j−1 ≤ t ≤ τ2j ,

где значения pi,τ2j
, i = 0, 1, 2, определяются на интер-

вале [τ2j , τ2j+1] при t = τ2j, j = 1, 2, . . . ,m, причем

pi,τ2m
= ψ

(0)
i (T ), i = 0, 1, 2;

p
(2j−2)
0 (t) = p0,τ2j−1e

λ0(t−τ2j−1) ;

p
(2j−2)
1 (t) = p1,τ2j−1 ×

× e
A1α1

τ2j−1
∫

t

k
α1−1
1 (z2) dz2+λ1(t−τ2j−1)

;

p
(2j−2)
2 (t) = eλ2t



p2,τ2j−1e
−λ2τ2j−1 +

+B2

τ2j−1
∫

t

e(−δ−λ2)z1kα2−1
2 (z1) dz1



 ,

τ2j−2 ≤ t ≤ τ2j−1 ,

где значения pi,τ2j−1 определяются равенствами

pi,τ2j−1 = p
(2j−1)
i (τ2j−1), i = 0, 1, 2, j = 1, 2, . . . ,m.

Аналогичные утверждения доказаны для систе-
мы уравнений дифференциальной связи. Приве-
дем формулировку одного из них, соответствующе-
го рассматриваемому варианту структуры функции
управления.

Теорема 3. Предположим, что в исходной задаче

оптимального управления функция переключенийQ(t)
удовлетворяет условиям (9), а соответствующая

функция управления u1∗(t) задается формулой (10).
Тогда решение системы уравнений дифференциальной

связи определяется формулами:

k
(2j−2)
0 (t) = k0,τ2j−2e

−λ0(t−τ2j−2) ;

k
(2j−2)
1 (t) =

(

e−λ1(1−α1)(t−τ2j−2)

(

k1−α1
1,τ2j−2

−

−
A1
λ1

)

+
A1
λ1

)1/(1−α1)

;

k
(2j−2)
2 (t) = k2,τ2j−2e

−λ2(t−τ2j−2) ,

τ2j−2 ≤ t ≤ τ2j−1 ,



















































(11)
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где значения ki,τ2j−2 , i = 0, 1, 2, определяются
на интервале [τ2j−3, τ2j−2] при t = τ2j−2, j =
= 2, 3, . . . ,m, причем ki,τ0 = ki,0, i = 0, 1, 2, при
j = 1;

k
(2j−1)
0 (t) = e−λ0t

(

k0,τ2j−1e
λ0τ2j−1 +

+
l
(1)
0 ρA1k

α1
1,τ2j−1

eλ1α1τ2j−1

λ0 − λ1α1

(

e(λ0−λ1α1)t −

− e(λ0−λ1α1)τ2j−1
)

)

;

k
(2j−1)
1 (t) = k1,τ2j−1e

−λ1(t−τ2j−1) ;

k
(2j−1)
2 (t) = e−λ2t



k2,τ2j−1e
λ2τ2j−1 +

+
l
(1)
2 (1 − ρ)A1k

α1
1,τ2j−1e

λ1α1τ2j−1

λ2 − λ1α1

(

e(λ2−λ1α1)t −

− e(λ2−λ1α1)τ2j−1
)



 , τ2j−1 ≤ t ≤ τ2j ,































































































































(12)

где значения ki,τ2j−1 определяются равенствами

ki,τ2j−1 = k
(2j−2)
i (τ2j−1) ,

i = 0, 1, 2 , j = 1, 2, . . . ,m .

Таким образом, формулы (11) и (12) пол-
ностью определяют аналитические представления
для функций состояний в рассматриваемом вари-
анте поведения функции переключений.

Явные аналитические представления для сопря-
женных переменных p0(t), p1(t) и p2(t) и функций
состояний k0(t), k1(t) и k2(t) получены также и для
трех остальных вариантов поведения функции пе-
реключений в случае, когда число переключе-
ний n является произвольным положительным
числомn ≥ 1. Отметим, что соответствующие пред-
ставления для сопряженных переменных и функ-
ций состояний в случае отсутствия переключений
n = 0 и в случае одного переключения n = 1 были
приведены в работе [2].

Полученные результаты позволяют последо-
вательно вычислить значения функций состоя-
ний k0(t), k1(t) и k2(t), а затем сопряженных
переменных p0(t), p1(t) и p2(t) в любой точке
t ∈ [0, T ]. Но тогда и функция переключений
Q(p0(t), p1(t), p2(t)), определяемая через сопряжен-
ные переменные, также может быть вычислена
в любой точке t ∈ [0, T ] для любого варианта
функции управления u1∗(t) без переключений или
с произвольным конечным числом точек переклю-
чения.

5 Описание численного
алгоритма решения задачи
оптимального управления

Воспользовавшись обстоятельством, отмечен-
ным в конце предыдущего раздела, можно пред-
ложить численный алгоритм определения функции
управления u1∗(t), удовлетворяющей необходимым
условиям экстремума в форме принципа максиму-
ма. Идея этого алгоритма заключается в следу-
ющем.

Для каждого из рассмотренных вариантов
структуры управления необходимо проанализиро-
вать поведение функции переключения Q(t) на
всем интервале времени t ∈ [0, T ]. Такой ана-
лиз можно осуществлять численными методами
компьютерных программ, вычисляющих значения
функции Q(t) в отдельных точках на интервале
t ∈ [0, T ]. При этом задается некоторое раз-
биение интервала [0, T ] конечным числом точек,
в которых будут вычисляться значения функции
переключений Q(p0(t), p1(t), p2(t)). Программа,
вычисляющая значения функции Q(t), должна ис-
пользовать подпрограммы, вычисляющие значе-
ния функций p0(t), p1(t) и p2(t). В свою очередь,
подпрограммы, в результате выполнения которых
вычисляются значения сопряженных переменных,
должны реализовать аналитические представле-
ния этих функций, зависящих от функций состо-
яний k0(t), k1(t) и k2(t), полученные в ходе прове-
денного исследования.

Если выявленное поведение функции пере-
ключения Q(t) соответствует выбранной структу-
ре функции управления u1(t), то рассматриваемый
вариант функции управления и соответствующих
функций состояний системы k0(t), k1(t) и k2(t)
можно считать управляемым процессом, который
удовлетворяет системе соотношений, состоящей из
необходимых условий экстремума и ограничений
исходной задачи. При этом соответствие функции
переключений Q(t) и выбранного варианта функ-
ции управления u1(t) понимается в смысле выпол-
нения соотношения (8).

Перейдем теперь к последовательному описа-
нию предлагаемого алгоритма нахождения допус-
тимых экстремалей в исходной задаче оптимально-
го управления.

1. Выберем в качестве начального варианта функ-
ции управления u1(t) один из вариантов с от-
сутствием переключений.

2. Для выбранного варианта вычислим значения
функций k0(t), k1(t) и k2(t) по имеющимся ана-
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литическим формулам (см. формулы (19) и (21)
работы [2]).

3. Используя значения выбранной функции
управления u1∗(t) и найденные значения функ-
ций k0(t), k1(t) и k2(t) вычислим значения
сопряженных функций p0(t), p1(t) и p2(t)
по имеющимся аналитическим формулам (см.
формулы (29) и (30) работы [2]).

4. Используя найденные значения сопряженных
переменных p0(t), p1(t) и p2(t), определим чис-
ленное представление функции переключений
Q(t) = Q(p0(t), p1(t), p2(t)).

5. Осуществим проверку соответствия характера
вычисленной функции Q(t) выбранному ис-
ходному варианту функции управления. В дан-
ном случае необходимо проверить выполнение
одного из условий: либо условия Q(t) > 0, t ∈
∈ [0, T ], если в п. 1 данной процедуры был
выбран вариант управления u1(t) = 1, t ∈ [0, T ],
либо условия Q(t) < 0, t ∈ [0, T ], если в п. 1
данной процедуры был выбран вариант управ-
ления u1(t) = 0, t ∈ [0, T ]. Отметим, что ука-
занные условия на функцию Q(t) должны быть
проверены для всех значений аргумента t, при-
надлежащих заданному изначально разбиению
отрезка [0, T ].

6. Если указанное условие выполняется, то можно
считать, что выбранный в п. 1 данной проце-
дуры вариант функции управления удовле-
творяет необходимым условиям экстремума
в форме принципа максимума и ограничени-
ям исходной задачи. Тогда управляемый про-
цесс (u1∗(t), k0(t), k1(t), k2(t)) представляет со-
бой допустимую экстремаль в рассматриваемой
задаче оптимального управления. Данный ва-
риант управляемого процесса сохраним в спе-
циально отведенном месте памяти. Перейдем
к следующему варианту функции управления.

7. Предположим теперь, что проверяемое условие
не выполняется. Для определенности будем
считать, что при выбранном варианте управле-
ния u1(t) = 1, t ∈ [0, T ] функция Q(t) меняет
знак в некоторой точке τ : Q(t) > 0, t ∈ [0, τ),
Q(t) < 0, t ∈ (τ, T ]. Такой результат озна-
чает, что при заданных исходных параметрах
модели управляемый процесс, состоящий из
функции u1(t) и соответствующих функций со-
стояний k0(t), k1(t) и k2(t), не удовлетворяет
системе соотношений, состоящей из необходи-
мых условий экстремума и ограничений исход-
ной задачи. Следует перейти к анализу другого
варианта функции управления.

8. В качестве следующего варианта функции
управления можно выбрать тот, который наи-
более близок к результату, описанному в п. 7,
а именно:

u1(t) =

{

1 при 0 ≤ t ≤ τ ;

0 при τ ≤ t ≤ T .
(13)

В то же время такой выбор нельзя обосновать
строго. Можно осуществить переход к любому
из вариантов управления с одной точкой пе-
реключения вида (13), где τ — произвольная
внутренняя точка из интервала [0, T ], совпада-
ющая с одной из точек заданного разбиения
отрезка [0, T ].

9. Для нового варианта управления вида (13) по-
вторяются действия, описанные в пп. 2–4 дан-
ной процедуры.

10. Проверяется условие соответствия поведения
вычисленной функции Q(t) и выбранного ва-
рианта (13) функции управления.

Если поведение функции Q(t) соответству-
ет выбранному варианту функции управления,
а именно: выполняется условие Q(t) > 0, 0 ≤
≤ t ≤ τ , Q(t) < 0, τ < t ≤ T , Q(τ) = 0,
то можно утверждать что выбранный вариант
функции управления u1∗(t) вида (13) и соответ-
ствующие ему функции состояний k0∗(t), k1∗(t)
и k2∗(t) удовлетворяют системе, состоящей из
необходимых условий экстремума и ограниче-
ний исходной задачи. Управляемый процесс
(u1∗(t); k0∗(t), k1∗(t), k1∗(t)) является допусти-
мой экстремалью в исходной задаче оптималь-
ного управления. Данный вариант управля-
емого процесса сохраняется в специально
отведенном месте памяти, после чего проис-
ходит переход к анализу следующего варианта
функции управления.

Если же поведение вычисленной функцииQ(t)
не соответствует характеру выбранного вариан-
та функции управления вида (13), то набор,
состоящий из функций u1(t) и соответству-
ющих ей функций состояний k0(t), k1(t) и k2(t),
не удовлетворяет системе соотношений, со-
стоящей из необходимых условий экстремума
и ограничений исходной задачи. Данный набор
не является допустимой экстремалью.

11. Производится переход к следующему варианту
функции управления u1(t) из рассматриваемо-
го множества функций управления. При этом
прежде всего перебираются все варианты функ-
ции управления с одной точкой переключения
вида (13), в которых точка τ пробегает задан-
ное множество точек, составляющих разбиение
отрезка [0, T ].
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12. Для каждого нового варианта функции управле-
ния производятся аналогичные действия, опи-
санные в пп. 2–4 данного алгоритма. После
этого вновь проверяется соответствие поведе-
ния вычисленной функции Q(t) выбранному
варианту функции управления. Выводы, кото-
рые могут быть сделаны по результатам провер-
ки такого соответствия, аналогичны выводам,
сформулированным в пп. 6, 7 и 10 данного ал-
горитма.

13. Указанные действия производятся для всех ва-
риантов функции управления, входящих в не-
которое множество функций, заданных на от-
резке [0, T ]. Более подробно данное множество
будет описано ниже. Сейчас отметим лишь,
что это множество конечно и данный алгоритм
будет реализован за конечное число шагов.

Иллюстрацией к описанному выше алгоритму
нахождения допустимых экстремалей в исходной
задаче оптимального управления может служить
схема, изображенная на рис. 1.

Сделаем важное замечание, относящееся к п. 13
приведенного алгоритма. Из общей теории экс-
тремальных задач известно, что может существо-
вать несколько допустимых экстремалей, удовле-
творяющих необходимым условиям экстремума
и ограничениям исходной задачи. Таким образом,
процедура поиска должна продолжаться с исполь-
зованием целенаправленного перебора возможных
вариантов поведения функции управления. Ука-
занный перебор должен осуществляться при по-
мощи изменения положения точек переключения
и числа этих точек. Основываясь на общих особен-
ностях функций оптимального управления, следу-
ющих из условия максимума и соотношения (8),
а также на сделанных в дальнейшем дополни-
тельных предположениях о характере возможных

управлений, можно предложить следующее описа-
ние основных аналитических особенностей мно-
жества возможных вариантов функции управления
u1(t), на котором реализуется описанный алгоритм.
Данный объект должен представлять собой мно-
жество функций, заданных на отрезке [0, T ], при-
нимающих два возможных значения: 0 или 1 —
и имеющих не более заданного конечного числа
точек разрыва первого рода (скачков). Для опреде-
ленности будем предполагать также, что эти функ-
ции являются непрерывными справа.

Проведем теперь формальное описание мно-
жества возможных функций управления, на кото-
ром действует предлагаемый алгоритм. Зафикси-
руем целое положительное число N ≥ 1. Пусть
– = T/(N + 1) > 0. Обозначим через ti = i–,
i = 0, 1, 2, . . . , N,N + 1, точки, принадлежащие
отрезку [0, T ], t0 = 0, tN+1 = (N + 1)– = T . Сово-
купность точек {t1, t2, . . . , tN} будем называть раз-
биением отрезка [0, T ]. В каждой реализации ал-
горитма параметры T и N , а следовательно, и все
разбиение данного отрезка времени, должны быть
заданы. Будем предполагать, что заданное разби-
ение {t1, t2, . . . , tN} представляет собой множест-
во возможных точек переключения у рассматрива-
емых функций управления. При этом граничные
точки данного отрезка t0 = 0 и tN+1 = T не счита-
ются точками переключения.

Зафиксируем целое положительное число n,
1 ≤ n ≤ N . Выберем n различных точек из
разбиения {t1, t2, . . . , tN}. Обозначим через S

(N)
n

множество возможных функций управления u1(t),
обладающих следующими свойствами:

(а) данные функции принимают только два воз-
можных значения: 0 или 1;

(б) данные функции являются кусочно-посто-
янными и меняют свое значение в точках

Рис. 1 Теоретическая схема реализации алгоритма

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 1 2016 89



П. В. Шнурков, В. В Засыпко, В. В. Белоусов, А. К. Горшенин

переключения. В точках переключения эти
функции обладают свойством непрерывности
справа;

(в) точками переключения для функций, принад-
лежащих множеству S(N)n , может служить лю-
бой набор, состоящий из n различных точек,
принадлежащих разбиению {t1, t2, . . . , tN}.

Совокупность функций S(N)n , обладающих ука-
занными свойствами, будет рассматриваться как
набор возможных функций управления с n пере-
ключениями, где 1 ≤ n ≤ N . Для удобства введем
также множество S0 = S

(N)
0 , состоящее из двух

функций: u1(t) = 0, 0 ≤ t ≤ T , и u1(t) = 1, 0 ≤
≤ t ≤ T . Функции управления, входящие в мно-
жество S

(N)
0 , не имеют переключений. Очевидно,

что при n1 6= n2 множества S(N)n1 и S
(N)
n2 являются

непересекающимися.
Теперь рассмотрим объединение множеств

�S(N)n =

n
⋃

k=0

S
(N)
k .

По содержанию множество �S(N)n представляет
собой совокупность функций, обладающих свой-
ствами (а) и (б), указанными выше, для которых
точками переключения может служить любой на-
бор, состоящий не более чем из n различных точек,
принадлежащих множеству {t1, t2, . . . , tN}. Имен-
но такие наборы функций будут рассматриваться
в данной алгоритмической части настоящего ис-
следования как множества возможных функций
управления. Для каждой реализации изложенно-
го выше алгоритма задаются параметры N и n, т. е.
шаг разбиения – и максимально возможное число
точек переключения n ≤ N .

Докажем утверждение о числе элементов мно-
жества �S(N)n .
Утверждение 1. Число элементов множества �S(N)n

определяется следующей формулой:

�Nn = 2

n
∑

k=0

Ck
N .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим число элементов
в каждом из множеств, входящих в множество �S(N)n .
Множество S

(N)
0 состоит из двух элементов. Рас-

смотрим множество S
(N)
k с фиксированным но-

мером k. Число возможных вариантов точек пе-
реключения для функций из данного множества
совпадает с числом возможных вариантов выбо-
ра k различных элементов из N без возвращения
и без учета порядка элементов. Указанное число
вариантов переключения равно числу сочетаний

Ck
N = N !/(k!(N − k)!). Каждому фиксированно-

му набору точек переключения соответствуют два
варианта возможного вида функции управления,
которые отличаются значением функции на интер-
вале от t = 0 до первой точки переключения. Таким
образом, множество S

(N)
k содержит 2Ck

N элемен-

тов. Поскольку множества S(N)k не пересекаются
при различных k, число элементов в объединении
множеств равно сумме числа элементов в каждом
множестве. Отсюда следует, что

�Nn = 2 + 2C
1
N + 2C

2
N + · · ·+ 2Cn

N = 2

n
∑

k=0

Ck
N .

Утверждение 1 доказано.
Доказанное утверждение позволяет точно опре-

делить число вариантов функции управления, ко-
торые необходимо исследовать в ходе реализации
предложенного алгоритма. Если удается каким-
либо образом, например при помощи численно-
го эксперимента, оценить время, необходимое для
анализа каждого варианта, то полученная формула
позволит оценить общее время работы программы,
зависящее от параметров N и n.

6 Программная реализация
алгоритма и результаты
вычислений

Предложенный алгоритм численного решения
задачи оптимального управления реализован в ви-
де программного комплекса. Комплекс состоит
из нескольких функциональных частей, которые
можно назвать модулями. Перечислим эти модули
в той последовательности, в которой происходит
реализация всего алгоритма.

1. Модуль, непосредственно реализующий ана-
литические формулы для функций состоя-
ний k0(t), k1(t) и k2(t).

2. Модуль, непосредственно реализующий анали-
тические формулы для сопряженных перемен-
ных p0(t), p1(t) и p2(t). В этом модуле использу-
ются результаты вычислений по программным
продуктам первого модуля.

3. Модуль, реализующий аналитическое пред-
ставление для функции переключения Q(t) =
= Q(p0(t), p1(t), p2(t)). В этом модуле исполь-
зуются результаты вычислений из модуля 1
и модуля 2.

4. Модуль, реализующий перебор некоторого за-
данного множества возможных функций управ-
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ления и проверку соответствия каждого вари-
анта функции управления характеру функции
переключения, вычисляемой для этого вари-
анта. В этом модуле используется результаты
вычислений модуля 3.

В результате использования данного комплекса
определяются все возможные варианты управля-
емых процессов, состоящих из некоторой функции
управления u1∗(t) и соответствующих ей функций
состояний (k0∗(t), k1∗(t), k2∗(t)), которые удовле-
творяют системе, состоящей из необходимых усло-
вий экстремума (5)–(7) и ограничений исходной
задачи (2)–(4). Каждый из таких управляемых про-
цессов (u1∗(t); k0∗(t), k1∗(t), k2∗(t)) представляет со-
бой допустимую экстремаль для заданного набора
исходных параметров математической модели.

Отметим еще одну важную особенность про-
граммного комплекса, реализующего разработан-
ный алгоритм. Данная особенность связана с ор-
ганизацией выбора точек переключения и всей
функции управления u1∗(t). В программном
комплексе предусмотрены три возможности та-
кого выбора и вычисления функций состоя-
ний (k0(t), k1(t), k2(t)), сопряженных переменных
(p0(t), p1(t), p2(t)) и функции переключений Q(t) =
= Q(p0(t), p1(t), p2(t)), соответствующих выбран-
ной функции управления:

1. Случайный выбор точек переключения
(t1, t2, . . . , tn). При этом задается число n ≥ 1
и значение функции управления на начальном
интервале [0, t1]. Такой выбор условно назы-
вается стохастическим моделированием. По-
лученные результаты могут быть использова-
ны для качественного анализа исходной задачи
управления.

2. Задание конкретного набора точек переключе-
ния (t1, t2, . . . , tn). При этом конкретный вид
функции управления u1(t) определяется при
помощи задания ее значения на начальном ин-
тервале времени [0, t1]. Такая функция позво-
ляет исследовать возможные варианты управ-
ляемых процессов по отдельности и изучать
влияние отдельных параметров на вид управля-
емого процесса.

3. Организация непосредственного перебора воз-
можных вариантов функций управления u1(t),

входящих в определенный класс S
(N)
k , k =

= 0, 1, . . . , n. При этом должно быть задано
число точек переключения k и значение функ-
ции управления u1(t) на начальном интервале
времени [0, t1]. Все наборы точек переключе-
ния функции управления, входящих в указан-
ный класс, перебираются в ходе реализации

программы. Пользователю необходимо лишь
ввести информацию о числе точек переключе-
ния, а также о значении функции управления
на начальном интервале, которое может быть
равно 0 или 1. В результате действия этой функ-
ции программного комплекса определяются все
допустимые экстремалиu1∗(t) , входящие в рас-

сматриваемый класс S(N)k , и соответствующие
им функции состояний (k0∗(t), k1∗(t), k2∗(t)).
Данная функция предназначена для непосред-
ственного численного решения поставленной
задачи оптимального управления, т. е. нахожде-
ния всех допустимых экстремалей.

Теперь приведем краткое описание основного
набора числовых значений исходных параметров
рассматриваемой математической модели. Указан-
ные числовые значения частично взяты из работы
Колемаева [12], в которой они были определены
на основе анализа реальных данных. Указанные
значения определены на основе анализа данных
о советской экономике за период с 1960 по 1991 гг.
(в ценах 1983 г.). Для описания функционирования
национальной экономики СССР за этот период ис-
пользовалась трехсекторная модель и соответству-
ющие значения параметров были определены для
каждого сектора. В частности, в работе [12] было
установлено, что численные значения параметров,
входящих в функции fj(kj) = Ajk

αj

j , j = 1, 2, при-
нимают следующие числовые значения:

A1 = 1,35 ; A2 = 2,71 ; α1 = 0,68 ; α2 = 0,72 .

Коэффициентыµj, j = 0, 1, 2, характеризующие
скорость выбывания основных фондов в различных
секторах, принимают следующие значения:

µ0 = 0,1 ; µ1 = 0,3 ; µ2 = 0,2 .

Коэффициент ν характеризует скорость прироста
объема трудовых ресурсов. Поскольку для различ-
ных национальных экономических систем такой
параметр может быть очень различным, выберем
условное расчетное значения для ν = 0,01 исходя
из предположения о достаточно медленном темпе
прироста объема трудовых ресурсов.

Поскольку λj = µj + ν, j = 0, 1, 2, получаем:

λ0 = 0,11 ; λ1 = 0,31 ; λ2 = 0,21 .

Параметр δ > 0, характеризующий скорость
уменьшения реального содержания в единице де-
нежных ресурсов (показатель инфляции), выберем
равным δ = 0,06, что соответствует среднему темпу
инфляции.

Величина T — длительность интервала управле-
ния, которая иногда также называется горизонтом
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планирования. Рассмотрим краткосрочный вари-
ант, когда горизонт планирования представляет со-
бой величинуT = 1 условных единиц времени (лет).

В рассматриваемой модели величины θ0, θ1 и θ2
представляют собой доли трудовых ресурсов j-го
сектора в общем объеме трудовых ресурсов систе-
мы. Отметим, что в упомянутой работе В. А. Коле-
маева [12] эти параметры также были определены
на основе данных об экономике СССР за 1960–
1991 гг., а именно:

θ0 = 0,22 ; θ1 = 0,16 ; θ2 = 0,62 .

Учитывая, что в рассматриваемой задаче парамет-
ры l

(1)
0 и l(1)2 выражаются через θ0, θ1 и θ2 по форму-

лам

l
(1)
0 =

L1,0
L0,0

=
θ1
θ0
; l

(1)
2 =

L1,0
L2,0

=
θ1
θ2
,

получаем

l
(1)
0 =

L1,0
L0,0

=
θ1
θ0
=
16

22
=
8

11
;

l
(1)
2 =

L1,0
L2,0

=
θ1
θ2
=
16

62
=
8

31
.

Зададим теперь начальные значения функций
фондовооруженности (удельного капитала):

k0,0 = 1000 ; k1,0 = 2000 ; k2,0 = 1500 .

Предположим, что в рассматриваемой задаче
терминальный член целевого функционала линей-
ным образом зависит от значений удельного капи-
тала k0(T ), k1(T ), k2(T ):

ψ(k0(T ), k1(T ), k2(T )) =

= a0k0(T ) + a1k1(T ) + a2k2(T ) ,

где a0, a1 и a2 — заданные коэффициенты, ха-
рактеризующие веса (вклады) величин k0(T ), k1(T )
и k2(T ) в терминальную часть целевого функци-
онала. Данные величины могут быть определены
экспертами-экономистами. В этом случае произ-
водные терминального члена целевого функциона-
ла имеют вид:

ψk0(k0(T ), k1(T ), k2(T )) = ψ
(0)
0 (T ) = a0 ;

ψk1(k0(T ), k1(T ), k2(T )) = ψ
(0)
1 (T ) = a1 ;

ψk2(k0(T ), k1(T ), k2(T )) = ψ
(0)
2 (T ) = a2 .

Рис. 2 Графическое представление функций фондовооруженности ki(t) (а), сопряженных переменных pi(t) (б),
функции Q(t) (в) и структура управления (г)
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Величины a0, a1 и a2 определяют граничные усло-
вия для системы сопряженных уравнений относи-
тельно функций p0(t), p1(t) и p2(t) в точке tH = T ,
т. е. условия трансверсальности. В рассматрива-
емом случае

p0(T ) = ψ
(0)
0 (T ) = a0 ;

p1(T ) = ψ
(0)
1 (T ) = a1 ; p2(T ) = ψ

(0)
2 (T ) = a2 .

Зададим численные значения коэффициентов a0,
a1 и a2 следующим образом:

a0 = 0,2 ; a1 = 0,5 ; a2 = 0,3 .

Наконец, зададим числовое значение величи-
ны ρ, характеризующей распределение инвестиций
между материальным и потребительским сектора-
ми. Предположим, что ρ = 0,2. Таким образом, все
необходимые значения параметров трехсекторной
модели экономики заданы.

Разбиение отрезка времени [0, T ] задается пара-
метром N = 99, откуда – = T/(N + 1) = 0,01. Рас-
смотрено множество возможных функций управ-
ления �S(N)3 , состоящее из управлений, имеющих
не более трех точек переключения на заданном
интервале времени. В результате установлено,
что в данном множестве имеется единственная
функция управления u1∗(t) = 1, t ∈ [0, T ], ко-
торая вместе с соответствующими ей функциями
состояний (k0∗(t), k1∗(t), k2∗(t)) является решением
системы соотношений, содержащей необходимые
условия и ограничения исходной задачи. Графиче-
ские представления для функции u1∗(t), t ∈ [0, T ],
а также соответствующих ей функций состояний
k0∗(t), k1∗(t) и k2∗(t), сопряженных переменных
p0(t), p1(t) и p2(t) и функции переключений Q(t) =
= Q(p0(t), p1(t), p2(t)) приведены на рис. 2.

Итак, для рассматриваемого набора численных
значений исходных параметров в поставленной за-
даче оптимального управления имеется единствен-
ная допустимая экстремаль, задаваемая функция-
ми (u1∗(t); k0∗(t), k1∗(t), k2∗(t)), изображенными на
рис. 2, а. В этом управляемом процессе переключе-
ния отсутствуют.

Отметим, что аналогичные результаты были
получены еще для нескольких вариантов набора
значений исходных параметров, частично отлича-
ющихся от основного.

7 Заключительные замечания

Численный алгоритм, изложению и анализу ко-
торого посвящена данная работа, позволяет завер-
шить решение поставленной задачи оптимального
управления. В ходе реализации данного алгоритма

используются программы, вычисляющие значения
функции состояний и сопряженных переменных.
Алгоритм осуществляет перебор возможных вари-
антов функции управления и выбирает те из них,
которые являются допустимыми экстремалями. Та-
ким образом, решение исходной задачи оптималь-
ного управления находится при помощи сочетания
аналитических и численных методов.

Предлагаемый алгоритм может быть использо-
ван не только в рассмотренной задаче оптимального
управления. Его можно использовать при решении
различных задач, которые имеют следующие общие
свойства:

– исследование задачи производится на основе
принципа максимума;

– структура оптимального управления определя-
ется некоторой функцией переключений, зави-
сящей от сопряженных переменных;

– система сопряженных уравнений может зави-
сеть, вообще говоря, от функций состояний
и управлений.

Такие общие свойства имеет весьма широкий
класс задач оптимального управления, возника-
ющих при анализе экономических и технических
систем.
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