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1. Ëåêöèÿ. Ââåäåíèå.

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç � àíàëèç â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ýòîì

ñìûñëå îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêîå æå îáîùåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, êàê ïîñëåä-

íèé � îáîáùåíèå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Äëÿ íà÷àëà ìû âñïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

1.1. Íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âåêòîðíûì (ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì V íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åí-

íàÿ ÷åòâåðêà (V, C,+, ·), ãäå V � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè, C � ïîëå, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçàûâàþòñÿ ñêàëÿðàìè

(ìû ðàññìàòðèâàåì C), îïåðàöèÿ + � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå

V × V
+→V , ò.å. êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ èç V ñîïîñòàâëÿåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç

V , íàçûâàåìûé èõ ñóììîé, x + y, è · � îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû, C × V
·→V ,

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó λ ïîëÿ C è êàæäîìó ýëåìåíòó x ìíîæåñòâà V
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà V , îáîçíà÷àåìûé λ·x, ïðè÷åì çàäàííûå îïåðàöèè óäî-

âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì � àêñèîìàì ëèíåéíîãî (âåêòîðíîãî) ïðîñòðàíñòâà:

(1) x+ y = y + x äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V (êîììóòàòèâíîñòü);

(2) x+ (y + z) = (x+ y) + z äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ V (àññîöèàòèâíîñòü);

(3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ V , ÷òî x + 0 = x äëÿ ëþáîãî x ∈ V , íàçûâàåìûé
íóëåâûì âåêòîðîì èëè ïðîñòî íóëåì ïðîñòðàíñòâà V (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëü-

íîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);

(4) äëÿ ëþáîãî x ∈ V ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −x ∈ V , ÷òî x+ (−x) = 0, íàçûâà-
åìûé âåêòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó x;

(5) äëÿ ëþáûõ α, β ∈ C x ∈ V âûïîëíåíî α(βx) = (αβ)x (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ

íà ñêàëÿð);

(6) äëÿ ëþáîãî x ∈ V âûïîëíåíî 1 · x = x (óíèòàðíîñòü: óìíîæåíèå íà íåéòðàëüíûé

(ïî óìíîæåíèþ) ýëåìåíò ïîëÿ C ñîõðàíÿåò âåêòîð).

(7) äëÿ ëþáûõ α, β ∈ C x ∈ V âûïîëíåíî (α + β)x = αx + βx (äèñòðèáóòèâíîñòü

óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñêàëÿðîâ);

(8) äëÿ ëþáûõ α ∈ C x, y ∈ V âûïîëíåíî α(x + y) = αx + αy (äèñòðèáóòèâíîñòü

óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ çàäàåò íà ìíîæåñòâå V ñòðóêòóðó (àääèòèâíîé)

àáåëåâîé ãðóïïû. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, çàäàííûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ýëå-

ìåíòîâ, íî íàä ðàçëè÷íûìè ïîëÿìè, áóäóò ðàçëè÷íûìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè (íà-

ïðèìåð, ìíîæåñòâî ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R2
ìîæåò áûòü äâóìåðíûì âåêòîðíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ëèáî îäíîìåðíûì � íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë). Â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî î êàêîì ïîëå è êàêèõ îïåðàöèÿõ èäåò ðå÷ü, âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî îäíîé áóêâîé, íàïðèìåð V .

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ïàðà (M, d), ãäå M � ìíîæåñòâî,

à d � ÷èñëîâàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè

M ×M → R è òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈M :

(1) d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y (àêñèîìà òîæäåñòâà);

(2) d(x, y) = d(y, x) (àêñèîìà ñèììåòðèè);
(3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà èëè íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,

à �óíêöèÿ d íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðèâåäåííûõ àêñèîì ñëåäóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ:

0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y).
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Çíà÷åíèå d(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x è y â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå M .

Áèåêöèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (M, dM) è (Y, dY ), ñîõðà-
íÿþùàÿ ðàññòîÿíèÿ, íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, à ñàìè ïðîñòðàíñòâà (M, dM) è (Y, dY ) �
èçîìåòðè÷íûìè. Åñëè M � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X , òî ñóæåíèå dM = dX |M ìåò-

ðèêè dX íà ìíîæåñòâî M äàåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, dM), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (X, d).
Ëþáîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé, áàçîé äëÿ êîòî-

ðîé ñëóæèò ìíîæåñòâî îòêðûòûõ øàðîâ, òî åñòü ìíîæåñòâ ñëåäóþùåãî òèïà:

B(x; r) = {y ∈M | d(x, y) < r},
ãäå x � òî÷êà â M , r � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ðàäèóñîì øàðà.

Ìíîæåñòâî O ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé îíî ñîäåðæèò îò-

êðûòûé øàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Äâå ìåòðèêè, îïðåäåëÿþùèå îäíó è òó æå òîïîëîãèþ,

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü M = C[0, 1] (âåùåñòâåííîçíà÷íûå). �àññìîòðèì äâå ìåòðèêè:

d1(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|, d2(f, g) =

∫ 1

0

dx |f(x)− g(x)|.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî d2 ≤ d1.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

M , xn ∈ M , íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d(xn, x) → 0 ïðè n→ ∞. Îáîçíà÷åíèå: xn
d−→

n→∞
x.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ (M, d) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ Êîøè (èëè �óíäàìåíòàëüíîé) åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî
äëÿ ëþáûõ m,n ≥ N ðàññòîÿíèå d(xm, xn) < ε.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Êîøè â íåì ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Ïðèìåðû

ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: R è C.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîäïðîñòðàíñòâî B ⊂M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M íàçûâàåò-

ñÿ ïëîòíûì âM , åñëè ëþáîé x ∈M ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ

èç B.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ôóíêöèÿ f(x) èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) â ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî (Y, ρ) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x, åñëè f(xn)
ρ→ f(x) äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn
d→ x.

Ïðèìåð 1.2. �àññìîòðèì fn(x), êàê íà �èñ. 1, è ïóñòü d1 è d2 òàêèå, êàê â Ïðèìå-

ðå 1.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî fn
d2→ 0 ïðè n → ∞, à d1(fm, fn) = 1 ïðè âñåõ m 6= n, òàê

÷òî òóò ñõîäèìîñòè íåò. Ýòî èëëþñòðèðóåò òîò �àêò, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîá-

ðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà (C[0, 1], d2) â (C[0, 1], d1) íå íåïðåðûâíî, à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

íåïðåðûâíî.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè (M, d) � íåïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò ïîëíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, d), òàêîå ÷òî M èçîìåòðè÷íî ïëîòíîìó ïîäìîæåñòâó

â M .

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 1: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�.
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1/(2n)1/(2n+1) 1/(2n−1)

1

x

fn(x)

�èñ. 1. Ôóíêöèÿ fn(x) èç Ïðèìåðà 1.2.

2. Ëåêöèÿ. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

2.1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V (ò.å. âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî V íàä ïîëåì C) íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì èëè ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì, åñëè íà íåì çàäàíî îòîáðàæåíèå

〈·, ·〉 : V → C,

ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ V è λ ∈ C âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) 〈v, v〉 ≥ 0, ïðè÷åì 〈v, v〉 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = 0;
(2) 〈u+ v, w〉 = 〈u, w〉+ 〈v, w〉, 〈u, λv〉 = λ〈u, v〉;
(3) 〈u, v〉 = 〈v, u〉.
Èç ñâîéñòâ (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî

〈u, λv + µw〉 = λ〈u, v〉+ µ〈u, w〉, 〈λu+ µv, w〉 = λ〈u, v〉+ µ〈u, w〉,
äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ C.

Ïðèìåð 2.1. Êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Cn
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈u, v〉 =
n∑

j=1

ujvj .

Ïðèìåð 2.2. Ïðîñòðàíñòâî C[a; b] íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé íà îòðåçêå
[a; b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈u, v〉 =
∫ b

a

dx u(x)v(x).

Íîðìîé âåêòîðà v ∈ V íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ‖v‖ =
√
〈v, v〉.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåêòîðû u, v ∈ V îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, åñëè 〈u, v〉 = 0, ÷òî
îáîçíà÷àåòñÿ u ⊥ v. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {vj} èç V íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé,

åñëè

(1) 〈vj , vk〉 = 0 ïðè âñåõ j 6= k;
(2) 〈vj , vj〉 = 1 ïðè âñåõ j.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè u ⊥ v, òî

(2.1) ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.
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Òåîðåìà 2.1 (Ïè�àãîð). Ïóñòü {ei}Ni=1 åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå V , òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ V èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖v‖2 =
N∑

i=1

|〈ei, v〉|2 +
∥∥∥∥v −

N∑

i=1

〈ei, v〉ei
∥∥∥∥
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì v â âèäå

v =
N∑

i=1

〈ei, v〉ei +
(
v −

N∑

i=1

〈ei, v〉ei
)
.

Âåêòîðû

∑N
i=1〈ei, v〉ei è v−

∑N
i=1〈ei, v〉ei îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, à òîãäà äîêàçàòåëüñòâî

ñëåäóåò èç (2.1). �

Ñëåäñòâèå 2.1 (íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ). Åñëè {ei}Ni=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V , òî äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖v‖2 ≥
N∑

i=1

|〈v, ei〉|2.

Ñëåäñòâèå 2.2 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè v = 0 íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî. Åñëè

‖v‖ 6= 0, òî ðàññìîòðèì âåêòîð v/‖v‖ ñ íîðìîé ðàâíîé 1. Ïî íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ äëÿ

ëþáîãî u ∈ V èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

‖u‖2 ≥
∣∣∣∣
〈
u,

v

‖v‖

〉∣∣∣∣
2

=
|〈u, v〉|2
‖v‖2 ,

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ýòîãî ñëåäñòâèÿ.�

Ñëåäñòâèå 2.3 (òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà). . Äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V èìååò ìåñòî òîæ-

äåñòâî

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2,
èíà÷å ãîâîðÿ, ñóììà êâàäðàòîâ äëèí äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà, ïîðîæäåííîãî âåêòî-

ðàìè u è v, ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ äëèí åãî ñòîðîí.

2.2. Îïðåäåëåíèå, ñâÿçü ñ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

V íàä íåêîòîðûì ïîëåì C (ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî C = C) âìåñòå ñ �óíêöèåé

‖ · ‖, îòîáðàæàþùåé V → R òàê, ÷òî âûïîëíåíû àêñèîìû

(1) ‖v‖ ≥ 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;
(2) ‖v‖ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = 0;
(3) ‖αv‖ = |α|‖v‖ äëÿ ëþáûõ v ∈ V è α ∈ C;
(4) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Èòàê, ëþáîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ñ ìåòðèêîé, çàäàâàå-

ìîé íîðìîé:

d(u, v) = ‖u− v‖,
ò.å. â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è ïîëíîòû, èñïîëü-

çóåìûå â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ëþáîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ñ íîð-

ìîé

‖v‖ =
√
〈v, v〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñâîéñòâà (1)�(3) íîðìû íåìåäëåííî

ñëåäóþò èç àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà V . Ñâîéñòâî (4) âûòåêàåò

èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:

‖u+ v‖2 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈v, v〉 = 〈u, u〉+ 2Re〈u, v〉+ 〈v, v〉 ≤
≤ 〈u, u〉+ 2|〈u, v〉|+ 〈v, v〉 ≤ 〈u, u〉+ 2

√
〈u, u〉

√
〈v, v〉+ 〈v, v〉 =

=
(√

〈u, u〉+
√

〈v, v〉
)2

,

÷òî è äîêàçûâàåò ñâîéñòâî (3). �

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè íîðìà îïðåäåëåíà ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ýòî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ u, v ∈ V ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ êâàäðàòîâ

íîðìû ñ ïîìîùüþ ïîëÿðèçàöèîííîãî òîæäåñòâà:

〈u, v〉 = ‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2
4

− i
‖u+ iv‖2 − ‖u− iv‖2

4
,

÷òî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, íåâîçìîæíî äîêàçàòü ñâîéñòâî ëè-

íåéíîñòè.

2.3. Îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (îïåðàòîð) T : V1 → V2 èç íîðìèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà V1 ñ íîðìîé ‖ · ‖1 â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî V2 ñ íîðìîé ‖ · ‖2 íàçû-
âàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖Tv‖2 ≤ C‖v‖1 äëÿ âñåõ v ∈ V1.

Íàèìåíüøàÿ èç òàêèõ êîíñòàíò C íàçûâàåòñÿ íîðìîé ‖T‖ îïåðàòîðà T , ò.å.
‖T‖ = sup

‖v‖1=1

‖Tv‖2.

Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü T : V1 → V2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç íîðìèðîâàííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V1 â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî V2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) T íåïðåðûâíî â îäíîé òî÷êå V1;
(2) T íåïðåðûâíî âî âñåõ òî÷êàõ V1;
(3) T îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 2.2 (îá îãðàíè÷åííîì ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè). Ïóñòü T : V1 → V2 � îãðàíè÷åí-
íîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà V1 â ïîëíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî V2. Òîãäà T ïðîäîëæàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì íà ïîïîëíåíèå V1 ïðî-

ñòðàíñòâà V1 äî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ T̃ : V1 → V2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî v ∈ V1 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} âåêòîðîâ èç V1
òàêàÿ, ÷òî vn → v ïðè n → ∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Êîøè, ïîýòîìó äëÿ çàäàííîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå N , ÷òî

‖vn − vm‖1 <
ε

‖T‖ ïðè m,n > N.

Èç îöåíêè

‖Tvn − Tvm‖2 = ‖T (vn − vm)‖2 ≤ ‖T‖ · ‖vn − vm‖1 < ε
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ñëåäóåò, ÷òî {Tvn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â V2. Ââèäó ïîëíîòû V2 ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Tvn} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó u ∈ V2.

Ïîëîæèì T̃ v = u è ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè vn → v. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v′n → v � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

èç V1, ñõîäÿùàÿñÿ ê v, òî ïî äîêàçàííîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tv′n} äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê

íåêîòîðîìó âåêòîðó u′ ∈ V2. Íî ïåðåìåøàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1, v
′
1, v2, v

′
2, . . . òàêæå

ñõîäèòñÿ ê v. Ïîýòîìó ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ

Tv1, T v
′
1, T v2, T v

′
2, . . . äîëæíà èìåòü ïðåäåë, îòêóäà

u′ = lim
n→∞

Tv′n = lim
n→∞

Tvn = u,

ò.å. u′ = u.
Ïðîäîëæåííûé îïåðàòîð T̃ : V1 → V2 îãðàíè÷åí, ïîñêîëüêó

‖T̃ v‖2 ≤ lim
n→∞

C‖vn‖1 = C‖v‖1.

Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïðîâåðèòü ëèíåéíîñòü è åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî îïåðàòîðà T̃ .
�

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 2: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�.
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3. Ëåêöèÿ. �èëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

3.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîëíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Äâà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà H1 è H2 íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð U , îòîáðàæàþùèé áèåêòèâíî H1 íà H2 òàêîé, ÷òî

〈Uv, Uw〉H2 = 〈v, w〉H1 äëÿ âñåõ v, w ∈ H1.

Îïåðàòîð U , îáëàäàþùèé óêàçàííûì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì.

Ïðèìåð 3.1 (Ïðîñòðàíñòâî L2(a, b)). Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî L2(a, b) êàê ìíîæåñòâî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èçìåðèìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé íà èíòåðâàëå (a, b),
äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí èíòåãðàë ∫ b

a

dx |f(x)|2 <∞

ïî ìåðå Ëåáåãà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(a, b) çàäàåòñÿ �îðìóëîé

(3.1) 〈f, g〉 =
∫ b

a

dx f(x)g(x).

Îíî êîððåêòíî îïðåäåëåíî áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó

∣∣f(x)g(x)
∣∣ ≤ |f(x)|2

2
+

|g(x)|2
2

,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (3.1). Êàê èçâåñòíî èç êóðñÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà, ïðîñòðàíñòâî L2(a, b) ïîëíî. Áîëåå òîãî, îíî ñîâïàäàåò ñ ïîïîëíåíèåì

ïðîñòðàíñòâà C[a, b] ïî íîðìå

‖f‖2 =
(∫ b

a

dx |f(x)|2
)1/2

.

Ïðèìåð 3.2 (Ïðîñòðàíñòâî ℓ2). Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = {xn}∞n−1 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë xn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∞∑

n=1

|xn|2 <∞.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ℓ2 çàäàåòñÿ �îðìóëîé

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

Ïîëíîòà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðèìåð 3.3 (ïðÿìàÿ ñóììà). Ïðÿìîé ñóììîé ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ H1 è H2 íà-

çûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1 ⊕ H2, ñîñòîÿùåå èç ïàð (v1, v2), ãäå v1 ∈ H1,

v2 ∈ H2, íàäåëåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈(u1, u2), (v1, v2)〉 = 〈u1, v1〉H1 + 〈u2, v2〉H2.

Ïóñòü {Hn}∞n=1 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìîé ñóì-

ìîé

H =

∞⊕

n=1

Hn
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ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé {vn}∞n=1, vn ∈ Hn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∞∑

n=1

‖vn‖2Hn
<∞.

Åñòåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

〈{un}, {vn}〉 =
∞∑

n=1

〈un, vn〉Hn.

3.2. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ. Ïóñòü H åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è E � åãî çà-

ìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà E, íàäåëåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, óíà-

ñëåäîâàííûì èç H , ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E⊥
ïîä-

ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ u ∈ H , îðòîãîíàëüíûõ ê E, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ: 〈u, v〉 = 0 äëÿ âñåõ v ∈ E. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî è çàìêíóòî (ïðîâåðüòå

ýòî!) è ïîòîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ èíäóöèðîâàííûì ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì. Îíî íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê E.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî v ∈ H íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé âåêòîð w ∈ E, áëèæàéøèé ê v.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññòîÿíèå îò v äî ïîäïðîñòðàíñòâà E ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ

d = inf
u∈E

‖v − u‖.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1, un ∈ E, äëÿ êîòîðîé ‖v − un‖ → d ïðè n → ∞.

Òîãäà

‖un − um‖2 = ‖(un − v)− (um − v)‖2 = (òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà)

= 2‖un − v‖2 + 2‖um − um‖2 − ‖(un − v) + (um − v)‖2 =

= 2‖un − v‖2 + 2‖um − um‖2 − 4
∥∥∥v − un + um

2
‖2 ≤

≤ 2‖un − v‖2 + 2‖um − um‖2 − 4d2
(
ïîñêîëüêó

un + um
2

∈ E
)
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðè m,n → ∞ ñòðåìèòñÿ ê 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
{un}∞n=1 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó w ∈ H , êîòî-

ðûé, ââèäó çàìêíóòîñòè E, äîëæåí ïðèíàäëåæàòü E. Ïðè ýòîì ‖v−w‖ = d, ò.å. âåêòîð w
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû.

Åñëè w′ ∈ E � äðóãîé ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ‖v−w′‖ = d, òî ïåðåìåøàííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w,w′, w, w′, . . . äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç E (ýòî

äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî w = w′
. �

Òåîðåìà 3.1 (Îá îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè). Ïóñòü H åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

è E � åãî çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò v ∈ H îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

v = u+ w,

ãäå u ∈ E, w ∈ E⊥
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u âåêòîð èç E, áëèæàéøèé ê v, è ïîëîæèì w = v−u.
Ïîêàæåì, ÷òî w ∈ E⊥

. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì íîðìó ‖v−u‖ ÷åðåç d. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
z ∈ E è ëþáîãî t ∈ R áóäåì èìåòü

d2 ≤ ‖v − (u+ tz)‖2 = ‖w − tz‖2 = d2 − 2tRe〈w, z〉+ t2‖z‖2.
îòêóäà 2tRe〈w, z〉 ≤ t2‖z‖2. Ñëåäîâàòåëüíî, Re〈w, z〉 = 0. Ïðîâîäÿ òàêîå æå ðàññóæäåíèå

ñ çàìåíîé t íà it, ïîêàæåì, ÷òî è Im〈w, z〉 = 0, ò.å. 〈w, z〉 = 0 äëÿ ëþáûõ z ∈ E. Òåì ñàìûì
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w ∈ E⊥
. Åñëè v = u1 + w1 � äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû,

òî

u− u1 = w1 − w = z ∈ E ∩ E⊥,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 〈z, z〉 = 0, ò.å. z = 0, à òîãäà è u = u1, w = w1. �

Çàìå÷àíèå 3.1. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H èçîìîð�íî

ïðÿìîé ñóììå E ⊕E⊥
, ïðè÷åì óêàçàííûé èçîìîð�èçì çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì

E ⊕E⊥ ∋ (u, w) 7→ u+ w ∈ H.

3.3. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ íà H, ò.å. íåïðå-

ðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé H → C, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì, ñîïðÿæåííûì ê H,

è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H∗
.

Ëåììà 3.2 (Ëåììà �èññà). Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà f ∈ H∗

íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ξ ∈ H òàêîé, ÷òî

f(v) = 〈ξ, v〉 äëÿ ëþáîãî v ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî âñåõ v ∈ H òàêèõ, ÷òî f(v) = 0. Ýòî
ìíîæåñòâî ëèíåéíî è çàìêíóòî (ââèäó íåïðåðûâíîñòè f), ò.å. ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ëèíåé-

íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â H . Åñëè N = H , òî â êà÷åñòâå ξ ìîæíî âçÿòü ξ = 0. Åñëè æå

N 6= H , òî ïî òåîðåìå îá îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè â N⊥
íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò ξ0.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð f(v)ξ0 − f(ξ0)v ∈ N äëÿ ëþáîãî v ∈ H , ïîñêîëüêó �óíêöèîíàë f íà

ýòîì âåêòîðå ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó

0 = 〈ξ0, f(v)ξ0 − f(ξ0)v〉 = f(v)〈ξ0, ξ0〉 − f(ξ0)〈ξ0, v〉,
îòêóäà f(v)〈ξ0, ξ0〉 = f(ξ0)〈ξ0, v〉. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå Ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âåêòîðà

ξ = f(ξ0)
ξ0

〈ξ0, ξ0〉
.

Åäèíñòâåííîñòü òàêîãî âåêòîðà ξ î÷åâèäíà. �

Çàìå÷àíèå 3.2. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû �èññà ñëåäóåò, ÷òî H = N ⊕ {λξ0 | λ ∈ C},
òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò v ∈ H ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

v =

(
v − f(v)

f(ξ0)
ξ0

)
+
f(v)

f(ξ0)
ξ0 ∈ N ⊕ {λξ0}.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïîëåçíî èìåòü â âèäó òàêæå ñëåäóþùèé êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé âà-

ðèàíò ëåììû �èññà. Ïóñòü f : H → C � ñîïðÿæåííî-ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà H, ò.å.

àääèòèâíûé �óíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: f(λv) = λf(v) äëÿ ëþáûõ λ ∈ C,

v ∈ H. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ξ ∈ H òàêîé, ÷òî f(v) = 〈v, ξ〉 äëÿ
ëþáîãî v ∈ H. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó �èññà ê �óíêöèîíàëó

f .

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ëèíåéíûé �óíêöèîíàë f : H → C íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî |f(v)| ≤ C‖v‖ äëÿ âñåõ v ∈ H. Íàèìåíüøàÿ

èç òàêèõ êîíñòàíò C íàçûâàåòñÿ íîðìîé �óíêöèîíàëà f è îáîçíà÷àåòñÿ

‖f‖H∗ = sup
‖v‖=1

|f(v)|.

Ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ñïåöè�èêàöèåé îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé H → C. Òàêæå, êàê äëÿ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ, ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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(1) ëèíåéíûé �óíêöèîíàë f îãðàíè÷åí;

(2) f íåïðåðûâåí õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå H
(3) f íåïðåðûâåí âñþäó íà H .

Çàìå÷àíèå 3.4 (äîïîëíåíèå ê ëåììå �èññà).

(3.2) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû �èññà ‖f‖H∗ = ‖ξ‖H.
Äåéñòâèòåëüíî,

‖f‖H∗ = sup
‖v‖=1

|f(v)| = sup
‖v‖=1

|〈ξ, v〉| ≤ (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî)

≤ sup
‖v‖=1

(
‖ξ‖ · ‖v‖

)
= ‖ξ‖.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

‖f‖H∗ = sup
‖v‖=1

|f(v)| ≥
∣∣∣∣f
(

ξ

‖ξ‖

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
〈
ξ,

ξ

‖ξ‖

〉∣∣∣∣ = ‖ξ‖.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí äîêàçûâàþò (3.2).

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 3: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�.
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4. Ëåêöèÿ. Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû

4.1. Ëåììà �èññà (ïðîäîëæåíèå). Ñ ó÷åòîì (3.2) êàê ñëåäñòâèå ëåììû �èññà, äîêà-

çàííîé íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ìû èìååì:

Òåîðåìà 4.1. Îòîáðàæåíèå

H ∋ ξ 7−→ f(v) = 〈ξ, v〉, v ∈ H,

óñòàíàâëèâàåò ñîïðÿæåííî-ëèíåéíóþ èçîìåòðèþ ξ 7→ f ïðîñòðàíñòâà H íà ñîïðÿæåí-

íîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî H∗
.

Åùå îäíèì ñëåäñòâèåì ëåììû �èññà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ïîëóòîðàëèíåé-

íûõ �îðì îïåðàòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ B: H×H → C íàçûâàåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé �îðìîé, åñëè:

(1) B àíòèëèíåéíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, ò.å. B(λu+ µv, w) = λB(u, w) + µB(v, w);
(2) B ëèíåéíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ò.å. B(u, λv + µw) = λB(u, v) + µB(u, w).

Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ �îðìà îãðàíè÷åíà, åñëè äëÿ ëþáûõ u, v ∈ H

(4.1) |B(u, v)| ≤ C‖u‖ · ‖v‖ äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü B � îãðàíè÷åííàÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ �îðìà íà H. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : H → H òàêîé, ÷òî

B(u, v) = 〈Tu, v〉 äëÿ ëþáûõ u, v ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì âåêòîð u ∈ H . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîé ïîëó-

òîðàëèíåéíîé �îðìû ñëåäóåò, ÷òî B(u, ·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì �óíêöèîíà-

ëîì íà H . Ïîýòîìó ïî ëåììå �èññà íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ξ ∈ H òàêîé, ÷òî

B(u, v) = 〈ξ, v〉 äëÿ ëþáîãî v ∈ H . Ïîëîæèì Tu = ξ. ßñíî, ÷òî ‖Tu‖ ≤ C‖u‖, ãäå C �

êîíñòàíòà èç �îðìóëû (4.1). Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå T àääèòèâíî è

〈T (λu), v〉 = B(λu, v) = λB(u, v) = λ〈Tu, v〉 = 〈λTu, v〉
ò.å. T ëèíåéíî. Åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî îïåðàòîðà T î÷åâèäíà. �

Çàìå÷àíèå 4.1. Íîðìà îïåðàòîðà T , ïîñòðîåííîãî â äîêàçàííîì ïðåäëîæåíèè, ñîâïàäà-

åò ñ íàèìåíüøåé êîíñòàíòîé C èç íåðàâåíñòâà (4.1).

4.2. Ëåììà Öîðíà.

Îïðåäåëåíèå 4.2. ×àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y), ãäå x, y ∈ X, îáîçíà÷àåìûõ ÷åðåç x ≺ y, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè: 1. åñëè x ≺ y è y ≺ z, òî x ≺ z; 2. âñåãäà x ≺ x; 3. åñëè îäíîâðåìåííî

x ≺ y è y ≺ x, òî x = y.

Ìíîæåñòâî X ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì. Ïîðÿäîê

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé: ëèáî x ≺ y, ëèáî y ≺ x. Ìíîæåñòâî ñ òàêèì ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.

Ïóñòü X åñòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è Y � åãî ïîäìíîæåñòâî. Ýëåìåíò

x ∈ X íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà Y , åñëè y ≺ x äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .
Ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ òàêîé åãî

ýëåìåíò x, ÷òî óñëîâèå x ≺ y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ X âëå÷åò y = x.

Ëåììà 4.1 (Ëåììà Öîðíà). Ïóñòü X � íåïóñòîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

òàêîå, ÷òî ëþáîå åãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èìååò âåðõíþþ ãðàíü. Òîãäà

â X ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.
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4.3. Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H íàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðî-

âàííàÿ ñèñòåìà, ò.å. îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ íåëüçÿ ðàñøèðèòü äî ñîäåð-

æàùåé åå îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 4.2 (îá îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå). Ëþáîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H îá-

ëàäàåò îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî S âñåõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì â H . Îíî

íåïóñòî, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò, íàïðèìåð, îðòîðìèðîâàííûå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç åäèí-

ñòâåííîãî âåêòîðà âèäà v/‖v‖. Ââåäåì íà S îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: ñèñòåìà S1 ≺
ñèñòåìà S2, åñëè S1 ⊂ S2.

Åñëè {Sα}α∈A åñòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â S, òî ∪α∈ASα òàêæå ÿâëÿåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé èç S, ñîäåðæàùåé âñå Sα, è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà {Sα}α∈A. Ïî ëåììå Öîðíà S ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-

íûé ýëåìåíò, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H .

4.4. Òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ. Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê �îðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû, äî-

êàæåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü {vn}∞n=1 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ

âåêòîðîâ èç H. Òîãäà âûïîëíåíèå ëþáîãî èç òðåõ ñëåäóþùèõ óñëîâèé âëå÷åò çà ñîáîé

âûïîëíåíèå îñòàëüíûõ äâóõ:

(1) ðÿä

∑∞
n=1 vn ñõîäèòñÿ ïî íîðìå H;

(2)

∑∞
n=1 ‖vn‖2 <∞;

(3) ðÿä

∑∞
n=1〈vn, u〉 ñõîäèòñÿ ïðè êàæäîì u ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 〈vi, vj〉 = 0 ïðè i 6= j, òî äëÿ ëþáûõ n,m, ≤ m, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî:

‖vn + · · ·+ vm‖2 = ‖vn‖2 + · · ·+ ‖vm‖2.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ (1) è (2) â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíû. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (2), òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∑∞
n=1 ‖vn‖2 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â

H , êîòîðàÿ, ââèäó ïîëíîòû H , èìååò ïðåäåë. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,

ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå (3) â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (3). �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëè-

íåéíûõ �óíêöèîíàëîâ fn ∈ H∗
, çàäàâàåìûõ ðàâåíñòâîì

fn(u) =
n∑

i=1

〈vi, u〉, u ∈ H.

Ïî óñëîâèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(u)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ïðè êàæäîì u ∈ H . Ïîýòîìó ïî òåîðå-

ìå Áàíàõà�Øòåéíãàóçà (îíà áóäåò äîêàçàíà ïîçäíåå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì {‖fn(·)‖}∞n=1

îãðàíè÷åíà. Íî

‖fn(·)‖ = ‖v1 + · · ·+ vn‖ =
(
‖v1‖2 + · · ·+ ‖vn‖2

)1/2

Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (3) âûòåêàåò óñëîâèå (2), à ñëåäîâàòåëüíî, è óñëîâèå (1).

Òåîðåìà 4.3 (Òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ). Ïóñòü S = {eα}α∈A åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò v ∈ H ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(4.2) v =
∑

α∈A

eα〈eα, v〉,

ïðè÷åì

(4.3) ‖v‖2 =
∑

α∈A

|〈eα, v〉|2



14

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà a ⊂ A
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ∑

α∈a

|〈v, eα〉|2 ≤ ‖v‖2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈v, eα〉 6= 0 äëÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ α ∈ A.
Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç a1 ìíîæåñòâî èíäåêñîâ α ∈ A, äëÿ êîòîðûõ |〈v, eα〉| ≥ 1,
÷åðåç a2 ìíîæåñòâî èíäåêñîâ α ∈ A, äëÿ êîòîðûõ 1 > |〈v, eα〉| ≥ 1/2 è ò.ä. Êàæäîå èç ýòèõ
ìíîæåñòâ êîíå÷íî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàëîñü áû ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî. Òîãäà

ìíîæåñòâî ∪∞
n=1an ñ÷åòíî è èñ÷åðïûâàåò âñå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ α ∈ A, äëÿ êîòîðûõ

〈v, eα〉 6= 0. Çàíóìåðóåì òåïåðü ÷åðåç α1, α2, . . . âñå èíäåêñû èç A, äëÿ êîòîðûõ 〈eα, v〉 6=
0.Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

n∑

j=1

|〈eαj
, v〉|2

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì n, îñòàâàÿñü îãðàíè÷åííîé ÷èñëîì ‖v‖2. Ïîýòîìó ïðè

n → ∞ îíà ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïðåäåëó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç vn ÷àñòè÷íóþ

ñóììó âèäà

vn =

n∑

j=1

eαj
〈eαj

, v〉.

Òîãäà ïðè m > n áóäåì èìåòü

‖vn − vm‖2 = ‖
m∑

j=n+1

eαj
〈eαj

, v〉‖2 =
m∑

j=n+1

|〈eαj
, v〉|2.

Òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, êîòîðàÿ ñõî-

äèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó v0 ∈ H . Ïðè ýòîì

〈eαj
, v − v0〉 = lim

n→∞

〈
eαj

, v −
n∑

k=1

eαk
〈eαk

, v〉
〉

= 〈eαj
, v〉 − 〈eαj

, v〉 = 0,

ïðè ëþáîì j = 1, 2, . . .. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè èíäåêñ α òàêîâ, ÷òî α 6= αj íè ïðè êàêîì

j, òî òàêæå

〈eα, v − v0〉 = lim
n→∞

〈
eα, v −

n∑

k=1

eαk
〈eαk

, v〉
〉

= 0,

ïîñêîëüêó äëÿ òàêîãî α ïî ïîñòðîåíèþ 〈eα, v〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò v−v0 îðòîãîíà-
ëåí âñåì ýëåìåíòàì eα áàçèñà S, îòêóäà âûòåêàåò, ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè S, ÷òî v−v0 = 0,
ò.å.

v = lim
n→∞

n∑

j=1

eαj
〈eαj

, v〉,

÷òî äîêàçûâàåò �îðìóëó (4.2).

Êðîìå òîãî, èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

0 = lim
n→∞

∥∥∥∥v −
n∑

j=1

eαj
〈eαj

, v〉
∥∥∥∥
2

= lim
n→∞

〈
v −

n∑

j=1

eαj
〈eαj

, v〉, v −
n∑

j=1

eαj
〈eαj

, v〉
〉

=

= lim
n→∞

{
‖v‖2 −

n∑

j=1

〈v, eαj
〉〈eαj

, v〉 −
n∑

j=1

〈eαj
, v〉〈v, eαj

〉+
n∑

j=1

〈eαj
, v〉〈v, eαj

〉
}

=

= ‖v‖2 − lim
n→∞

n∑

j=1

|〈eαj
, v〉|2 = ‖v‖2 −

∑

α∈A

|〈eα, v〉|2,
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÷òî äîêàçûâàåò �îðìóëó (4.3). �

Îïðåäåëåíèå 4.4. �ÿä, çàäàâàåìûé �îðìóëîé (4.2), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå âåêòîðà

v ïî áàçèñó S, à åãî êîý��èöèåíòû � êîý��èöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî

áàçèñà S. �àâåíñòâî (4.3) íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.

4.5. Îðòîãîíàëèçàöèÿ �ðàìà�Øìèäòà. Îðòîãîíàëèçàöèåé �ðàìà�Øìèäòà íàçûâàåò-

ñÿ

êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîñòðîèòü ïî ëþáîé çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Äîïóñòèì, ÷òî íàì äàíà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü u1, u2, . . ., ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ïîëîæèì w1 = u1 è

v1 = w1/‖w1‖. Äàëåå ðàññìîòðèì âåêòîðû w2 = u2 − v1〈v1, u2〉 è v2 = w2/‖w2‖. Ïðîäîëæàÿ
óêàçàííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ, íà n-ì øàãå ïîñòðîèì âåêòîðû

wn = un −
n−1∑

j=1

vj〈vj , un〉 è vn =
wn

‖wn‖
.

Èíûìè ñëîâàìè, íà n-ì øàãå âåêòîð un ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà

ðàíåå ïîñòðîåííûå âåêòîðû v1, . . . , vn−1, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðàçíîñòü wn � âåêòîð, îðòîãî-

íàëüíûé ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ v1, . . . , vn−1.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 4: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�.
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5. Ëåêöèÿ. Ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è òåíçîðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ

5.1. Ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè îíî îá-

ëàäàåò ñ÷åòíûì ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 5.1. �èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî èìååò ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Åñëè ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç N âåêòîðîâ,

òî H èçîìîð�íî CN
. Åñëè îí ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî íàáîðà âåêòîðîâ, òî H èçîìîð�íî

ℓ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî H ñåïàðàáåëüíî è {vn}∞n=1 � ñ÷åòíîå ïëîòíîå

ïîäìíîæåñòâî â H . Âûáðàñûâàÿ, åñëè íóæíî, èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðûå âåêòîðû,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî {vn} ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ (ò.å. ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé) ïëîòíà â H .

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vn} ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà, ïîñòðîèì

èç íåå ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H .

Îáðàòíî, åñëè S = {en}∞n=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H , òî ïî òåîðåìå Ïàðñåâàëÿ

ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ en ïëîòíî â H . Òî æå ñàìîå âåðíî

è äëÿ ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ âåêòîðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý�-

�èöèåíòàìè, à ýòî ìíîæåñòâî óæå ñ÷åòíî. Òåì ñàìûì, H ñåïàðàáåëüíî. Ïóñòü, òåïåðü, H
ñåïàðàáåëüíî è S = {en}∞n=1 � åãî ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. �àññìîòðèì îòîá-

ðàæåíèå

U : H → ℓ2, v 7→ {〈en, v〉}∞n=1.

Èç òåîðåìû Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ñþðúåêòèâ-

íî, à ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî óíèòàðíî, ò.å. U � èçîìîð�èçì H íà ℓ2.
Åñëè áàçèñ S ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N ýëåìåíòîâ, òî ýòî æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò,

÷òî H èçîìîð�íî C
N
. �

Ïðèìåð 5.1 (�ÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè.). �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ãèëüáåðòî-

âà ïðîñòðàíñòâà H = L2(0, 2π). Âûáåðåì â íåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, çàäàâàåìûé

�óíêöèÿìè

ϕn(x) =
1√
2π
einx, n ∈ Z.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ â òîì, ÷òî {ϕn} äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïîëíîòó ýòîé ñèñòåìû (åå îðòîíîðìèðîâàí-

íîñòü î÷åâèäíà). Ïîêàæåì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ g ∈ L2(0, 2π) îðòîãîíàëüíà
âñåì �óíêöèÿì ϕn, ò.å. 〈einx, g〉 = 0 äëÿ âñåõ n ∈ Z, òî g = 0. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî g îðòîãîíàëüíà âñåì ïåðèîäè÷åñêèì íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìûì �óíêöèÿì ϕ ∈ C1
per

[0, 2π]. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òàêèõ �óíêöèé ϕ èõ ðÿä

Ôóðüå

∑

n∈Z

cne
inx, cn =

1√
2π

∫ 2π

0

ϕ(x)e−inxdx,

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè ϕ, ïîýòîìó åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî 〈ϕ, g〉 = 0. Íî, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, �óíêöèè èç C1
per

[0, 2π] ïëîòíû â L2(0, 2π),
ïîýòîìó �óíêöèÿ g îðòîãîíàëüíà âñåìó ïðîñòðàíñòâó L2(0, 2π). Ñëåäîâàòåëüíî, g = 0.
Èòàê, {ϕn}n∈Z åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 2π), ïîýòîìó èç

òåîðåìû Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò, ÷òî ðÿä Ôóðüå ëþáîé �óíêöèè èç L2(0, 2π) ñõîäèòñÿ ê íåé

ïî íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
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5.2. Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü H1, H2 � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Áóäåì âðå-

ìåííî îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû èõ ïðÿìîé ñóììû H1⊕H2 ÷åðåç u1⊕u2, ãäå u1 ∈ H1, u2 ∈ H2.

Äëÿ v1 ∈ H1, v2 ∈ H2 îáîçíà÷èì ÷åðåç v1⊗v2 áèëèíåéíóþ �îðìó íà ïðîñòðàíñòâå H1⊕H2,

çàäàâàåìóþ ðàâåíñòâîì

(v1 ⊗ v2)(u1 ⊕ u2) = 〈v1, u1〉〈v2, u2), ãäå u1 ∈ H1, u2 ∈ H2.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà �îðìàõ óêàçàííîãî âèäà ïîñðåäñòâîì

〈v1 ⊗ v2, v
′
1 ⊗ v′2〉 = 〈v1, v′1〉〈v2, v′2〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ëèíåéíóþ îáîëî÷êó (ò.å. ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé)

�îðì òàêîãî âèäà è ïðîäîëæèì íà íåãî ââåäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ëèíåéíîñòè.

Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ H1 èH2.

Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà E, ò.å. íå
çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà èç E â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè �îðì âè-

äà v1 ⊗ v2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè w =∑N
i=1 ci(ui ⊗ vi) � êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ íóëåâóþ �îðìó íà

H1 ⊕ H2, òî åå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ëþáîé �îðìîé z èç E ðàâíî íóëþ. Òàê êàê

�îðìà z ∈ E, òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

z =
n∑

k=1

ak(xk ⊗ yk), ãäå xk ∈ H1, yk ∈ H2.

Òîãäà ïîëó÷àåì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

〈w, z〉 =
n∑

k=1

N∑

i=1

akci〈ui ⊗ vi, xk ⊗ yk〉 =
n∑

k=1

N∑

i=1

ak〈ciui, xk〉〈vi, yk〉 =

=
n∑

k=1

N∑

i=1

ak(ciui ⊗ vi)(xk ⊕ yk) =
n∑

k=1

akw(xk ⊕ yk) = 0.

ãäå w(xk ⊕ yk) = 0, ïîñêîëüêó w ïî óñëîâèþ çàäàåò íóëåâóþ �îðìó íà H1 ⊕H2. Ïîêàæåì

òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà E ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî. Ïóñòü

w =
∑N

i=1 ci(ui⊗ vi) � ïðîèçâîëüíàÿ �îðìà èç E. Âåêòîðû {ui}Ni=1 è {vi}Ni=1 ïîðîæäàþò ëè-

íåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊂ H1 è V ⊂ H2, ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì â ýòèõ ïîäïðîñòðàí-

ñòâàõ îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû {ϕi}Ni=1 è {ψi}Ni=1 ñîîòâåòñòâåííî è ðàçëîæèì âåêòîðû

ui è vi ïî ýòèì áàçèñàì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ui =
N∑

j=1

aijϕj, vi =
N∑

j=1

bijψj ,

òàê ÷òî

w =

N∑

i=1

N∑

j=1

cij(ϕi ⊗ ψj)

ñ íåêîòîðûìè êîý��èöèåíòàìè cij . Òîãäà

〈w,w〉 =
〈∑

i,j

cij(ϕi ⊗ ψj),
∑

k,l

ckl(ϕk ⊗ ψl)

〉
=

=
∑

i,j

∑

k,l

cijckl〈ϕi, ϕk〉〈ψj , ψl〉 =
∑

ij

|cij |2 ≥ 0.

Êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî 〈w,w〉 = 0, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå cij = 0, ò.å. w = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî.
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Îïðåäåëåíèå 5.2. �èëüáåðòîâî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå H1 ⊗ H2 åñòü ïîïîëíåíèå àë-

ãåáðàè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ E ïî ââåäåííîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè {ui}∞i=1 è {vj}∞j=1 � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî, òî {ui⊗vj}∞i,j=1 åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè H1 ⊗H2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèñòåìà {ui ⊗ vj} ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, îðòîíîðìèðîâàííîé â

H1 ⊗ H2, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà S ýëåìåíòîâ {ui ⊗
vj} ñîäåðæèò àëãåáðàè÷åñêîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå E. Ïóñòü �îðìà w = u ⊗ v ∈ E,
ãäå u ∈ H1, v ∈ H2. Òàê êàê {ui} è {vj} ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè â ïðîñòðàíñòâàõ H1 è H2

ñîîòâåòñòâåííî, òî

u =

∞∑

i=1

aiui, v =

∞∑

j=1

bjvj ,

ïðè÷åì

∑
i |ai|2 < ∞ è

∑
i |bi|2 < ∞, à òîãäà è

∑
ij |aibj | < ∞. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ïàðñå-

âàëÿ ðÿä ∑

i,j

aibj(ui ⊗ vj)

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó èç S. Íî ýòîò âåêòîð äîëæåí ñîâïàäàòü ñ w, ïîñêîëüêó
∥∥∥∥u⊗ v −

N1∑

i=1

N2∑

j=1

aibj(ui ⊗ vj)

∥∥∥∥ → 0

ïðè N1, N2 → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ S. �
Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 5: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�.
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6. Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

6.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì.

Ïðèìåð 6.1 (Ïðîñòðàíñòâî L∞(R)). Ïðîñòðàíñòâî L∞(R) ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè (îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà) èçìåðèìûõ �óíêöèé f íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
R, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî |f(x)| < C ïî÷òè âñþäó ïî

ìåðå Ëåáåãà. Íàèìåíüøàÿ èç òàêèõ êîíñòàíò C íàçûâàåòñÿ íîðìîé f è îáîçíà÷àåòñÿ

‖f‖∞.

Ïðîñòðàíñòâî L∞(R) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ñ íîðìîé ‖ · ‖∞. Îíî ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Cb(R) îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà R è îãðàíè÷åíèå íîðìû ‖·‖∞ íà Cb(R)
ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé sup-íîðìîé

‖f‖Cb(R) = sup
x∈R

|f(x)|

íà Cb(R). Î÷åâèäíî, ïîäïðîñòðàíñòâî Cb(R) ïëîòíî â L
∞(R).

�àññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî C
�n

(R), ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà R ñ êîì-

ïàêòíûìè íîñèòåëÿìè. Ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖∞, êîòîðîå, îäíàêî,
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Åãî ïîïîëíåíèå ïî íîðìå ‖ · ‖∞ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì C0(R)
íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà R, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðèìåð 6.2 (Ïðîñòðàíñòâî Lp(M, dµ).). Ïóñòü (M,R, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Ïðè
p ≥ 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp(M, dµ) ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (îòíîñèòåëüíî

ìåðû µ) èçìåðèìûõ �óíêöèé íà M , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖p :=
(∫

M

|f(x)|pdµ(x)
)1/p

<∞.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) åñëè f, g ∈ Lp(M, dµ), òî ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖G‖p (íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî);

(2) åñëè p, q, r � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ≥ 1, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì 1/r = 1/p +
1/q, òî ïðîèçâåäåíèå fg �óíêöèé f ∈ Lp(M, dµ) è g ∈ Lq(M, dµ) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Lr(M, dµ) è ‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q (íåðàâåíñòâî �åëüäåðà);

(3) ïðîñòðàíñòâî Lp(M, dµ) ïîëíî (òåîðåìà �èññà-Ôèøåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �èññà-Ôèøåðà. Ïóñòü {fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â Lp
.

Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêóþ, ÷òî ‖fn − fn+1‖p ≤ 2−n
. Ââåäåì

gm(x) =

m∑

n=1

|fn(x)− fn+1(x)|.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gm} ìîíîòîííà. Ïîñêîëüêó ‖gm‖p ≤
∑∞

n=1 ‖fn(x)− fn+1(x)‖p ≤ 1, òî
ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò g∞ ∈ Lp

. Íî òîãäà |g∞(x)| <
∞ ïî÷òè âñþäó. Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fm+1(x) = f1(x)−

∑m
n=1(fn(x)− fn+1(x)) ñõî-

äèòñÿ ïîòî÷å÷íî ïî÷òè âñþäó ê íåêîòîðîé �óíêöèè f(x). Ïðè ýòîì ïî íåðàâåíñòâó Ìèí-

êîâñêîãî ‖fm+1‖p ≤ ‖f1‖p + ‖g∞‖p, òàê ÷òî ïî òåîðåìå î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè

f ∈ Lp
. �

Èç ïðèâåäåííûõ ñâîéñòâ âûòåêàåò, ÷òî Lp(M, dµ) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ

íîðìîé ‖f‖p.
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Ïðèìåð 6.3 (Ïðîñòðàíñòâî ℓp.). Ïóñòü x = {xn}∞n=1 îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïî àíàëîãèè ñ ïðîñòðàíñòâàìè �óíêöèé ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëå-

äóþùèå ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

ℓ∞ =
{
x : ‖x‖∞ = sup

n
|xn| <∞

}
;

ℓp =
{
x : ‖x‖p :=

( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

<∞
}
, p ≥ 1,

c0 =
{
x : lim

n→∞
xn = 0

}
⊂ ℓ∞,

c
�n

=
{
x : xn = 0 äëÿ âñåõ n, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà.

}

Î÷åâèäíî, c
�n

⊂ ℓp ⊂ c0 ⊂ ℓ∞. Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðîñòðàíñòâà ℓ∞ è c0 áàíàõîâû ñ íîðìîé ‖ · ‖∞. Ïðîñòðàíñòâî ℓp áàíàõîâî ñ íîðìîé ‖ · ‖p.
Ïðîñòðàíñòâî c

�n

ïëîòíî â ℓp (ïî íîðìå ‖ · ‖p, p < ∞) è ïëîòíî â c0 (ïî íîðìå ‖ · ‖∞).
Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ c

�n

, ñîñòîÿùèõ ëèøü èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïëîòíî

â ℓp è â c0. Ïîñêîëüêó ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, ℓp è c0 ñåïàðàáåëüíû. Ïðîñòðàíñòâî ℓ∞ íå

ñåïåðàáåëüíî.

6.2. Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(X, Y )
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ T : X → Y , äåéñòâóþùèõ

èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y . Ââåäåì â B(X, Y )
îïåðàòîðíóþ íîðìó, ïîëàãàÿ

‖T‖ = sup
v∈X\0

‖Tv‖Y
‖v‖X

.

Ýòî ïðåâðàùàåò B(X, Y ) â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïðîñòðàíñòâî B(X, Y ) áàíàõîâî, åñëè Y áàíàõîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè {Tn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â B(X, Y ), òî
ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Y òàêîé, ÷òî ‖Tn − T‖ → 0 ïðè

n → ∞. Äëÿ ëþáîãî v ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tnv}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Êîøè â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå Y . Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {Tnv} ñõîäèòñÿ

ïðè n→ ∞ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó w ∈ Y . Ïîëîæèì Tv := w. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì

îïåðàòîð T , î÷åâèäíî, ëèíååí. Ïîêàæåì, ÷òî îí òàêæå îãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, òàê

êàê {Tn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå B(X, Y ),
òî îíà îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì n
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
‖v‖≤1

‖Tnv‖
‖v‖ = ‖Tn‖ ≤ C,

îòêóäà ‖Tnv‖ ≤ C ïðè ëþáîì n è ëþáîì v ñ íîðìîé ‖v‖ ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Tv‖ ≤ C
ïðè ëþáîì v ñ íîðìîé ‖v‖ ≤ 1, ò.å. îïåðàòîð T îãðàíè÷åí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ‖T − Tn‖ → 0 ïðè n→ ∞, çàìåòèì, ÷òî

‖(T − Tn)v‖ = lim
m→∞

‖(Tm − Tn)v‖,

ïîýòîìó

‖(T − Tn)v‖
‖v‖ = lim

m→∞

‖(Tm − Tn)v‖
‖v‖ ≤ lim

m→∞
‖Tm − Tn‖,

ò.å. ‖T − Tn‖ ≤ limm→∞ ‖Tm − Tn‖. Òàê êàê ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæíî

ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n, òî ‖T − Tn‖ → 0 ïðè n→ ∞. �
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Îïðåäåëåíèå 6.2. Îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Y èç íîðìèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà X â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ èçîìîð�èçìîì, åñëè T
ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ñ îãðàíè÷åííûì îáðàòíûì. Åñëè ýòîò îïåðàòîð

ê òîìó æå ñîõðàíÿåò íîðìó, òî îí íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé.

Íàïðèìåð, ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ÷òî ëþáîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçî-

ìåòðè÷íî ℓ2.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Äâå íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâà-

þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1 è C2 òàêèå,

÷òî

C1‖v‖1 ≤ ‖v‖2 ≤ C2‖v‖1.
Íàïðèìåð, âñå ñëåäóþùèå íîðìû â Rn

ýêâèâàëåíòíû:

‖(x1, . . . , xn)‖2 =
( n∑

i=1

|xi|2
)1/2

,

‖(x1, . . . , xn)‖1 =
n∑

i=1

|xi|,

‖(x1, . . . , xn)‖∞ = max{|xi|}ni=1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà c
�n

ïî íîðìå ‖ · ‖1 ñîâïàäàåò ñ c0, à åãî

ïîïîëíåíèå ïî íîðìå ‖ · ‖p åñòü ℓp.
6.3. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû. Â Ïðåäëîæåíèè 6.1 èç

ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B(X, Y ) îãðàíè÷åííûõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y ñàìî ÿâëÿåò-

ñÿ áàíàõîâûì. Â ñëó÷àå, êîãäà Y = C, ïðîñòðàíñòâî B(X,C) ñîñòîèò èç îãðàíè÷åííûõ

ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ f : X → C è íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì X∗
ê

ïðîñòðàíñòâó X . Íàïîìíèì, ÷òî íîðìà îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà f ∈ X∗

îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

‖f‖ = sup
v∈X, ‖v‖≤1

|f(v)|.

Ïðèìåð 6.4 (Ïðîñòðàíñòâî Lp
.). Ïóñòü 1 < p < ∞ è 1/p + 1/q = 1. Åñëè f ∈ Lp(R) è

g ∈ Lq(R), òî ïî íåðàâåíñòâó �åëüäåðà fg ∈ L1(R) è ïîòîìó îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫

R

f(x)g(x)dx.

Ñîïîñòàâèì �óíêöèè g ∈ Lq(R) ëèíåéíûé �óíêöèîíàë

G(f) =

∫

R

f(x)g(x)dx

íà ïðîñòðàíñòâå Lp(R). Ïî íåðàâåíñòâó �åëüäåðà G ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì

�óíêöèîíàëîì íà Lp(R) ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé ‖g‖q.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî: ëþáîé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà

Lp(R) èìååò âèä f 7→ G(f) äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè g ∈ Lq(R). Êðîìå òîãî, ðàçíûì �óíê-

öèÿì èç Lq(R) îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå �óíêöèîíàëû íà Lp(R), ò.å. îòîáðàæåíèå

Lq(R) ∋ g 7→ G ∈ Lp(R)∗

óñòàíàâëèâàåò ëèíåéíóþ èçîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà Lq(R) íà ïðîñòðàíñòâî Lp(R)∗. Èíà÷å
ãîâîðÿ, Lp(R)∗ = Lq(R). Â ñëó÷àå p = 2 èìååì q = 2 è L2(R)∗ = L2(R), ò.å. ïðîñòðàíñòâî
L2(R) ñîïðÿæåíî ñàìîìó ñåáå. Èç ëåììû �èññà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

ëþáûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ïðèìåð 6.5 (Ïðîñòðàíñòâà c0 è ℓ
p
.). Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî c0 ñîñòîèò èç ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xn}∞n=1 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ. Åñëè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü f = {fn}∞n=1 ïðèíàäëåæèò ℓ1, òî åé ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëèíåéíûé �óíê-

öèîíàë

F (x) =

∞∑

n=1

fnxn

íà ïðîñòðàíñòâå c0 ñ íîðìîé, ðàâíîé
∑∞

n=1 |fn|.
Ïîêàæåì, ÷òî âñå îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû íà c0 èìåþò óêàçàííûé âèä.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f ∈ c∗0 è e
n
� âåêòîð èç c0, ó êîòîðîãî íà n-îì ìåñòå ñòîèò 1, à íà

îñòàëüíûõ ìåñòàõ íóëè. Ïîëîæèì

fn := f(en)

è

SN =
N∑

n=1

′

|fn|
fn

en,

ãäå �øòðèõ� ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî â íåé íóæíî îïóñòèòü âñå ÷ëåíû ñ fn = 0. Èíà÷å
ãîâîðÿ,

SN =

( |f1|
f1
,
|f2|
f2
, . . .

|fN |
fN

, 0 . . .

)

(ãäå îïóùåíû ÷ëåíû ñ fn = 0). Òîãäà SN ∈ c0 è ‖SN‖c0 = 1. Òàê êàê

f(SN) =

N∑

n=1

|fn|

è

|f(SN)| ≤ ‖SN‖c0‖f‖c∗0 = ‖f‖c∗0 ,
òî

‖f‖c∗0 ≥
N∑

n=1

|fn|.

Ñëåäîâàòåëüíî, è

∞∑

n=1

|fn| ≤ ‖f‖c∗0 ,

îòêóäà

∑∞
n=1 |fn| <∞, ò.å.

F (x) :=

∞∑

n=1

fnxn

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàí-

ñòâå c0. Áîëåå òîãî, F ñîâïàäàåò ñ f íà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ âåêòîðîâ en. Òàê
êàê òàêèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïëîòíû â c0, òî F = f . Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé îãðàíè÷åí-
íûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë èç c∗0 ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç ℓ1. Ïðè ýòîì íîð-

ìû â c∗0 è ℓ
1
ñîâïàäàþò, ò.å. c∗0 = ℓ1. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî (ℓ1)∗ = ℓ∞.

6.4. �å�ëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X∗
, ñîïðÿæåííîå

ê áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó X , ñíîâà ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì, òî è âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî (X∗)∗ = X∗∗
òàêæå áàíàõîâî. Â Ïðèìåðå 6.5 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ìû

ïîêàçàëè, ÷òî c∗0 = ℓ1, à (ℓ1)∗ = ℓ∞, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðûì ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì ê ïðîñòðàíñòâó c0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ℓ
∞ ∋ c0.
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Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñîïîñòàâèì âåêòîðó v ∈ X
ëèíåéíûé �óíêöèîíàë v∗ íà ïðîñòðàíñòâå X∗

(ò.å. v∗ ∈ X∗∗
), çàäàâàåìûé �îðìóëîé

X∗ ∋ f 7→ v∗(f) := f(v).

Îòîáðàæåíèå v 7→ v∗ çàäàåò èçîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà X íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â X∗∗
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

|v∗(f)| = |f(v)| ≤ ‖f‖X∗‖v‖X;
òî v∗ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì íà X∗

ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé

‖v‖X : ‖v∗‖X∗∗ ≤ ‖v‖X . Èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà (êîòîðóþ ìû äîêàæåì íà ñëåäóþùåé

ëåêöèè) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäàííîãî v ∈ X âñåãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèîíàë f0 ∈ X∗
òàêîé,

÷òî

‖f0‖X∗ = 1 è f0(v) = ‖v‖X.
Ïîýòîìó

‖v∗‖X∗∗ = sup
f : ‖f‖X∗=1

|v∗(f)| ≥ |v∗(f0) = ‖v‖X;

÷òî âìåñòå ñ äîêàçàííûì âûøå ïðîòèâèïîëîæíûì íåðàâåíñòâîì äàåò ‖v∗‖X∗∗ = ‖v‖X.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå v 7→ v∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé X íà îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

â ïðîñòðàíñòâå X∗∗
. �

Îïðåäåëåíèå 6.4. Åñëè îòîáðàæåíèå X → X∗∗
, v 7→ v∗, ïîñòðîåííîå â ïðåäûäóùåì

Ïðåäëîæåíèè, ñþðúåêòèâíî, ò.å. X èçîìåòðè÷íî X∗∗
, òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íà-

çûâàåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì.

Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà Lp(R) ñ 1 < p <∞ ðå�ëåêñèâíû, à ïðîñòðàíñòâî c0 íå ðå�ëåê-
ñèâíî, ïîñêîëüêó c∗∗0 = ℓ∞ ⊃ c0.
Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 6: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�.
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7. Ëåêöèÿ. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà.

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà � òåîðå-

ìó Õàíà�Áàíàõà. Äîêàçàòåëüñòâî íàì ïðèäåòñÿ äåëàòü â äâà øàãà: ñíà÷àëà ìû äîêàæåì

ýòó òåîðåìó äëÿ âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à ïîòîì îáîáùèì åå íà êîì-

ïëåêñíîå.

7.1. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà, âåùåñòâåííûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, p � âåùåñòâåííàÿ

�óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ p(αx + (1 − α)y) ≤ αp(x) +
(1 − α)p(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X, α ∈ [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë,

îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå Y ⊂ X è óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó λ(x) ≤ p(x)
äëÿ âñåõ x ∈ Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé �óíêöèîíàë Λ, îïðåäåëåííûé íà X, òàêîé,

÷òî Λ(x) ≤ p(x) äëÿ âñåõ x ∈ X è Λ(x) = λ(x) äëÿ âñåõ x ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî åñëè

z ∈ X , íî z /∈ Y , òî λ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà z è Y . À ïîòîì

âîñïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèåì ïî ëåììå Öîðíà è ïîêàæåì, ÷òî ïîäîáíûé ïðîöåññ ïîçâîëÿåò

ïðîäîëæèòü λ íà âñå ïðîñòðàíñòâî X .

Ïóñòü Ỹ � ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà Y è z. Ïóñòü λ̃ � ïðîäîëæåíèå λ íà Ỹ , îíî

áóäåò îïèñàíî, êîëü ñêîðî ìû îïðåäåëèì λ̃(z), ò.ê.

λ̃(uz + y) = uλ̃(z) + λ(y), u ∈ R.

Ïóñòü y1, y2 ∈ Y è ïóñòü α, β > 0. Òîãäà

βλ(y1) + αλ(y2) = λ(βy1 + αy2) = (α + β)λ
( β

α+ β
y1 +

α

α + β
y2

)
≤

≤ (α + β)p
( β

α + β
(y1 − αz) +

α

α + β
(y2 + βz)

)
≤

≤ βp(y1 − αz) + αp(y2 + βz).

Çíà÷èò, äëÿ âñåõ α, β > 0 è y1, y2 ∈ Y

1

α

[
−p(y1 − αz) + λ(y1)

]
≤ 1

β

[
p(y2 + βz)− λ(y2)

]
,

à ïîòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå a, ÷òî

sup
y∈Y
α>0

1

α

[
−p(y − αz) + λ(y)

]
≤ a ≤ inf

y∈Y
α>0

1

α

[
p(y + αz)− λ(y)

]
.

Ïîëîæèì òîãäà λ̃(z) = a. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðîäîëæåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó λ̃(x) ≤ p(x) ïðè âñåõ x ∈ Ỹ . Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî λ çà îäèí øàã ìîæåò áûòü

ïðîäîëæåíî íà îäíî èçìåðåíèå.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Öîðíà. Ïóñòü E � íàáîð ðàñøè-

ðåíèé e �óíêöèîíàëà λ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ e(x) ≤ p(x) íà òåõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ,
ãäå îíè îïðåäåëåíû. Ââåäåì â E ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå, ïîëîæèâ e1 ≺ e2, åñëè e2 îïðå-
äåëåíî íà áîëüøåì ìíîæåñòâå, ÷åì e1 è e2(x) = e1(x) òàì, ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû. Ïóñòü
{eα}α∈A � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â E ; ïóñòü Xα � òî ïîäïðîñòðàíñòâî, íà

êîòîðîì îïðåäåëåíî eα. Îïðåäåëèì e íà ∪α∈AXα, ïîëîæèâ e(x) = eα(x), åñëè x ∈ Xα.

Î÷åâèäíî, ÷òî eα ≺ e, òàê ÷òî âñÿêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â E èìååò

âåðõíþþ ãðàíü. Â ñèëó ëåììû Öîðíà E ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò Λ, îïðåäåëåí-
íûé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X ′

è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Λ(x) ≤ p(x) ïðè x ∈ X ′
. Íî

X ′
äîëæíî ñîâïàäàòü ñî âñåì X , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîãëè áû ïðîäîëæèòü Λ

íà áîëåå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî, äîáàâëÿÿ, êàê è âûøå, åùå îäíî èçìåðåíèå. Ïîñêîëüêó ýòî



25

ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè Λ, äîëæíî áûòü X = X ′
. Çíà÷èò ðàñøèðåíèå Λ îïðåäåëåíî

âñþäó.

7.2. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà, êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, p � âåùåñòâåííàÿ ïî-

ëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ p(αx + βy) ≤
|α|p(x) + |β|p(y) ïðè ëþáûõ x, y ∈ X è ëþáûõ α, β ∈ C òàêèõ, ÷òî |α|+ |β| = 1. Ïóñòü λ
� êîìïëåêñíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå Y ⊂ X è óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ |λ(x)| ≤ p(x) ïðè ëþáîì x ∈ Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíî

ëèíåéíûé �óíêöèîíàë Λ, îïðåäåëåííûé íà X, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ |Λ(x)| ≤ p(x)
ïðè ëþáîì x ∈ X è òàêîé, ÷òî Λ(x) = λ(x) ïðè x ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ℓ(x) = Re{λ(x)}, òàê ÷òî ℓ � âåùåñòâåííî ëèíåéíûé �óíêöè-
îíàë íà Y è, ïîñêîëüêó

ℓ(ix) = Re{λ(ix)} = Re{iλ(x)} = − Imλ(x),

òî λ(x) = ℓ(x) − iℓ(ix). Ò.ê. ℓ � âåùåñòâåííî ëèíååí è p(αx + (1 − α)y) ≤ αp(x) + (1 −
α)p(y) ïðè ëþáîì α ∈ [0, 1], òî ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííî ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå L íà âñå X ,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ L(x) ≤ p(x). Ïîëîæèì Λ(x) = L(x) − iL(ix). Ïî ïîñòðîåíèþ

ýòî � âåùåñòâåííî ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì �óíêöèîíàëà λ. Íî
ïîñêîëüêó Λ(ix) = L(ix)− iL(−x) = iΛ(x), òî Λ � êîìïëåêñíî ëèíååí. Îñòàëîñü äîêàçàòü,

÷òî |Λ(x)| ≤ p(x). Çàìåòèì, ÷òî p(αx) ≤ p(x) äëÿ ëþáîãî α òàêîãî, ÷òî |α| = 1. Îáîçíà÷èì
θ = Arg(Λ(x)). Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà ReΛ = L, èìååì:

|Λ(x)| = e−iθΛ(x) = Λ(e−iθx) = ReΛ(e−iθx) =

= L(e−iθx) ≤ p(e−iθx) ≤ p(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y � åãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, ëèíåéíûé �óíêöèîíàë λ ∈ Y ∗
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé �óíêöèîíàë

Λ ∈ X∗
, ïðîäîëæàþùèé λ è óäîâëåòâîðÿþùèé ‖Λ‖X∗ = ‖λ‖Y ∗

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà, åñëè ïîëîæèòü

p(x) = ‖λ‖Y ∗‖y‖.
Ñëåäñòâèå 7.2. Ïóñòü y � ýëåìåíò íîðìèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà

ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë Λ ∈ X∗
òàêîé, ÷òî Λ(y) = ‖Λ‖X∗‖y‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà y. Ïîëîæèì λ(ay) = a‖y‖. Ïî
ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ ñóùåñòâóåò �óíêöèîíàë Λ, ðàñøèðÿþùèé λ íà âñå X ñ íîðìîé

‖Λ‖X∗ = ‖λ‖Y ∗ = 1, ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò ïî îïðåäåëåíèþ λ. Íî Λ(y) = ‖y‖,
îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ýòîãî Ñëåäñòâèÿ.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 7: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�.
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8. Ëåêöèÿ 8

8.1. Ïðîñòðàíñòâà S è S ′
. Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè ýâ-

êëèäîâûõ: ýòî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, íîðìà â íèõ îïåðåäåëÿåò ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ,

à âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èìååò ïðåäåë. Õîðîøèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ

ïðîñòðàíñòâ äàåò òåîðèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé, êîòîðóþ ìû êðàòêî ðàññìîòðèì çäåñü. Â

îïèñàíèè îáîáùåííûõ �óíêöèé áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî S = S (R) (äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàåì �óíêöèè

îäíîé ïåðåìåííîé) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íî-

ñòè âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áûñòðåå ëþáîé îáðàòíîé ñòåïåíè x (ãîâîðÿò

òàêæå: áûñòðåå ëþáîãî ïîëèíîìà). Ââåäåì â S ñ÷åòíîå ÷èñëî íîðì, îïðåäåëåííûõ êàê

(8.1) ‖φ‖(p) = sup
x∈R
α≤p

(1 + x2)p/2|∂αxφ(x)|, p = 0, 1, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî

(8.2) ‖φ‖(0) ≤ ‖φ‖(1) ≤ ‖φ‖(2) ≤ . . . .

Çàäàäèì ñõîäèìîñòü â S ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé φ1, φ2, . . . èç S ñõîäèòñÿ ê íóëþ,

φk → 0 â S ïðè k → ∞, åñëè äëÿ âñåõ p = 0, 1, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖φk‖(p) → 0 ïðè

k → ∞.

Èíûìè ñëîâàìè: φk → 0 â S ïðè k → ∞, åñëè xβ∂αxφ(x) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè âñåõ

β, α = 0, 1, . . . ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R.

Ïóñòü Sp îçíà÷àåò ïîïîëíåíèå S ïî p-îé íîðìå. Êàæäîå Sp � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

è ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ:

S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ . . . ,

ïðè÷åì êàæäîå âëîæåíèå Sp+1 ⊂ Sp íåïðåðûâíî â ñèëó (8.2). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî

âëîæåíèå âïîëíå íåïðåðûâíî (êîìïàêòíî), ò.å. èç âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà â Sp+1 ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â Sp.

Òåîðåìà 8.1. S � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî è S =
⋂

p≥0 Sp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fk �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ïî êàæäîé èç íîðì ‖ · ‖(p), ÷òî
îçíà÷àåò ÷òî xp∂αx fk(x) → gp,α(x) ïðè k → ∞ è âñåõ p, α = 0, 1, . . . ðàâíîìåðíî ïî x ∈
R. Îáîçíà÷èì g = g0,0 è äîêàæåì, ÷òî g(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è g′ = g0,1.
Äåéñòâèòåëüíî,

fk(x) = fk(0) +

x∫

0

dt f ′
k(t),

è ââèäó ðàâíîìåðíîñòè ñòðåìëåíèÿ f ′
k → g0,1 èìååì

g(x) = g(0) +

x∫

0

dt g0,1(t),

òàê ÷òî g ∈ C1
è g = g0,1. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì, ÷òî gp,α(x) = xp∂αx g(x) è â

òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà S ïðåäåë limk→∞ fk = g. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê S (R) (ò.å. ìíîæåñòâî

íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ íà S (R)), îáîçíà÷àåìîå êàê S ′(R), íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåííûõ �óíêöèé (ðàñïðåäåëåíèé) óìåðåííîãî ðîñòà.
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Â òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé äëÿ çíà÷åíèÿ îáîáùåííîé �óíêöèè f ∈ S ′
íà îñíîâíîé

�óíêöèè ϕ ∈ S ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå

(f, ϕ),

ïðè÷åì â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ çäåñü èìååòñÿ ëèíåéíîñòü ïî

îáîèì àðãóìåíòàì.

Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå S
′
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü: ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îáîáùåííûõ �óíêöèé f1, f2, . . . èç S ′
íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê îáîáùåííîé �óíêöèè

f ∈ S ′
(îáîçíà÷åíèå: fn → f â S ′

ïðè n→ ∞), åñëè äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ S âûïîëíåíî

(fn, ϕ) → (f, ϕ).

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé �óíêöèîíàë f íà S áûë íåïðåðûâåí,

äîëæíà ñóùåñòâîâàòü íîðìà ‖ · ‖(p) òàêàÿ, ÷òî |(f, ϕ)| ≤ C‖ϕ‖(p) äëÿ âñåõ ϕ ∈ S . Â

îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè

{ϕk} â S , òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè äëÿ ëþáîé íîðìû ‖ · ‖(p). À òîãäà

è (f, ϕk) â ñèëó ýòîãî íåðàâåíñòâà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

8.2. Ïðèìåðû îáîáùåííûõ �óíêöèé. Ïðèìåð 1. �åãóëÿðíûå îáîáùåííûå �óíê-

öèè. Ïóñòü g ∈ S . Îïðåäåëèì �óíêöèîíàë g(·) íà S êàê

(8.3) g(ϕ) =

+∞∫

−∞

dx g(x)ϕ(x).

Îí, î÷åâèäíî, ëèíååí è íåïðåðûâåí, ïîñêîëüêó

|g(ϕ)| ≤ ‖g‖L1(R)‖ϕ‖(0).
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî S ⊂ S ′

. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Lq ⊂ S ′
.

Îáîáùåííûå �óíêöèè, çàäàííûå èíòåãðàëîì (8.3), íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ ââåäåííîãî âûøå, èìååì

(8.4) (g, ϕ) =

+∞∫

−∞

dx g(x)ϕ(x).

Îäèí èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé �óíêöèè � �óíêöèÿ Õå-

âèñàéäà:

(8.5) (θ, ϕ) =

+∞∫

0

dxϕ(x) ≡
+∞∫

−∞

dx θ(x)ϕ(x),

ãäå

θ(x) =

{
1, x > 0
0, x < 0

.

Ïðèìåð 2. �ëàâíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ñìûñëå Êîøè. Îïðåäåëèì

(
1

x
, ϕ

)
= lim

ε→+0

∫

|x|>ε

dx
ϕ(x)

x
.

Ýòîò èíòåãðàë êîíå÷åí, ïîñêîëüêó

(
1

x
, ϕ

)
=

∞∫

0

dx
ϕ(x)− ϕ(−x)

x
.
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Áîëåå òîãî,

∣∣∣∣
ϕ(x)− ϕ(−x)

x

∣∣∣∣ ≤
1

x

x∫

−x

dt |ϕ′(t)| ≤ 2‖ϕ‖(1).

Òàê ÷òî

∣∣∣∣
(
1

x
, ϕ

)∣∣∣∣ ≤ 2

1∫

0

dx‖ϕ‖(1) + 2

∣∣∣∣∣

∞∫

1

dx

x2
(xϕ(x))

∣∣∣∣∣ ≤ 4‖ϕ‖(1).

Ïðèìåð 3. Äåëüòà-�óíêöèÿ.Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî äåëüòà-�óíêöèÿ

(Äèðàêà) åñòü íå �óíêöèÿ, à �óíêöèîíàë, çàäàííûé �îðìóëîé

(8.6) (δ, ϕ) = ϕ(0),

ãäå ϕ(x) ∈ S . Ýòî ðàâåíñòâî îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

(8.7)

∫
dx δ(x)ϕ(x) = ϕ(0),

íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèè δ(x) òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî (8.7) íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó (8.7)
åñòü ïðîñòî �îðìàëüíàÿ çàïèñü (8.6). Ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâíîñòü ýòîãî �óíêöèîíàëà

ëåãêî ñëåäóþò èç (8.6).

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 8:

Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�, òîì 1, �Ôóíêöèîíàëü-

íûé àíàëèç�;

Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå�;

È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàä íèìè�, ãë. I;

Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�.


