
• Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð • ¾Ãåîìåòðèÿ è ãðóïïû¿ •
Çàäà÷è.

1. Áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå Z(+).

2. Êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà Z/nZ.
3. Ëþáàÿ ïîäðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû öèêëè÷íà.

4. Â êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäðóï-
ïà ïîðÿäêà d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d|n.

5. Ñêîëüêî ðåøåíèé â êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà n èìååò óðàâíåíèå
gk = 1?

6. D2n ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ îñåâûìè ñèììåòðèÿìè.

7. SL(2,Z) =
〈(
0 −1

1 0

)
,

(
1 1

0 1

)〉
.

8. GL∗(3,Z) =

〈0 0 1

1 0 0

0 1 0


,

0 1 0

1 0 0

0 0 1


,

1 1 0

0 1 0

0 0 1


,

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

〉.
9. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè òðàíñïîçèöèé.

10. Sn = 〈(1, 2), (1, 3), . . . , (1,n)〉.
11. Sn = 〈(1, 2), (1, 2, . . . ,n)〉.
12. S3 èçîìîðôíà D6.

13. S4 èçîìîðôíà ãðóïïå âðàùåíèé êóáà.

14. Òåîðåìà. |Ox| =
|G|

|Gx|
.

15. Îïèøèòå âñå âðàùåíèÿ êóáà ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ.

16. Äîêàæèòå, ÷òî |Xg| =
∣∣Xg ′∣∣, ãäå g è g ′ � ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû.

17. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 57 ðàçëè÷íûõ (îòëè÷àþùèõñÿ ïðè âñåâîç-
ìîæíûõ âðàùåíèÿõ) ðàñêðàñîê êóáà â òðè öâåòà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè ãðóïïà åãî ñèì-
ìåòðèé òðàíçèòèâíà íà ôëàãàõ (äàëåå, ôëàã � Î-Ã-Ð-Â).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè âñå åãî ãðàíè �
ðàâíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè, è â êàæäîé åãî âåðøèíå ñõîäèòñÿ îäíî è òî
æå ÷èñëî ðåáåð.

18. Äîêàæèòå, ÷òî äâà îïðåäåëåíèÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ýêâèâàëåíòíû
äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

19. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðàâèëüíîì ìíîãîãðàííèêå ñ öåíòðîì â òî÷êå O, òàêîì,
÷òî â êàæäîé åãî âåðøèíå ñõîäÿòñÿ k ãðàíåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ � ïðàâèëüíûé
l � óãîëüíèê, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

Î̂Ð =
π

2
, Î̂Ã =

π

l
, Î̂Â =

π

k
,

ãäå Î̂Ð, Î̂Ã, Î̂Â � äâóãðàííûå óãëû ìåæäó ïëîñêîñòÿìè òðåõãðàííîãî óãëà
(ÎÃ,ÎÂ,ÎÐ), ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó.

20. Íàéäèòå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â Z = 〈2, 3,−2,−3〉.



21. Ïóñòü G =
〈
S∨ S−1

〉
. Ðàññòîÿíèå d(g1,g2) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áóêâ â

çàïèñè ñëîâà g−11 g2. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå çàäàåò ìåòðèêó.

22. Äîêàæèòå, ÷òî êðàò÷àéøåå (ïî ðåáðàì öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè) ðàññòîÿíèå
äî òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè (m,n) îò íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî |m|+ |n|.

23. Åñëè R(q) � êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê âíóòðè êðóãà ðàäèóñà q, òî

π(q−
√
2)2 6 R(q) 6 π(q+

√
2)2

.

24. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè ãðàô Êýëè ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ äâóìÿ
îáðàçóþùèìè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé?

25. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äåéñòâèè íà ñôåðå ñâîáîäíîé ãðóïïû 〈A,B,a,b〉 âåðíî

S3 = E(T) t Â(T) t B̂(T) t â(T) t b̂(T).

26. Ïóñòü G =


1 a c

0 1 b

0 0 1

 : a,b, c ∈ Z

 � ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà. Äîêàæèòå, ÷òî

G =

〈
s =

1 1 0

0 1 0

0 0 1


, t =

1 0 0

0 1 1

0 0 1


,u =

1 0 1

0 1 0

0 0 1

〉
.

Êðîìå òîãî, su = us, tu = ut, u = sts−1t−1 � îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîé
ãðóïïå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ðîñòà � êîëè÷åñòâî ñëîâ (çàâèñÿùåå îò n), ðàçóìíàÿ
çàïèñü êîòîðûõ ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç n ñèìâîëîâ.

27. Íàéäèòå ôóíêöèþ ðîñòà â ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà.

28. Íàðèñóéòå ãðàô Êýëè â ãðóïïå S3
(a) ñ îáðàçóþùèìè 〈(1, 2), (2, 3)〉;
(b) ñ îáðàçóþùèìè 〈(1, 2), (2, 3), (3, 1)〉.

29. * Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãðóïïû, ãðàôîì Êýëè ê êîòîðîé áóäåò ãðàô
Ïåòåðñîíà.

Îáîçíà÷åíèÿ.

Z(+) � ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.
Z/nZ � ãðóïïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ïî ñëîæåíèþ.
SL(2,Z) � ãðóïïà ìàòðèö 2× 2 ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì.
GL∗(3,Z) � ãðóïïà ìàòðèö 3× 3 ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì ±1.
Sn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê n− ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
D2n � ãðóïïà äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî n− óãîëüíèêà (ãðóïïà Äèýäðà).
Ox � îðáèòà ýëåìåíòà x.
Gx � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà x.
Xg � ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ gx = x.
T � òðàíñâåðñàëü(ìíîæåñòâî, ñîääåðæàùåå ðîâíî îäíó òî÷êó èç êàæäîé îðáè-

òû).
Â � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû < A,a,B,b >, ðàçóìíàÿ çàïèñü

êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ A.


