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РЕФЕРАТ 

 

Отчет 267 с., 1 ч., 28 рис., 20 табл., 293 источника. 

ТЕОРИЯ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ, ТЕОРИЯ КОЛЛЕКТИВНОГО ВЫБОРА, 

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ, ТЕОРИЯ ИГР, СЕТЕВОЙ И КЛАСТЕРНЫЙ 

АНАЛИЗ ДАННЫХ, ТЕОРИЯ ФУНКЦИЙ ДОВЕРИЯ, АНАЛИЗ РИСКА, 

АНАЛИЗ ПАТТЕРНОВ 

Объектами исследования были модели и методы многокритериального 

принятия решений, теории коллективного выбора, теории функций доверия, 

сетевого анализа данных, анализа паттернов, модели в социально-

экономических и банковских системах, математические модели специализа-

ций в абстрактных системах и динамические модели распространения.  

Целью проекта были разработка и исследование новых методов анализа 

данных и принятия решений с приложениями к различным задачам социаль-

но-экономической сферы. Особенности областей возможных применений 

диктуют необходимость работы с большими объемами сложно структуриро-

ванных данных, учёт «человеческого фактора» (использование теоретико-

игровых моделей, учет предпочтений и влияний, и т.д.), неопределенности 

и/или неточности условий и данных, многокритериальность принимаемых 

решений и т.п. 

В частности, целями исследований были: 

‒ задача построения работоспособного инструментария для анализа выгодно-

сти для частных инвесторов капиталовложений (инвестиций) в проекты, 

связанные с развитием транспортной инфраструктуры; 

‒ исследование задач теории расписания в турнирах; 

‒ исследование конкурентной кооперации в Арктике; 

‒ развития теории интервальных оценок замещений критериев, в частности 

анализ чувствительности таких оценок; 

‒ эмпирическое исследование устойчивости агрегированных рейтингов; 



5 

‒ исследование мер конфликта, индуцированных правилами комбинирования 

свидетельств в рамках теории функций доверия; 

‒ исследование структур мер конфликта в рамках теории функций доверия; 

‒ исследования степени манипулируемости правил агрегирования предпоч-

тений; 

‒ анализ метолов валидации моделей оценки вероятности дефолта; 

‒ исследование критического уровня мошенничества в банковской системе с 

помощью агентно-ориентированного подхода; 

‒ исследование по сетевому анализу данных, в частности анализ вычисли-

тельной сложности сетевых индексов ближнего и дальнего взаимодействия 

и построение быстрых алгоритмов их вычисления; 

‒ оценка непрямого влияния в сетевых структурах; 

‒ анализ международной миграции; 

‒ анализ межстрановой торговли продовольствием; 

‒ анализ террористических сообществ; 

‒ анализ сообщества экономистов и построение рейтингов экономических 

журналов; 

‒ развитие методов анализа паттернов; 

‒ разработка новых алгоритмов частотного оценивания структурной сложно-

сти графов; 

‒ исследования по кластерному анализу данных; 

‒ исследование моделей распространения загрязнений на поверхности водо-

емов; 

‒ исследование моделей специализации в абстрактных системах. 

Методологической основой исследований были теория игр и теория 

многокритериального принятия решений, теория коллективного и индивиду-

ального выбора, теория функций доверия, интеллектуальный и сетевой ана-

лиз данных. Основными методами исследований были методы оптимизации, 
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анализа данных, методы теории вероятностей, методы поиска решений на се-

тях, методы кластеризации и др. 

Для прикладных исследований использовались данные и открытые базы 

данных из различных источников. Некоторые исследования были выполнены 

численно с использование различного прикладного программного обеспече-

ния. Другие исследования подразумевали и сопровождались разработкой 

комплексов прикладных программ. 

В ходе выполнения проекта получены следующие новые теоретические 

и прикладные результаты: 

‒ математически поставлены задачи об оценке окупаемости требуемых инве-

стиций в строительство транспортного узла в какой–либо конкретной точке 

региона и об оценке срока  окупаемости этих инвестиций; показано, что обе 

задачи, которые формулируются как задачи отыскания максимума функции 

максимина, сводятся к задаче квадратичного программирования, в то время 

как отыскание наиболее неблагоприятного сценария формирования рыноч-

ных транспортных тарифов на перевозки грузов сводится к решению задач 

линейного программирования, образующих двойственную пару; 

‒ сформулированы и доказаны проверяемые достаточные условия конкурен-

тоспособности тарифов на услуги транспортного узла в условиях рынка, ко-

торые использованы при формулировке систем ограничений в обеих зада-

чах; 

‒ в рамках исследования теории расписаний в турнирах для случаев трех и 

четырех участников в одном матче построены обобщения стандартного 

расписания и расписания равных преимуществ; показано, что данные слу-

чаи являются наиболее значимыми с практической точки зрения; 

‒ представлена первая версия концепции платформы для исследования про-

блем и возможностей по кооперации в Арктике на базе моделей конкурент-

ной кооперации в идеологии многоуровнего подхода к декомпозиции слож-

ных кибер-физических систем; 
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‒ в рамках теории многокритериального выбора предложен и исследован 

подход к анализу чувствительности недоминируемых альтернатив к изме-

нению границ интервалов неопределенности замещения, где альтернативы 

выбираются на основе интервальных данных оценок замещения критериев; 

‒ в рамках анализа способов выбора оптимальных вариантов и процедур 

ранжирования альтернатив выполнено эмпирическое исследование устой-

чивости агрегированных рейтингов, строящихся с помощью ординальных 

методов, основанных на парных сравнениях по правилу большинства; 

‒ в рамках теории функций доверия исследованы меры конфликта, индуци-

рованных конъюнктивными и дизъюнктивными правилами комбинирова-

ния свидетельств; рассмотрены условия согласования правил комбинирова-

ния с мерами конфликта; 

‒ в рамках теории функций доверия показано, что в конъюнктивных мерах 

конфликта можно выделить метрическую и энтропийную составляющие; 

исследованы свойства изменений этих составляющих при комбинировании 

свидетельств; 

‒ в рамках исследования степени манипулируемости правил агрегирования 

предпочтений предложена и исследована модель индивидуального и коали-

ционного манипулирования правил агрегирования предпочтений в одно-

мерной модели формирования предпочтений; для трех альтернатив выявле-

ны минимально манипулируемые группы мажоритарных правил; 

‒ в рамках анализа в банковской сфере рассмотрено применение модели би-

номиального теста коррелированных случайных бинарных величин для за-

дачи проверки точности прогноза количества дефолтов; 

‒ проведена оценка влияния мошеннических операций на уязвимость всей 

финансовой системы; предложен агентно-ориентированной подход к моде-

лированию критических уровней мошеннической деятельности, которые 

делают финансовую систему уязвимой; этот подход применен для исследо-
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вания таких типов мошенничества, как финансовая пирамида и скрытый 

риск; 

‒ на основе разработанных ранее моделей влияния в сетях предложен эффек-

тивный алгоритм вычисления индексов ближних и дальних взаимодейст-

вий; оценена вычислительная сложность этого алгоритма; 

‒ с помощью сетевых моделей проанализированы отношения между страна-

ми на различных уровнях взаимодействия, а именно, выполнен сетевой ана-

лиз: а) международной миграции с 1970 по 2014гг. на основе данных по по-

токам миграции между странами; б) торговли продовольствием; 

в) террористических сообществ; 

‒ проанализирована неоднородность сообщества российских экономистов по 

результатам анкетирования; предложены несколько методов составления 

рейтингов научных журналов по экономике с учетом выявленной неодно-

родности сообщества российских экономистов; 

‒ в рамках исследования паттернов сформулированы и доказаны свойства 

порядково-инвариантной паттерн-кластеризации; эти свойства показывают, 

что для практической реализации порядково-инвариантной и диффузионно-

инвариантной паттерн-кластеризаций могут быть использованы быстрые 

алгоритмы сортировки данных; 

‒ в рамках исследования структурной сложности графа предложен новый, 

вычислительно более мощный вариант частотного алгоритма построения 

семейства дихотомий произвольного графа, что позволяет вычислить такой 

показатель сложности графа, как сцепленность; этот алгоритм применен к 

данным фондового рынка S&P-500 для анализа согласованности его функ-

ционирования; 

‒ проведено экспериментальное сравнение алгоритмов кластеризации, осно-

ванных на методе аффинного распространения (Affinity Propagation) 

с другими алгоритмами кластеризации с точки зрения правильности 

определения количества кластеров и оценки качества полученного 
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разбиения по сравнению с истинным разбиением; численные эксперименты 

проведены на данных с различной степенью смешивания кластеров; 

определена иерархия качества алгоритмов кластеризации, основанных на 

методе аффинного распространения, для разных типов данных; 

‒ разработан вычислительный комплекс, позволяющий моделировать про-

цесс распространения нефти на поверхности Баренцева моря на основе 

агентно-сетевого подхода; 

 ‒ исследованы явные двухуровневые конечно-разностные схемы решения 

одномерных уравнений баротропной газовой динамики; линеаризованы 

схемы на постоянном решении и выведено необходимое условие типа фон 

Неймана и критерий типа CFL для слабой консервативности в �� для соот-

ветствующей задачи на всей прямой; 

‒ предложена и исследована новая фитнес-оптимизационная модель, описы-

вающая влияние факторов окружающей среды на возможности возникнове-

ния репродуктивно-соматической специализации в колониях клеток.  
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ВВЕДЕНИЕ 

В отчете представлены результаты работы в 2018 году сотрудников Ме-

ждународной научно-учебной лаборатории анализа и выбора решений 

(МЛАВР) НИУ ВШЭ над проектом «Современный контекст методов принятия 

решений и анализа данных: человеческий фактор, неопределенность, риски, сете-

вые модели, большие данные».  

В соответствии с техническим заданием были проведены исследования 

в следующих научных направлениях: 

‒ исследование оптимизационных моделей и механизмов; 

‒ исследование моделей выбора и агрегирования; 

‒ анализ моделей банковской сфере; 

‒ разработка и применение методов анализа данных и прогнозирования; 

‒ исследование моделей распространения и развития. 

Работа над проектом этого года стала продолжением исследований, про-

водимых в Международной научно-учебной лаборатории анализа и выбора 

решений в 2017 г. в ходе работы над проектом «Анализ, выбор и принятие 

решений в социально-экономической, политической и финансовой сферах: 

новые модели, методы и алгоритмы» [1]. В частности, в 2017 г. были получе-

ны следующие новые теоретические и прикладные результаты: 

‒ в рамках решения задачи размещения транспортных узлов с подъездными 

путями в некоторой региональной транспортной системе представлена 

классификация моделей используемых при решении подобных задач; пред-

ложена математическая модель, учитывающая наличие существующей 

транспортной системы региона; на основе представленной модели сформу-

лированы оптимизационная (в случае известных цен на транспортировку и 

строительство) и робастная задачи (точные значения цен не известны); обе 

задачи протестированы на данных о транспортной системе части России; 

‒ представлены результаты по модификации, разработанной в 2016 году ма-

тематической модели, и на основе этой модификации сформулирована за-
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дача об оценке: а) требуемого объема инвестирования в проект по строи-

тельству заводов по переработке твердых бытовых отходов в биомассу, ис-

пользуемую как топливо в системах электроснабжения и отопления; 

б) начальных цен двух контрактов на строительство заводов по переработке 

отходов в топливную биомассу в рамках концессионного соглашения меж-

ду частными инвесторами и городскими властями в виде игры трех лиц; до-

казана возможность отыскания точек равновесия Нэша этой игры из реше-

ния трех вспомогательных задач линейного программирования; 

‒ разработана математическая модель и сформулирована оптимизационная 

задача оценки объема инвестиций, необходимых для разработки цепочки 

зарядных станций на автомобильных магистралях при линейных ограниче-

ниях; доказано, что оптимальное решение этой задачи может быть найдено 

из решения вспомогательной задачи смешанного математического про-

граммирования; 

‒ в рамках моделирования предпочтений при помощи функций ценности вы-

делен и исследован новый интересный для приложений специальный вид 

функций, представляющих отношения полного порядка на конечных мно-

жествах – реперные функции; рассмотрены реперные функции полезности 

и реперные функции вредности;  

‒ предложена постановка задачи анализа чувствительности многокритери-

ального выбора к изменению оценок параметрической важности критериев 

и, в частности, к изменению интервалов неопределенности замещений кри-

териев; предложен общий метод проведения такого анализа для отдельных 

недоминируемых альтернатив и для множества альтернатив в целом; 

‒ в рамках сравнительного исследования функций коллективного выбора, за-

висящих от коллективных предпочтений, проведено исследование функций 

коллективного выбора, основанных на принципе устойчивости; для этих 

решений установлены некоторые свойства и их теоретико-множественные 

соотношения; установлены некоторые свойства процедур построения агре-

гированных ранжирований, основанных на рассмотренных правилах; 
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‒ исследованы индексы поляризованности мнений и разнородности предпоч-

тений в группе; проведено сравнение существующих подходов к измерению 

разнообразия и выделены аксиоматические свойства индексов; построены 

новые аксиоматически обоснованные индексы измерения поляризованности 

и разнообразия предпочтений; 

‒ в рамках исследования коалиционного манипулирования при неполной ин-

формации показано, что: а) для правил подсчета очков вероятность коали-

ционного манипулирования равна вероятности индивидуального манипу-

лирования при публичной информации о победителях голосования; 

б) коалиционное манипулирование при неполной информации всегда безо-

пасно для правила относительного большинства и правила вето и может 

быть небезопасно для правила Борда; проведена серия экспериментов для 

вычисления оценок вероятностей коалиционного манипулирования при не-

полной информации; 

‒ на основе 24 200 гипотетических портфелей, отличающихся уровнем риска, 

рассчитан мультипликатор риск-веса, корректирующий требования Базель-

ского комитета для покрытия рисков, возникающих вследствие концентра-

ции портфеля и корреляции вероятности дефолта (PD) и доли потерь при 

дефолте (LGD); 

‒ построена модель вероятности дефолта методом бинарной и категориаль-

ной логистической регрессии на выборке из 192 судоходных компаний 36 

стран за период с 2001 по 2016; 

‒ предложена модель анализа финансовых показателей с помощью процессов 

Хоукса с целью выявления кризисов на фондовом рынке и предупреждения 

их появления; модель протестирована на данных фондового индекса 

S&P500 и валютной пары USD/RUB; 

‒ исследовано агрегирование рекомендаций финансовых аналитиков в рам-

ках теории функций доверия на примере российского фондового рынка; по-

казано, что правила комбинирования, которые широко развиты в теории 
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функций доверия, позволяют агрегировать рекомендации аналитиков с уче-

том исторической надежности источников информации, характера прини-

маемых решений (пессимистичность-оптимистичность), конфликта между 

прогнозами и рекомендациями и т.д.; показано, что полученные агрегиро-

ванные прогнозы в большинстве случаев оказываются точнее консенсус-

прогнозов; 

‒ в рамках анализа международной миграции разработана сетевая модель и 

проанализированы индексы центральности; исследована взаимосвязь чис-

ленности международных мигрантов по странам и социально-

экономических показателей стран (ВВП, уровень образования, интенсив-

ность конфликтов);  

‒ предложены новые модели распределения конфликтных зон между заинте-

ресованными участниками, которая была апробирована для Арктического 

региона; проведен анализ потенциальных конфликтных зон в Баренцевом 

море и их сравнение с распределением, предложенным в международных 

договорах; 

‒ изучены модели распространения нефтепродуктов в море, с помощью ко-

торых будет возможно прогнозировать данный процесс; построена динами-

ческая модель распространения нефти в море с учётом различных природ-

ных факторов на основе предлагаемых нами моделей; разработан вычисли-

тельный комплекс, позволяющий визуализировать процесс распростране-

ния нефти во времени; 

‒ в рамках анализа сети продовольствия проанализированы сети междуна-

родной торговли; выявлены страны, имеющие наибольшее влияние на дру-

гих участников сети по каждой категории продуктов; исследовано измене-

ние со временем ключевых стран в сетях продовольствия; 

‒ на основе предложенных ранее двух новых методов анализа паттернов раз-

работаны численные методы расчета индексов неоднородности инноваци-
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онного развития с использованием данных Глобального индекса иннова-

ций; 

‒ в рамках разработки методов анализа структурной сложности графов рас-

смотрены и исследованы новые модификации алгоритма анализа структур-

ной сложности графа, основанные на нормализованном значении энтропии; 

эта модификация позволила ускорить и увеличить точность вычисления 

сложности данных фондового рынка в задаче прогнозирования кризисных 

периодов; 

‒ исследованы подходы к операционализации полярности в международных 

исследованиях и изучена связь полярности с вероятностью возникновения 

конфликтов. 

Некоторые исследования 2018 года, выполненные в рамках проекта 

«Современный контекст методов принятия решений и анализа данных: чело-

веческий фактор, неопределенность, риски, сетевые модели, большие дан-

ные», являются продолжением исследований прошлого года. Прежде всего, 

речь идет о задаче размещения транспортных узлов, о задаче анализа чувст-

вительности многокритериального выбора к изменению оценок параметриче-

ской важности критериев, о сетевом анализе международной миграции и ме-

ждународной торговли продовольствием, об исследовании модели распро-

странения нефтепродуктов в море, о развитии методов и алгоритмов анализа 

структурной сложности графов. Вместе с тем ряд рассмотренных задач этого 

года являются новыми. Например, задача о составлении оптимальных распи-

саний в турнирах, об исследовании мер конфликта согласованных с правила-

ми комбинирования свидетельств в рамках теории функций доверия, об ана-

лизе вычислительной сложности нахождения индексов ближнего и дальнего 

взаимодействий в сетях и построении быстрых алгоритмов их вычисления, 

об анализе структуры сообщества российских экономистов и т.д. 

Предполагается, что некоторые исследования этого года будут продол-

жены в дальнейшем. 
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Методологической основой исследований являются теория игр и теория 

многокритериального принятия решений, теория коллективного и индивиду-

ального выбора, теория функций доверия, интеллектуальный и сетевой ана-

лиз данных. Основными методами исследований были методы оптимизации, 

анализа данных, методы теории вероятностей, методы поиска решений на се-

тях, методы кластеризации и др. 

Для прикладных исследований использовались данные и открытые базы 

данных из различных источников. Некоторые исследования были выполнены 

численно с использование различного прикладного программного обеспече-

ния. Другие исследования подразумевали и сопровождались разработкой 

комплексов прикладных программ. 

Отчет состоит из 5 разделов, соответствующих основным направлениям 

исследований. 

В первом разделе представлены результаты по исследованию оптимиза-

ционных моделей и механизмов. Эти исследования осуществлялись 

по нескольким направлениям. 

В подразделе 1.1 приведены некоторые результаты решения проблемы 

построения работоспособного инструментария для анализа выгодности для 

частных инвесторов капиталовложений (инвестиций) в проекты, связанные с 

развитием транспортных инфраструктур. В частности, поставлены и проана-

лизированы задачи об оценке окупаемости требуемых инвестиций в строи-

тельство транспортного узла и об оценке срока окупаемости этих инвести-

ций. 

В подразделе 1.2 представлены результаты исследований теории распи-

саний в турнирах. В ходе этих исследований, в частности, построены обоб-

щения стандартного расписания и расписания равных преимуществ для слу-

чаев трех и четырех участников в одном матче. Показано, что данные случаи 

являются наиболее значимыми с практической точки зрения. 

В подразделе 1.3 представлена первая версия концепции платформы для 

исследования проблем и возможностей по кооперации в Арктике на базе мо-
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делей конкурентной кооперации в идеологии многоуровнего подхода к де-

композиции сложных кибер-физических систем. 

Второй раздел отчета содержит результаты исследований моделей вы-

бора и агрегирования. Задачи выбора рассматривались в рамках развития 

теории многокритериального выбора, а также применения теории коллектив-

ного выбора. Задачи агрегирования рассматривались опять-таки в рамках 

теории коллективного выбора для построения агрегированных ранжирований 

альтернатив, а также в рамках теории функций доверия. Полученные резуль-

таты отражены в трех подразделах.  

Так, в подразделе 2.1 в рамках теории многокритериального выбора  

приведены результаты исследований подхода к анализу чувствительности 

недоминируемых альтернатив к изменению границ интервалов неопределен-

ности замещения. 

В подразделе 2.2 в рамках анализа способов выбора оптимальных вари-

антов и процедур ранжирования альтернатив приведены результаты эмпири-

ческого исследования устойчивости агрегированных рейтингов, строящихся 

с помощью ординальных методов, основанных на парных сравнениях по 

правилу большинства.  

В подразделе 2.3 приведены результаты исследования мер конфликта в 

рамках теории функций доверия. В частности, введено и исследовано поня-

тие мер конфликта, индуцированных конъюнктивными и дизъюнктивными 

правилами комбинирования свидетельств. Кроме того, показано, что в конъ-

юнктивных мерах конфликта можно выделить метрическую и энтропийную 

составляющие, которые имеют разный характер изменений при комбиниро-

вании свидетельств. 

Подраздел 2.4 посвящен исследованию степени манипулируемости пра-

вил агрегирования предпочтений. Эта работа ведется на протяжении послед-

них нескольких лет в МЛАВР. В этом году предложена и исследована модель 

индивидуального и коалиционного манипулирования правил агрегирования 

предпочтений в одномерной модели формирования предпочтений. 
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Третий раздел отчета посвящен результатам исследований моделей бан-

ковской сферы. В подразделе 3.1 рассмотрено применение модели биноми-

ального теста коррелированных случайных бинарных величин для задачи 

проверки точности прогноза количества дефолтов.  

В подразделе 3.2 проведена оценка влияния мошеннических операций 

на уязвимость всей финансовой системы. Предложен и частично исследован 

агентно-ориентированной подход к моделированию критических уровней 

мошеннической деятельности, которые делают финансовую систему уязви-

мой.  

В четвертом разделе отчета приведены результаты по разработке и при-

менению методов анализа данных и прогнозирования. Так в подразделе 4.1 

отражены результаты исследований методов сетевого анализа данных и по 

применению этих методов к анализу ряда конкретных сетей. В частности, 

в этом подразделе приведены результаты разработки эффективного алгорит-

ма вычисления индексов ближних и дальних взаимодействий. Кроме того, 

приведены результаты сетевого анализа: а) международной миграции с 1970 

по 2014 гг.; б) торговли продовольствием; в) террористических сообществ. 

В подразделе 4.2 приведены результаты анализа структуры сообщества 

экономистов России и построение рейтингов экономических журналов. В ча-

стности, проанализирована неоднородность сообщества российских эконо-

мистов по результатам проведенного анкетирования. Кроме того, предложе-

ны несколько методов составления рейтингов научных журналов по эконо-

мике с учетом выявленной неоднородности сообщества российских экономи-

стов; 

Подраздел 4.3 посвящен результатам исследования методов анализа пат-

тернов. В частности, в этом подразделе сформулированы и доказаны свойст-

ва порядково-инвариантной паттерн-кластеризации. Эти свойства показыва-

ют, что для практической реализации порядково-инвариантной и диффузи-

онно-инвариантной паттерн-кластеризаций могут быть использованы быст-

рые алгоритмы сортировки данных. 



21 

В подразделе 4.4 описана разработка нового, вычислительно более мощ-

ного варианта частотного механизма оценивания структурной сложности 

графов. Этот алгоритм позволяет вычислить такой показатель сложности 

графа, как сцепленность. Алгоритм применен к данным фондового рынка 

S&P-500 для анализа согласованности его функционирования. 

Подраздел 4.5 посвящен результатам исследований по кластерному ана-

лизу данных. В частности, проведено экспериментальное сравнение алгорит-

мов кластеризации, основанных на методе аффинного распространения 

(Affinity Propagation) с другими алгоритмами кластеризации с точки зрения 

правильности определения количества кластеров и оценки качества 

полученного разбиения по сравнению с истинным разбиением. 

Пятый раздел отчета посвящен результатам исследований моделей рас-

пространения и развития. Наряду с традиционным подходом динамического 

моделирования, основанного на построении систем дифференциальных 

уравнений, в этом разделе представлены результаты, в которых широко при-

меняется агентное моделирование. Так в подразделе 5.1 представлены неко-

торые результаты моделирования процессов распространения нефти на по-

верхности Баренцева моря на основе агентно-сетевого подхода. На основе 

такого подхода разработан вычислительный комплекс по моделированию 

процессов распространения нефти на водной поверхности.  

Кроме того, в этом же подразделе рассмотрены результаты анализа 

двухуровневых конечно-разностных схем решения одномерных уравнений 

баротропной газовой динамики.  

В подразделе 5.2 приведены результаты исследований моделей возник-

новения специализаций в абстрактных системах. Предложена и исследована 

новая фитнес-оптимизационная модель, описывающая влияние факторов ок-

ружающей среды на возможности возникновения репродуктивно-

соматической специализации в колониях клеток. 

Все полученные результаты были своевременно апробированы на пред-

ставительных международных научных конференциях, прошли апробацию 
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на ряде семинаров. Большинство описанных в отчете результатов опублико-

ваны или представлены к публикации.  
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

В ходе выполнения проекта «Современный контекст методов принятия ре-

шений и анализа данных: человеческий фактор, неопределенность, риски, сетевые 

модели, большие данные» были проведены исследования в следующих науч-

ных направлениях: 

‒ исследование оптимизационных моделей и механизмов; 

‒ исследование моделей выбора и агрегирования; 

‒ анализ моделей банковской сфере; 

‒ разработка и применение методов анализа данных и прогнозирования; 

‒ исследование моделей распространения и развития. 

 

1 Исследование оптимизационных моделей и механизмов 

В этом разделе отчета приведены результаты исследований оптимизаци-

онных моделей и механизмов. Работа проводилась в следующих направлени-

ях:  

‒ исследование моделей по оптимальному размещению объектов и привле-

чению частных инвестиций; 

‒ исследование задач теории расписания в турнирах; 

‒ исследование конкурентной кооперации в Арктике. 

 

1.1 Исследование моделей по оптимальному размещению объектов и 

привлечению частных инвестиций1 

1.1.1 Введение 

Развитие региональных инфраструктур является одной из важнейших 

задач в любой стране и требует от ее руководства принятия стратегических 

решений. Такие решения должны базироваться на количественном анализе 

                                           
1
 Результаты этого подраздела отчета были выполнены совместно с Г. Фединым. 
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состояния и проблем развития региона и, как правило, подразумевают как 

строительство новых, так и модификацию успешно функционирующих объ-

ектов и систем, а также перепрофилирование, закрытие и даже ликвидацию 

неэффективно работающих объектов и систем. В свою очередь, такой анализ 

подразумевает разработку соответствующих математических моделей, фор-

мализующих закономерности функционирования существующих и плани-

руемых к введению в эксплуатацию объектов и систем и формулировку на их 

основе математических задач, формализовано описывающих свойства и осо-

бенности предметов моделирования.  

Транспортные инфраструктуры являются примером региональных ин-

фраструктур, для которых такой анализ имеет особую важность, поскольку 

развитие этих инфраструктур осуществляется в рамках крупномасштабных 

проектов и сопряжено со значительными финансовыми затратами админист-

рации региона. Более того, эти затраты, как правило, настолько велики, что 

не могут быть сделаны исключительно за счет бюджета региона и требуют 

привлечения частного капитала для их реализации. Такое привлечение, одна-

ко, возможно, только если администрации региона удается убедить частных 

инвесторов в том, что их инвестиции в развитие транспортной инфраструк-

туры региона в какой-либо форме являются для них выгодными. Поэтому 

создание инструментария для оценки потенциальной прибыли частных инве-

сторов в виде систем поддержки принятия решений, доступного для исполь-

зования, как администрацией региона, так и самими частными инвесторами, 

представляется чрезвычайно важным [2].  

В тоже время именно для транспортных инфраструктур такие системы 

поддержки принятия решений, позволяющие заинтересовать частных инве-

сторов перспективными проектами, принадлежат к числу наиболее сложных, 

прежде всего с точки зрения моделирования функционирования этих инфра-

структур. По этой причине исследования в части разработки математических 

моделей, которые могут быть использованы при построении указанного ин-

струментария для транспортных инфраструктур, являются чрезвычайно акту-



25 

альными и составляют предмет настоящего отчета. Эти модели базируются 

на математических моделях размещения транспортных узлов, которые ранее 

были рассмотрены авторами в отчете лаборатории за 2017 год, а также на но-

вых моделях, предложенных авторами в [2].  

Следует отметить, что, несмотря на экономическую важность проблемы 

построения работоспособного инструментария для анализа целесообразности 

капиталовложений в крупномасштабные проекты для частных инвесторов и 

прежде всего на региональном и федеральном уровне в научной литературе 

ей не уделяется должного внимания. В результате, многие проекты, в кото-

рых нуждаются сегодня регионы, оказываются не реализованными и даже не 

обсуждаются и, насколько известно авторам, развитие транспортных инфра-

структур принадлежат к числу именно этих проектов. В то время как о част-

ных инвестициях в эту отрасль говорят многие и в разных странах, ни самого 

указанного выше инструментария, ни математических моделей, на основе ко-

торых такой инструментарий можно было бы построить, пока что не было 

предложено. 

В настоящем подразделе отчета рассматриваются именно математиче-

ские модели, которые, могут служить основой для построения работоспособ-

ного инструментария для анализа целесообразности капиталовложений в 

крупномасштабные проекты для частных инвесторов, в том числе на транс-

порте.  

Известно, что любое обсуждение экономического развития региона 

обычно связанно с улучшением существующей в нем системы транспорти-

ровки грузов, особенно если это улучшение частично связано с преимущест-

вами географического положения региона. Какие бы региональные услуги на 

перевозку грузов ни рассматривались ‒ между пунктами в пределах региона, 

между пунктами в других регионах и пунктами в регионе, а также транзита 

через территорию региона ‒ вышеупомянутые преимущества географическо-

го положения региона в конечном итоге обеспечивают более быструю и бо-

лее дешевую доставку грузов.  
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Пусть, например, пункт назначения расположен в части области, близ-

кой, скажем, к речному порту, в то время как все грузы в настоящее время 

доставляются в этот пункт на грузовиках. Тогда можно рассмотреть перевал-

ку указанных грузов в пункт назначения через этот речной порт и оценить 

стоимость организации в таком порту грузового транспортного узла. Чтобы 

сделать перегрузку грузов в этом транспортном узле реальной, региональные 

власти должны либо построить новый речной порт на месте этого речного 

порта, либо построить новый порт в определенном, близлежащем к указан-

ному речному порту географическом пункте.  Вместо строительства нового 

порта власти также могут модернизировать речной порт, который уже функ-

ционирует. Для экономической оценки любого из этих вариантов, регио-

нальные власти должны исходить из: а) объемов грузовых потоков, которые 

должны быть перемещены через этот географический пункт во всех направ-

лениях, а также транспортных тарифов на услуги, которые, как ожидается, 

будут предлагаться участниками рынка грузовых перевозок в последующие 

годы и б) стоимости строительства и эксплуатации транспортного узла в 

этом географическом пункте. Оценки всех этих чисел позволят администра-

ции региона рассчитать годовую прибыль, которую этот проект может гене-

рировать при всех возможных сценариях (разумеется, предполагая, что 

структура проекта принципиально позволяет генерировать прибыль) 

и решить, будет ли интересен этот проект для региона. 

Объемы грузовых потоков. Все три набора чисел (объемы грузовых по-

токов, тарифы на транспортные услуги и расходы на услуги  по строительст-

ву) имеют вероятностную природу, тогда как их оценки лежат в основе стра-

тегических финансовых решений, которые администрация должна прини-

мать. Таким образом, любые стратегии, которые могут гарантировать наи-

лучшие экономические результаты для региона при любых возможных ком-

бинациях упомянутых цифр должны интересовать региональные админист-

рации больше всего. 
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Представляется почти невозможным надежно предсказать значения объ-

емов потоков грузов, скажем, в следующем десятилетии на основе информа-

ции об этих потоках за предыдущие два десятилетия. Однако, нижние оценки 

этих объемов могут быть получены в результате анализа динамики 

а) развития экономики региона и соседних территорий, включая открытие 

новых и разработку уже обнаруженных полезных ископаемых, б) внутренней 

и международной торговли в рамках трех вышеупомянутых схем движения 

грузов по территории региона и в) миграционных процессов и рождаемости в 

регионе и в стране в целом. 

Таким образом, если номенклатура грузов, которые считаются подле-

жащими перемещению через определенный географический пункт, состоит 

из � наименований, а ожидаемые объемы этих грузов образуют вектор 

� ∈ ���, то оценки этих объемов в течение определенного периода время 

можно описать векторным неравенством � ≥ 
, где 
 ∈ ��� ‒ вектор, компо-

нентами которого являются нижние оценки соответствующих грузопотоков. 

Тарифы на услуги по перевозке грузов на рынке транспортных услуг, в 

основном, зависят от: а) развития видов грузового транспорта; б) числа игро-

ков на этом рынке (т. е., числа компаний, предлагающих транспортные услу-

ги) и c) объемов  грузопотоков, предлагаемых для перевозки грузоотправите-

лями. Как правило, ожидаемые транспортные тарифы на перевозку груза на 

региональном рынке могут быть описаны системой линейных неравенств ба-

лансового вида [3, 4, 5, 6]. В векторно-матричной форме эта система может 

быть записана, например, как �� ≤ �, где � ‒ матрица с вещественными эле-

ментами и �, � ‒ векторы соответствующих размеров с вещественными ком-

понентами. 

Стоимость строительных услуг, предоставляемые в любой сфере дея-

тельности человека существенно зависит от размера комплекса, который 

должен быть построен. В случае грузового транспортного узла, который 

предполагается построить, этот размер зависит от а) объемов грузовых пото-

ков, которые будут перемещаться через это узел, б) типов грузов и техноло-
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гических требований, связанных с присутствием этих грузов на территории 

узла и с) естественных территориальных ограничений на размер территории, 

которую этот узел может занимать. Существуют различные подходы к опре-

делению как оптимальной структуры всего грузового транспортного узла, так 

и оптимального размера отдельных частей этого узла и оптимальной после-

довательности всех строительных работ, которые должны быть выполнены в 

рамках строительства этого узла [7, 8, 9]. 

Ясно, что если, например, было бы известно ежегодное количество кон-

тейнеров всех размеров, которые, как ожидается, будут проходить через кон-

тейнерный терминал порта (контейнерные терминалы порта), то эти числа 

могли бы (грубо) оцениваться как числа, пропорциональные размеру этого 

терминала (размерам этих терминалов) с определенным коэффициентом (ко-

эффициентами) пропорциональности. В свою очередь, этот размер терминала 

(терминалов) определил бы список строительных работ по созданию такого 

контейнерного терминала (таких терминалов) и объем каждой работы из спи-

ска. Так как, как правило, стоимость каждой работы из всего списка работ 

может быть известна только приближенно, в определенных числовых преде-

лах, естественно предположить, что стоимость строительства терминала 

(терминалов) можно описать билинейной функцией двух векторных аргу-

ментов. Первый аргумент будет отражать объемы ожидаемых работ из спи-

ска работ, а второй аргумент будет описывать ожидаемую стоимость каждой 

из работ, включенных в вышеупомянутый список. 

Поскольку аналогичные рассуждения применимы ко всем типам грузов, 

которые, как ожидается, будут перемещаться через транспортный узел, мож-

но сделать вывод  том, что стоимость строительных услуг для этого узла мо-

жет быть описана билинейной функцией в форме скалярного произведения 

двух векторных аргументов. Первый из аргументов ‒ это вектор с компонен-

тами, значения которых являются объемами строительных работ, представ-

ленных в списке таких работ, подлежащих выполнению в отношении каждо-

го объекта, с тем, чтобы этот объект стал частью транспортного узла. Эти 
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объемы зависят от объемов грузов, которые, как ожидается, будут обработа-

ны (перегружены) в узле. Второй векторный аргумент ‒ это вектор с компо-

нентами, значения которых являются затратами на все эти строительные ра-

боты. Структура функции и векторов совершенно аналогична тем, которые 

были описаны выше для контейнерных терминалов. 

Здесь набор допустимых значений первого векторного аргумента может 

быть описан системой линейных уравнений, связывающей векторы объемов 

всех строительных работ и векторы объемов всех транспортных потоков, ко-

торые, как ожидается, будет проходить (перегружается) через узел (в узле). 

Эта система может иметь форму ��� − �� = 0, � ∈ ��� , � ∈ ��� , где � ‒ чис-

ло пунктов в номенклатуре всех строительных работ, подлежащих выполне-

нию, �� ‒ единичная матрица размера �, � ‒ � × �-матрица с неотрицатель-

ными элементами, а � ‒ вектор с компонентами, равными объемам грузов, 

которые, как ожидается, будут перегружается через узел. Предполагается, 

что для компонент вектора � выполнены наборы линейных неравенств, 

включая систему неравенств ���� − �� ≤ 0, где �� ‒ единичная матрица 

размера �. (Как и выше, � ∈ ��� ‒ вектор ожидаемых объемов грузов в ре-

гионе в течение определенного периода времени.) 

Набор допустимых значений второго аргумента ‒ который является век-

тором с компонентами, равными ценам на строительные работы, которые 

должны быть выполнены в рамках строительства транспортного узла — мо-

жет быть описана системой линейных уравнений и неравенств вида �� ≥ �, 

где � ∈ ���, и � ‒ � × � матрица с вещественными элементами, а � ∈ � . 

Цель проведенной работы состояла в том, чтобы показать, что с учетом 

приведенных выше рассуждений об объемах грузовых потоков, тарифах на 

транспортные услуги и ценах на строительные работы, можно сформулиро-

вать две задачи, связанные с оценкой целесообразности строительства грузо-

вого транспортного узла в конкретно выбранной географической точке ре-

гиона. Первая задача заключается в том, чтобы определить, сможет ли такой 

транспортный узел какой-либо (технически) допустимой мощности генери-
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ровать годовой доход в размере, позволяющем покрыть инвестиции, необхо-

димые для строительства этого узла в течение разумного периода времени, 

конкурируя с другими транспортными услугами, предоставляемыми на рын-

ке транспортных услуг при любых ожидаемых транспортных тарифах. Если 

это возможно, тогда решается вторая задача, в рамках которой первая задача 

должна рассматриваться при наиболее неблагоприятных транспортных тари-

фах, которые могут существовать на рынке транспортных услуг в течение 

этого периода времени. Оказывается, что определение того, может ли такой 

транспортный узел быть построен в условиях любых ожидаемых транспорт-

ных тарифов (т.е., первая из двух задач) сводится к решению вспомогатель-

ной задачи квадратичного программирования. 

Если удается показать, что транспортный узел определенного размера и 

структуры может генерировать прибыль, переговоры региональной админи-

страции с частными инвесторами могут заинтересовать последних. Действи-

тельно, при наличии указанного инструментария, позволяющего многократ-

но и быстро оценивать прибыльность варианта инвестирования, вопрос здесь 

заключается в том, чтобы отыскать наиболее выгодные условия инвестиро-

вания, включая сроки инвестирования и его объем, а также схему возврата 

капиталовложений (с процентами). Решение указанных выше двух задач как 

раз и позволяет оценить прибыль (как годовую, так и за несколько лет и даже 

декад), которую может генерировать транспортный узел, если будет построен 

по проекту, предлагаемому администрацией региона. Именно распределение 

этой прибыли между всеми участниками проекта (после того, как из решения 

этих двух задач будет установлено, что построенный по предлагаемому для 

финансирования проекту транспортный узел действительно может генериро-

вать прибыль и можно оценить какую и за какой период времени) и должно 

стать предметом переговоров региональной администрации и частных инве-

сторов.  

Показано, что математическая формулировка этих задач включает в себя 

систему ограничений для векторных аргументов, содержащую специальную 
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систему линейных неравенств, выполнение которых обеспечивает конкурен-

тоспособность перегрузочных тарифов на рынке транспортных услуг. Ут-

верждение о том, что совместность этой системы неравенств является доста-

точным условием конкурентоспособности тарифов на перевалку грузов 

в рассматриваемом транспортном узле легко проверяется простыми арифме-

тическими вычислениями. 

Помимо Введения, настоящий подраздел отчета содержит четыре пунк-

та. В пункте 1.1.2 сформулировано вышеупомянутое достаточное условие 

конкурентоспособности перегрузочных тарифов в транспортном узле. Пункт 

1.1.3 содержит утверждения и математические формулировки обеих сформу-

лированных выше задач в содержательной постановке. Задача, связанная 

с оценкой целесообразности строительства грузового транспортного узла 

в географическом пункте региона формулируется как оптимизационная зада-

ча в робастной постановке, решение которой сводится к решению задачи 

квадратичного программирования. Задача отыскания наиболее неблагопри-

ятных перегрузочных тарифов в транспортном узле математически формули-

руется как задача билинейного программирования, решение которой сводит-

ся к решению задач линейного программирования, образующих двойствен-

ную пару. Пункт 1.1.4 содержит краткий обзор проблем, близких к пробле-

мам, рассматриваемым в настоящем отчете. В пункте 1.1.5 обсуждаются про-

блемы практического использования предложенного подхода к оценке целе-

сообразности строительства грузового транспортного узла в географическом 

пункте региона, а также связь представленных в настоящем отчете результа-

тов с результатами, полученными авторами ранее. В Заключении изложены 

наиболее насущные проблемы, связанные с проблемами, рассмотренными 

в настоящем отчете, и обсуждаются направления дальнейших исследований 

в изучаемой области. 
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1.1.2 Достаточные условия конкурентоспособности тарифов на услуги 

транспортного узла по перевалке грузов. 

Рассмотрим числа �! , �" , 
! , �" ∈ ��# , $ ∈ 1, &, ' ∈ 1,(, & ≤ (. 

Утверждение 1.1. Пусть выполняются неравенства  

�! ≤ ) �"*
"+#,",!

, 
! ≤ min"∈#,*∖1!2 �" , $ ∈ 1, &,	 
и равенство 

)�!4
!+#

= )�!*
!+#

. 
Тогда имеет место неравенство 

)
!�!4
!+#

≤ )�"�"*
!+#

.	 
Доказательство содержится в [2]. 

Пусть теперь  �67 , �87 , 
67 , �89 ∈ 	��# , $ ∈ 1, :, �67 = �;<! , �67 = �"<! , 
67 = 
;<! , �69 =
�"<! , =! ∈ 1, &! , '! ∈ 1,(! ,	and let	&! ≤	(! , ∀	$ ∈ 1, :. 

Пусть далее: 

�"<!  является объем груза '! ∈ 1,(!, который, как ожидается, будет предложен 

отправителем $ для перевалки через транспортный узел $ ∈ 1, :, 
�;<!  является объем груза =! ∈ 1, &!, который, как ожидается, будет перемещен 

от отправителя $ через транспортный узел посредством перевалки через 

транспортный узел $ ∈ 1, :, 
�"<!  является рыночным тарифом на перевозку единицы объема груза '! ∈
1,(! от отправителя $ в пункт назначения без использования услуг, предос-

тавляемых транспортным узлом $ ∈ 1, :, 
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;<!  является тарифом на перевалку единицы объема груза =! ∈ 1, &! от отпра-

вителя $ в пункт назначения через транспортный узел, $ ∈ 1, :. 
Тогда Утверждение 1.1 принимает следующую форму.  

Утверждение 1.2. Пусть выполняются неравенства  


;<! ≤ min?∈#,*<∖1;<2 �?! , ∀	=! ∈ 1, &! ,																															�1.1� 
�;<! ≤ ) �?!

*<

?+#,?,;<
, ∀	=! ∈ 1, &! , 

и равенство 

)�@!
4<
@+#

= )�?!
*<

?+#
.																																																					�1.2� 

Тогда выполняется неравенство 

)
@! �@!
4<
@+#

≤ )�?!�?!
*<

?+#
.																																																		�1.3� 

Система линейных неравенств (1.1) и (1.2) может, по существу, рассмат-

риваться как достаточное условие конкурентоспособности перевалочных ус-

луг, предоставляемых транспортным узлом по отношению к услугам, предла-

гаемым на рынке транспортных услуг. Здесь конкурентоспособность транс-

портного узла, которая описывается линейным неравенством (1.3), понимает-

ся по отношению к грузам, предложенным грузоотправителем $ ∈ : к пере-

валке в случае, когда им предложено не менее двух видов грузов.  

Выполнение неравенств (1.1), (1.2) означает, что стоимость доставки 

грузов, предлагаемых к перевозке отправителем $ путем их перевалки через 

транспортный узел, не превышает этой стоимости способами доставки, не 

включающими перевалку грузов через этот транспортный узел. Этот предла-

гаемый объем подразумевает все виды грузов, для которых транспортный 

узел предлагает свои услуги по их перевалке, т.е., ∑ �@!4<@+#  (который равен 
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∑ �?!*<?+# ). Легко убедиться, что эта особенность имеет место, даже если неко-

торые (но не все) рыночные тарифы на перевозку конкретных видов грузов 

из числа этих видов могут быть ниже, чем соответствующие тарифы на пере-

валку этих грузов, предлагаемые транспортным узлом.  

Здесь первый набор неравенств, определяемый системой (1.1), означает, 

что стоимость перевалки для доставки единицы груза с номером =! — кото-

рое входит в число грузов, предоставленных для транспортировки отправи-

телем $ — не превышает минимальные рыночные тарифные ставки для всех 

других грузов, предоставленных для перевозки отправителем $, т. е., грузов с 

номерами 1,(! ∖ 1=!2. 
Второй набор неравенств из (1.1) означает, что объем груза с любым но-

мером =! из 1, &!, который перегружается через транспортный узел, не пре-

вышает общий объем всех других типов грузов, которые предоставляются 

отправителем $, т. е. грузов с номерами из набора 1,(! ∖ 1=!2. 
Ясно, что каждый отправитель $ может быть заинтересован в использо-

вании перевалочных услуг, предоставляемых транспортным узлом, если вы-

полняются неравенства из первого набора неравенств из (1.1), и, вероятно, 

будет интересоваться этими услугами, если эти неравенства выполняются 

для чисел D�?! , где D < 1. 

В то же время следует иметь в виду, что взаимодействие администрации 

транспортного узла с отправителями идут следующим образом. Предлагая 

более дешевые тарифы на перевалку или более быструю доставку грузов по 

тарифам на перевалку, не превышающим, однако, рыночных или и то и дру-

гое, транспортные операторы, работающие с администрацией транспортного 

узла, могут выбирать такие объемы грузов от каждого отправителя $, которые 
сделают услуги по перевалке грузов через транспортный узел наиболее вы-

годными для этих операторов. Таким образом, тарифы по перевалке грузов 

через транспортный узел оказываются конкурентоспособными с рыночными 

тарифами для отправителя $ только в объемах, определяемых неравенствами, 
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образующими второй набор неравенств из системы неравенств (1.1). Если : 
отправителей заинтересованы в перевалке своих грузов через транспортный 

узел, то выполнение : групп неравенств из системы неравенств (1.3) означает 

конкурентоспособность (в указанном смысле) услуг по перевалке грузов, 

предоставляемых транспортным узлом для всех этих : отправителей. 

 

1.1.3 Постановки задач и их математические формулировки 

Как упоминалось ранее, услуги по перевалке грузов, которые может 

предложить транспортный узел, могут стать конкурентоспособными с теми, 

которые доступны на рынке транспортных услуг для всех отправителей. 

Предполагая, что это требование конкурентоспособности удовлетворяется, 

при решении вопроса о том, следует ли строить транспортный узел в кон-

кретном пункте географического региона, требуется команда управленцев 

транспортным узлом  для определения оптимальной мощности этого узла и 

оценки уровня доходов, который может обеспечить функционирование 

транспортного узла этой оптимальной мощности. 

Чтобы формализовать соответствующую задачу, будем считать, что: 

�! ∈ ��*< является вектором с компонентами �"<! , '! ∈ 1,(!, равными объему 

груза, который, как ожидается, будет заявлен отправителем $ на предмет 

предоставления ему перевалочных услуг через транспортный узел, $ ∈ 1, :,  
�! ∈ ��4< является вектором с компонентами �;<! , =! ∈ 1, &!, равными частям 

объемов грузов, которые, как ожидается, будут перегружены через транс-

портный узел как часть объемов грузов, которые, как ожидается, будут пре-

доставлены отправителем $ для перевалки через транспортный узел, $ ∈ 1, :, 
�! ∈ ��*< является вектором с компонентами �"<! , '! ∈ 1,(!, равными рыноч-

ным тарифам на транспортировку единицы объема груза '! ∈ 1,(!, кото-

рый, как ожидается, будет заявлен отправителем $ для перевозки в пункт 
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назначения, если, однако, такая транспортировка будет осуществлена без 

использования услуг, предоставляемых транспортным узлом, $ ∈ 1, :, 
F! ∈ ��4< является вектором с компонентами F;<! , =! ∈ 1, &!, равными тарифам 

на перевалку единичного объема груза =! ∈ 1, &! до пункта назначения через 

транспортный узел который, как ожидается, будет заявлен отправителем $ 
для перевозки в пункт назначения $ ∈ 1, :, 

Ω! = 1�! ∈ ��*<:	�!I! ≤ J!2 является множеством допустимых значений век-

торов �! , $ ∈ 1, :, 
K! = 1F! ∈ ��4<:	F!L! ≤ M!2 является множеством допустимых значений век-

торов F! , $ ∈ 1, :, 
Λ! = 1�!�! ≤ �! , $ ∈ 1, :	2 является множеством допустимых значений векто-

ров �! , $ ∈ 1, :. 
Пусть далее 

O!P�!Q 	= 	 R�! ∈ ��4<:									�!�! ≤ S!�! ,										〈U4< , �!〉 − 〈U*< , �!〉 = 0,
																			U4< ∈ ��4< , 					U*< ∈ ��*<W,	 							$ ∈ 1, :,																																																	�1.4� 

и 

O��#, … , �Z� = [O!��!�2 ∩ ]��#, … , �Z�:)^!�!Z
!+#

≤ _2	`Z
!+#

,													�1.5� 
где:  

S! это &! ×(! матрица с действительными элементами, каждый элемент ко-

торой в строке =! , =! ∈ 1, &! равен 1 кроме элемента в столбце =!, равного 0, 

$ ∈ 1, :,  
U4< = �1,1,… ,1� это вектор, все компоненты которого равны 1, $ ∈ 1, :,  
U*< = �1,1,… ,1� это вектор, все компоненты которого равны 1, $ ∈ 1, :,  
�! это &! × &! единичная матрица, $ ∈ 1, :, 



37 

� это число всех видов грузов, которые, как ожидается, будут заявлены всеми 

: отправителями для перевалки через транспортный узел,  

_ ∈ �b это вектор с компонентами _c, равными верхним границам объемов 

грузов с номерами d, которые, как ожидается, будут заявлены для перевалки 

через транспортный узел, d ∈ 1, �,  

^! это � ×(! матрица, соответствующая набору грузов, которые, как ожида-

ется, будут заявлены для перевалки через транспортный узел отправителем 

$, $ ∈ 1, :,  
� ∈ e ⊂ ��� это вектор, компонентами которого являются объемы строи-

тельных работ из списка всех � строительных работ, связанных со строи-

тельством транспортного узла.  

Региональная администрация заинтересована в рассмотрении следую-

щих задач: 

Задача 1. Как выяснить, существуют ли размер и структура транспорт-

ного узла, работа которого позволила бы администрации полностью вернуть 

инвестиции, необходимые для строительства узла и его эксплуатации в тече-

ние g лет, при условии, что: a) транспортный  узел может предлагать такие 

значения тарифов на перевалку, которые как ожидается,  будут действовать 

на рынке транспортных услуг для перевозки соответствующие видов грузов в 

пункты назначения в течение следующих g лет, и б) стоимости всех требуе-

мых в узле строительных работ совпадают со стоимостями всех строитель-

ных работ, контракты на выполнение которых в узле могут быть подписаны 

сегодня? 

С учетом ранее введенных обозначений, задача 1 может быть математи-

чески сформулирована следующим образом 

maxj∈kminl∈m ])〈F, �n�〉Z
!+#

− 〈�,�〉` → maxp∈q,r∈s,j+tr. 																														�1.6� 
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Если значение этого максимума неотрицательно, то необходимо рас-

смотреть следующую задачу. 

Задача 2. Как выяснить, существуют ли размер и структура транспорт-

ного узла, работа которого позволила бы администрации полностью вернуть 

инвестиции, необходимые для строительства узла и его эксплуатации в тече-

ние g лет, при условии, что узел сможет предложить значения тарифов на 

перевалку грузов (для перемещения этих грузов в соответствующие пункты 

назначения), которые меньше чем значения соответствующих рыночных 

транспортных тарифов, которые, как ожидается, будут в силе в течение сле-

дующих g лет в худшем случае значений этих тарифов для транспортного 

узла? 

Прежде чем формулировать эту проблему математически, нужно опре-

делить: а) каким будет наихудший для транспортного узла сценарий по зна-

чениям тарифов на перевалку грузов через транспортный узел и b) как этот 

наихудший сценарий должен  отражаться в математической постановке зада-

чи 2? 

Очевидно, что наихудшим сценарием тарифных значений для транс-

портного узла, который может иметь место на рынке транспортных услуг, 

будет тот, при котором прибыль транспортного узла будут достигать своего 

минимального значения, даже при условии, что тарифы на перевалку для со-

ответствующих грузов (и их последующую доставку в пункты назначения) 

будут равными рыночным транспортным тарифам на перевозку этих грузов в 

пункты их назначения.  

Пусть векторы рыночных транспортных тарифов на грузы, предложен-

ные отправителем $, удовлетворяют системе линейных неравенств �!�! ≤
�! , $ ∈ 1, :. Тарифы, соответствующие вышеупомянутому наихудшему сцена-

рию тарифных значений могут быть найдены путем решения задачи 

min∏ Pw<xy:z<w<{|<Q}<~� 	)〈�! , �!〉Z
!+#
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→ max�r�,…,r};��,…,�}�:	�<∈�<;�r�,…,r}�∈����,…,�}�,!∈#,Z. 														�1.7� 
которая является задачей нелинейного программирования, и эта проблема 

сводится к решению задач линейного программирования, образующих двой-

ственную пару [10]. 

Пусть �!∗, $ ∈ 1, : являются этими тарифами. С учетом введенных обозна-

чений, Задача 2 может быть математически сформулирована следующим об-

разом: 

maxj∈kminl∈m �)〈F! , �n�!〉Z
!	+	#

− 〈�,�〉� 

→ max�p�,…,p};r�,…,r};��,…,�}�:	p<∈�<∩	Rp<{w<∗�#���W;	�<∈�<;�r�,…,r}�∈����,…,�}�,!∈#,Z, 														�1.8� 
где � ‒ небольшое положительное число и ���� = ∏ PK! ∩ RF! ≤ �!∗�1 −Z!+#��2Q. 

Задачи (1.6) и (1.8) ‒ нелинейные задачи оптимизации поиска максимума 

максимина функции, являющейся разностью между двумя квадратичными 

функциями. Первая из этих квадратичных функций является функцией двух 

векторных аргументов �F, ��, а вторая функция – это функция двух других 

векторных аргументов ��, ��. Два из этих четырех векторных аргументов 

связаны системой линейных ограничений �	 = 	��, и эта особенность позво-

ляет свести эти задачи к задачам квадратичного программирования. 

Для определенности рассмотрим задачу (1.6), которая является матема-

тической формулировкой задачи 1. Эта задача может быть записана как зада-

ча отыскания 

maxp∈q maxr∈s maxj∈kminl∈m R〈F, �n�〉 − 〈�, �〉W = maxp∈q maxr∈s minl∈m R〈F, �n�〉 − 〈�, ��〉W = 

= maxp∈q maxr∈s minl∈m R〈F, �n�〉 − 〈��, �〉W = maxp∈q maxr∈s min�∈� R〈F, �n�〉 − 〈�, �〉W,	
где � = ��, � ∈ � и � представляет собой выпуклый многогранник, являю-

щийся образом выпуклого многогранника � при линейном операторе �. 

Утверждение 1.3. Задача отыскания  
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maxp∈q maxr∈s min�∈� R〈F, �n�〉 − 〈�, �〉W 
сводится к задаче квадратичного программирования. 

Доказательство этого утверждения приведено в [2].  

 

1.1.4 Краткий обзор публикаций по развитию региональных транспорт-

ных узлов 

Задачи расположения конкурентоспособных объектов активно изучалась 

в последние десятилетия. Эта задача была впервые сформулирована в [11], 

где автор изучил проблему отыскания расположения двух конкурентоспо-

собных участников рынка на конечном сегменте с равномерным распределе-

нием потребителей. Автор предполагал, что оба участника рынка принимают 

решения о размещении и предлагают цены на свои услуги одновременно. С 

момента публикации этой статьи,  большое число работ по этой теме была 

выполнено, и многие работы были опубликованы. 

В частности, [2] был, по-видимому, одним из первых, кто сформулиро-

вал задачу размещения конкурентоспособных объектов для сетей произволь-

ного типа. Автор рассматривал рынок лишь с одним лидером и одним после-

дователем, каждый из которых пытается максимизировать сумму весов тех 

узлов сети, для которых его объекты являются ближайшими. Автором были 

сформулированы две задачи. В первой задаче лидер решает, где разместить � 

своих объектов, полагая, что затем последователь будет решать, где размес-

тить � своих объектов. Во второй задаче, последователь решает, где размес-

тить � объектов, зная, что лидер уже разместил � объектов. Обе эти задачи 

оказались NP-трудными. Обзор статических задач о размещении конкуренто-

способных объектов содержится в [13].  

[14] сосредоточились на задаче о размещении конкурентоспособных 

объектов, в которых размещение объектов сначала производится лидером 

рынка, а затем последователем. Далее, в [15] эта задача была обобщена. Ав-

торы рассмотрели последовательную пошаговую модель, где на каждом ша-
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ге, каждый из игроков принимает решение о размещении только одного объ-

екта и игра продолжается до тех пор, пока оба игрока не разместят все свои 

объекты. Авторы работы [16] сделали шаг в направлении усложнения поста-

новки задачи и предположили, что число новых объектов последователя не 

определено заранее, а также предложили робастный метод решения оптими-

зационной задачи лидера.   

Среди последних тем, рассматриваемых в задачах о размещении конку-

рентоспособных объектов, есть такие, которые изучают различные аспекты 

проектирования объекта, такие, как, например, стоимость соответствующих 

проектов по размещению таких объектов, ассортимент продукции, выпус-

каемой на каждом объекте или размер объекта, наряду с проблемами его рас-

положения. Такие модели рассмотрены в [17, 18, 19, 20, 26]. В [17], целью 

работы является определение игроком расположения объекта и привлека-

тельность каждого объекта, который будет функционировать в регионе исхо-

дя из уже функционирующих там объектов, принадлежащих конкуренту. При 

этом конкурент может реагировать на действия этого игрока, корректируя 

привлекательность своих объектов. Каждый игрок стремится максимизиро-

вать свою прибыль, которая зависит от его доли на рынке. Эта рыночная доля 

рассчитывается с помощью правила гравитации, и она (эта доля) пропорцио-

нальна привлекательности объекта и обратно пропорциональна расстоянию 

между объектом и клиентом (покупателем). Авторы предложили двухуров-

невую модель смешанного программирования. Использование условий оп-

тимальности Каруша-Куна-Таккера позволило авторам [17] преобразовать 

сформулированную двухуровневую задачу смешанного математического 

программирования в эквивалентную одноуровневую задачу смешанного ма-

тематического программирования. Они решили эту одноуровневую задачу 

для случаев  с 30 клиентами и с несколькими (до пяти) транспортными узла-

ми с использованием алгоритма GMIN-aBB, который реализует метод гло-

бальной оптимизации, предложенный в [25]. 
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В [26] автор рассмотрел проблему игрока-последователя, состоящую в 

выборе оптимального местоположения уже предопределенного числа мага-

зинов и в нахождении такой подходящей цены для однородного продукта, 

продаваемого в конкурентной среде, которые максимизируют прибыль этого 

игрока. Здесь предполагается, что математическая формулировка этой задачи 

принимает во внимание местоположение уже существующих магазинов кон-

курента, который продает в них тот же самый продукт, а также цену на этот 

продукт. Тем не менее, в отличие от постановки задачи в [17], здесь не пред-

полагается, что конкурент реагирует на действия участника путем изменения 

своей собственной цены на этот продукт. Другое предположение аналогично 

предположению [17] и исходит из того, что полезность клиента весьма зави-

сит от цены (привлекательности) и стоимости поездки и описывает поток 

клиентов, отправляющихся в магазины, используя  многомиллионную логит-

модель (логистическую регрессию).  

Для решения таким образом сформулированной задачи смешанного це-

лочисленного нелинейного программирования, автор предложил разделить 

эту задачу на две подзадачи. Первая («разместительная») из этих подзадач  

связана с определением местоположения размещаемого объекта,  а вторая 

(«стоимостная») подзадача связана со стоимостными аспектами проблемы. 

Автор применил несколько эвристик для решения обеих подзадач в отдель-

ности. Для части подзадачи, связанной с расположением объекта, автор при-

менил жадный алгоритм, процедуру поиска табу и генетический алгоритм. 

Для решения второй подзадачи, связанной со стоимостным аспектом проек-

та, было предложено использовать метод градиентного спуска, метод гради-

ентного спуска с несколькими случайными отправными точками и метод 

следования по пути. Эвристики была протестированы на сгенерированных 

задачах с 400 узлами спроса и несколькими (до 40) новыми магазинами.  

Другие исследователи сосредоточиваются на играх по ценообразованию 

как части проблемы размещения. Например, [21] изучили игру, в которой ли-

дер и последователи  выбирают цены и местоположение одновременно. Ав-
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торы доказали, что в последовательной игре последователь всегда зарабаты-

вает больше, чем лидер. Аналогичные ценовые игры были изучены в [22, 23, 

24]. 

Хотя конкуренция в проблеме размещения была детально изучена, кон-

куренция между уже функционирующим оператором и потенциально новым 

участником в сети с парами пункт отправления-пункт назначения изучена го-

раздо меньше. Возможно, [27] является первой статьей, посвященная этому 

типу конкуренции, в которой авторы предложили математическую формули-

ровку проблемы только для последователя, когда существующая транспорт-

ная компания работает в сети, организованной по принципу "hub-and-spoke," 

а новая компания хочет зайти на этот рынок. В предложенной модели, новая 

компания получает 0,5, 0,75 или 1 потока грузов, проходящих через пары 

пункт отправления-пункт назначения, в зависимости от разности в тарифах, 

предлагаемых клиентам новой компанией и компанией, уже функционирую-

щей на этом рынке. Авторы разработали эвристику для решения предлагае-

мой проблемы и протестировали модель на AP с 20-, 25-, 40- и 50-узловыми 

сетями. Хотя сама эвристика была сконструирована ими корректно, коррект-

ность ее реализации была оспорена в [28]. 

Проблема, аналогичная [27], изучалась в [29]. Там авторы сформулиро-

вали задачу только для последователя применительно к задаче выбора распо-

ложения аэропорта. Главное отличие их формулировки от формулировки на 

основе модели, предложенной в [27], состоит в способе моделирования пред-

почтений клиентов. Именно, здесь предпочтения постоянного клиента моде-

лируются гравитационно-подобными функциями полезности, причем полез-

ность (с точки зрения пользователя) зависит от некоторой базовой привлека-

тельности, тарифов и времени в пути. Сформулированная нелинейная задача 

оптимизации была решена эвристическим алгоритмом, предложенным авто-

рами, и он был протестирован на базе данных AP с 25 пунктами и несколь-

кими (до 6) новыми транспортными узлами.  
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В отличие от авторов статьи [27], в статье [30], автор рассматривает слу-

чай, когда обе фирмы-игрока решают, где расположить транспортные узлы и 

какие пары пункт отправления-пункт назначения следует обслуживать. При 

этом автор предполагает, что лидер принимает решение первым и с этой це-

лью лидер решает двухуровневую задачу, в которой на втором уровне им 

решается проблема последователя. Достижимая рыночная доля определяется 

на основе логит-функции с предопределенной бесполезностью, значения ко-

торой может быть истолковано как тарифы. В этой модели автор включает 

пороговые ограничения потока, которые используются для определения того, 

какие пары пункт отправления-пункт назначения обслуживать.  Сформули-

рованная автором задача была решена методом полного перебора, а также 

предложенной автором жадной эвристикой. Как и автор статьи [30], авторы 

статьи [31] изучают задачу, в которой две фирмы-участники рынка опреде-

ляют, где им расположить транспортные узлы последовательно, а затем кли-

енты выбирают одну из фирм на основе сравнения наборов предлагаемых 

ими услуг или тарифов. 

Фирма с лучшим уровнем обслуживания захватывает весь поток между 

определенной парой узлов. Авторы предлагают две модели и формулируют 

две проблемы на их основе. Для лидера сформулирована двухуровневая за-

дача, а задача о максимальном покрытии формулируется для последователя, 

предполагая, что транспортные узлы лидера уже размещены. В обеих задачах 

каждая фирма стремится максимизировать свою долю на рынке. Доказано, 

что обе задачи являются NP-полными, поэтому авторы предложили эвристи-

ческие алгоритмы для их решения. Модели и предложенные алгоритмы были 

проверены в рамках вычислительного эксперимента и в ходе анализа его ре-

зультатов, проведенных на наборах данных CAB и TR. 

В [32] авторы рассматривают задачу  конкурентного размещения транс-

портного узла в условиях ценовой конкуренции. Эта задача описывает ситуа-

цию, в которой новая компания: а) строит собственную "hub-and-spoke" сеть 

с возможными дополнительными прямыми связями между клиентами, и 
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б) устанавливает тарифы на свои услуги. Logit-функция используется для 

моделирования предпочтений клиентов, как в отношении существующей 

компании, так и в отношении новой компании, только лишь планирующей 

выйти на рынок транспортных услуг, на основе ее стратегии ценообразова-

ния. Рассматриваются две  целевые функции новой компании ‒ ее прибыль и 

ее доля рынка. Эти целевые функции подлежат максимизации, которая про-

водится a) путем выбора наилучшего расположения транспортных узлов и 

топологии сети, и б) путем применения оптимальных тарифов. Авторы 

сформулировали нелинейную задачу смешанного математического програм-

мирования, которую они решили с помощью генетического алгоритма. Со-

общается об испытаниях и вычислительных экспериментах, основанных на 

использовании данных из набора данных CAB с 25 узлами. 

1.1.5 Обсуждение 

1. Хотя предложенное достаточное условие и задачи 1 и 2 сформулиро-

ваны в рамках оценки того, следует ли строить новый центр грузовых пере-

возок или модернизировать уже существующий в конкретном географиче-

ском регионе, другое применение этого условия кажется очевидным. Имен-

но, рассмотрим уже сформировавшийся  и в настоящее время функциони-

рующий региональный рынок транспортных услуг. В рамках имеющей там 

место конкуренции за клиентов, компания, управляющая грузовым транс-

портным узлом, может оценить экономическую эффективность предоставле-

ния новых услуг по перевалке грузов для набора клиентов. 

Как и в пункте 1.1.3, пусть : отправителей в настоящее время переме-

щают свои грузы по территории региона — между пунктами в регионе, меж-

ду пунктами в других регионах и пунктами в регионе и транзитом через тер-

риторию региона — с использованием одного из конкретных видов транс-

порта, скажем, грузовиков или водных путей. Предположим, что они (отпра-

вители) могут перемещать свои грузы по тарифам, существующим на рынке 

транспортных услуг для каждого вида транспорта. 



46 

Как указывалось ранее, управляющая компания грузового транспортно-

го узла может переключить часть грузового потока, обслуживаемого в на-

стоящее время другими транспортными компаниями, если она может пред-

ложить более быструю доставку и более дешевые тарифы для некоторых гру-

зов, по крайней мере, некоторым из : отправителей и при этом оставаться 

прибыльной. Таким образом, возникают два естественных вопроса. 

Вопрос 1. Существуют ли такие конкурентоспособные тарифы при из-

вестной стоимости предоставления этих услуг по перевалке грузов? 

Вопрос 2. Предполагая, что конкурентоспособные тарифы, упомянутые 

в Вопросе 1, существуют, как найти наиболее прибыльные для транспортно-

го узла тарифы? 

Пусть �! ∈ ��4< ‒ вектор с компонентами �;<! , =! ∈ 1, &! равными стоимо-

сти предоставления перевалочных услуг в транспортном узле за единицу 

объема груза, который будет отправлен через узел из набора грузов, которые, 

как ожидается, будут заявлены отправителем $ для перевалки через транс-

портный узел, $ ∈ 1, :. 
С использованием обозначений, введенных в пункте 1.1.3, можно пере-

формулировать Задачу 1 и Задачу 2 следующим образом. 

Задача 1'. Как выяснить, существуют ли значения тарифов на перевалку 

грузов для перемещения соответствующих видов грузов в пункты назначе-

ния, которые будут выгодны для транспортного узла при затратах, связанных 

с предоставлением услуг грузоотправителям по перевалке грузов через узел 

:. 
Принимая во внимание уже введенные обозначения, задача 1 может ма-

тематически формулироваться следующим образом: 

)R〈F! , �!〉 − 〈�, �!〉WZ
!+#

→ max�p�,…,p};r�,…,r};��,…,�}�:p<∈�<;�<∈�<;�r�,…,r}�∈����,…,�}�,!∈#,Z. 
Если значение максимина неотрицательно, то следует решить Задачу 2'. 
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Задача 2'. Как выяснить, существуют ли значения тарифов на перевалку 

грузов для перемещения соответствующих видов грузов в пункты назначе-

ния, которые будут выгодны для транспортного узла по стоимости предос-

тавления услуг перевалки для : отправителей при условии, что узел может 

предложить значения тарифов на перегрузку (для перемещения соответст-

вующих видов грузов в их пункты назначения), которые меньше, чем значе-

ния тарифов на соответствующем рынке транспортных услуг при наихудшем 

сценарии (для транспортного узла), который может сложиться в ближайшем 

будущем.  

Как и ранее, (см. пункт 1.1.3), наихудший сценарий значений тарифов  

может быть найден из решения задачи  

min∏ Rw<xy:	z<w<{|<W}<~� 	)〈�! , �!〉Z
!+#

→ max�	r�,…,r};��,…,�}�:	�<∈�<;�r�,…,r}�∈	����,…,�}�,!∈#,Z. 
Пусть �!∗, $ ∈ 1, : являются тарифами, соответствующими этому наихуд-

шему сценарию. С учетом введенных обозначений Задача 2' может быть ма-

тематически сформулирована следующим образом 

)R〈F! , �!〉Z
!+#− 〈�,�〉2 max�p�,…,p};r�,…,r};��,…,�}�:p<∈�<∩Rp<{w<∗	�#���W;	�<∈�<;	�r�,…,r}�∈����,…,�}�,!∈#,Z, 

где, как и прежде, � ‒ небольшое положительное число. 

Пример формулировки и решения задач 1 и 2 на модельных данных 

приведен в [2]. 

 

1.1.6 Заключение по подразделу 

В этом подразделе отчета приведены некоторые результаты решения 

проблемы построения работоспособного инструментария для анализа выгод-

ности для частных инвесторов капиталовложений (инвестиций) в проекты, 
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связанные с развитием транспортных инфраструктур. Предложена формули-

ровка задач а) об оценке окупаемости требуемых инвестиций в строительство 

транспортного узла в какой–либо конкретной точке региона при любых ожи-

даемых тарифах на транспортные услуги, которые, могут предложить уже 

работающие в регионе транспортные структуры в течение последующих не-

скольких лет и (если эта задача разрешима) б) об оценке срока  окупаемости 

этих инвестиций при наиболее неблагоприятном сценарии формировании 

рыночных транспортных тарифов на перевозки грузов. При этом в формули-

ровке второй задачи предполагается, что транспортный узел сможет предла-

гать тарифы, которые, ниже, чем рыночные, даже при указанном наиболее 

неблагоприятном сценарии. Кроме того, в обеих задачах предполагается, что 

объемы строительных работ в этом узле линейно зависят от ожидаемых объ-

емов грузов, которые могут пройти через него в течение какого-либо проме-

жутка времени длиной в несколько лет.  

Показано, что обе задачи, которые формулируются как задачи отыска-

ния максимума функции максимина, сводятся к задаче квадратичного про-

граммирования, в то время как отыскание наиболее неблагоприятного сцена-

рия формировании рыночных транспортных тарифов на перевозки грузов 

сводится к решению задач линейного программирования, образующих двой-

ственную пару. Таким образом, программную реализацию части инструмен-

тария, связанную с решением обеих указанных задач удается осуществить 

конечными методами оптимизации, для которых имеются стандартные паке-

ты прикладных программ. Эта особенность предложенных в работе матема-

тических моделей позволяет решать задачи большого размера, какими и яв-

ляются обе сформулированные задачи на практике, быстро и потому много-

кратно, что очень важно как на практике подготовки к переговорам всех уча-

ствующих сторон, так и в ходе самих переговоров.   

Также сформулированы и доказаны проверяемые достаточные условия 

конкурентоспособности тарифов на услуги транспортного узла в условиях 

рынка, которые использованы при формулировке систем ограничений в обе-
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их задачах. Хотя обе вышеуказанные задачи сформулированы и решены при 

определенных упрощающих предположениях, результаты их решения могут 

быть использованы администрациями регионов при проведении ими перего-

воров с частными инвесторами о капиталовложениях в развитие транспорт-

ной инфраструктуры региона.  

Полученные результаты, тем не менее, следует рассматривать лишь как 

первый шаг в направлении создания работоспособного инструментария для 

анализа выгодности для частных инвесторов капиталовложений в проекты, 

связанные с развитием транспортных инфраструктур. Необходимо устано-

вить характер нелинейностей в зависимостях объема строительных работ 

в транспортном узле от ожидаемого объема проходящих через него грузов и 

сформулировать задачи, аналогичные рассмотренным в настоящей работе, 

с учетом нелинейных зависимостей, которые будут установлены. При этом 

полученные в работе результаты в случае указанной линейной зависимости 

могут служить ориентиром при анализе нелинейного случая и его особенно-

стей. 

 

1.2 Исследование задач теории расписания в турнирах 

1.2.1 Введение 

Существует два основных вида спортивных турниров: турниры с круго-

вой системой, и турниры на выбывание (олимпийская система). В турнирах 

на выбывание все проигравшие выбывают из турнира, все победители прохо-

дят в следующий раунд. В турнирах с круговой системой каждый участник 

играет со всеми оставшимися участниками. Основным преимуществом тур-

ниров на выбывание является существенно меньшее количество матчей и ра-

ундов и, как следствие, увеличивается зрительский интерес от раунда к раун-

ду. Например, если число участников равно � = 24, тогда число игр (с двумя 

участниками в одном матче) в турнире на выбывание равно 24 − 1, в то вре-

мя как турнире по круговой системе оно равно 24�#�24 − 1�. Соответствен-



50 

но, число раундов в турнире на выбывание равно &, а в круговой системе 

равно 24 − 1. Более низкие требования к времени проведения, спортивному 

оборудованию, и возрастающий зрительский интерес являются главными 

причинами популярности турниров на выбывание. 

Существует множество игр с одним победителем, и числом игроков од-

ного матча больше двух (например, карточные игры покер и преферанс). 

Футбольные команды обычно делятся на группы по четыре команды в груп-

пе. Круговой подтурнир внутри группы может рассматриваться как матч 

с четырьмя командами. 

Беговые дорожки, бассейны, дорожки для боулинга и другое спортивное 

оборудование имеют ограниченные мощности. Таким образом, невозможно 

организовать один забег (заплыв и т.д.) для всех спортсменов одновременно. 

Обычно организуют квалификационный раунд, полуфинал, финал. Для 

большого числа участников применяется система турнира на выбывание. 

В данной работе позиция (номер) дорожки не имеет значения, только множе-

ство участников одного матча играет важную роль. Реальные спортивные 

турниры имеют свои собственные дополнительные правила, например, 

влияют не только относительные результаты, но абсолютные значения, но 

в данной работе мы развиваем общую теорию спортивных турниров, которая 

может быть применена для всех соревнований. 

В данном подразделе отчета представлены результаты, которые обоб-

щают модель расписаний спортивных турниров, разработанную для случая 

двух участников в одном матче [33], через рассмотрение матчей с числом 

участников больше двух. Существует большое количество вариантов по-

строения расписаний турниров на выбывание. Расписаниями мы будем назы-

вать распределение участников по матчам в каждом туре соревнования. Уча-

стники изначально упорядочены по силе (эта информация обычно доступна 

из результатов предыдущих соревнований). В вычислительной теории кол-

лективного выбора турнир на выбывание соответствует дереву голосования 

или повестке голосования [34]. 
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Существует несколько подходов к теоретическому обоснованию распи-

сания турнира, но результаты неоднозначны. Соответствующая экономиче-

ская литература рассматривает издержки и выгоды различного дизайна тур-

нира (расписаний) для неоднородных участников [35, 36, 37, 38, 39]. В эко-

номическом анализе имеют значение структура призов, функции усилий 

и другие предпосылки. Строго обоснованные решения есть только для тур-

ниров с четырьмя участниками. 

Подход комбинаторной оптимизации разработан в [40, 33]. В этих рабо-

тах предложено обоснование трех различных расписаний, основными из ко-

торых являются стандартное расписание и расписание равных преимуществ. 

Данная работа развивает аксиоматический подход к построению распи-

саний турнира для числа участников в матче больше двух. Разработаны не-

сколько новых свойств расписаний и найдено количество расписаний, им 

удовлетворяющих. Предложены обобщения стандартного расписания и рас-

писания равных преимуществ. Организаторы спортивных турниров могут 

применить эти расписания для любых соревнований. 

Работа содержит комбинаторные результаты и теоремы о представле-

нии. Так как расписания это новый комбинаторный объект, то все формулы 

являются новыми. Теоремы о представлении являются основным результа-

том работы. Они основаны и на комбинаторных результатах. 

Структура этого подраздела следующая. В пункте 1.2.2 описаны распи-

сания обобщенных турниров, их свойства и комбинаторные результаты. 

Пункт 1.2.3 содержит теоремы о представлении. В пункт 1.2.4 сделаны неко-

торые выводы по работе. 

1.2.2 Описание модели расписаний 

Пусть = будет являться числом участников в одном матче, & будет яв-

ляться числом раундов и � = 11,2,… , =42 – множеством участников турнира 

на выбывание (далее турнира). Индексы участников отражают силу участни-

ка, где участник 1 является сильнейшим, а участник =4 слабейшим. 
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Расписание турнира (далее расписание) это гиперграф с =4 вершинами 

проименованными с 1 до =4, который описывается следующей системой 

множеств (вложенной системой множеств). =4�# непересекающихся мно-

жеств с = вершинами (каждое множество это отдельный матч), =4�� непере-

секающихся множеств с =� вершинами (каждое такое множество это подтур-

нир с двумя раундами), =4�� непересекающихся множеств с =� вершинами 

(каждое такое множество это подтурнир с тремя раундами), и т.д. 

Например, расписание турнира с = = 2 участниками в каждом матче 

и & = 3 раундами описывается следующей системой множеств 11,42, 12,32, 15,82, 16,72, 11,2,3,42, 15,6,7,82, 11,2,3,4,5,6,7,82, но более удобно 

представлять расписание как систему вложенных множеств 

�R11,42, 12,32W, R15,82, 16,72W�. В данном турнире два подтурнира R11,42, 12,32W 
и R15,82, 16,72W, каждый из которых также содержит два подтурнира. В каж-

дом последующей раунде встречаются победители предыдущего. Порядок 

множеств внутри подтурнира не имеет значения. �R11,42, 12,32W, R15,82, 16,72W� 
и �R11,42, 13,22W, R16,72, 18,52W� отражают одно и то же расписание. 

Для = = 2, наиболее популярным расписанием является стандартное 

расписание, которое самого сильного участника ставит в пару с самым сла-

бым, второго – с вторым с конца и т.д. Матчи в последующих раундах опре-

деляются таким образом, чтобы не допустить матча между двумя сильней-

шими участниками до финала, между четырьмя сильнейшим участниками 

о полуфинала и т.д. Сильные участники выигрывают от применения стан-

дартного расписания. Для = = 2, 	& = 3, мы имеем 

S�,����4�� � = �R11,82, 14,52W, R12,72, 13,62W�. 
Каждый турнир с & ≥ 2 раундами содержит k подтурниров. Каждый 

подтурнир с & ≥ 2 раундами также содержит k подтурниров. S;,4*,! это под-

турнир i с m раундами. Этот подтурнир принадлежит турниру с n раундами 

и k участниками в каждом матче. Для удобства обозначений примем S;,44 =
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S;,4 и S;,4y,! = 1$2. Подтурниры S;,4*,! , S;,4*,"
 являются непересекающимися если 

нет ни одного участника принадлежащего двум подтурнирам. Турнир с n ра-

ундами это множество 	S;,4 = ⋃ S;,44�#,!;!+# , где все подтурниры являются не-

пересекающимися. 

Пусть �;,4 будет множеством всех возможных расписаний с k участни-

ками в одном матче и n раундами. Мощность этого множества обозначается 

как #�;,4. Пусть �;,4� ��� ��
 будет множеством всех расписаний с k участни-

ками в одном матче и n раундами, которые удовлетворяют данному свойству; 

мощность этого множества обозначается как #�;,4� ��� ��
. 

Утверждение 1.4. Количество расписаний равно 

#�;,4 = �=!��� ¡ �� �=4!�. 
Доказательство утверждения 1.4 и последующих утверждений представ-

лены в [41]. Рассматривая турнир как объединение k подтурниров, мы полу-

чим рекурсивное представление числа расписаний: 

#�;,4 = ;¡!;!�;¡��!�  P#�;,4�#Q;. 

Все комбинаторные формулы являются новыми. Некоторые из них для 

случая = = 2 или & = 2 добавлены в онлайн энциклопедию целочисленных 

последовательностей (the On-line Encyclopaedia of Integer Sequences, далее 

OEIS [42]). 

Для = = 2, #�;,4 это последовательность A067667 из OEIS. Для & = 2, 

#�;,4 это последовательность A057599 из OEIS. Даже для небольших значе-

ний =, & число расписаний быстро растет, например, 

#��,� = 833′712′928′048′000′000. 

Расписание турнира является чисто комбинаторным объектом, без ка-

ких-либо предположений о поведении участников. Для исследования свойств 

расписаний мы предполагаем, что более сильный участник всегда побеждает 

более слабого участника. 
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Первое свойство делает расписание инвариантным относительно обра-

щения изначального упорядочения участников. Нет специальных правил для 

сильных и слабых участников. Расписание, построенное для участников, 

упорядоченных по силе, тождественно расписанию, построенному для участ-

ников, упорядоченных по слабости. 

 

Симметричность. Расписание инвариантно относительно отображения 

$ → =4 + 1 − $. 
R11,42, 12,32W, R15,82, 16,72W и R11,82, 12,72W, R13,42, 15,62W являются приме-

рами симметричных расписаний. 

Утверждение 1.5. Количество расписаний, удовлетворяющих условию 

симметричности, равно для нечетных k 

#�;,4� = � ¡�¡ ¥¡��¦
�;!��¦§ ¡�� �� �¡¨

© ¡��¦ ª!
«© ��¦ ª!¬¡, 

для четных k 

#�;,4� = ©;¡� ª ! ∑ P#� ,¡��­ Q¦<
®§ ¡��¦ ¨!¯¦<!!© ¦�!ª!

� � ¡����
�;!� ¡���� �� �

 ¦�!;/�!+y . 

Для = = 2, #�;,4�  это последовательность A261187 в (OEIS). Для этого 

случая существует рекурсивное представление: 

#��,4� = 2±�#! �4, 

где �4 = 0.5��4�#�� + 1, при �# = 1. 

Для нечетных =, существует другая рекурсия. Для каждого расписания, 

существует только один матч симметричный самому себе и 
;¡���#�  симмет-

ричных пар матчей. Всего существует 2;�# способов определить симметрич-

ную пару матчей. Рассматривая турнир как объединение =4�# матчей, мы по-

лучим 
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#�;,4� = © ¡��¦ ª!
© ��¦ ª!�;!� ¡����¦ § ¡����¦ ¨! �2;�#�

 ¡����¦ #�;,4�#� . 

Два представления расписания: как объединение = подтурниров и как 

объединение =4�# матчей применяются для вывода последующих комбина-

торных формул. 

Следуя Райту [43] интенсивность конкуренции является ключевым 

свойством для дизайна спортивных турниров. Чем ближе сила участников, 

тем выше интенсивность конкуренции. В подходе с числом участников 

большем двух два сильнейших игрока одного матча являются главными со-

перниками. От раунда к раунду два сильнейших соперника должны быть 

ближе по уровню сил, что должно повышать зрительский интерес. В финаль-

ном матче два сильнейших соперника сыграют против друг друга. 

 

Возрастающая интенсивность конкуренции. В каждом последующем ра-

унде победитель встречается с более сильным соперником, чем в предыду-

щем раунде. 

Утверждение 1.6. Количество расписаний, удовлетворяющих условию 

возрастающей интенсивности конкуренции, равно  

#�;,4ZmZ = P�= − 2�!Q�� ¡�� �� ∏ ² P;<��Q!
©P;<���#Q!ª¦©P;<��Q!ª³�¦´

;¡�<4!+� . 

Для = = 2, #�;,4ZmZ  это также число двоичных куч (последовательность 

A056972 в (OEIS)). Возрастающая интенсивность конкуренции является сла-

бым ограничением, с lim;→¶ #� ,¦}·}
#� ,¦ = 1 и lim;→¶ #� ,¸}·}

#� ,¸ = ¹�#. Следующее 

свойство усиливает свойство возрастающей интенсивности конкуренции, га-

рантируя сильнейший финал, сильнейший полуфинал и т.д. 
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Отложенная конфронтация [44]. Сильнейшие =" участников не должны 

встретиться до тех пор пока число участников не уменьшится до =" или 

меньше. 

Это ключевое свойство для дизайна турнира. Данное свойство поддер-

живает зрительский интерес. Матчи с и между сильнейшими участниками 

имеют повышенный спрос. Сильнейшие участники по возможности не долж-

ны исключаться в начале турнира. Данное свойство распределяет сильней-

ших участников равномерно между подтурнирами. Таким образом, нет под-

турниров с только сильными игроками или только со слабыми игроками. 

Утверждение 1.7. Количество расписаний, удовлетворяющих условию 

отложенной конфронтации, равно  

#�;,4ºm = P�= − 1�!Q � ¡ �� ∏ P=! − =!�#Q!4!+� . 

Для = = 2, 	#�;,4ºm  это последовательность A261125 в (OEIS). Свойство 

отложенной конфронтации не требует предпосылки о детерминистическом 

исходе каждого матча. Сильные участники не играют друг против друга при 

любом исходе матчей. Далее мы введем несколько свойств, базирующихся на 

свойстве отложенной конфронтации: преимущество сильного игрока, равные 

преимущества, равные суммы, баланс, равное разделение проигравших. 

Свойство преимущество сильного игрока введено Швенком [44]. Мы да-

ем преимущество сильным игрокам, чтобы они не имели стимулов проиграть 

в предтурнирных матчах с целью показаться более слабым игроком и полу-

чить более слабого соперника. Модель, описывающая данные стимулы по-

строена в [45]. 

 

Преимущество сильного игрока. При выполнении свойства отложенной 

конфронтации, в каждом раунде r, абсолютная разница рангов сильнейшего 

участника матча и его сильнейшего соперника по матчу строго возрастает по 

силе сильнейшего участника. 
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Стандартное расписание удовлетворяет этому свойству. В этом расписа-

нии сильнейший участник играет против слабейшего участника, гарантируя 

себе наибольшее преимущество. 

Свойство равных преимуществ отражает идею минимального фавори-

тизма из [44]. Мы обобщили меру интенсивности конкуренции, предложен-

ную в [40] для числа участников матча большем двух. Интенсивность конку-

ренции это абсолютная разность между рангами сильнейшего и второго 

сильнейшего участника матча. Уравнивая интенсивности конкуренции всех 

матчей одного раунда, мы получим свойство равных преимуществ. 

 

Равные преимущества. При выполнении свойства отложенной конфрон-

тации, все матчи одного раунда должны иметь равную абсолютная разность 

между рангами сильнейшего и второго сильнейшего участника. 

Утверждение 1.8. Количество расписаний, удовлетворяющих условию 

равных преимуществ, равно 

#�;,4»º = P�= − 2�!Q � ¡ �� ∏ P=! − 2=!�#Q!±¼+� . 

Следующее свойство уравнивает качество матчей [40] и поддерживает 

интерес ко всем матчам. Под качеством матча понимается сумма рангов уча-

стников. 

 

Равные суммы. При выполнении свойства отложенной конфронтации, 

все матчи одного раунда должны иметь равную сумму рангов участников. 

Следующее свойство упрощает свойство симметричности при выполне-

нии свойства отложенной конфронтации. 

 

Баланс. При выполнении свойства отложенной конфронтации, все матчи 

одного раунда должны быть инвариантны относительно отображения 

$ → =4� �# + 1 − $, где r это номер раунда. 
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Утверждение 1.9. Количество расписаний, удовлетворяющих условию 

баланса, равно для нечетных k 

#�;,4z = 0, 

для четных k 

#�;,4z = §©;� − 1ª !¨ � ¡ �� ∏ ©;<��;<��� ª !4!+� . 

Следующее свойство уравнивает матчи по присутствию слабейших иг-

роков. Таким образом, мы исключим преимущество от игр со слабыми со-

перниками. 

 

Равное разделение проигрывающих При выполнении свойства отложен-

ной конфронтации, во всех матчах одного раунда должен быть один участник 

из множества 1=4� �# − =4� + 1,… , =4� �#2, где r это номер раунда. 

Утверждение 1.10. Количество расписаний, удовлетворяющих условию 

равного разделения проигрывающих, равно  

#�;,4»½b = P�= − 2�!Q � ¡ �� ∏ =!�#! P=! − 2=!�#Q!±¼+� . 

 

Рисунок 1.1 ‒ Диаграмма Венна для расписаний турниров на выбы-
вание: ICI – возрастающая интенсивность конкуренции; DC – отло-
женная конфронтация; SR – преимущество сильного игрока; EPL – 
равное разделение проигрывающих; B – баланс; ED – равные пре-
имущества; ES – равные суммы; S – симметричность; все метки на-
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ходятся внутри соответствующих областей и поставлены близко к 
границе 

Рисунок 1.1 представляет диаграмму Венна для свойств расписаний. Ес-

ли область X принадлежит области Y, тогда все расписания, удовлетворяю-

щие свойству X также удовлетворяют свойству Y. Пустое пересечение озна-

чает невозможность совмещения двух свойств. Диаграмма описывает общий 

случай. Для конкретных параметров n и k, диаграмма может быть проще, не-

которые пересечения могут быть пустыми. 

Количество расписаний, удовлетворяющих каждому свойству достаточ-

но велико, но мощность пересечение значительно меньше. На этом основы-

ваются теоремы о представлении в следующем подразделе. 

1.2.3 Теоремы о представлении 

В данном подразделе мы построим обобщение стандартного расписания 

и расписания равных преимуществ из [33]. 

1.2.3.1 Стандартное расписание 

Для = = 2, наиболее популярным расписанием является стандартное 

расписание. Оно определяется рекурсивно. Для любого m от 1 до n, имеем 

S�,4*,! = �S�,4*�#,! , S�,4*�#,�¡�¾¥��!�#� , $ = 1, 24�*¿¿¿¿¿¿¿¿¿¿. 
Таким образом, для & = 3, получим 

S�,����4�� � = �R11,82, 14,52W, R12,72, 13,62W�. 
Существует несколько обоснований стандартного расписания. 

Утверждение 1.11. [33] Для = = 2 стандартное расписание является 

единственным расписанием, которое удовлетворяет свойству равных сумм. 

Утверждение 1.12. Для = = 2 стандартное расписание является единст-

венным расписанием, которое удовлетворяет свойству преимущество силь-

ного игрока. 
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Утверждение 1.13. Для = = 2 стандартное расписание является единст-

венным расписанием, которое удовлетворяет свойству баланса. 

Стандартное расписание также удовлетворяет свойству равного разде-

ления проигрывающих. Не существует явного обобщения стандартного рас-

писания на случай произвольного =. Для = = 3 и & = 2, 

R11,6,82, 12,4,92, 13,5,72W и R11,5,92, 12,6,72, 13,4,82W удовлетворяют свойствам 

симметричности и равных сумм, R11,6,72, 12,5,82, 13,4,92W удовлетворяют 

свойствам симметричности и преимущество сильного игрока, но не свойству 

равных сумм. В работе разработаны два расписания для = = 3 и = = 4, кото-

рые удовлетворяют ключевым свойствам стандартного расписания и пред-

ставлено соответствующее аксиоматическое обоснование. 

Для = = 3, модифицированное стандартное расписание определяется ре-

курсивно. Для любого m от 1 до n, имеем 

S�,4*,! = �S�,4*�#,! , S�,4*�#,�∙�¡�¾�!�#, S�,4*�#,�∙�¡�¾�!�, $ = 1, 34�*¿¿¿¿¿¿¿¿¿¿. 
Таким образом, для = = 3 и & = 3 получим 

S�,��� = ÁR11,18,192, 16,13,242, 17,12,252W, R12,17,202, 15,14,232, 18,11,262W,R13,16,212, 14,15,222, 19,10,272W Â. 

Утверждение 1.14. Для = = 3 модифицированное стандартное расписа-

ние является единственным расписанием, которое удовлетворяет свойствам 

преимущества сильного игрока и симметричности. 

Для = = 4, модифицированное стандартное расписание определяется ре-

курсивно. Для любого m от 1 до n, имеем 

SÃ,4*,! = ÁSÃ,4*�#,! , SÃ,4*�#,Ä¡�¾¥�¦ �!�#, SÃ,4*�#,Ä¡�¾¥�¦ �! , SÃ,4*�#,Ã¡�¾¥��!�#Â , $ = 1, 44�*¿¿¿¿¿¿¿¿¿¿. 
Таким образом, для = = 4 и & = 2 получим 

SÃ,��� = R11,8,9,162, 12,7,10,152, 13,6,11,142, 14,5,12,132W. 
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Утверждение 1.15. Для = = 4, модифицированное стандартное расписа-

ние является единственным расписанием, которое удовлетворяет свойствам 

преимущество сильного игрока и баланса. 

Даже для большего k не существует расписания, удовлетворяющего 

всем свойствам стандартного расписания. 

Утверждение 1.16. Для = = 5 не существует расписания, удовлетворяю-

щего свойствам равных сумм, симметричности и преимущество сильного иг-

рока. 

 

1.2.3.2 Расписание равных преимуществ 

Для = = 2 расписание равных преимуществ разработано в [33]. Приве-

дем ниже обобщение данного расписания. Расписание равных преимуществ 

определяется рекурсивно. Для любого m от 1 до n, имеем 

S;,4*,! = ⋃ S;,4#,!�";¡�¾;�#"+y , $ = 1, k4�*¿¿¿¿¿¿¿¿¿¿. 
Таким образом, для = = 2 и & = 4, получим 

S�,�»Æ = Ç�R11,92, 15,132W, R13,122, 17,152W� , �R12,102, 16,142W, R14,132, 18,162W�È; 
для = = 3 и & = 3, получим 

S�,�»Æ = ÁR11,10,192, 14,13,222, 17,16,252W, R12,11,202, 15,14,232, 18,17,262W,R13,12,212, 16,15,242, 19,18,272W Â; 

для = = 4 и & = 2, получим 

SÃ,�»Æ = R11,5,9,132, 12,6,10,142, 13,7,11,152, 14,8,12,162W. 
Ниже приведены аксиоматические обоснования расписания равных пре-

имуществ. 

Утверждение 1.17 [33]. Для = = 2 расписание равных преимуществ яв-

ляется единственным расписанием, которое удовлетворяет свойству равных 

преимуществ. 
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Для = = 2 расписание равных преимуществ также удовлетворяет свой-

ству симметричности. 

Утверждение 1.18. Для = = 3, расписание равных преимуществ является 

единственным расписанием, которое удовлетворяет свойствам равных пре-

имуществ и симметричности. 

Модифицированное расписание равных преимуществ определяется ре-

курсивно. Для любого m от 1 до n, имеем 

SÃ,4*,! = �SÃ,4*�#,! , SÃ,4*�#,!�Ã¡�¾ , SÃ,4*�#,Ã¡�!�#�Ã¡�¾ , SÃ,4*�#,Ã¡�!�#�, $ = 1, 44�*¿¿¿¿¿¿¿¿¿¿. 
Таким образом, для = = 4 и & = 2, получим 

SÃ,�*��!É!��	�ÊË�c	Ì�� = R11,5,12,162, 12,6,11,152, 13,7,10,142, 14,8,9,132W. 
Модифицированное расписание равных преимуществ удовлетворяет 

свойствам равных сумм и равных разностей, объединяя свойства стандартно-

го расписания и расписания равных преимуществ. 

Утверждение 1.19. Для = = 4, расписание равных преимуществ является 

единственным расписанием, которое удовлетворяет свойствам равных пре-

имуществ и баланса. 

Для = = 7, существует расписание, удовлетворяющее свойствам равных 

преимуществ, симметричности, равных сумм и равного разделения проигры-

вающих: 

SÍ,� =1,8,23,29,35,36,43,2,9,18,31,34,37,44,3,10,20,26,33,38,45,4,11,22,24,28,39,46,5,14,17,24,30,40,47,6,13,16,19,32,41,48,7,14,15,29,35,42,49. 

Четвертый матч является симметричным самому себе. Первый и седь-

мой матчи, второй и шестой, третий и пятый являются симметричными па-

рами матчей. Данный пример не является единственным. 
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1.2.4 Заключение по подразделу 

Для случаев трех и четырех участников в одном матче построены обоб-

щения стандартного расписания и расписания равных преимуществ. Данные 

случаи являются наиболее значимыми с практической точки зрения. Для 

большего количества участников необходимо определить дополнительные 

свойства, чтобы однозначно построить искомое расписание. 

Результаты данного подраздела отчета отражены в [41]. 

 

1.3 Исследование конкурентной кооперации в Арктике 

Явление, когда между фирмами есть конкуренция в одних направлениях 

и кооперация в других получила название конкурентного сотрудничества 

(coopetition) – см. [46]. При этом подобное явление может проявляться и быть 

изучено как при горизонтальном, так и при вертикальном взаимодействии по 

цепочке добавленной стоимости. Хотя первоначально модель конкурентного 

сотрудничества была разработана как полезная и гибкая концептуальная мо-

дель для изучения взаимодействия бизнеса с бизнесом, она также может быть 

принята для моделирования взаимодействия на других уровнях агрегирова-

ния сообщества и среди других типов агентов, например между различными 

отраслями, в разных ГЧП конфигурациях и даже между странами. 

Арктический регион и его развитие являются хорошим примером для 

построения моделей конкурентного сотрудничества. Несмотря на то, что он 

занимает всего лишь 6 процентов земного шара, согласно последним иссле-

дованиям, более пятой части неразведанных запасов нефти и газа в мире на-

ходится в недрах выше Полярного круга и значительное количество видов 

рыбы обитает в арктических водах. Из-за экстремальных климатических ус-

ловий и, как следствие, высокой стоимости, разведка и разработка природ-

ных ресурсов в Арктике выглядела непривлекательно несколько десятилетий 

назад. Однако, текущие изменения климата, приводящие к таянию льда, от-

крыли новые возможности для региона. Арктические воды стали более дос-
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тупными для разведки и разработки природных ресурсов. Арктические мор-

ские маршруты доставки становятся все более доступными, что потенциаль-

но дает значительные экономические преимущества для многих стран. Воз-

можности для рыбной промышленности также значительно увеличиваются за 

счет увеличения продолжительности периода, когда поверхность Ледовитого 

океана свободна ото льда. 

Сегодня проводится большое количество исследований по вопросу воз-

можностей и потенциальных выигрышей от кооперации в Арктическом ре-

гионе между различными заинтересованными сторонами: между странами, 

причисленными к Арктическому кругу в целом о по отдельным вопросам [47, 

48, 49], между странами из более отдаленных регионов, чтобы координиро-

вать свои действия в Арктике [50, 51], а также между различными отраслями 

промышленности в арктических странах [52, 53]. Совершенно очевидно, что, 

хотя многие проблемы в Арктике мотивируют заинтересованные стороны к 

сотрудничеству, их собственные интересы и возможности могут вызывать и 

уже вызывают расхождения между целями общей политики и результатами, 

которые могут быть получены при согласованном взаимодействии между 

ними [54]. Поэтому исследования конкурентного сотрудничества крайне ак-

туальны для разработки инструментов разрешения конфликтов в рамках эко-

номического развития Арктики, в частности для дележа спорных территорий 

– см. [55]. 

Конкурентное сотрудничество в конкретном контексте сотрудничества в 

области НИОКР и конкуренции на товарном рынке для рынков олигополии, 

на основе классической модели первоначально разработанной [56], было 

проанализировано с помощью экспериментального подхода в [57]. Данные 

наработки мы предполагаем взять за основу построения концептуальной 

платформы для исследования проблем и возможностей по кооперации в Арк-

тике, уделяя больше внимания вопросам разработки и анализа механизмов 

взаимодействия участников конкурентного сотрудничества.   
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Формальные модели этого исследования служат основой для платформы 

бизнес-игр, которую мы реализуем, следуя концепции, описанной в [58] для 

анализа управленческих механизмов в сложных кибер-физических системах, 

предполагающего трех уровневый подход. Он охватывает нижний кибер-

физический слой, см., например [59], на котором находятся объединенные 

модели природной и технической системы, экономический слой, модели-

рующий аспекты взаимодействия между заинтересованными сторонами и 

верхний слой – на котором моделируется индивидуальное принятие решений 

каждой из заинтересованных сторон. Одном из наиболее очевидных приме-

ров, который в дальнейшем планируется рассмотреть с помощью развивае-

мого подхода, является рыбная отрасль, в которой инновационные подходы 

к разведению аквакультур [60, 61], предлагающие эффективные технические 

решения для экологических проблем могут оказать воздействие на взаимо-

действие между различными отраслями промышленности внутри одной 

страны [62, 63, 53], что, в свою очередь, может воздействовать на принятие 

политических решений на межгосударственном уровне – см. [48, 52, 64]. 

Такой многоуровневый подход позволит проводить исследования по 

следующим актуальным вопросам: будут ли стороны, которые конкурируют 

в некоторых аспектах своего взаимодействия, иметь стимулы к сотрудниче-

ству в других или, наоборот, ‒ будут ли стороны, которые сотрудничают в 

некоторых аспектах, конкурировать в других из-за конкретных аспектов 

функционирования конкретных киберфизических систем. Также, будут ли 

предполагаемые к внедрению технические инновации полезны для повыше-

ния уровня кооперации или нет – см., например [65]. 

Важным аспектом данного подхода является декомпозиция сложной 

управленческой проблемы на набор элементарных, «базовых» проблем, каж-

дая из которых может быть проанализирована и решена в отдельности. Деко-

позиционный подход показал себя достаточно успешным в области задач 

управления техническими системами [66], теории управления организацион-

ными [67] и эколого-экономическими [68] системами. Разработка упрощен-
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ных и обобщенных «игр» в рамках данного подхода позволяет выявить саму 

суть конфликтной ситуации, отделив ее от других, порой крайне сложных 

аспектов рассматриваемой проблемы, тем самым сделав доступными ее по-

нимание и анализ даже для неспециалистов, что в дальнейшем позволяет для 

каждой из элементарных управленческих проблем предложить и проиллюст-

рировать эффективные управленческие решения. 

Реализовать данный подход мы предполагаем на основе одной из но-

вейших систем компьютерного моделирования – Расчет Динамических Сис-

тем [69], развиваемой в ИПУ РАН, которая позволяет комбинировать блоч-

ный подход к имитационному моделированию механизмов управления в со-

циально-экономических системах – см., например [70] с экспериментальны-

ми исследованиями этих механизмов в форме деловых игр [65], которые мо-

гут быть адаптированы и проведены даже с неподготовленной аудиторией, 

например – для детей, см. [71]. Деловые игры и мультиагентное имитацион-

ное моделирование могут быть также полезны на стадии их апробации при 

интеграции данных решений в контекст конкретной киберфизической систе-

мы для проверки их применимости, настройки и анализа эффективности их 

функционирования. 

Таким образом, разрабатываемая концептуальная платформа для иссле-

дования проблем и возможностей по кооперации в Арктике на базе моделей 

конкурентной кооперации в идеологии многоуровнего подхода к декомпози-

ции сложных кибер-физических систем – путем выстраивания иерархии 

взаимосвязанных моделей для многостороннего анализа конфликтных ситуа-

ций лежащих в основе многих управленческих задач, позволит моделировать 

одновременную кооперацию в одних направлениях и конкуренцию в других 

между различными агентами влияния. В 2018 г. была представлена первая 

версия концепции данной системы [72], в 2019 году планируется разработать 

прототип на базе конкретного примера, иллюстрирующего ситуацию конку-

рентной кооперации в Арктическом регионе.  
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2 Исследование моделей выбора и агрегирования 

Этот раздел отчета содержит результаты исследований моделей выбора 

и агрегирования. Задачи выбора рассматривались в рамках развития теории 

многокритериального выбора, а также применения теории коллективного 

выбора. Задачи агрегирования рассматривались опять-таки в рамках теории 

коллективного выбора для построения агрегированных ранжирований аль-

тернатив, а также в рамках теории функций доверия. Полученные результаты 

отражены в следующих подразделах: 

‒ развития теории интервальных оценок замещений критериев; 

‒ аксиоматический анализ способов выбора оптимальных вариантов и проце-

дур ранжирования альтернатив; 

‒ исследование мер конфликта в рамках теории функций доверия, индуциро-

ванных правилами комбинирования свидетельств; 

‒ построение и применение теоретических моделей для расчета степени ма-

нипулируемости правил агрегирования предпочтений. 

 

2.1 Развития теории интервальных оценок замещений критериев 

2.1.1 Введение в теорию интервальных оценок замещений критериев 

При анализе и выборе многокритериальных решений широко использу-

ются параметрические модели предпочтений. Самый известный пример – ад-

дитивная функция ценности (в частности, линейная «свертка») с весами (ко-

эффициентами важности) критериев. Так как назначение точных значений 

параметров по целому ряду причин (из-за наличия неопределенных факто-

ров, неточности исходных данных, неполноты сведений о предпочтениях ли-

ца, принимающего решения, и т.п.) – непростая проблема, то такие значения 

оказываются недостаточно надежными и могут содержать ошибки. Поэтому 

важным этапом анализа прикладных задач является оценка чувствительности 

результатов выбора к изменению назначенных величин параметров, т.е. вы-
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яснение пределов, в которых можно изменять исходные значения параметров 

так, чтобы результаты выбора оставались неизменными. Например, в руко-

водстве по подаче предложений по политическому анализу (policy analysis) 

для Европейской Комиссии Европейского союза в контексте по оценке влия-

ния [73] записано: «Если допущения, лежащие в основе базового сценария, 

могут изменяться в результате воздействия внешних факторов, необходимо 

провести анализ чувствительности, чтобы оценить, существенно ли различа-

ются последствия вариантов политики для различных значений ключевых 

переменных». 

С другой стороны, следует отметить, что результаты анализа чувстви-

тельности могут прояснить и требования к точности оценок параметров мо-

делей предпочтений. 

Методы анализа чувствительности хорошо развиты для однокритери-

альных задач оптимизации (см., например, [74]), и особенно для задач линей-

ного программирования [75]. Для многокритериальных задач методы анализа 

чувствительности первоначально разрабатывались применительно к моделям 

предпочтений в виде аддитивной функции ценности (в том числе для мето-

дов анализа иерархий, TOPSIS и PROMETHEE), в которой параметрами яв-

лялись веса критериев, а затем и значения частных функций ценности [76, 77, 

78, 79, 80, 81, 82, 83]. Однако разработанные для параметрических функций 

ценности подходы к анализу чувствительности в принципе не годятся для 

моделей с частичными бинарными отношениями, ибо при фиксированных 

значениях параметров функция ценности позволяет сравнивать по предпоч-

тительности любые варианты, а частичное отношение предпочтения этого не 

позволяет. Поэтому здесь требуются иные методы, основанные на новых 

идеях. 

Вначале методы анализа чувствительности для частичных отношений 

предпочтения были разработаны для моделей, базирующихся на отношениях 

превосходства (outranking relations) и использующихся в таких методах ре-

шения многокритериальных задач, как ELECTRE (разных видов) [84, 85]. В 
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[84] для метода ELECTRE I предложены аналитические методы расчета гра-

ниц интервалов, в пределах которых изменение весов отдельных критериев, а 

также отдельных уровней согласия или несогласия не меняют множество не-

доминируемых альтернатив. В [85] для метода ELECTRE III, который ис-

пользуется для упорядочения альтернатив по предпочтительности на основа-

нии конструируемого нечеткого отношения превосходства (outranking 

relation), предложен метод оценки «устойчивости» полученного упорядоче-

ния при помощи трех показателей, имеющих вероятностный смысл и опреде-

ляемых для каждой пары альтернатив: индекс приемлемости рангов (альтер-

натив в их итоговой упорядоченности), индекс парного выигрыша (превос-

ходства в предпочтительности) и индекс несравнимости. При этом предпола-

гается, что для параметров отношения превосходства (весов критериев и по-

роговых уровней), а также и для значений критериев заданы области (обычно 

интервалы), в которых истинные значения этих параметров распределены 

равномерно. Значения указанных индексов рассчитываются методом Монте-

Карло. Следует иметь в виду, что отношения превосходства не являются 

транзитивными. 

Для транзитивных отношений предпочтения методы анализа чувстви-

тельности начали создаваться лишь в последнее десятилетие. Во множестве 

многокритериальных моделей предпочтений, основанных на частичных би-

нарных отношениях, можно выделить модели с однородными (обычно без-

размерными) параметрами и модели с неоднородными (имеющими разную 

«физическую» размерность) параметрами. Примерами моделей первого из 

указанных классов являются модели из теории (симметрической, или истин-

ной) важности (однородных, т.е. имеющих общую шкалу, а потому и единую 

область значений) критериев [86, 87, 88]. Примерами моделей второго класса 

служат модели из теории параметрической важности неоднородных критери-

ев и, в частности, из теории интервальных замещений критериев [89, 90]. 

Чувствительность выбора к изменению коэффициентов важности одно-

родных критериев с порядковой шкалой или шкалой первой порядковой мет-
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рики и конечной областью значений изучена в [91, 92, 93, 94]. В [91, 92] рас-

сматривается случай точечной оценки важности, когда задаются точные зна-

чения коэффициентов важности. Оценивание чувствительности множества 

недоминируемых альтернатив (или отдельных альтернатив) к изменению 

значений коэффициентов важности сводится к решению задач линейного 

программирования. В [93, 94] рассматривается случай интервальной инфор-

мации о важности критериев, состоящей из интервальных оценок степеней 

превосходства в важности одних критериев над другими. Здесь задача оцени-

вания чувствительности множества недоминируемых альтернатив (или от-

дельных альтернатив) к изменению границ интервальных оценок значений 

коэффициентов важности оказывается достаточно сложной задачей нелиней-

ного программирования, которая не сводится к решению задач линейного 

программирования. Поэтому был предложен аналитический метод оценки 

чувствительности результатов сравнения по предпочтительности альтернатив 

к изменению границ указанных интервальных оценок. 

В [95] рассматривались параметрические модели предпочтений, возни-

кающие при использовании методов параметрической (пропорциональной) 

важности (неоднородных) критериев. Предпочтения представляются в форме 

интервалов неопределенности замещения (ИНЗ) одних критериев другими. 

Задача оценивания чувствительности множества альтернатив к изменению 

границ ИНЗ оказалась нелинейной и достаточно сложной Поэтому была по-

ставлена проблема разработки эффективных методов анализа чувствительно-

сти для моделей с ИНЗ. В данном подразделе отчета приведены результаты 

решения указанной актуальной проблемы, имеющей как теоретическую, так 

и прикладную значимость. 
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2.1.2 Сведения из теории параметрической важности критериев и теории 

интервалов неопределенности замещений 

Дальнейшее изложение опирается на следующую математическую мо-

дель ситуации индивидуального выбора в условиях определенности при мно-

гих критериях: 

 = < X, f1, …, fm, Z1, …, Zm, P >,   (2.1) 

где Х – множество альтернатив, или вариантов, планов, стратегий, … (число 

их не менее двух), f1, …, fm – критерии (m  ≥ 2), т.е. функции fi: X → Zi, где Zi 

⊆ Re = (−∞, +∞) – область значений i-го критерия (множество его шкальных 

оценок), P – отношение (строгого) предпочтения ЛПР. Критерии fi образуют 

векторный критерий f = (f1, …, fm). Предполагается, что каждый из критериев 

независим по предпочтению от остальных и его бóльшие значения предпоч-

тительнее меньших. Каждая альтернатива x из множества X характеризуется 

её векторной оценкой y(x) = f(x) = (f1(x), …, fm(x)). Множество всех векторных 

оценок (как достижимых, которые соответствуют альтернативам, так и гипо-

тетических) есть mZZZ ××= ...1 . 

Предпочтения ЛПР моделируются при помощи отношения предпочте-

ния P на Z: запись yPz означает, что векторная оценка y более предпочти-

тельна, чем z. Принимается допущение, что отношение P – строгий (частич-

ный) порядок, т.е. оно иррефлексивно (для любой векторной оценки y невер-

но yPy) и транзитивно (для любых векторных оценок y, z, u из yPz и zPu сле-

дует yPu). Предполагается, что альтернатива полностью характеризуется её 

векторной оценкой, так что сравнение вариантов по предпочтительности 

сводится к сопоставлению их векторных оценок. Поэтому задача выбора 

наилучшей альтернативы из множества X сводится к выбору наиболее пред-

почтительной векторной оценки из множества достижимых векторных оце-

нок Y = f(X) = {y∈Z y = f(x), x∈X}. 

Отношение P неизвестно и строится (восстанавливается) на основе ин-

формации о предпочтениях, получаемой от ЛПР и/или экспертов. Правило, 
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задающее отношение P на основе такой информации, называется решающим. 

Оно может быть аналитическим (задаваться формулами) или алгоритмиче-

ским (в частности, оптимизационным). Далее рассматривается случай, когда 

в состав информации о предпочтениях ЛПР входят сведения об относитель-

ной важности критериев, или компенсациях ухудшения значений одних кри-

териев улучшением значений других критериев (как принято говорить, о за-

мещениях одних критериев другими). 

Поскольку бóльшие значения каждого критерия предпочтительнее его 

меньших значений, то полагается, что отношение предпочтения P согласова-

но с отношением Парето, или Эджворта-Парето P0 (т.е. верно P0 ⊂ P ), кото-

рое определяется так: 

yP
0
z   ⇔   yi ≥ zi, i ∈ M = {1, …, m}, x ≠ y.   (2.2) 

Приведем сведения из теории параметрической важности и интервалов 

неопределенности замещений критериев [90, 89, 96, 97, 98], необходимые для 

дальнейшего изложения. Через ),( byayy ji −+  обозначим вектор, получен-

ный из вектора y заменой его компоненты yi на yi + a и компоненты yj на yj − 

b. 

Определение 2.1. Критерий fi важнее критерия fj с параметрами (или в 

отношении) hi: hj, где hi и hj – положительные числа, если 

Pythythyy jjii ),( −+  для любых y ∈ Z, t > 0, yi + hit ∈ Z, yj − hjt ∈ Z. (2.3) 

Сообщение о том, что критерий fi важнее критерия fj с параметрами hi: hj, 

обозначается “словом” ji ji hh :
� . Отношение, задаваемое (2.3), обозначается 

)(
:

jiP ji hh
� . 

Определение 2.2. Интервалом неопределенности замещения (ИНЗ) кри-

терия fi критерием fj называется интервал ),( +−= ijijij λλλ , где 
+− << ijij λλ0 , об-

ладающий следующими свойствами: 

Pytytyy ijji ),( ++− λ  для любых y ∈ Z, t > 0, yi − t ∈ Z, Zty ijj ∈+ +λ ; (2.4) 
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),( tytyyyP ijji

−+− λ  для любых y ∈ Z, t > 0, yi − t ∈ Z, Zty ijj ∈+ −λ . (2.5) 

Отношение, задаваемое (2.4) и (2.5), обозначается P(λij). Сравнение (2.3) 

с (2.4) – (2.5) показывает, что одному ИНЗ ),( +−= ijijij λλλ  соответствуют два 

сообщения о важности: ji ij
−λ:1

�  и ij ij 1:+λ
� . Поскольку практически сведения 

о предпочтениях ЛПР удобнее получать в виде интервальных оценок заме-

щений [99], то далее будем считать, что информация о предпочтениях ЛПР 

представляется в виде множества Λ, состоящего из ИНЗ λij. Поскольку отно-

шение P транзитивно, то отношение предпочтения P(Λ), порождаемое на Z 

информацией Λ, определяется как наименьшее транзитивное отношение, 

включающее объединение отношения P0 и всех отношений P(λij). В соответ-

ствии с данным определением yP(Λ)z выполнено в том и только в том случае, 

если существует цепочка вида 

yP
1
z

1, z1
P

2
z

2, …, zn−1
P

n
z, 

где все zk ∈ Z, а Pk есть P0 или P(λij) для некоторого λij ∈ Λ при каждом k = 1, 

…, n (число n, разумеется, зависит от y, z).  

Для произвольного состава множества Λ разработаны оптимизационные 

решающие правила, позволяющие свести проверку справедливости соотно-

шения yP(Λ)z к решению задачи линейного программирования. Для ряда 

специальных случаев удалось разработать и аналитические решающие пра-

вила. Далее будем рассматривать тот важный для практических приложений 

случай, когда Λ состоит из ИНЗ для каждого из критериев f2, …, fm и крите-

рия f1 (его называют базовым): Λ = {λ21, …, λm1}. Для такого состава Λ в 

предположении, что все критерии континуальны и не ограничены, в [96] бы-

ло предложено простое аналитическое решающее правило. Затем в [90] оно 

было переформулировано в более удобной и наглядной форме и было пока-

зано, что оно остается при определенных условиях верным даже тогда, когда 

критерии ограничены или дискретны. 
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Пусть y и z – произвольные фиксированные векторные оценки и δ = y − 

z. Выделим из множества всех критериев без базового M′ = {2, …, m} два не-

пересекающиеся подмножества: M+(δ) = {i∈ M′  δi > 0}, M−(δ) = {i∈ M′  δi < 

0}. При δi ≠ 0 для некоторого i > 1 по крайней мере одно из этих подмно-

жеств не пусто. Положим: 

∑∑ −+ ∈
+

∈
− ++=

)( 1)( 11 δδ λδλδδ
Mi iiMi iil ; ∑∑ −+ ∈

−
∈

+ ++=
)( 1)( 11 δδ λδλδδ

Mi iiMi iir .(2.6) 

Согласно известной договоренности, если одно из множеств M+(δ) или M−(δ) 

пусто, то соответствующая сумма в (2.6) равна нулю. Заметим, что l ≤ r, при-

чем равенство достигается только при δ = 0, т.е. когда y = z. Полезно также 

иметь в виду, что для δ′ = −δ верны равенства l′ = −r и r′ = −l. 

Теорема 2.1. Пусть в задаче с Λ = {λ21, …, λm1} выполнено одно из сле-

дующих условий: а) все критерии континуальны; б) базовый континуальный 

критерий неограниченный или ограничен только с одной стороны. Тогда для 

векторных оценок y, z таких, что yi ≠ zi для некоторого i > 1, справедливо ре-

шающее правило: 

yP(Λ)z ⇔ 0≥l ;   zP(Λ)y ⇔ 0≤r ;   yN(Λ)z ⇔ rl << 0 . (2.7) 

В (2.7) через N(Λ) обозначено отношение несравнимости: yN(Λ)z означа-

ет, что y ≠ z и неверно ни yP(Λ)z, ни zP(Λ)y. 

Пусть }{ 121,..., mλλ
���

=Λ  – множество ИНЗ, которые являются сужением 

ИНЗ из Λ, т.е. справедливы включения ),(),( 1111

+−+− ⊆ iiii λλλλ
��

, i = 2, …, m, причем 

хотя бы одно из них строгое. Тогда отношение )(Λ
�

P  не уже отношения 

)(ΛP , т.е. )()( Λ⊇Λ PP
�

, причем это включение может быть строгим (напри-

мер, когда все критерии континуальны и не ограничены). 

Примечание 2.1. Выше предполагалось, что все критерии желательно 

максимизировать. При наличии в задаче критериев, которые нужно миними-

зировать, следует внести в определения (2.3) – (2.5) соответствующие оче-

видные изменения. Приведем здесь лишь формулы (2.6.) для случая возмож-
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ного наличия и минимизируемых критериев. Введем переменную si, положив 

si = 1, если критерий fi желательно максимизировать, и si = −1, если критерий 

fi желательно минимизировать, и пусть M+(s,δ) = {i∈ M′  siδi > 0}, M−(s,δ) = 

{i∈ M′  siδi < 0}. Формулы (2.6.) переписываются так: 

∑∑
−+ ∈

+

∈

− ++=
),(

1

),(

111

δδ

δλδλδ
sMi

iii

sMi

iii sssl , ∑∑
−+ ∈

−

∈

+ ++=
),(

1

),(

111

δδ

δλδλδ
sMi

iii

sMi

iii sssr . 

Формулировка теоремы 2.1 не изменяется. 

 

2.1.3 Анализ чувствительности 

Пусть ситуация многокритериального выбора описывается математиче-

ской моделью (2.1), а информация о предпочтениях ЛПР представлена в виде 

множества ИНЗ Λ = {λ21, …, λm1}, порождающего на множестве векторных 

оценок Z отношение предпочтения P(Λ). Будем полагать, что условие теоре-

мы 2.1 выполнено, так что справедливо решающее правило (2.7). Множество 

альтернатив X считается конечным: X = {x
1, …, x

j, …, xn}. 

Векторная оценка y j = f(x j) называется недоминируемой (по P(Λ)), если 

не существует векторной оценки yk = f(xk) такой, что верно yk
P(Λ)y j, k = 1, …, 

n; альтернатива x
j также называется недоминируемой. В противном случае 

альтернатива x
j и ее векторная оценка y

j называются доминируемыми (по 

P(Λ)). Множество недоминируемых векторных оценок внешне устойчиво 

(см., например, [100]): если yk – доминируемая векторная оценка, то найдется 

недоминируемая векторная оценка y j такая, что верно y j
P(Λ)yk. Поэтому оп-

тимальную альтернативу следует выбрать среди недоминируемых. 

Целью анализа чувствительности отдельной недоминируемой альтерна-

тивы или множества таких альтернатив к изменению (границ) ИНЗ из Λ яв-

ляется получение оценок максимально возможных изменений, при которых 

недоминируемость сохраняется. Далее будем полагать, что уменьшение 

меньших из изменений не компенсируется увеличением больших из них. По-

скольку после расширения ИНЗ отношение предпочтения не расширится, а 
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может лишь сузиться, то недоминируемость сохранится. Поэтому можно ог-

раничиться рассмотрением случая сужения исходных ИНЗ из Λ до ИНЗ, со-

ставляющих }{ 121,..., mλλ
���

=Λ . 

Векторную оценку yk назовем потенциально доминирующей над вектор-

ной оценкой y j, если найдутся такие ИНЗ 121,..., mλλ
��

, являющиеся сужением 

соответствующих ИНЗ из Λ, что будет верно 
jk

yPy )(Λ
�

.  

Пусть }{ 121,..., mλλ
���

=Λ  – множество ИНЗ, которые являются сужением 

ИНЗ из Λ, и верно 
jk

yPy )(Λ
�

. Если yk доминируема по P(Λ), то, в силу внеш-

ней устойчивости множества недоминируемых по P(Λ) векторных оценок 

среди них найдется ys такая, что верно ys
P(Λ)yk. Но )()( Λ⊆Λ

�

PP  и отноше-

ние )(Λ
�

P транзитивно. Поэтому верно и 
js

yPy )(Λ
�

. Следовательно, при ана-

лизе чувствительности можно учитывать только те потенциально домини-

рующие векторные оценки, которые сами являются недоминируемыми по 

P(Λ). 

В многокритериальных прикладных задачах критерии могут иметь раз-

ную «физическую» размерность, так что и величины-границы ИНЗ тоже мо-

гут иметь разную размерность. Для соизмерения степеней сужения разных 

ИНЗ поступим так. Положим 

−+ −= 11 iiid λλ , iiii dt
−−− += 11 λλ

�

, iiii dt
+++ −= 11 λλ

�

, 0≥−
it , 0≥+

it , i = {2, …, m}. 

Поскольку должны выполняться неравенства 
+− < 11 ii λλ
��

, то 1<+ +−
ii tt , i = {2, …, 

m}. Таким образом, система ограничений для переменных 
−
it  и 

+
it  такова: 

0≥−
it , 0≥+

it , 1<+ +−
ii tt , i ∈ M′ = {2, …, m}.   (2.8) 

Относительная длина суженного ИНЗ ),(
−−= 111 iii λλλ
���

 равна 

0111 >+−=
− −+

−+

)( ii

i

ii tt
d

λλ
��

, i ∈ M′. 
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Поэтому степени сужения ИНЗ можно оценивать величинами 
−
it  и 

+
it : чем 

они больше, тем сильнее сужение соответcтвующего ИНЗ. В итоге приходим 

к многокритериальной задаче максимизации с 2(m − 1) равноважными крите-

риями – величинами 
−
it  и 

+
it  (точное определение равноважности критериев 

см. в [101]). Известно, что информация о том, что все критерии равноважны, 

позволяет лишь сузить множество выбора, но не обеспечивает его однознач-

ность. Для окончательного выбора следует привлечь дополнительную ин-

формацию, касающуюся возможности компенсации потерь по одним крите-

риям выигрышами по другим. Крайним является тот случай, когда такая 

компенсация считается недопустимой. Возникающие в таком случае задачи 

называются симметрически-лексикографическими, или, кратко, SL-задачами 

оптимизации [101, 102]. Будем полагать, что увеличение больших значений 

одних величин 
−
it  и 

+
it  не компенсирует уменьшение меньших значений дру-

гих таких величин. Иначе говоря, вначале желательно максимизировать наи-

меньшую из величин 
−
it  и 

+
it , i ∈ M′, затем – следующую в порядке их воз-

растания (точнее, неубывания), и т.д. SL-задачи такого рода известны под на-

званием лексиминных [103]. Решение поставленной лексиминной задачи 

сводится к решению последовательности задач максимизации вначале наи-

меньшего из указанных 2(m − 1) величин 
−
it  и 

+
it  при соответствующих огра-

ничениях на переменные 
−
it  и 

+
it , i = 2, …, m, затем – следующего по величи-

не (в порядке возрастания) критерия, и т.д. 

Векторная оценка yk будет потенциально доминирующей над векторной 

оценкой y
j, если найдутся числа 

−
it  и 

+
it , i∈M′, такие, что будет верно 

jk
yPy )(Λ

�

, т.е., согласно (2.6), справедливо неравенство 0≥kjl . Его можно 

раскрыть и записать в таком виде: 

kji

Mi

kj
iii

Mi

kj
ii ltdtd −≥+− −

∈

+

∈

∑∑
+− )()( δδ

δδ ,   (2.9) 
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где lkj вычисляется для 
jk yykj −== δδ . Отметим, что фактически перемен-

ные 
−
it  и 

+
it  входят в левую часть неравенства (2.9) с положительными ко-

эффициентами; если векторная оценка y j недоминируема по P(Λ), то в правой 

части неравенства (2.9) стоит положительная величина. Проверку справедли-

вости сформулированного условия потенциальной доминируемости можно 

провести с использованием компьютера, решая задачу линейного програм-

мирования с любой целевой функцией (например, −⋅ 210 t )⋅и ограничениями 

(2.8) – (2.9). 

Пусть N(j) − множество отличных от y
l недоминируемых по P(Λ) век-

торных оценок, потенциально доминирующих над y
l. Это множество будем 

полагать не пустым: в противном случае анализ чувствительности теряет 

смысл, ибо y j будет оптимальной по P(Λ) и останется таковой при любом су-

жении ИНЗ из Λ. Условие, что неверно 
jk

yPy )(Λ
�

, выполнено, когда верно 

jk
yNy )(Λ

�

 или 
kj

yPy )(Λ
�

, т.е., согласно (2.7), когда справедливо неравенст-

во 0<kjl
�

. Поэтому система ограничений, обеспечивающих недоминируе-

мость y j, включает неравенства 0<kjl
�

, k ∈ N(j). Используя (2.6), раскроем эти 

неравенства и получим неравенства 

∑∑
−− ∈

−

∈

+ −<+−
)()( δδ

δδ
Mi

kjii
kj
i

Mi

ii
kj
i ltdtd , k∈N(j).  (2.10) 

Итак, первой оптимизационной задачей является задача максимизации 

целевой функции },min{min +−
′∈ iiMi tt  при ограничениях (2.8), (2.10). Для по-

лучения оптимизационной задачи в стандартной формулировке заменим 

строгие неравенства в (2.8) и (2.10) нестрогими (этот факт далее будет учтен 

тем, что полученные границы для ИНЗ будут полагаться недостижимыми). 

Используя известный стандартный прием замены нелинейной целевой функ-

ции линейной за счет введения дополнительной переменной t (ее можно счи-

тать неотрицательной), в итоге получим задачу линейного программирования 
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с ограниченной целевой функцией и непустым множеством допустимых ре-

шений: 

t → max при ограничениях 
−≤ itt , 

+≤ itt , i = {2, …, m}, и (3.1), (3.3). (2.11) 

Далее поступаем следующим образом [104, 105]. Пусть },{, ∗+∗−∗
ii ttt  – 

решение задачи (2.11), M1 – совокупность номеров i таких, что 
−∗∗ = itt  и со-

ответствующие двойственные переменные равны нулю, и M2 – совокупность 

номеров i таких, что 
∗+∗ = itt  и соответствующие двойственные переменные 

равны нулю. Если оба множества M1 и M2 пусты, то решение SL-задачи най-

дено. 

В противном случае переходим ко второй задаче линейного программи-

рования: максимизировать t при ограничениях 
−≤ itt , i∈M1; 

+≤ itt  i∈M2, а 

также неравенствах (2.10) при фиксированных значениях ∗−− = ii tt  для i∈M1 и 

∗++ = ii tt  для i∈M2. (Понятно, что неравенства из (3.3) и 1≤+ +−
ii tt , в которых 

значения всех переменных оказались фиксированными, можно опустить). 

Если для решения второй задачи все неравенства 
−≤ itt  и 

+≤ itt  выполняются 

как равенства и соответствующие им двойственные переменные положи-

тельны, то решение SL-задачи найдено. В противном случае аналогичным 

путем формируем третью задачу линейного программирования, и т.д. 

Пусть },{ +−
ii tt
��

 − решение лексиминной задачи, т.е. последней из опи-

санной последовательности задач линейного программирования. Тогда иско-

мыми минимальными ИНЗ, при которых альтернатива остается недомини-

руемой, будут ИНЗ с концами iiii dt
−−− +=
��

11 λλ  и iiii dt
+++ −=
��

11 λλ , i = {2, …, m}. 

Эти концы, как указывалось выше, следует считать недостижимыми, так что 

(учитывая, что ограничений на расширение ИНЗ нет) левый конец −
1iλ  ИНЗ λi1 

может изменяться в пределах от 0 + ε до ελ −+ −−
iii dt

�

1 , а правый – от 

ελ +− ++
iii dt

�

1  до +∞, где ε – сколь угодно малое положительное число. 
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Поскольку решением задачи выбора с использованием отношения пред-

почтения P(Λ) является множество недоминируемых по P(Λ) альтернатив, то 

для практических приложений основной интерес представляет анализ устой-

чивости этого множества в целом. С учетом изложенного выше, приходим к 

выводу, что для проведения этого анализа следует решить SL-задачу, отли-

чающуюся от рассмотренной выше тем, что вместо множества N(j) для фик-

сированного номера j нужно учесть множества N(j) номеров j всех недоми-

нируемых по P(Λ) альтернатив x
j. То есть вместо ограничений (3.3) здесь 

нужно использовать ограничения 

∑∑
−− ∈

−

∈

+ −<+−
)()( δδ

δδ
Mi

kjii
kj
i

Mi

ii
kj
i ltdtd , k∈N(j), j∈N(Λ),  (2.12) 

где N(Λ) – множество номеров альтернатив, недоминируемых по P(Λ). 

Примечание 2.2. Для грубой оценки чувствительности можно ограни-

читься решением лишь одной – первой задачи линейного программирования. 

Примечание 2.3. Выше рассмотрен анализ чувствительности к измене-

нию всех ИНЗ. Если интересоваться только частью ИНЗ (в частности, чувст-

вительностью к изменению границ одного из ИНЗ), то в описанный порядок 

проведения анализа нужно внести очевидные изменения. 

2.1.4 Пример проведения анализа чувствительности 

Для пояснения и иллюстрации изложенных выше теоретических поло-

жений рассмотрим числовой пример. В трехкритериальной задаче выбора 

множество X образовано тремя альтернативами: X = {x
1, x2, x3}. Все критерии 

являются континуальными неограниченными. Значения векторного критерия 

f = (f1, f2, f3) для альтернатив таковы: 

f(x1) = y1 = (8, 3, 7), f(x2) = y2 = (7, 10, 5), f(x3) = y3 = (7, 2, 9). 

Множество Λ состоит из двух ИНЗ λ21 = (0,2; 2) и λ31 = (0,3; 1). Здесь m = 

3, M′ = {2, 3}, d2 = 1,8 и d3 = 0,7. Условия теоремы 2.1. выполнены. 
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Для сравнения по предпочтительности альтернатив воспользуемся ре-

шающим правилом (2.7). Согласно (2.6) для x1 и x2 имеем: 

)2,7,1(2112 −=−= yyδ , }3{)( 12 =+ δM , }2{)( 12 =− δM ; 

4,122)7(3,02112 −=⋅−+⋅+=l ; 6,12,0)7(12112 =⋅−+⋅+=r ; 

поскольку 1212 0 rl << , то y1
N

Λ
y

2. 

Аналогично для x1 и x3: 

)2,1,1(3113 −=−= yyδ , }2{)( 12 =+ δM , }3{)( 12 =− δM ; 

8,0122,01113 −=⋅−⋅+=l ; 4,23,0221113 =⋅−⋅+=r ; 

поскольку 1313 0 rl << , то y1
N

Λ
y

3. 

Наконец, для x2 и x3: 

)4,8,6(3223 −−=−= yyδ , }2{)( 23 =+ δM , }3{)( 23 =− δM ; 

4,8142,08623 −=⋅−⋅+−=l ; 8,83,0428623 =⋅−⋅+−=r ; 

поскольку 2323 0 rl << , то y2
N

Λ
y

3. 

Таким образом, все три альтернативы недоминируемы по PΛ. 

Проведем анализ чувствительности для альтернативы x1. Вначале прове-

рим, является ли альтернатива x2 потенциально доминирующей над x1. Сис-

тема неравенств (2.8) и (2.10) с учетом )2,7,1(1221 −−=−= yyδ  и −l21 = r12 = 

1,6 записывается так: 

6,14,16,12 32 ≥⋅+⋅ +−
tt ; 122 ≤+ +−

tt , 133 ≤+ +−
tt , 02 ≥−

t , 02 ≥+
t , 03 ≥−

t , 03 ≥+
t . 

Легко видеть, что эта система совместна: подходят, например, значения 

2,02 =−t  и 02 =+t , 03 =−
t , 03 =+

t . Поэтому x2 является потенциально домини-

рующей над x1. 
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Проверим теперь, является ли альтернатива x
3 потенциально домини-

рующей над x
1. Система неравенств (2.9) и (2.10) с учетом 

)2,1,1(1331 −−=−= δδ  и −l31 = r13 = 2,4 записывается так: 

4,24,18,1 32 ≥⋅+⋅ −+
tt ; 122 ≤+ +−

tt , 133 ≤+ +−
tt , 02 ≥−

t , 02 ≥+
t , 03 ≥−

t , 03 ≥+
t . 

Она совместна: подходят, например, значения 02 =−t , 8,02 =+
t , 8,03 =−

t , 

03 =+
t . Поэтому x3 также является потенциально доминирующей над x1. Та-

ким образом, N(1) = {2, 3}. 

Теперь запишем задачу (2.11): 

t → max      (2.13) 

при ограничениях: 

−≤ 2tt , 
+≤ 2tt , 

−≤ 3tt , 
+≤ 3tt ;     (2.14) 

122 ≤+ +−
tt , 133 ≤+ +−

tt ;      (2.15) 

6,14,16,12 32 ≤⋅+⋅ +−
tt ; 4,24,18,1 32 ≤⋅+⋅ −+

tt ;  (2.16) 

02 ≥−
t , 02 ≥+

t , 03 ≥−
t , 03 ≥+

t .     (2.17) 

Решение задачи (4.1) – (4.5): t = 0,1142857; 0,11428572 =−t ; 

0,11428572 =+t ; 0,11428573 =−
t ; 0,11428573 =+

t . Все неравенства из (2.14) 

выполняются как равенства, но двойственные переменные для второго и 

третьего равны нулю, а для первого и четвертого положительны. Поэтому 

фиксируем величины 0,11428572 =−t  и 0,11428573 =+
t  и убираем содержащие 

их неравенства из (2.14). Получаем вторую задачу: 

t → max      (2.18) 

при ограничениях: 

+≤ 2tt , 
−≤ 3tt ;       (2.19) 

122 ≤+ +−
tt , 133 ≤+ +−

tt ;      (2.20) 
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7,27,06,3 32 ≤⋅+⋅ −+
tt ; 77,08,10 32 ≤⋅+⋅ ++

tt ;  (2.21) 

0,11428572 =−
t , 02 ≥+

t , 03 ≥−
t , 0,11428573 =+

t .  (2.22) 

Решение задачи (2.18) – (2.22): t = 0,7500000; 0,11428572 =−t ; 

0,75000002 =+t ; 0,75000003 =−
t ; 0,11428573 =+

t . Оба неравенства из (2.19) 

выполняются как равенства и двойственные переменные для них положи-

тельны. Поэтому решение SL-задачи получено. Таким образом, альтернатива 

x
1 остается недоминируемой, если границы ИНЗ изменяются в таких преде-

лах (с точностью до двух знаков после запятой; округление для 
−
21λ  и 

−
31λ  в 

меньшую сторону, а для 
+
31λ  – в большую сторону): 

1142857,08,12,040,00 21 ⋅+≈≤< −λ ; +∞<<=⋅− +
2165,075,08,12 λ ; 

75,07,03,082,00 31 ⋅+≈≤< −λ ; +∞<≤≈⋅− +
3193,01142857,07,01 λ . 

Проведем теперь анализ чувствительности к изменению ИНЗ множества 

недоминируемых альтернатив {x
1, x2, x3} в целом, учитывая результаты, по-

лученные выше при сравнении альтернатив по P
Λ и при анализе чувстви-

тельности альтернативы x1. 

Вначале проверим, является ли альтернатива x
1 потенциально домини-

рующей над x
2. Система неравенств (2.9) и (2.10) с учетом 

),,( 2712112 −=−= yyδ  и −l12 = 12,4 записывается так: 

41241612 32 ,,, ≥⋅+⋅ −+
tt ; 122 ≤+ +− tt , 133 ≤+ +−

tt , 02 ≥−t , 02 ≥+t , 03 ≥−
t , 03 ≥+

t . 

Легко видеть, что эта система совместна: подходят, например, значения 

9,02 =−t , 02 =+t , 903 ,=−t , 03 =+
t . Поэтому x1 является потенциально домини-

рующей над x2. 

Теперь проверим, является ли альтернатива x
3 потенциально домини-

рующей над x
2. Система неравенств (2.9) и (2.10) с учетом 

),,( 4862332 −=−= δδ  и −l32 = r23 = 8,8 записывается так: 
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8882414 32 ,,, ≥⋅+⋅ −+
tt ; 122 ≤+ +− tt , 133 ≤+ +−

tt , 02 ≥−t , 02 ≥+t , 03 ≥−
t , 03 ≥+

t . 

Она совместна: подходят, например, значения 02 =−t , 9,02 =+t ; 03 =−t , 

9,03 =+
t . Поэтому x3 также является потенциально доминирующей над x2. Та-

ким образом, N(2) = {1, 3}. 

Проверим, является ли альтернатива x
1 потенциально доминирующей 

над x3. Система неравенств (2.9) и (2.10) с учетом ),,( 21113 −=δ  и −l13 = 0,8 

записывается так: 

804181 32 ,,, ≥⋅+⋅ +−
tt ; 122 ≤+ +− tt , 133 ≤+ +−

tt , 02 ≥−t , 02 ≥+t , 03 ≥−
t , 03 ≥+

t . 

Она совместна: подходят, например, значения 502 ,=−t ; 02 =+t , 03 =−t , 03 =+t . 

Поэтому x1 является потенциально доминирующей над x3. 

Проверим, наконец, является ли альтернатива x2 потенциально домини-

рующей над x3. Система неравенств (2.9) и (2.10) с учетом ),,( 48623 −−=δ  и 

l23 = 8,4 записывается так: 

4882414 32 ,,, ≥⋅+⋅ +−
tt ; 122 ≤+ +− tt , 133 ≤+ +−

tt , 02 ≥−t , 02 ≥+t , 03 ≥−
t , 03 ≥+

t . 

Она совместна: подходят, например, значения 902 ,=−t ; 02 =+t , 03 =−t , 03 =+t . 

Поэтому x
2 является потенциально доминирующей над x

3. Таким образом, 

N(3) = {1, 2} 

Теперь можно записать следующую задачу линейного программирова-

ния с использованием ограничений (2.8) и (2.12): 

t → max       (2.23) 

при ограничениях: 

−≤ 2tt , 
+≤ 2tt , 

−≤ 3tt , 
+≤ 3tt ;    (2.24) 

122 ≤+ +− tt , 133 ≤+ +−
tt ;     (2.25) 

6,14,16,12 32 ≤⋅+⋅ +−
tt ; 424181 32 ,,, ≤⋅+⋅ −+

tt   (2.26) 
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41241612 32 ,,, ≤⋅+⋅ −+
tt ; 8882414 32 ,,, ≤⋅+⋅ −+

tt ; (2.27) 

804181 32 ,,, ≤⋅+⋅ +−
tt ; 4882414 32 ,,, ≤⋅+⋅ +−

tt ;  (2.28) 

02 ≥−t , 02 ≥+t , 03 ≥−
t , 03 ≥+

t .    (2.29) 

Решение задачи (2.23) – (2.29): t = 0,1142857; 0,11428572 =−t ; 

0,11428572 =+t ;  0,11428573 =−t ; 0,11428573 =+t . Все нестрогие неравенства в 

(2.24) выполняются как равенства, двойственные переменные для первого и 

четвертого из них положительны, а для второго и третьего равны нулю. По-

этому фиксируем значения величин 0,11428572 =−t , 0,11428573 =+t  и убира-

ем содержащие их неравенства из (2.29). Получаем вторую задачу: 

t → max      (2.30) 

при ограничениях: 

+≤ 2tt , 
−≤ 3tt ;       (2.31) 

122 ≤+ +− tt , 133 ≤+ +−
tt ;      (2.32) 

7,27,06,3 32 ≤⋅+⋅ −+
tt ; 77,08,10 32 ≤⋅+⋅ ++

tt ;  (2.33) 

6,17,06,3 32 ≤⋅+⋅ +−
tt ; 54,12,7 32 ≤⋅+⋅ ++

tt ;   (2.34) 

5,47,08,10 32 ≤⋅+⋅ −−
tt ; 6,34,12,7 32 ≤⋅+⋅ −−

tt ;  (2.35) 

0,11428572 =−
t , 02 ≥+t , 03 ≥−

t , 0,11428573 =+
t .  (2.36) 

Решение задачи (2.31) – (2.36): t = 0,5116279; 0,11428572 =−t ; 

0,51162792 =+t ; 0,51162793 =−t ; 0,11428573 =+t . Оба нестрогих неравенства в 

(2.31) выполняются как равенства, двойственные переменные для них поло-

жительны. Решение SL-задачи получено. 

Таким образом, множество недоминируемых альтернатив остается не-

изменным, если границы ИНЗ изменяются в таких пределах (с точностью до 

двух знаков после запятой; округление для 
−
21λ  и 

−
31λ в меньшую сторону, а 

для 
+
21λ  и 

+
31λ – в большую сторону): 
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1142857,08,12,040,00 21 ⋅+≈≤< −λ ; +∞<≤≈⋅− +
2108,15116279,08,12 λ ; 

5116279,07,03,065,00 31 ⋅+≈≤< −λ ; +∞<≤≈⋅− +
3193,01142857,07,01 λ . 

Сравнение этих результатов с полученными выше при анализе чувстви-

тельности одной альтернативы x1 показывает, что интервалы допустимых из-

менений границ 
−
21λ  и 

+
31λ  остались прежними, но интервалы допустимых 

изменений границ 
+
21λ  и 

−
31λ  сузились. 

 

2.1.5 Заключение по подразделу 

Информация о предпочтениях ЛПР в виде интервалов неопределенности 

замещений (ИНЗ) критериев порождает на множестве альтернатив отноше-

ние предпочтения, являющее строгим частичным порядком. Решение задачи 

многокритериального выбора с использованием ИНЗ представляется множе-

ством альтернатив, недоминируемых по этому отношению: наилучшая аль-

тернатива должна быть выделена именно из этого множества. Анализ чувст-

вительности указанного множества к изменению ИНЗ является необходимым 

этапом решения прикладной задачи выбора. 

Анализ чувствительности как отдельной недоминируемой альтернативы, 

так и множества недоминируемых альтернатив в целом, к изменению ИНЗ 

сводится к решению одной или нескольких последовательно формируемых 

задач линейного программирования. Поэтому его нетрудно осуществить при 

решении практических задач многокритериального выбора с использованием 

ИНЗ, особенно при использовании компьютерных систем поддержки приня-

тия решений. 

Поставленные перед началом исследований задачи выполнены полно-

стью. Результаты проведенных исследований нашли отражение в [106, 107, 

108]. 
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2.2 Эмпирическое исследование устойчивости агрегированных рейтин-

гов 

В настоящее время для объективной оценки качества научных журналов, 

количество которых непрерывно растет, используются различные библио-

метрические показатели, такие как импакт-фактор, индексы SNIP, SJR и дру-

гие. На основании расчета значений этих индексов строятся рейтинги, отра-

жающие сравнительную значимость журнала как средства внутринаучной 

коммуникации. Однако множественность показателей приводит к несовпаде-

нию оценок влиятельности журналов, сделанных на их основе. 

На предыдущем этапе данного исследования на основании массива эм-

пирических данных о 212 международных научных журналах по экономике, 

93 научных журналах по менеджменту и 99 научных журналах по политоло-

гии была дана количественная оценка степени (не) согласованности различ-

ных библиометрических показателей, построены рейтинги журналов, агреги-

рующие информацию об их сравнительной значимости, которую дают ран-

жирования по отдельным показателям, и эмпирически решена задача и выбо-

ре наилучшего представителя, являются ли построенные рейтинги более эф-

фективными инструментами оценки влиятельности журналов, чем ранжиро-

вания по значению одного индекса. 

Используется новый подход к построению агрегированных рейтингов, 

основанный на использовании ординальных методов ранжирования, впервые 

предложенных в теории коллективного выбора, а затем примененных в зада-

чах многокритериального оценивания. Различными критериями, по которым 

оцениваются журналы, в данном случае, являются такие библиометрические 

показатели, как двух- и пятилетний импакт-факторы, индекс оперативности, 

индекс влияния статьи, индекс Хирша, индексы SNIP и SJR. Критериальные 

оценки агрегируются на основании мажоритарного правила (правила боль-

шинства). Результатом агрегирования становится бинарное отношение, назы-

ваемое мажоритарным. Это отношение содержит информацию о парных 

сравнениях журналов, то есть дает ответ на вопрос ‒ какой из двух сравни-
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ваемых журналов лучше по большинству критериев. С помощью мажоритар-

ного отношения можно определить те журналы, которые следует считать 

наилучшими с точки зрения всей совокупности показателей. Для этого мож-

но использовать либо основанные на мажоритарном отношении правила 

ранжирования, такие как правило Коупланда и марковский метод, либо сор-

тировку с помощью турнирных решений - правил оптимального выбора, ос-

нованных на обобщении принципа выбора максимального (т.е. наилучшего) 

элемента отношения, например, с помощью отбора альтернатив, принадле-

жащих непокрытому множеству, или альтернатив, принадлежащих мини-

мальному внешнеустойчивому множеству. Методы ранжирования подробно 

описаны в публикациях [109, 110]. 

Однако публикация результатов этой части исследования встретила кри-

тику части сообщества специалистов по наукометрии. Выражалось сомнение 

в теоретической возможности и практической целесообразности агрегирова-

ния рейтингов основанных на индикаторах различных типов – зависящих от 

объёма издания (size-dependent) и независящих от него (size-independent). По-

скольку из семи индикаторов к первому типу относится только индекс Хир-

ша, был предпринят пересчёт всех результатов для данного набора индикато-

ров без индекса Хирша на основе того же самого массива эмпирических дан-

ных. Также было проведено сравнение новых результатов со старыми. 

Результаты опубликованы в [111, 110]. 

Поскольку номер позиции является ранговой переменной, для оценки 

согласованности двух различных рейтингов журналов нужно использовать 

ранговые меры корреляции. В настоящей работе, как и на предыдущем этапе, 

в качестве способов количественной оценки степени различия двух ранжиро-

ваний используются схожие, но не идентичные величины: основанные на 

расстоянии Кендалла коэффициент ранговой корреляции Кендалла и доля 

совпадающих парных сравнений r.  

Рассмотрим пару журналов и сравним их позиции в двух рейтингах. Ес-

ли в одном рейтинге позиция первого журнала выше позиции второго журна-
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ла, а в другом рейтинге – ниже, то имеет место инверсия. Расстояние Кен-

далла между двумя ранжированиями – это число инверсий N- (число неупо-

рядоченных пар, ранжированных противоположным образом), соответствен-

но, чем больше между рейтингами инверсий, тем дальше они друг от друга. 

Коэффициент ранговой корреляции Кендалла τb зависит от расстояния Кен-

далла следующим образом τb=
�¥���Î���4��∙���4¦�. Здесь N+ – это число пар, в кото-

рых позиция одного из журналов выше позиции другого журнала как в одном 

рейтинге, так и в другом, n1 – число таких пар, в которых оба журнала имеют 

одинаковый ранг в первом рейтинге, а n2, соответственно, ‒ это число таких 

пар во втором рейтинге. Результаты вычислений τb приведены в Таблице 2.1.  

Таблица 2.1 ‒ Коэффициент Кендалла τb 
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импакт-фактор 1,000 0,830 0,503 0,637 0,698 0,700 0,832 0,840 0,845 0,852 0,829 
5-л. имп.-фактор 0,830 1,000 0,510 0,725 0,726 0,741 0,902 0,900 0,905 0,891 0,884 

и. операт-ти 0,503 0,510 1,000 0,475 0,454 0,472 0,559 0,562 0,572 0,569 0,560 
и. влияния 0,637 0,725 0,475 1,000 0,673 0,674 0,768 0,764 0,771 0,761 0,760 

SNIP 0,698 0,726 0,454 0,673 1,000 0,638 0,773 0,773 0,780 0,779 0,771 
SJR 0,700 0,741 0,472 0,674 0,638 1,000 0,785 0,782 0,790 0,785 0,775 

Менеджмент 
импакт-фактор 1,000 0,790 0,520 0,641 0,679 0,626 0,809 0,800 0,808 0,799 0,797 
5-л. имп.-фактор 0,790 1,000 0,475 0,743 0,798 0,702 0,904 0,897 0,901 0,904 0,881 

и. операт-ти 0,520 0,475 1,000 0,456 0,399 0,391 0,510 0,512 0,516 0,511 0,511 
и. влияния 0,641 0,743 0,456 1,000 0,695 0,728 0,803 0,809 0,815 0,811 0,799 

SNIP 0,679 0,798 0,399 0,695 1,000 0,719 0,824 0,824 0,836 0,843 0,806 
SJR 0,626 0,702 0,391 0,728 0,719 1,000 0,767 0,778 0,789 0,791 0,766 

Политология 

импакт-фактор 1,000 0,773 0,422 0,671 0,653 0,673 0,812 0,806 0,810 0,815 0,795 
5-л. имп.-фактор 0,773 1,000 0,374 0,835 0,705 0,717 0,896 0,901 0,905 0,896 0,871 

инд. опер-ти 0,422 0,374 1,000 0,356 0,372 0,398 0,440 0,439 0,446 0,451 0,451 
инд. влияния 0,671 0,835 0,356 1,000 0,671 0,653 0,820 0,823 0,829 0,830 0,789 

SNIP 0,653 0,705 0,372 0,671 1,000 0,662 0,753 0,766 0,768 0,762 0,763 
SJR 0,673 0,717 0,398 0,653 0,662 1,000 0,784 0,770 0,781 0,769 0,763 

Если же позиция одного из журналов выше позиции другого журнала 

как в одном рейтинге, так и в другом, или если номера позиций обоих жур-

налов совпадают как в одном рейтинге, так и в другом, то можно сказать, что 

данные рейтинги совпадают в оценке данной пары. Соответственно, в каче-

стве меры согласия рейтингов можно использовать выраженную в процентах 
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долю (неупорядоченных) пар журналов, в оценке которых рейтинги совпа-

дают друг с другом, r=100 ∙ �¥��Ï� , где N0 – число пар, в которых номера по-

зиций обоих журналов совпадают как в одном рейтинге, так и в другом, N – 

общее число неупорядоченных пар. Результаты вычислений r приведены в 

Таблице 2.2.  

Таблица 2.2 ‒ Доля совпадающих парных сравнений r (в %) 
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импакт-фактор 100,00 91,46 74,70 81,77 84,80 83,38 91,23 91,64 89,75 89,77 91,37 

5-л. имп.-фактор 91,46 100,00 75,08 86,22 86,26 85,45 94,74 94,65 92,69 91,70 94,15 
и. оперативности 74,70 75,08 100,00 73,31 72,28 71,79 77,27 77,41 75,98 75,53 77,58 

и. влияния 81,77 86,22 73,31 100,00 83,60 82,12 88,07 87,86 86,10 85,35 87,95 
SNIP 84,80 86,26 72,28 83,60 100,00 80,32 88,31 88,33 86,54 86,19 88,50 

SJR 83,38 85,45 71,79 82,12 80,32 100,00 87,33 87,24 85,72 85,33 87,11 

Менеджмент 

импакт-фактор 100,00 89,43 75,83 81,95 83,87 79,64 89,60 89,32 87,70 86,84 89,76 

5-л. имп.-фактор 89,43 100,00 73,59 87,10 89,86 83,43 94,37 94,20 92,26 91,98 94,04 
и. оперативности 75,83 73,59 100,00 72,63 69,78 68,00 74,64 74,92 73,33 72,72 75,39 

и. влияния 81,95 87,10 72,63 100,00 84,69 84,71 89,34 89,78 88,03 87,40 89,90 
SNIP 83,87 89,86 69,78 84,69 100,00 84,27 90,39 90,58 89,08 89,01 90,25 

SJR 79,64 83,43 68,00 84,71 84,27 100,00 86,07 86,70 85,58 85,13 86,61 

Политология 

импакт-фактор 100,00 88,56 69,53 83,45 82,58 80,09 89,88 89,61 88,27 87,32 89,67 

5-л. имп.-фактор 88,56 100,00 67,20 91,67 85,20 82,25 94,10 94,41 93,03 91,30 93,53 
и. оперативности 69,53 67,20 100,00 66,27 67,12 65,70 69,96 69,96 69,10 68,19 71,02 

и. влияния 83,45 91,67 66,27 100,00 83,47 79,12 90,27 90,48 89,26 88,08 89,36 
SNIP 82,58 85,20 67,12 83,47 100,00 79,57 86,97 87,69 86,27 84,75 88,08 

SJR 80,09 82,25 65,70 79,12 79,57 100,00 84,97 84,39 83,67 82,40 84,48 

На основании значений мер согласованности ранжирований можно оп-

ределить ранжирования, которые являются наилучшими представителями 

данной совокупности рейтингов (в данном случае семи исходных ранжиро-

ваний журналов по значению соответствующего библиометрического индек-

са). Для этого воспользуемся техникой парных сравнений с помощью прави-

ла большинства. Будем считать, что рейтинг А лучше представляет данную 

совокупность рейтингов, чем рейтинг В, если он лучше коррелирует с боль-

шинством рейтингов совокупности, то есть больше похож на большинство 

рейтингов совокупности, которую нужно представить, то есть агрегировать. 

В итоге, на множестве рейтингов возникает мажоритарное отношение (свое 
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для своей меры похожести рейтингов). Подробно данный механизм построе-

ния мажоритарного отношения на множестве ранжирований описан в [109]. 

Турнирные матрицы этих отношений для случая шести библиометрических 

показателей приведены в Таблицах 2.3 и 2.4. 

Таблица 2.3 – Турнирная матрица мажоритарного отношения на множестве 
ранжирований при оценке похожести с помощью кэффициента Кендалла τb 
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Экономика 
импакт-фактор 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

5-л. имп.-фактор 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 
и. оперативности 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

и. влияния 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
SNIP 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

SJR 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 
Коупланд - 2 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 

Коупланд - 3 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 

непокр. множ. UC 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 
мин. внешнеуст. множ. MES 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

марковское ранжирование 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 
Менеджмент 
импакт-фактор 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
5-л. имп.-фактор 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

и. оперативности 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

и. влияния 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
SNIP 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 

SJR 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
Коупланд - 2 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 

Коупланд - 3 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 
непокрытое множество UC 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

мин. внешнеуст. множ. MES 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

марковское ранжирование 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 
Политология 

импакт-фактор 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 
5-л. имп.-фактор 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

и. оперативности 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

и. влияния 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
SNIP 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

SJR 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 
Коупланд – 2 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 

Коупланд - 3 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 
непокрытое множество UC 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

мин. внешнеуст. множ. MES 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 

марковское ранжирование 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 
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Таблица 2.4 ‒ Турнирная матрица мажоритарного отношения на множестве 
ранжирований при оценке похожести с помощью доли совпадающих парных 
сравнений r 
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импакт-фактор 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 
5-л. имп.-фактор 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 

и. оперативности 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

и. влияния 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
SNIP 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 

SJR 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
Коупланд – 2 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 

Коупланд - 3  1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 
непокрытое множество UC 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 

мин. внешнеуст. множ. MES 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

марковское ранжирование 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 
Менеджмент 
импакт-фактор 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
5-л. имп.-фактор 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 

и. оперативности 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
и. влияния 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 

SNIP 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 

SJR 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
Коупланд – 2 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 

Коупланд - 3 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 
непокрытое множество UC 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 

мин. внешнеуст.  множ. MES 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

марковское ранжирование 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 
Политология 

импакт-фактор 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 
5-л. имп.-фактор 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 

и. оперативности 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
и. влияния 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 

SNIP 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 

SJR 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
Коупланд – 2 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 

Коупланд - 3 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 
непокрытое множество UC 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 

мин. внешнеуст. множ. MES 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 
марковское ранжирование 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 

Применяя к этим отношениям правило Коупланда, получаем ранжиро-

вания исходных и агрегированных рейтингов по степени их «представитель-

ности». Результаты вычислений для двух мер и трех совокупностей их значе-

ний представлены в Таблице 2.5. Рейтинги упорядочены от наиболее согла-

сованного (ранг 1) до наименее согласованного (ранг 11). Для сравнения в 

Таблице 2.6 приведены ранжирования ранжирований, полученные на преды-
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дущем этапе исследования при агрегировании семи библиометрических по-

казателей. 

Таблица 2.5 ‒ Ранжирование ранжирований (без индекса Хирша) 

ранг 
Рейтинги сравниваются на основании τb Рейтинги сравниваются на основании r 

экономика менеджмент политология экономика менеджмент политология 

1 UC 
UC / MES 

UC Copeland2 / 
Copeland3 / 
Markov 

Copeland3 / 
Markov 

Copeland2 / 
Copeland3 / 
Markov 

2 MES MES 

3 Copeland2 / 
Copeland3 

Copeland 3 Copeland2 / 
Copeland3 

Copeland 2 

4 Copeland 2 
IF-5 / UC 

IF-5 
IF-5 / UC 

5 Markov Markov Markov UC 

6 5-y. impact 5-y. impact 5-y. impact MES MES MES 
7 Impact SNIP Impact IF SNIP IF 

8 SJR AI SJR  
AI / SNIP 

AI 
AI / SNIP 

9 
AI / SNIP Impact / SJR AI / SNIP IF / SJR 

10 SJR SJR 

11 Immediacy Immediacy Immediacy II II II 

 

Таблица 2.6 ‒ Ранжирование ранжирований (с индексом Хирша) 

ранг 
Рейтинги сравниваются на основании τb Рейтинги сравниваются на основании r 

экономика менеджмент политология экономика менеджмент политология 

1 MES MES MES Copeland 3 Copeland 3 Copeland 3/ 
Copeland 2/ 
Markov 

2 UC UC UC Copeland 2 Copeland 2 
3 Copeland 3 Copeland 2 Copeland 3 Markov Markov 

4 Copeland 2 Copeland 3 Copeland 2 UC UC UC 

5 Markov Markov Markov 5-y. impact 
5-y. impact/MES 5-y. impact/MES 

6 5-y. impact 5-y. impact 5-y. impact 
impact/MES 

7 impact SNIP Hirsch SNIP AI 
8 SJR Hirsch 

AI/impact/SJR 

AI AI impact 

9 AI AI SNIP 
impact/Hirsch/SJR 

SNIP 
10 SNIP SJR SJR SJR 

11 Hirsch impact SNIP Hirsch Hirsch 

12 immediacy immediacy immediacy immediacy immediacy immediacy 

Сравнительный анализ представленных в Таблицах 2.5 и 2.6 ранжирова-

ний показывает, что для трёх использовавшихся массивов данных (для трёх 

совокупностей научных журналов – по экономике, менеджменту и политоло-

гии) исключение индекса Хирша не приводит к изменению репрезентативно-

сти ранжированный, получаемых с помощью вышеперечисленных методов 

агрегирования. Величина коэффициента Кендалла для любого из пяти агре-

гированных ранжирований при их сопоставлении с ранжированиями по биб-

лиометрическим показателям всегда (а значение r почти всегда) превосходит 

значения, получающиеся при сравнении последних между собой, то есть пе-

реход от исходных рейтингов к агрегированным действительно является вы-
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игрышным. Иначе говоря, агрегированные ранжирования лучше представ-

ляют совокупность рейтингов, основанных на семи выбранных библиомет-

рических показателях, чем любой из исходных рейтингов, и могут служить в 

качестве интегральных рейтингов журналов. Расхождения в рейтингах, 

строящихся по разным мерам корреляции, как и «провал» агрегированных 

рейтингов, основанных на сортировке с помощью непокрытого множества и 

минимального внешнеустойчивого множества, можно объяснить тем, что ме-

ра r принимает более низкие значения у рейтингов с более грубой шкалой, то 

есть рейтингов, представляющих из себя объединение журналов в более 

крупные группы. Однако мы полагаем, что такое более «грубое» разбиение 

лучше соответствует интуитивным представлениям о различии в значимости 

журналов. 

 

2.3 Исследование мер конфликта в рамках теории функций доверия, 

индуцированных правилами комбинирования свидетельств 

2.3.1 Введение и постановка задачи 

При принятии решения о комбинировании свидетельств в рамках теории 

свидетельств ([112, 113]) следует принимать во внимание различные факто-

ры, важнейшим из которых является мера конфликта между комбинируемы-

ми телами свидетельств. В последнее время исследование мер конфликта все 

больше оформляется в самостоятельное направление в рамках теории свиде-

тельств. Так в [114, 115, 116] обсуждалась аксиоматика мер конфликта, в 

[117, 118, 119, 114, 120] рассматривались различные подходы к оцениванию 

конфликта свидетельств. В [121, 122, 123] исследовалось понятие внутренне-

го конфликта свидетельств. 

Выбор той или иной меры для оценивания конфликта зависит от решае-

мой задачи. Так, если мы оцениваем конфликт между телами свидетельств с 

целью принятия решения о комбинировании свидетельств, то мера конфлик-

та должна быть определенным образом согласована с правилом комбиниро-
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вания свидетельств. Так, правило комбинирования Демпстера естественно 

согласуется с конъюнктивной мерой конфликта. Для других правил комби-

нирования условия согласования не так очевидны. В данной работе исследу-

ются меры конфликта, индуцированные дизъюнктивными правилами комби-

нирования. Исследуется вопрос о связи условий согласования с аксиомати-

кой мер конфликта. 

Кроме того, в работе исследуется структура конъюнктивных и дизъюнк-

тивных мер конфликта. В частности, показано, что в таких мерах можно вы-

делить метрическую и энтропийную части. Причем эти составляющие по-

разному меняются при комбинировании тел свидетельств.  

Основная цель статьи – исследовать некоторые факторы (выбор меры 

конфликта, условий согласования с правилом комбинирования, учет энтро-

пии свидетельств и т.д.), которые следует учитывать (наряду, например, с 

мерами неопределенности свидетельств [124], изменением незнания после 

комбинирования свидетельств [120]) при принятии решения о комбинирова-

нии свидетельств.  

Структура этого подраздела отчета следующая. В пункте 2.3.2 приведе-

ны основные понятия теории свидетельств. В пункте 2.3.3 рассмотрена ак-

сиоматика мер конфликта. В пункте 2.3.4 рассмотрены меры конфликта, ин-

дуцированные дизъюнктивными правилами комбинирования. В пункте 2.3.5 

введено понятия мер конфликта, согласованных с правилами комбинирова-

ния. Обсуждается, как условия согласования связаны с аксиоматикой мер 

конфликта. В пункте 2.3.6 показано, что в конъюнктивных и дизъюнктивных 

мерах конфликта можно выделить метрическую и энтропийную составляю-

щие. А в пункте 2.3.7 обсуждаются, как меняются эти составляющие при 

комбинировании тел свидетельств. Наконец, в пункте 2.3.8 приведены неко-

торые выводы из работы. 
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2.3.2 Основные понятия теории функций доверия 

Напомним основные определения из теории функций доверия (теории 

свидетельств, теории Демпстера-Шейфера) [112, 113]. Пусть X  ‒ конечное 

множество, 2X  ‒ множество всех подмножеств из X . Функцией масс (или 

основным доверительным назначением, basic belief assignment, BBA) называ-

ется функция множеств : 2 [0,1]X
m → , удовлетворяющая условию нормиров-

ки ( ) 1
A X

m A
⊆

=∑ . Функция масс m  называется нормальной, если ( ) 0m ∅ = . 

Она называется субнормальной, если ( ) 0m ∅ > . Значение ( )m A  характеризу-

ет относительную степень уверенности того, что актуальная альтернатива из 

X  принадлежит множеству 2X
A∈ .  

Подмножество 2X
A∈  называется фокальным элементом, если ( ) 0m A > . 

Пусть { }A=A�  есть множество всех фокальных элементов свидетельства. То-

гда пару ( , )F m= A  называют телом свидетельства. 

Пусть ( ,1)
A

F A=  (т.е. { }A=A�  and ( ) 1m A = ), 2X
A∈  и ( )XF  есть мно-

жество всех тел свидетельств на X . Тело свидетельств ( ,1)
A

F A=  называется 

категориальным. В частности, тело ( ,1)
X

F X=  называют бессодержательным 

vacuous), поскольку оно абсолютно неинформативно.  

Предположим, что мы имеем два тела свидетельств 1 1 1( , )F m= A  и 

2 2 2( , )F m= A , которые получены из двух разных источников информации. В 

теории свидетельств рассматриваются различные правила комбинирования 

свидетельств: : ( ) ( ) ( )R X X X× →F F F . Например, рассматривается не-

нормализованное конъюнктивное правило 0 1 2( , )D F F  [125] 

0

1 2( ) ( ) ( )D

B C A
m A m B m C

∩ =
=∑ , 2X

A∈ . Значение 0

1 2( , ) ( )DDK F F m= ∅  характе-

ризует величину конфликта между двумя источниками информации, описы-

ваемыми телами свидетельств 1F  и 2F . Назовем величину 0

1 2( , ) ( )DDK F F m= ∅  

конъюнктивной мерой конфликта. Если 1D
K ≠ , то определено классическое 
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правило Демпстера комбинирования двух свидетельств: 

1 2

1
( ) ( ) ( )

1

D

D B C A
m A m B m C

K ∩ =
=

−
∑ , A ≠ ∅ , ( ) 0Dm ∅ = . 

Дизъюнктивное правило консенсуса Дюбуа и Прада (Dubois and Prade’s 

disjunctive consensus rule) является двойственным к правилу Демпстера в не-

котором смысле. Оно определяется по формуле [126]: 

1 2( ) ( ) ( ), 2DP X

B C A
m A m B m C A

∪ =
= ∈∑ . Некоторые общие схемы комбиниро-

вания были рассмотрены, в частности, в [127, 128]. 

Свидетельство ( , )F m= A  называют отрицанием (или дополнением) 

свидетельства ( , )F m= A , если { : }A A= ∈A A  и ( ) ( )m A m A=  для всех 

A∈A , где A  ‒ дополнение множества A  [129]. Заметим, что если 

( ) AA
F m A F

∈
=∑ A

, то ( )
AA

F m A F
∈

=∑ A
. Для конъюнктивного (ненормализо-

ванного) и дизъюнктивного правил комбинирование справедливо соотноше-

ние двойственности (аналог правила де Моргана) [129]: 

0 1 2 1 2( , ) ( , )D F F DP F F= .     (2.37) 

Вместе с отрицанием (или дополнением) ( , )F m= A  свидетельства 

( , )F m= A  будем рассматривать двойственное к ( , )F m= A  свидетельство 

( ) ( )( , )F m− −= A , где ( ) 1
1

( ) (1 ( ))
N

m A m A−

−= − , A∀ ∈A , 1N = >A . 

 

2.3.3 Аксиоматика мер конфликта 

В общем случае, мера конфликта 1 2( , )K F F  должна удовлетворять сле-

дующим условиям (аксиомам) [114, 115]: 

A1: 1 20 ( , ) 1K F F≤ ≤  для всех 1 2, ( )F F X∈F  (неотрицательность и нор-

мализация); 

A2: 1 2 2 1( , ) ( , )K F F K F F=  для всех 1 2, ( )F F X∈F  (симметричность); 

A3: ( , ) 0K F F =  для всех ( )F X∈F  (нильпотентность); 
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A4: ( , ) ( , )K F F K F F′ ′′≥ , если ( , )F m′ ′= A , ( , )F m′′ ′′= A , где { }
i

A′ ′=A� , 

{ }
i

A′′ ′′=A�  и i i
A A′ ′′⊆  для всех i  и ( )F X∈F  (антимонотонность отно-

сительно неточности свидетельств); 

A5: ( , ) 0
X

K F F =  для всех ( )F X∈F  (блаженство в незнании [115]); 

A6: ( , ) 1
A B

K F F = , если A B∩ = ∅ . 

Кроме того, если считать, что пустое множество может быть фокальным 

элементом (значение ( )m ∅  можно интерпретировать как степень доверия к 

тому, что истинная альтернатива x X∉ ), то будем рассматривать и следую-

щую аксиому: 

A7: ( , ) 1K F F∅ =  для всех ( ) \{ }F X F∅∈F . 

Но в этом случае будем считать, что аксиомы А3 и А5 выполняются для 

всех ( ) \{ }F X F∅∈F . 

Также рассматриваются и другие аксиомы (см., например, [115]). Заме-

тим, что конъюнктивная мера конфликта D
K  не удовлетворяет аксиоме A3.  

 

2.3.4 Меры конфликта индуцированные конъюнктивными и дизъюнк-

тивными правилами 

Предположим, что информация от двух источников описывается с по-

мощью двух тел свидетельств 1 1 1( , )F m= A  и 2 2 2( , )F m= A . Тогда меру кон-

фликта 1 2( , )DK F F  можно рассматривать как меру конфликта, индуцирован-

ную конъюнктивным правилом. Эта мера удовлетворяет аксиомам меры 

конфликта A1, А2, А4-А7. Заметим, что в случае, когда тела свидетельств 

определены на множестве непересекающихся фокальных элементов (так на-

зываемые непересекающаяся структура доверия, disjoint belief structure), 

конъюнктивная мера конфликта 1 2 1 2( , ) 1 ( ) ( )D

B
K F F m B m B= −∑ , где 

1 1( , )F m= A  и 2 2( , )F m= A  и A A′ ′′∩ = ∅  ,A A′ ′′∀ ∈A  ( A A′ ′′≠ ). Кроме того, 

в этом случае мера D
K  будет «близкой» к мере 
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( )
2

1
1 2 1 2 1 22

( , ) 1 ( ) ( )H

B
K F F m B m B= − = −∑ m m , где ( ( ))i i Am A ∈=m

A
, 

1,2i = , : T=x x x  ‒ евклидова норма. Здесь 1
1 22

−m m  ‒ так называемое 

расстояние Хеллингера (Hellinger distance [130]) между вероятностными рас-

пределениями 1m  и 2m . Другой «близкой» к D
K  мерой на непересекающейся 

структуре доверия будет [116,  131] { }1 2 1 2( , ) 1 min ( ), ( )M

B
K F F m B m B= −∑ .  

Можно рассмотреть различные меры конфликта, индуцированные 

дизъюнктивным правилом и которые удовлетворяют тем или иным (но не 

обязательно всем) аксиомам мер конфликта. Ниже будем рассматривать сле-

дующие меры конфликта, индуцированные дизъюнктивным правилом (будем 

называть их дизъюнктивными): 

1 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( )DP DP

B C X

K F F m B m C m X
∪ =

= =∑ ,   2 1 2 1 1 2( , ) 1 ( , )DP DPK F F K F F= − . 

Заметим, что мера 1 1 2( , )DPK F F  удовлетворяет только аксиомам A1, А2 и 

А7 (и частному случаю условия А6: ( , ) 1
A A

K F F = ), а мера 2 1 2( , )DPK F F  ‒ ак-

сиомам A1, А2, А4, А5. Справедливо следующее соотношение между конъ-

юнктивным и дизъюнктивным мерами конфликта, отражающих соотношение 

двойственности (2.37). 

Утверждение 2.1. 1 1 2 1 2( , ) ( , )DP DK F F K F F= . 

На непересекающейся структуре доверия конъюнктивные и дизъюнк-

тивные меры конфликта связаны с помощью простых соотношений. 

Утверждение 2.2. Если 1 1( , )F m= A  и 2 2( , )F m= A , где A A′ ′′∩ = ∅  

,A A′ ′′∀ ∈A  ( A A′ ′′≠ ), то: 1) ( )

1 1 2( , )DPK F F − = 1
1 21

( , )D

N
K F F− ; 2) 2 1 2( , )DPK F F =

1 2( , )DK F F . 

Связь между различными мерами конфликта можно описать с помощью 

«множеств уровня» тех тел свидетельств, для которых мера конфликта 

1 2( , )K F F  постоянна: 1 2 1 2( ) {( , ) : ( , ) }
c

U K F F K F F c= = , [0,1]c∈ . 
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Пример 2.1. Пусть 
1 2 1 21 1 { } 2 { } 1 2 { , }(1 )x x x xF F F Fα α α α= + + − − , 

1 2 1 22 1 { } 2 { } 1 2 { , }(1 )x x x xF F F Fβ β β β= + + − −  ‒ два свидетельства на 1 2{ , }X x x= , где 

1 2( , )α α=α , 1 2 2 1 2 1 2 1 2( , ) {( , ) : 1, 0, 0}V x x x x x xβ β= ∈ = + ≤ ≥ ≥β . Тогда 

1 2 1 2 2 1( , ) [ , ]D
K F F α β α β −= + = α β , где 1 2( , )β β− = −β  и [ , ]⋅ ⋅  ‒ векторное произ-

ведение векторов. Аналогично, 1 1 2( , )DPK F F = 1 1 2 21 1 ( , )α β α β− − = − α β , где 

( , )⋅ ⋅  ‒ скалярное произведение векторов, и 2 1 2( , ) ( , )DPK F F = α β . Нетрудно ви-

деть, что в этом случае 1 2 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( )( ) 1D DPK F F K F F α α β β+ = + + ≤  и, сле-

довательно, 1 2 1 1 2( , ) ( , )D DPK F F K F F≤ . Поэтому верны вложения 

1 1 1( ) ( )D DPU K U K⊆  и 0 1 0( ) ( )DP DU K U K⊆ . 

В частности, 1 2( , ) 1 (1,0), (0,1)DK F F = ⇔ = =α β  или наоборот. Другими 

словами, максимальное значение конъюнктивной меры конфликта будет 

у свидетельств, соответствующих различным сингулярным распределениям. 

В то же время 1 1 2( , ) 1DPK F F = ⇔ ( , ) 0 ( ,0) (0, )α β= ⇔ ⊥ ⇔ = ∧ =α β α β α β  или 

наоборот, где , [0,1]α β ∈ . Но, 2 1 2( , ) ( , ) 1DPK F F = = ⇔α β 1 2,F F  ‒ тела свиде-

тельств, соответствующие сингулярным одинаковым распределениям. Это 

показывает, что большие значения 2 1 2( , )DPK F F  не соответствует интуитив-

ным представлениям о большом конфликте между свидетельствами. 

Утверждение 2.3. Если 1 1 1( , )F m= A , 2 2 2( , )F m= A  и 1 2=A A , то из 

1 2( , ) 1DK F F =  следует, что 1 1 2( , ) 1DPK F F = . 

 

2.3.5 Меры конфликта, согласованные с правилами комбинирования 

Значение меры конфликта является важным фактором при принятии 

решения о применении правила комбинирования для агрегирования инфор-

мации из нескольких источников. В этом случае мера конфликта выступает 

как априорная характеристика применимости правила комбинирования. 

Большая величина меры конфликта означает, что такие свидетельства не сле-
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дует агрегировать (или следует осторожно относиться к результату комбини-

рования). В тоже время понятно, что в таких задачах выбор правила комби-

нирования и меры конфликта должен быть в определенной мере согласован-

ным.  

Будем рассматривать следующие условия согласования. 

Определение 2.3. Правило комбинирования R  и меру конфликта K  на-

зовем положительно согласованными, если 1 2 1 2( , ) ( ( , ), )
i

K F F K R F F F≤ , 1,2i =  

для всех 1 2, ( )F F X∈F . Если же выполняется противоположное неравенство, 

то такую пару R  и K  будем называть отрицательно согласованной. 

Положительная (отрицательная) согласованность означает, что при ком-

бинировании двух тел свидетельств мера конфликта результирующего свиде-

тельства с любым операндом не уменьшится (не увеличится) по сравнению с 

мерой конфликта между операндами. 

Утверждение 2.4. 1) Конъюнктивное (ненормализованное) правило ком-

бинирования 0D  и мера конфликта D
K  являются положительно согласован-

ными; 

2) дизъюнктивное правило комбинирования DP  и мера конфликта 1

DPK  

являются положительно согласованными; 

3) дизъюнктивное правило комбинирования DP  и мера конфликта 2

DPK  

являются отрицательно согласованными. 

Нетрудно видеть, что наличие той или иной согласованности мер кон-

фликта с правилами комбинирования делает некоторые аксиомы зависимыми 

или противоречивыми. Например, 

1) если мера конфликта положительно согласована с конъюнктивным 

правилом или дизъюнктивным правилом, то из аксиомы А3 следует 

аксиома А5, поскольку ( )( , ) ( , ), ( , ) 0
X X

K F F K D F F F K F F≤ = =  и 

( )( , ) ( , ), ( , ) 0
X X X X X

K F F K DP F F F K F F≤ = = ; 

2) если мера конфликта положительно согласована с конъюнктивным 

правилом, то из аксиомы А6 следует, что ( , ) 1
A

K F F∅ =  для любого 
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A ≠ ∅  (частный случай аксиомы А7), поскольку 

( )1 ( , ) ( , ), ( , )
A A A AA A

K F F K D F F F K F F∅= ≤ = ; 

3) если мера конфликта положительно согласована с дизъюнктивным 

правилом, то аксиомы А5 и А6 противоречивы, также как аксиомы 

А3 и А7, поскольку ( )1 ( , ) ( , ),
A A AA A

K F F K DP F F F= ≤ = ( , ) 0
X A

K F F =  

и ( )1 ( , ) ( , ),K F F K DP F F F∅ ∅= ≤ = ( , ) 0K F F = ; 

4) если мера конфликта отрицательно согласована с конъюнктивным 

правилом, то из аксиомы А5 следует аксиома А3, поскольку 

( )0 ( , ) ( , ), ( , )
X X

K F F K D F F F K F F= ≥ = ; 

5) если мера конфликта отрицательно согласована с конъюнктивным 

правилом, то из аксиомы А7 следует, что ( , ) 1
A A

K F F =  для любого 

A ≠ ∅  (частный случай аксиомы А6), поскольку 

( )( , ) ( , ), ( , ) 1
A A A AA A

K F F K D F F F K F F∅≥ = = . 

 

2.3.6 Метрическая и энтропийная составляющие меры конфликта 

При принятии решения о комбинировании свидетельств мы обращаем 

внимание не только на меру конфликта. Рассмотрим следующий пример. 

Пример 2.2. Предположим, что есть три кандидата 1 2 3{ , , }X x x x=  на не-

которую должность и три эксперта высказали свои предпочтения по этим 

кандидатурам в виде трех тел свидетельств 1F : 

1 1 1 2 1 3({ }) ({ }) ({ }) 1 3m x m x m x= = = ; 2F : 2 1 2({ , }) 1 3m x x = , 2 3({ }) 2 3m x = ; 3F : 

3 2({ }) 7 8m x = , 3 2 3({ , }) 1 8m x x = . Конъюнктивные меры конфликта будут рав-

ны 1 2( , ) 5 9DK F F = , 1 3( , ) 5 8DK F F =  и 2 3( , ) 7 12DK F F = , т.е. 

1 2 2 3 1 3( , ) ( , ) ( , )D D DK F F K F F K F F< < . Выберем для комбинирования пару сви-

детельств 1F  и 2F  с наименьшим конфликтом. После комбинирования по 

правилу Демпстера этих свидетельств, получим 
1,2 1 1,2 2({ }) ({ }) 1 4D D

m x m x= =  

и 
1,2 3({ }) 1 2D

m x = , т.е. предпочтение в этом случае отдается третьему кандида-
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ту. Вместе с тем, свидетельство 1F  малосодержательно, поскольку первый 

эксперт не отдал предпочтение ни одному из кандидатов. Если же найти 

комбинацию второго и третьего тел свидетельств, то получим 
2,3 2({ }) 4 5D

m x =  

и 
2,3 3({ }) 1 5D

m x = , т.е. предпочтение отдается второму свидетельству. Анало-

гичная картина наблюдается и при использовании меры дизъюнктивного 

конфликта и комбинирования с помощью дизъюнктивного правила: 

1 1 2 1 1 3 1 2 3( , ) 1 9 ( , ) ( , ) 24DP DP DPK F F K F F K F F= < = = ; 
1,2 1 2 1,2 1 3({ , }) ({ , })DP DP

m x x m x x= =

1,2 2 3 1,2 3({ , }) ({ }) 2 9DP DP
m x x m x= = , 

1,2 1 2 3({ , , }) 1 9DP
m x x x = ; 

2,3 1 2({ , }) 7 24DP
m x x = , 

2,3 2 3({ , }) 2 3DP
m x x = , 

2,3 1 2 3({ , , }) 1 24DP
m x x x = . При комбинировании первых двух 

свидетельств мы получим одинаковые значения функции масс для всех пар 

кандидатов. При комбинировании двух последних свидетельств, предпочте-

ние будет отдано второму или третьему кандидатам. Объяснить этот пример 

можно тем, что первое тело свидетельство является равномерным вероятно-

стным распределением. Оно имеет высокую энтропию Шеннона и его лучше 

не использовать для комбинирования.  

Вместе с тем в самой мере конфликта можно выделить метрическую 

и энтропийную части. 

Конъюнктивную меру конфликта двух тел свидетельств 1 1 1( , )F m= A  

и 2 2 2( , )F m= A  можно записать следующим образом (для краткости будем 

опускать запись 1B∈A , 2C ∈A , что не должно привести к недоразумениям, 

если считать 1( ) 0m B =  и 2( ) 0m C =  в случае 1 2,B C∉ ∉A A ): 

1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )D

B C B C

K F F m B m C m B m C
∩ =∅ ∩ ≠∅

= = − =∑ ∑  

( )1
, 1 2 , , 1 22

, ,

2 2 ( ) ( ) ( ) ( )
B C B C B C

B C B C

q m B m C t q m B m C
 

− − − 
 

∑ ∑ ,  (2.38) 

где ,( )
B C

Q q=  ‒ симметричная положительно определенная матрица, удовле-

творяющая условиям: 1) , [0,1]
B C

q ∈  , 2X
B C∀ ∈ ; 2) , 0

B C
q = , если B C∩ = ∅ ; 
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3) , 1
B B

q =  2X
B∀ ∈ ; ,( )

B C
T t= , 

,

1, ,

0, .
B C

B C
t

B C

∩ ≠ ∅
= 

∩ = ∅
 Пусть ,( )

B C
R r= , 

, , ,

,

0, ,

1 иначе.B C B C B C

B C

B C B C
r t q

q

∩ = ∅ ∨ =
= − = 

−
 Примерами коэффициентов ,B C

q  яв-

ляются индекс (подобность) Жаккарда (Jaccard index), ,

B C

B C B C
q

∩

∪
= , если 

,B C ≠ ∅  [130]. В вещественном арифметическом пространстве векторов 

2 1
XA

−
 будем рассматривать скалярное произведение ( , ) : T

Q
Q=x y x y  и соответ-

ствующую норму : T

Q
Q=x x x . В частности, если ,B C

q  ‒ индекс Жаккарда, 

то соответствующая метрика 1
1 2 1 22

( , )J Q
d F F = −m m , которую часто назы-

вают расстоянием Жоусельме (Jousselme distance), широко используется 

в теории свидетельств [117].  

Рассмотрим на симплексе { }2 1

1( ) : [0,1] , 1
X

X k k k kk
S t t k t

−

== = ∈ ∀ =∑t  функ-

ционал : [0,1]Q XE S → , ( )2

,( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )Q Q B CQ B C
E F E m B q m C= = − = −∑ ∑m m , 

если ( , )F m= A . Этот функционал по некоторым своим свойствам близок к 

энтропии: 
2(max) argmax ( ) argmin

X X

Q Q
S S

E= =t t t , (min) arg min ( )
Q

E=t t , если :j∃

(min) 1
j

t =  и (min) 0
k

t k j= ∀ ≠  (сингулярное распределение, (min)( ) 0
Q

E =t ).  

Тогда из (2.38) следует справедливость утверждения. 

Утверждение 2.5. Для меры конъюнктивного конфликта верно равенство 

1 2( , )DK F F = ( ) 21 1
1 2 1 2 , 1 22 2

,

( ) ( ) ( ) ( )Q Q B CQ
B C

E E r m B m C+ + − −∑m m m m . (2.39) 

Формула (2.39) показывает, что конъюнктивную меру конфликта можно 

представить как сумму среднего значения энтропии свидетельств, расстояния 

между свидетельствами и последнего слагаемого (вычитаемого), которое ха-

рактеризует взаимодействие слабо пересекающихся фокальных элементов 

свидетельств. 
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Следствие 2.1. Если 1 1( , )F m= A  и 2 2( , )F m= A , где A A′ ′′∩ = ∅  

,A A′ ′′∀ ∈A  ( A A′ ′′≠ ), то  

( )
21 1

1 2 1 2 1 2 1 22 2( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )D

I I I
B

K F F m B m B E E
∈

= − = + + −∑ m m m m
A

, (2.40) 

где I  ‒ единичная матрица и : T

I
=x x x  ‒ евклидова норма.  

Заметим, что функционал ( ) ( )(1 ( ))
I B

E t B t B= −∑t , определенный на 

симплексе X
S , удовлетворяет условиям: (max) arg max ( )

I
E=t t , если 

(max) 1

2 1
Xkt k

−
= ∀  (равномерное распределение, (max) 1

2 1
( ) 1 XIE

−
= −t ), 

(min) argmin ( )
I

E=t t , если :j∃ (min) 1
j

t =  и (min) 0
k

t k j= ∀ ≠  (сингулярное распре-

деление, (min)( ) 0
I

E =t ). Кроме того, учитывая неравенство 21 logα α− ≤ − , 

0 1α< ≤ , получим, что 2( ) ( ) : log
I k kk

E S t t≤ = −∑t t , где ( )S t  ‒ энтропия Шен-

нона. Таким образом, конъюнктивная мера конфликта (2.40) в этом случае 

равна средней энтропии функций масс двух свидетельств и квадрату рас-

стояния между распределениями функций масс двух свидетельств. Энтропия 

функции масс характеризует величину внутреннего конфликта свидетельст-

ва, а расстояние между распределениями функций масс ‒ величину внешнего 

конфликта. 

Отметим, что конъюнктивная мера конфликта на непересекающихся 

структурах доверия (disjoint belief structures) удовлетворяет неравенству тре-

угольника. 

Утверждение 2.6. Если ( , )
i i

F m= A , 1,2,3i = , где { }
k

A=A� , k s
A A∩ = ∅  

,
k s

A A∀ ∈A , k s≠ , то 1 3 1 2 2 3( , ) ( , ) ( , )D D DK F F K F F K F F≤ + . 

Справедливость этого утверждения следует из того, что для указанных 

тел свидетельств ( , ) 1 ( ) ( ) 1 ( , )D

k j k j k jA
K F F m A m A= − = −∑ m m  и следующей 

геометрической леммы. 
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Лемма 2.1. Если ( )
i

a=a , ( )
i

b=b , 

{ }1 1
( ) ( ) : 0, 1,..., , 1

nn

i n i i i ii
c D t t i n t= =

= ∈ = ≥ = ≤∑c , то ( , ) ( , ) 1 ( , )+ ≤ +a b b c a c . 

Пусть 1 1( , )F m= A  и 2 2( , )F m= A , где A A′ ′′∩ = ∅  ,A A′ ′′∀ ∈A  ( A A′ ′′≠ ). 

Тогда в силу Утверждения 2.2 имеем 

( ) 1
1 1 2 1 21

( , ) ( , )DP D

N
K F F K F F−

−= = ( )
21 1

1 2 1 22( 1) 2( 1)( ) ( )
I IN N I

E E− −+ + −m m m m . 

Аналогично, 

2 1 2( , )DPK F F = ( )
21 1

1 2 1 2 1 22 2( , ) ( ) ( )D

I I I
K F F E E= + + −m m m m . 

 

2.3.7 Изменение метрической и энтропийной частей меры конфликта 

В случае положительной согласованности при комбинировании тел сви-

детельств мера конфликта не уменьшается. С другой стороны, в мере конъ-

юнктивного конфликта можно выделить метрическую и энтропийную части. 

Возникает вопрос об изменении именно этих частей при комбинировании тел 

свидетельств. 

Утверждение 2.7. Если 1 1( , )F m= A  и 2 2( , )F m= A , где ∅∉A  и 

A B∩ = ∅  A B∀ ≠ , ,A B∈A , то метрическая составляющая меры конъюнк-

тивного конфликта не уменьшится после комбинирования этих тел свиде-

тельств с помощью конъюнктивного правила. 

Примечание 2.4. Если при тех же условиях в Утверждении 2.7 ∅ ∈A , то 

метрическая составляющая меры конъюнктивного конфликта может умень-

шиться после комбинирования тел свидетельств с помощью конъюнктивного 

правила. Например, для 
21 { } (1 )xF F Fα α ∅= + − , 

12 { } (1 )xF F Fβ β ∅= + − , 

, [0,1]α β ∈  имеем 
2 2 21

1 22 I
α β αβ− = + −m m , 1 2( , )D F F F∅= , 

2
21

12

D

I
α− =m m

. Тогда 
2 21 1

2 1 22 2
( )D

II
β α β∆ = − − − = −m m m m . Последнее выражение мо-

жет быть любым по знаку. 
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Энтропийная часть меры конъюнктивного конфликта может, как увели-

читься, так и уменьшиться после комбинирования тел свидетельств с помо-

щью конъюнктивного правила. 

Утверждение 2.8. Если 1 1( , )F m= A  и 2 2( , )F m= A , где ∅∉A  и 

A B∩ = ∅  A B∀ ≠ , ,A B∈A , то 1 2 2( ( , )) ( )
I I

E DP F F E F≥ . 

Другими словами, энтропия после комбинирования тел свидетельств 1F  

и 2F  с помощью дизъюнктивного правила не уменьшится по сравнению с эн-

тропией свидетельства 2F . 

Метрическая часть меры дизъюнктивного конфликта может, как увели-

читься, так и уменьшиться после комбинирования тел свидетельств с помо-

щью дизъюнктивного правила. 

 

2.3.8 Заключение по подразделу 

В этом подразделе отчета приведены результаты по исследованию мер 

конфликта, индуцированных конъюнктивными и дизъюнктивными правила-

ми комбинирования свидетельств в рамках теории функций доверия. В част-

ности, рассмотрены некоторые условия согласования правил комбинирова-

ния с мерами конфликта. Показано, как условия согласования связаны с ак-

сиоматикой мер конфликта. 

Кроме того, показано, что в конъюнктивных мерах конфликта можно 

выделить метрическую и энтропийную составляющие. Показано, что энтро-

пия свидетельств является важной характеристикой наряду со значениями 

меры конфликта (также как и выбор самой меры) при принятии решений 

о выборе тел свидетельств для комбинирования. 

В некоторых частных случаях (непересекающиеся структуры доверия) 

показано, что метрическая составляющая меры конъюнктивного конфликта 

не уменьшится после комбинирования тел свидетельств с помощью конъ-

юнктивного правила. Аналогично показано, что энтропия после комбиниро-

вания тел свидетельств с помощью дизъюнктивного правила не уменьшится. 
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Результаты этого исследования отражены в [132]. 

 

2.4 Построение и применение теоретических моделей для расчета сте-

пени манипулируемости правил агрегирования предпочтений 

В этом подразделе отчета представлены результаты по моделированию и 

оценке степени манипулируемости правил агрегирования предпочтений. Эта 

работа ведется в МЛАВР на протяжении последних нескольких лет. 

В 2018 году предложена модель индивидуального и коалиционного манипу-

лирования правил агрегирования предпочтений в одномерной модели фор-

мирования предпочтений. Проведены расчеты манипулируемости для мажо-

ритарных правил выбора для трех альтернатив. 

 

2.4.1 Модель манипулирования 

В одномерной модели формирования предпочтений альтернативы и иде-

альные точки агентов позиционируются на оси. Рассматривается манипули-

рование со стороны агента. Агент может предъявлять в качестве неискренних 

предпочтений только те упорядочения альтернатив, которые допустимы те-

кущим позиционированием альтернатив на оси, получающиеся сдвигом иде-

альной точки агента по оси. Так, например, упорядочение c>b>a допустимо 

для альтернатив, расположенных, на оси, как a,b,c, слева направо, а упорядо-

чение a>c>b недопустимо, т.к. не существует точки-позиции агента на оси, 

к которой альтернативы a и c одновременно были бы ближе, чем альтернати-

ва b. Для каждого профиля для каждого агента в отдельности рассматрива-

ются все возможные его перемещения (позиционирования) по оси. Для таких 

позиционирований строятся соответствующие профили (неискренних) пред-

почтений и рассчитывается коллективный выбор в соответствии с правилом 

выбора. Результат выбора по неискренним предпочтениям сравнивается 

с выбором по истинным предпочтениям данного агента с использованием 

расширенных предпочтений. Если результат коллективного выбора по про-
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филю с неискренними предпочтениям лучше для манипулирующего агента, 

чем результат выбора с его истинными предпочтениями, то профиль считает-

ся манипулируемым. 

 

2.4.2 Правила выбора 

Манипулируемость в условиях одномерных предпочтений рассчитана 

для следующих мажоританых правил выбора. 

1. Минимальное доминирующее множество (Minimal dominant set) 

Множество S называется доминирующим, если каждая альтернатива из 

множества S доминирует каждую альтернативу вне множества S , т.е.  

:Ax ∈∀ [ ]yxSAySx µ,\∈∀⇔∈ . 

Доминирующее множество S называется минимальным, если никакие из 

его собственных подмножеств не являются доминирующими. 

2. Минимальное недоминируемое множество (Minimal undominated set) 

Множество S называется недоминируемым, если никакая альтернатива 

вне S не доминирует никакую альтернативу внутри S. Недоминируемое мно-

жество S называется минимальным, если никакие из его собственных под-

множеств не являются недоминируемыми. Если минимальное недоминируе-

мое множество не единственно, то в качестве выбора берется объединение 

всех таких множеств. 

3. Минимальное слабоустойчивое множество (Minimal weakly stable set) 

(MWSS) 

Множество AS ⊆  называется слабоустойчивым, если выполнено сле-

дующее условие: 

:Ax∈∀ ( )yzSzxySAySx µµ  : :\ ∈∃⇒∈∃⇔∈ , 

т.е. говорят, что x  принадлежит S, если выполнено следующее: если сущест-

вует альтернатива SAy \∈ , которая доминирует x  по мажоритарному отно-
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шению µ , то существует некоторая альтернатива Sz∈ , которая доминирует 

y , т.е., z yµ .  

Слабоустойчивое множество S называется минимальным, если никакие 

из его собственных подмножеств не являются слабоустойчивыми. Если ми-

нимальное слабоустойчивое множество не единственно, то в качестве выбора 

берется объединение всех таких множеств. 

4. Правило Фишберна (Fishburn's rule) 

Бинарное отношение γ  строится следующим образом: 

x y D x D yγ ⇔ ⊂( ) ( ) . В выбор включаются альтернативы, недоминируемые 

по γ  (являющимся антирефлексивным и транзитивным), т.е.  

[ ]x C P y A y x∈ ⇔ ∃ ∈
→

( ) γ . 

5. Непокрытое множество I (Uncovered set I) 

Бинарное отношение δ  строится следующим образом:  

x y L x L yδ ⇔ ⊃( ) ( ) . 

Отношение δ  также является частичным порядком. Выбираются аль-

тернативы, недоминируемые по δ , т.е.  

[ ]x C P y A y x∈ ⇔ ∃ ∈
→

( ) δ . 

6. Непокрытое множество II  (Uncovered set II) 

Говорят, что альтернатива x  B -доминирует альтернативу y  ( xBy ), если 

верно yxµ  и D x D y( ) ( )⊆  в мажоритарном отношении µ . Выбор состоит из 

альтернатив, недоминируемых по B , т.е. 

[ ]x C P y A yBx∈ ⇔ ∃ ∈
→

( ) . 

 

7. Правило Ричелсона (Richelson' rule) 

По мажоритарному отношению µ , бинарное отношение σ  строится 

следующим образом: 
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[ ] [ ][ ]x y L x L y D x D y L x L y D x D yσ ⇔ ⊇ ∧ ⊆ ∧ ⊃ ∨ ⊂( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ) . 

Отношение σ  также является частичным порядком. Выбираются аль-

тернативы, недоминируемые по σ : [ ]x C P y A y x∈ ⇔ ∃ ∈
→

( ) σ . 

8. Правило Копланда I (Copeland's rule I) (C1) 

Строится функция u x( ) , равная разности мощностей нижнего и верхнего 

контуров мажоритарного отношения µ , т.е., ( ) ( )u x card L x card D x( ) ( ) ( )= − . 

Выбираются альтернативы с максимальным значением u : 

[ ]x C P y A u x u y∈ ⇔ ∀ ∈ ≥
→

( ) , ( ) ( ) . 

9. Правило Копланда II (Copeland's rule II) 

Функция u x( )  определена, как мощность нижнего контура альтернати-

вы x  в мажоритарном отношении µ . Выбираются альтернативы с макси-

мальным значением u .  

10. Правило Копланда III (Copeland's rule III) 

Функция u x( )  определена, как мощность верхнего контура альтернати-

вы x  в мажоритарном отношении µ . Выбираются альтернативы с мини-

мальным значением u . 

11. k-устойчивое множество (k-stable set) (k=1, 2, 3) 

Говорят, что альтернатива x  принадлежит k-устойчивому множеству, 

если выполнено одно из следующих условий: 

a) x  не доминируется никакой альтернативой вне множества kSS по ма-

жоритарному отношению µ , или, в противном случае,  

b) Если xykSSy µ:∉∃  то kzz ,...,1∃ , kSSz ∈1  и yzzz k µµµ ...21 . Множество kSS  

называется минимальным, если никакие из его собственных подмножеств не 

являются k-устойчивыми. Если минимальное k-устойчивое множество не 

единственно, то берется объединение всех таких множеств. Для k =1 в таком 

определении k-устойчивое множество совпадает с минимальным слабоус-

тойчивым множеством (Minimal weakly stable set). 
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k-устойчивое множество II (k-stable set II) (k=1, 2, 3) является одним из 

вариантов правила k-устойчивое множество (k-stable set). 

 

2.4.3 Индекс манипулируемости и методика расчета 

Для оценки степени манипулируемости рассчитывается индекс манипу-

лируемости правил коллективного выбора Ницана-Келли, определенный сле-

дующим образом: 

totald

d
NK 0= , 

где 0d  ‒ число манипулируемых профилей, totald  ‒ общее число профилей. 

При расчете индекса манипулируемости используются ранее введенные 

нами расширенные предпочтения, в которых упорядочиваются множества 

альтернатив исходя из предпочтений агентов на единичных альтернативах. 

Расширенные предпочтения задаются аксиоматически. Степень манипули-

руемости правил коллективного выбора рассчитана для 4 расширений пред-

почтений для случая множественного выбора для 3 альтернатив, для 10 рас-

ширений для 4 альтернатив, и для 12 расширений для 5 альтернатив. 

 

2.4.4 Результаты расчетов 

Для нечетного числа агентов в одномерной модели манипулируемость 

всех рассматриваемых правил равна нулю. Для четного числа агентов, для 

обоих способов манипулирования, индивидуального и коалиционного, мани-

пулируемость с ростом числа агентов уменьшается. 

Для коалиционного случая одномерной модели, как и для индивидуаль-

ного, выявлены три группы мажоритарных правил, имеющих совпадающие 

между собой значения степени манипулируемости. Первая группа содержит 

только правило Minimal dominant set, вторая группа– правила Uncovered set I, 

Richelson's,  Copeland I и II, третья группа– правила Minimal undominated set,  
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Minimal weakly stable set, Fishburn, Uncovered set II, Copeland III, k-stable set и 

k-stable set II. 

Обозначим группы правил следующим образом: G1: Minimal dominant 

set, G2: Uncovered set I, Richelson's,  Copeland I и I,I, G3: Minimal undominated 

set,  Minimal weakly stable set, Fishburn, Uncovered set II, Copeland III, k-stable 

set и k-stable set II. 

Проведем сравнение степени манипулируемости для индивидуального и 

коалиционного случаев. 

Для 3 альтернатив рассчитывается индекс манипулируемости мажори-

тарных правил выбора для расширений Leximin, Leximax, Risk-averse и Risk-

lover. Результаты выичслений представлены на рисунке 2.1 для расширений 

Leximin и Leximax, и на рисунке 2.2 для расширений Risk-averse и Risk-lover. 

Для расширения предпочтений Leximin и Risk-lover манипулируемость 

правил G3 равна 0. Для расширения Leximin при коалиционном манипулиро-

ваний правила G2 становятся более манипулируемыми, чем правило G1, на-

чиная с 8 агентов, тогда как при индивидуальном манипулировании G2 менее 

манипулируема вплоть до 20 агентов. 

Для расширенных предпочтений Leximax правило G1 менее манипули-

руемо, чем G2 для индивидуального и коалиционного манипулирования. Од-

нако, правила G3 в коалиционном случае более манипулируемы, чем две 

другие группы, до 8 агентов, и более манипулируемы, чем правило G1 для 

рассматриваемого числа агентов, тогда как для индивидуального случая пра-

вила G3 менее манипулируемы, чем две остальные группы правил. 



Рисунок 2.1 ‒ индек
бора

Для расширения 

ного случая G1 и G3 совпадает

чем маипулируемость 

случая манипулируемость

очередь, меньше G1. 

Рисунок 2.2 ‒ И
выбора для

Для расширения 

При индивидуальном манипулировании

манипулируемость G1. 

мость G2 меньше, чем

агентов, до 12. 
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ндекс манипулируемости мажоритарных
бора для расширений Leximin, Leximax

расширения Risk-averse уровень манипулируемости

3 совпадает и значения манипулируемости

маипулируемость G2 для числа агентов не более 8. Для

манипулируемость G3 меньше манипулируемости 

 

Индекс манипулируемости мажоритарных
выбора для расширений Risk-averse и Risk-

расширения Risk-lover значения манипулируемости

индивидуальном манипулировании манипулируемость

1. При коалиционном манипулировании

меньше чем манипулируемость G1 только для

мажоритарных правил вы-
Leximax, 

манипулируемости для коалицион-

манипулируемости превышают, 

 8. Для индивидуального 

манипулируемости G2, которая, в свою 

мажоритарных правил 
-lover 

манипулируемости G3 нулевые. 

манипулируемость G2 меньше, чем 

манипулировании манипулируе-

только для небольшого числа 
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2.4.5 Некоторые выводы 

Предложена модель индивидуального и коалиционного манипулирова-

ния правил агрегирования предпочтений в условиях одномерной модели. Для 

трех альтернатив выявлены минимально манипулируемые группы мажори-

тарных правил. 

Результаты исследований отражены в работах [133, 134]. 
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3 Анализ моделей в финансовой и банковской сферах  

В этом разделе отчета приведены результаты анализа некоторых моде-

лей в финансовой и банковской сферах, а именно: 

‒ определение адекватного метода валидации рейтинговой модели с учетом 

бимодальности распределения доли дефолтов, непредусмотренное стандар-

тами Базельского комитета; 

‒ исследование критического уровня мошенничества в банковской системе: 

агентно-ориентированный подход. 

 

3.1 Анализ метолов валидации моделей оценки вероятности дефолта 

3.1.1 Введение и постановка задачи 

Точность моделей оценки вероятности дефолта (PD) проверяется через 

сравнение количества фактических реализаций дефолтов и их прогнозного 

числа. Такое сравнение называется биномиальным тестом. Считается, что ес-

ли количество фактических реализаций входит в доверительный интервал 

прогноза среднего числа единичных реализаций, то модель является точной, 

в противном случае — нет, и ее необходимо переработать, отказаться от нее 

или для сферы управления кредитным риском ввести поправку на оценку 

компонент риска. 

Биномиальный тест рассматривают в двух видах: без корреляции и с 

корреляцией. Первая разновидность имеет узкий доверительный интервал 

(заниженный уровень дефолтов). Поскольку кредитоспособность заемщиков 

в реальности зависит от макроэкономических факторов, то заемщики взаимо-

связаны, что в итоге приводит к большему числу дефолтов, чем давал бы 

процесс генерации некоррелированных случайных величин. В итоге часто на 

практике модели PD не проходят валидацию по биномиальному тесту без 

корреляции. По этой причине используют вторую разновидность биномиаль-

ного теста. В ее рамках ожидается наличие большего числа дефолтов по 

сравнению с моделью без корреляции. На практике модели PD валидацию, 
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как правило, проходят. Однако возникают вопросы, что понимать под корре-

ляцией, как ее посчитать, какое ее значение использовать при валидации мо-

делей PD в российских условиях, как валидировать модель с учетом корреля-

ции. Этим вопросам посвящено данное исследование. 

В стандартах Базель II при расчете требований к капиталу используется 

корреляция активов, но она имеет ряд недостатков. Во-первых, Базель II счи-

тает, что корреляции активов имеет отрицательную зависимость с PD, в то 

время как выводы [135] обратные [136]. Во время экономического кризиса 

мелкие фирмы (с высоким PD) не имеют доступа к финансовым рынкам по 

сравнению с крупными (c низким PD), поэтому более подвержены измене-

нию состояния экономики. Следовательно, отрицательная связь между PD и 

корреляции активов в Базельской формуле ставится под вопрос. Во-вторых, 

[136] и [137, 138, 139] отмечали, что в целом корреляция активов в [140] за-

вышена. Вместо 12%-24% для корпоративных заемщиков истинная корреля-

ции активов колеблется в размере от 0% до 5%. Однако, [141] на данных 

США за 18 лет (c 1981 г. по 1999 г.) получили, что значения корреляции мо-

гут выходить за диапазон от 0% до 5%, принимая отрицательные значения и 

достигая максимума в 39%. Такие оценки корреляции дефолтов ближе к 

оценкам [140]. 

Помимо неоднозначностьи значений корреляции в академических стать-

ях термин «корреляция активов» подменяется термином «корреляция дефол-

тов». Так, в [142] для биномиального теста на проверку точности рейтинго-

вой модели предполагается использование корреляции активов. В приведен-

ной в данной работе формуле указано Ð	 = 	�	 = 	^� и говорится, что Ñ = I� 

[142]. При этом в [137, p.259] Ð ошибочно используется как корреляция де-

фолтов (DC). 

В [137] также предложены две вариации биномиального теста: без кор-

реляции и с учетом корреляции. Если в тест с корреляцией подставить корре-

ляцию, равную 0, и сравнить значения с результатами теста без учета корре-

ляции, то получаются различные границы доверительного интервала (cм. ри-
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сунок 3.3). Это говорит о несогласованности подходов, которую сами авторы 

не замечают и не обсуждают. 

Работа с коррелированными случайными (бинарными) величинами ве-

дется с 1961 г. [143, 144]. Такие величины часто встречаются в области ме-

дицины при анализе эффекта от применения лекарственного препарата, когда 

в группах пациентов (кластерах, грейдах) исследуется случайная величина 

бинарного отклика (выздоровел пациент или нет). Поскольку совместное 

распределение таких случайных величин сводится к нормальному (гауссов-

скому), или q-гауссовскому [145], то можно ожидать, что идея модели кре-

дитного риска была заимствована О. Васичеком [146] из области медицины, 

хотя явных ссылок в его работе не сделано. 

 

3.1.2 Модель дефолтов по Васичеку и на основе бинарного распределе-

ния 

Целью расчетов является оценка влияния корреляции дефолтов на уро-

вень их частоты. Есть два подхода: первый, предложенный [144], соответст-

вует природе процесса генерации данных, второй, представленный [146], не 

соответствует, но он лежит в основе регулирования банков. Начнем с рас-

смотрения процесса генерации данных. 

Если [144] моделируют компоненты модели Z и Yi, используя биноми-

альное распределение, то [146] применяет к данным компонентам (х и εi) 

стандартное нормальное распределение. Влияние компонент на результи-

рующую переменную в модели определяется корреляцией ρ, в подходе 

О. Васичека она именуется корреляцией активов (АС). В обеих моделях 

предполагается, что значение системного фактора (Z или х) едино для кла-

стера (системы). Если в [144] объясняемая переменная Xi является бинарной, 

то для соответствующей переменной Ai в модели [146] требуется дополни-

тельное преобразование. Ai (активы) сравниваются с долгом (квантиль p 

стандартного нормального распределения) аналогично логике нахождения 

точки дефолта (Default Point), используемой, например, в [147]. В обоих ме-
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тодах последовательность СВ при бесконечно большом количестве наблюде-

ний стремится к стандартному нормальному распределению. Сравнение рас-

сматриваемых подходов представлено в Таблице 3.1. 

Таблица 3.1 ‒ Сравнение методов 

Параметр [146] [144] 
Системный фактор �~��0,1�, где N – нормальное 

распределение 
�~�$�1, ��, где Bi – 
бимодальное распределение 

Идиосинкратический фактор Ó!~��0,1� Ô!~�$�1, �� 
Корреляция � = Ð � = Ð = �� 
Модель ^! = �ÎÐ + Ó!Î1 − Ð �! = �Õ! + �1 − Õ!�Ô!, where Õ!~�$�1, �� 
Вероятность дефолта LI = � = L�Ö��^! < I!�, где I! – долг 

LI = � 

Зависимая переменная Стоимость активов ^!~��0,1� Дефолт �! = �01× 
Распределение суммы 
случайных величин 

� � 

 

В [144] Z, так же как и Y, имеет биномиальное распределение. В наших 

расчетах в рамках одной итерации Z едино для всех заемщиков, но различа-

ется между итерациями. Под кластером можно понимать портфель заемщи-

ков или только группу заемщиков в составе одного разряда рейтинговой 

шкалы банка, если корреляция внутри рейтинговой шкалы варьируется. 

Возврат и невозврат кредита — это два события. Доля дефолтов в вы-

борке может меняться из-за случайности процесса. Когда события независи-

мы (некоррелированы), распределение доли дефолтов в выборке имеет коло-

колообразную форму (примерно как на рисунке 3.1В). Когда эти события 

взаимосвязаны (коррелированы), то недефолты и дефолты происходят чаще, 

поэтому распределение доли дефолтов раздваивается (становится бимодаль-

ным) (как на рисунках 3.1A и 3.1C). Однако в методе [146] раздвоение не уч-

тено (рисунок 3.1D). При этом частота экстремальных (высоких) значений 

DR возрастает. Это видно по границе 99% правостороннего доверительного 

интервала: с вероятностью 1% DR превысит значение 15,4% на рисунке 3.1A 

и значение 8,3 на рисунке 3.1B. При увеличении корреляции распределение 

по [144] становится бимодальным. В итоге доверительные интервалы для ме-

тода [144] шире, чем для метода [146]. 
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(A) (C) 

  

(B) (D) 

Рисунок 3.1 ‒ Функция распределения дефолтов в портфеле из 1000 
заемщиков, результат на основе 1000 итераций: сравнение методов 

[146] и [144] 

 

3.1.3 Эмпирическое распределение уровня частоты дефолтов 

3.1.3.1 Проверка бимодальности по регионам 

Бимодальность распределения DR наблюдается для рынков корпоратив-

ных облигаций США, Европы, России и развивающихся рынков, хотя бимо-

дальность не выражена (рисунок 3.2). Корреляция дефолтов в Европе выше, 

чем в США, но сопоставима с корреляцией на развивающихся рынках и в 

России. В среднем корреляция дефолтов для всех четырех регионов состав-

ляет около 2% (Таблица 2.2). Ожидается, что при условии большей однород-
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ности данных (например, с учетом отдельных секторов, таких как судоходст-

во) бимодальность будет более отчетливой. 

  

  

Рисунок 3.2 ‒ Распределение уровня частоты дефолтов по регионам 

Корреляция уже отражена в данных заемщика. Это результат системно-

го фактора. Например, из-за перебоев между поставщиками во время кризиса 

меняется дебиторская или кредиторская задолженность; изменение обменно-

го курса увеличивает финансовый рычаг для заемщиков с кредитами в ино-

странной валюте. По этой причине эмпирическое распределение уровня час-

тоты дефолта по экономическому циклу также согласуется с бимодальным 

распределением, поскольку корреляция существует. 

 

Таблиц 3.2 ‒ Корреляция дефолтов по регионам на данных корпоративных 
облигаций 
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Средний DR, 
% 

Макс DR, 
% 

Корреляция 
дефолтов, % 

США 1981-2016 4.2 11.7 0.7 

Европа 
1981-2016 4.4 66.7 40.0 

1992-2016 3.7 20.0 3.0 

Развивающиеся рынки 1993-2016 2.8 17.6 2.5 

Россия 2002-2018 5.3 21.2 2.0 

Среднее (исключая выброс – Европа, 1981-2016) 4.0 17.6 2.0 

 

3.1.3.2 Проверка бимодальности по модели PD по рынку российских 

корпоративных облигаций 

Ключевой вывод состоит в том, что при проведении оценки точности 

модели следует проверять бимодальное распределение прогнозных DR отно-

сительно бимодального распределения фактических DR, т.е. не использовать 

биномиальный тест с корреляцией (который все еще предполагает одномо-

дальность распределения DR и недооценивает хвост распределения потерь). 

Проблема сравнения фактического бимодального распределения и теорети-

ческого одномодального состоит в том, что, наблюдая одну моду и уклады-

ваясь в правую границу доверительного интервала, мы можем получить не-

точную модель лишь потому, что вторая мода еще не реализовалась. 

Приведем пример использования биномиального теста на практике. Для 

этого возьмем публичные данные о дефолтах российских корпоративных 

эмитентов облигаций и модель PD, построенную в [148], уровень DR в 21,2% 

достигается при корреляции в 2%. 

В примере корпоративных заемщиков РФ построенная в 2015 г. модель 

не точна на уровне 10% (переоценивает низкий уровень DR), однако способ-

на улавливать правую моду с DR в период рецессии. Данный вывод сделан 

на основе сравнения распределения фактических и прогнозных DR (см. ри-

сунок 3.3) за экономический цикл с использованием статистики Колмогоро-

ва‒Смирнова. Максимальная разница кумулятивной кривой равна 49% в точ-

ке DR = 4%. 49% сравниваем с критическим значением статистики Колмого-

рова‒Смирнова IØ: 
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IØ = ��Ù�Ú4��4¦4�4¦ , 

где &# ‒ количество наблюдений в первом распределении (в примере &# = 

15); &� ‒ количество наблюдений в первом распределении (в примере &# = 

15); Ù ‒ уровень значимости (в примере Ù = 10%); ��Ù� ‒ статистика Колмо-

горова‒Смирнова (в примере ��Ù�	= 1,22). При 10% уровне статистической 

значимости нулевая гипотеза о равенстве распределений отвергается, рас-

пределения прогнозного и модельного PD отличны друг от друга (рису-

нок 3.3). 

 

Рисунок 3.3 ‒ PD модель для корпоративных облигаций [148] 

 

3.1.3.3 Проверка бимодальности по модели PD судовых компаний 

Далее мы анализируем модель PD для судоходных компаний, разрабо-

танную в [149]. 

Средний уровень дефолтов для судоходных компаний за период с 1989 

по 2015 год составляет 1,4%. Максимальный уровень дефолтов в 1999 году 

составил 16,7%, при этом корреляция составила 2,5% (оценки основаны на 

методе [144]. За период с 2002 по 2015 год (выборка для разработки [149]) 

корреляция дефолтов - около 0,1%, поскольку максимальный уровень DR за 

2002-2015 достигал только 3,7% (Таблица 3.3). Сравним распределения фак-

тических и прогнозных DR (см. рисунок 3.4) за экономический цикл с ис-

пользованием статистики Колмогорова‒Смирнова.  

0

20

40

60

80

100

0

2

4

6

8

10

0 4 8 12 16 20 24

К
у

м
у

л
. 

в
е

р
о

я
тн

о
ст

ь

Ч
а

ст
о

та
 (

к
о

л
-в

о
 л

е
т)

Годовая DR

DR

PD

Кумулятивная

Кумулятивная



124 

Таблица 3.3 ‒ Корреляция дефолтов для судоходной отрасли 

Отрасль Период 

192 судоходные компании (на фонд. бирже) 

Средний DR, % Макс DR, % 
Корреляция 
дефолтов, % 

Судоходство 
2002-2015 1.6 3.7 0.1 

1989-2015 1.4 16.7 2.5 

 

На рисунок 3.4А показано, что оценки PD «logit 1» смещены вправо от-

носительно значений фактических значений DR. Поэтому модель завышает 

уровень дефолтов. Максимальное расстояние между кумулятивными кривы-

ми PD и DR достигает 64%. При 5% уровне статистической значимости от-

вергается нулевая гипотеза равенства распределений прогнозируемых и мо-

дельных DR. Модель не является точной. В [149] сделан такой же вывод, по-

этому «logit 2» выбран в качестве ориентира. На рисунок 3.4В показано, что 

сдвиг оценок PD, рассчитанных по модели «logit 2», относительно DR мень-

ше, чем по методу «logit 1». В то же время модель по-прежнему завышает DR 

за четыре года (PD = 6%, 7%, 9%). Тем не менее, разрыв в кумулятивных 

кривых меньше и достигает 35%. Распределения схожи при 5% уровне стати-

стической значимости. Следовательно, модель является точной. 

  

(A) (B) 

Рисунок 3.4 ‒ PD модель для судоходных компаний: logit 1 и logit 2 

На рисунок 3.5А показано, что порядковый логит недооценивает полу-

дефолты в рецессию (DR выше 3%), но переоценивает полу-дефолты в пе-
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риоды подъема (DR ниже 3%). Здесь и далее под полудефолтами понимается 

поглощение, изменение имени, быстрое выздоровление после дефолта. Не-

смотря на то, что распределения прогнозируемого и фактического DR схожи 

между собой на 5% уровне значимости. Таким образом, недооценка высокого 

уровня DR незначительна, но требует особого внимания. 

Модель лучше улавливает дефолты (рисунок 3.5В), чем полудефолты. 

Порядковый логит для дефолтов более чувствителен к кризисным годам по 

сравнению с моделью полудефолтов. Распределения прогнозных и фактиче-

ских DR схожи при 5% значимости. Следовательно, модель является точной. 

  

(A) (B) 

Рисунок 3.5 ‒ PD модель для судоходных компаний: порядковый 
логит для дефолтов и полу-дефолтов 

 

3.1.4 Заключение и выводы 

Метод моделирования коррелированных случайных (бинарных) величин 

был упомянут еще в [143, 144]. Коррелированные величины и проверка на их 

основе эффекта применения лекарственного препарата широко используются 

в медицинских исследованиях. При решении задач управления кредитным 

риском необходимость в проведении биномиального теста коррелированных 

случайных бинарных величин появляется при проверке точности прогноза 

количества дефолтов PD с помощью моделей банка. Благодаря использова-
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нию результатов медицинских исследований в данной работе мы смогли най-

ти решение по применению биномиального теста для задачи управления кре-

дитным риском. Кратко перечислим основные выводы. 

Во-первых, мы уточнили, что в тесте, предложенном в [142], требуется 

подставлять корреляцию активов, а не корреляцию дефолтов с целью обеспе-

чения согласованности с подходом для расчета оценки кредитного риска. 

Во-вторых, мы объяснили применение биномиального теста и указали 

на его неверную интерпретацию в [137]. Такой тест на основе метода [144] 

соответствует природе процесса генерации данных, подход [146] ‒ нет. В 

данной работе предлагается определять корреляцию через наблюдаемую DR 

как единственный фактически наблюдаемый компонент на выборке для раз-

работки и использовать параметр корреляции СВ для валидации моделей. 

Однако предложенный метод применения биномиального теста имеет огра-

ничение в виде предпосылки о неизменности корреляции дефолтов во време-

ни. 

В-третьих, мы показали, что корреляция дефолтов для рынка российских 

корпоративных облигаций определена на уровне 2%. Это близко к интерва-

лам от 0% до 3%, упомянутым в [142], и в [137], хотя значительно меньше 

среднего значения корреляции дефолтов в США [150] (Таблица 3.4). 

В заключение отметим два момента. Во-первых, корреляция может от-

личаться в разрядах рейтинговой шкалы. Из-за этого требуется повторять 

данный тест не только на уровне портфеля, но и на уровне отдельного разря-

да со свойственной ему корреляцией. 

Во-вторых, существует необходимость в регулярной валидации модели 

корреляции активов со стороны регулятора, в идеале Базельского комитета 

по банковскому надзору. Параметр корреляции, заложенный в [140], калиб-

ровался до 2003 г. и на сегодняшний день не пересматривался уже 15 лет. В 

данном случае появляется методологическое противоречие, когда модели 

оценки входящих в общую формулу взвешенных по риску активов (RWA) 

параметров валидируются ежегодно, а сама формула не валидируется, не пе-
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рекалибровывается и не перерабатывается, хотя необходимость в этом при-

сутствует. Со стороны банков требуется активная работа по оценке корреля-

ции дефолтов на уровне их кредитных портфелей и, более того, на уровне 

каждого разряда рейтинговой шкалы. 

Таблица 3.4 ‒ Оценки корреляции дефолтов предыдущих и текущего иссле-
дования 

Работы Параметр Страна 
R, % 

Min Max 

[141] ICC США -6.0 39.0 

[142] DC Не указано 0.0 3.0 
[137] DC Не указано 0.0 3.0 

[140] AC Не указано 12.0 24.0 
[138, 150] AC Германия 0.0 5.0 

Настоящий отчет 
DC Россия 2.0 2.0 

DC Судоходные компании 0.1 2.5 

 

Результаты этого пункта отчета отражены в [151]. 

 

3.2 Исследование критического уровня мошенничества в банковской 

системе: агентно-ориентированный подход 

3.2.1 Введение постановка задачи 

Мошеннические операции могут инициировать кризис системы 

и значительные потери общества. Примерами в истории были такие банки 

как Citi, Goldman Sachs, BCCI, Barrings Bank, Johnson Matthey Bank [152], 

банк «ФК Открытие» (российская практика), Societe Generale и др. В россий-

ской банковской системе за последние 10 лет мошенничеством занимались 

около 300 российских банков, чьи лицензии были аннулированы с 2013 года. 

Исследование [152] отмечает, что при дерегулировании количество мо-

шеннических операций увеличивается (на примере дерегулирования в 1980-е 

годы), из чего можно сделать вывод, что, в основном, только политика регу-

лятора позволит сократить размеры мошеннической деятельности с целью 

обеспечить финансовую стабильность. Однако регуляторы сталкиваются с 

проблемой выбора (в том числе из-за общественного давления): затраты от 

предотвращения мошеннических операций должны покрывать выгоды (сни-
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жение регуляторных издержек (средства налогоплательщиков) на восстанов-

ление банковской системы). Последнее требует определить, каково влияние 

на систему каждого вида мошеннических операций, и каков критический 

уровень мошеннической деятельности, способный сделать финансовую сис-

тему уязвимой. 

Несмотря на значительный масштаб мошеннических операций и их 

влияние на финансовую стабильность, мошенничество изучается в отдельно-

сти от макроэкономических моделей и моделей банковской системы. Неучет 

мошеннических операций в моделях может вести к недооценки риска систе-

мы. 

Предлагаемая работа определит критические уровни мошеннической 

деятельности, которые делают финансовую систему уязвимой, на основе 

агентно-ориентированной подхода моделирования. Подобная задача в акаде-

мической отечественной и зарубежной литературе полностью еще не рас-

сматривались. Однако спрос на знание критического уровня мошенничества 

часто поднимается в выступлениях представителей Центральных банков, 

в частности Банка России (например, при возросшей проблеме фиктивного 

капитала). В данной работе будет проведена оценка влияния мошеннических 

операций на уязвимость всей системы, в отличие от предыдущих работ, где 

изучались только изменения на микро-уровне, например, изменение поведе-

ния / политик конкретного банка. На текущий момент в исследовании рас-

смотрены два вида мошенничества: финансовая пирамида и скрытый риск. 

Следующим этапом планируется рассмотреть неучет пассивов и фиктивный 

капитал. 

Рассмотрение мошеннических операций банков в рамках агентно-

ориентированной модели позволит ответить на следующие вопросы: 

‒ каково влияние на систему каждого вида мошеннической операцией? 

‒ что должно быть учтено в регулировании для уменьшения мошеннических 

операций и потерь от них? 

‒ каких ресурсов не хватает в борьбе с мошенническими операциями? 
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3.2.2 Обзор литературы 

В последнее десятилетие особое внимание уделяется работам, изучаю-

щим причины возникновения кризисов и факторы, усиливающие потери при 

рецессии. Тем не менее, большое количество примеров на практике, когда 

мошенническая деятельность банков вела к очень большим потерям не нахо-

дит частого отражения в макроэкономических моделях или моделях банков-

ской системы. Большая часть работ направлена на создание методов иденти-

фикации мошеннических операций. Меньшее внимание уделено вопросам 

причин усиления мошеннической деятельности и ее влияние на финансовую 

устойчивость системы. Это будет доказано ниже. 

Для оценки современного состояния исследования по данной проблеме 

анализировались работы по банковской мошеннической деятельности из ба-

зы данных зарубежной периодики Science Direct, содержащей около 1 700 

журналов по экономике. Было найдено около 90 работ за период с 1986 по 

2018 гг., которые прямо или косвенно относятся к теме мошеннической дея-

тельности банков. Около 70% работ представляли собой исследования, пред-

лагающие новые методы идентификации мошеннических операций (в основ-

ном внешних, то есть мошенничества против банков, а не мошенничества 

самих банков) с использованием современных методов анализа данных (на-

пример, машинное обучение). Системный обзор таких исследований за пери-

од 1997-2008 был сделан в [153]. В [153] разделили работы по типам объекта 

исследований: мошенничество с банковскими продуктами (рассматриваются 

только внешние мошенники, не банки) – 8 статей; мошенничество с продук-

тами страховых компаний – 24 статьи; мошенничество с ценными бумагами 

и товарами – 1 статья; другие виды мошенничества – 17 статей. Эмпириче-

ских статей, рассматривающих мошенничество с ценными бумагами и това-

рами, мало из-за отсутствия данных. Среди российских работ по идентифи-

кации мошеннических операций следует выделить исследования [154, 155], 

где оценивается вероятность и размеры «дыры» капитала в обанкротившихся 
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и еще здоровых российских банках за период с 2013-2016 с использованием 

модели Хекмана. 

Мы обратили в большей степени внимание на теоретические работы, ко-

торые рассматривают мошеннические операции в контексте влияния таких 

операций на финансовую стабильность. Наиболее значимыми являются ра-

боты [156, 157, 158, 159, 152, 160]. 

Статья [156] показывает на примере Израильского банковского кризиса 

1983, как условия в банковской системе провоцируют банки на мошенниче-

ские операции и как такое поведение приводит к значительным потерям 

(около 40% ВНП). Возникновение Израильского банковского кризиса 1983 

года было обусловлено следующими условиями, созданными в системе. За-

кон о ценных бумагах (1981) и освобождение от налога на оборот позволяли 

банкам покупать и продавать собственные акции, повышая таким образом 

цену акций. Банки участвовали в данном виде мошенничества с целью обес-

печить капитал выше минимального нормативного требования, что было 

сделать значительно труднее при высокой инфляции. Последствия данного 

кризиса оказались серьезными (падение рыночной капитализации на 60%, 

что соответствует 40% ВНП Израиля), так как банковский сектор характери-

зовался высокой концентрацией (все 6 крупных банков, составляющих 80% 

банковской системы, понесли высокие потери при падении цен на акции). 

Из-за закрытого рынка капитала Израиля все последствия кризиса приняла 

внутренняя экономика Израиля. 

В [157] рассматривается, как сокрытие проблемных активов влияет на 

принятие рисков банками и на банковские кризисы, в данной работе разраба-

тывается динамическая модель финансового посредничества. [157] строит 

динамическую модель финансового посредничества, в рамках которых суще-

ствует четыре типа активов, различающихся по сроку жизни, уровню риска 

(дефолтные и недефолтные) и графиком платежей. Распределение активов в 

кредитном портфеле банков задается случайным образом в каждом времен-

ном периоде. Модель предусматривает аудит банков со стороны регулятора, 
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где результаты аудита приводят к ликвидации банка в случае обнаружения у 

него скрытых проблемных активов. Результаты исследования показывают, 

как банки изменяют кредитную политику, уровень морального риска в зави-

симости от частоты мониторинга регулятора. 

В [158] продолжают рассматривать модель общего равновесия с вклю-

чением возможности дефолта, которую впервые ввели Shubik и Wilson в 1977 

(цит. по [158]). В [158] рассматривают, при каких условиях заемщику не вы-

годно инициировать процесс бесконечного перекредитования с целью по-

крыть прошлые кредиты (схема Понци). Авторы отмечают, если штрафы за 

дефолт очень высокие, вероятность схемы Понци значительно увеличивает-

ся. 

В [159] изучает, какие факторы определяют доверие людей к схемам 

Понци. В частности, в [159] строится эмпирическая модель, которая затем 

проверяется на выборке 402 инвесторов Ямайки. 

В [152] рассматривается финансовый сектор Великобритании, который 

являлся одни из секторов с высокой долей экономических преступлений с 

1970-х годов. 

В [160] отмечают, что падение финансовых пирамид наносит не только 

прямые потери обществу, но и косвенные, увеличивая уровень преступности 

в целом. 

Таким образом, можно заключить, что большая часть работ направлена 

на создание методов идентификации мошеннических операций. Меньшее 

внимание уделено вопросам причин усиления мошеннической деятельности 

и ее влияние на финансовую устойчивость системы. Предлагаемое исследо-

вание обратит внимание на вторую часть незатронутых вопросов, а именно 

будет определены критические уровни мошеннической деятельности, кото-

рые делают финансовую систему уязвимой. 
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3.2.3 Методология исследования 

Операцию будем считать мошеннической, если одновременно выполня-

ются следующие условия: 

‒ операция произведена банком преднамеренно; 

‒ операция противоречит требованиям регулятора; 

‒ совершение операции причинило крупный ущерб гражданам, организациям 

или государству. 

На текущий момент в работе выделено три основных вида мошенниче-

ских операций: (1) финансовая пирамида, (2) неучет пассивов, (3) скрытый 

риск. Далее будут разобраны данные типы мошеннических операций банков 

и представлены способы их внедрения в модель. 

Банк, который реализует финансовую пирамиду, принимает только 

вклады и не выдает кредиты. Ставка по вкладам может отличаться от рыноч-

ной. В рамках данного типа мошеннических операций могут быть рассмот-

рены случаи перекредитования (часть агентов берет кредит в сумме к возвра-

ту ранее взятого кредита и начисленных по нему процентов). При данном ви-

де мошенничества банки больше испытывают потребность в МБК кредитах и 

более подвержены другим типам мошеннических операций (например, соз-

данию фиктивного капитала). 

Банк, который скрывает часть своего риска, из-за отсутствия реального 

капитала покрывает свой риск за счет средств кредиторов банка. Недостаток 

ликвидности покрывается межбанковскими займами. Таким образом, возмо-

жен эффект заражения в системе. 

Неучет пассивов отражается в том, что банки несут меньше расходов по 

страхованию депозитов (возможно увеличение прибыли за счет этого). В 

данном сценарии мошенничества оценивается устойчивость системы при те-

кущих ставках Агентства по страхованию вкладов. 

Долю банков с каждым видом мошеннических операций задается поль-

зователем. Банк может участвовать сразу в нескольких видах мошенничеств. 
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Для внедрения всех типов мошеннических операций банков требуется созда-

ние двойных профилей банков. Первый профиль – отчетность, которую банк 

раскрывает другим участникам рынка (может быть фальсифицированной у 

банка-мошенника). Второй профиль ‒ отчетность по факту. Если банк не 

проводит мошеннические операции, то первый профиль идентичен второму; 

иначе ‒ у банка-мошенника. Второй профиль может быть обнаружен только 

в случае проведения аудита. Во втором профиле возможен отрицательный 

капитал и невыполнение нормативов, которые не приводят к банкротству 

банка до проведения аудита. 

 

3.2.4 Результаты 

На данный момент в агентно-ориентированную модель, представленную 

на конференциях МАСЭП 2016 г. и 2017 г. исследовательской группой в со-

ставе Леонидов А.В., Нечитайло В.А., Пеникас Г.И., Пильник Н.П. добавле-

ны следующие модули: 

‒ финансовая пирамида как одна из возможных стратегий банка; 

‒ неучет пассивов как одна из возможных стратегий банка; 

‒ реализация дефолтов в системе; 

‒ расчет взвешенных по риску активов и их использование в принятии реше-

ния банков при одобрении кредита; 

‒ регулирование банков в виде норматива достаточности капитала и требова-

ния создавать резервы под возможные потери. 

Программный модуль создается на программном языке Delphi. 
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4 Разработка и применение методов анализа данных и прогнозирования 

В этом разделе отчета отражены результаты по разработке и примене-

нию методов анализа данных и прогнозирования. Работа велась в следующих 

направлениях: 

‒ исследование по сетевому анализу данных; 

‒ анализ сообщества экономистов и построение рейтингов экономических 

журналов; 

‒ развитие методов анализа паттернов; 

‒ разработка нового частотного механизма оценивания структурной сложно-

сти графов; 

‒ исследования по кластерному анализу. 

 

4.1 Исследование по сетевому анализу данных 

4.1.1 Введение 

Исследование посвящено выявлению влиятельных элементов в сетевых 

структурах. Работа является продолжением прошлых исследований по сете-

вому анализу и включает в себя новые приложения раннее разработанных 

индексов, модернизацию и снижение сложности предложенных алгоритмов, 

а также новые методы учёта дальних взаимодействий между элементами се-

ти.  

Из литературы известно большое количество индексов центральности, 

оценивающих степень влияния вершин сети. Некоторые из них основаны на 

степенях вершин [161], степенях их соседей [162, 163, 164], на поиске крат-

чайших путей между узлами сети или степени посредничества различных 

вершин [165, 166, 167]. В основе каждого из этих индексов лежит своя идея, 

какие именно элементы сети считать центральными, а общее число этих ин-

дексов исчисляется сотнями. 
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К сожалению, существующие методы не в полной мере оценивают ин-

тенсивность дальних взаимодействий и зачастую учитывают незначимые 

связи между элементами сети в силу того, что исходный набор вершин, а 

также структура связей между ними могут быть неоднородными. Влияние на 

одну вершину может цениться больше, чем влияние на другую вершину, что 

также зависит как от структуры сети, так и от характеристик самих вершин. 

Наконец, влияние на вершины сети может осуществляться в совокупности с 

другими вершинами (групповое влияние), а может осуществляться и косвен-

но, то есть через другие вершины. Все эти особенности, которые регулярно 

возникают в реальных задачах, делают невозможным применение известных 

в литературе методов определения ключевых вершин. 

В [168, 170, 169] были предложены новые модели оценки влияния в се-

тях (SRIC и LRIC), отличительной особенностью которых является то, что 

они учитывают индивидуальные характеристики вершины, возможность 

группового влияния, а также влияние через промежуточных посредников. 

Несмотря на то, что индексы SRIC и LRIC учитывают данные особенности 

сети, основным их недостатком является высокая вычислительная сложность. 

В рамках этой работы была рассмотрена проблема вычислительной сложно-

сти индексов SRIC и LRIC, а также был предложен новый алгоритм расчета 

индексов дальних взаимодействий LRIC, который позволяет определять 

ключевые элементы сети за меньшее количество времени. Эффективность 

алгоритма проверена на основе вычислительных экспериментов, в рамках ко-

торых рассматривались графы с разным числом вершин и ребер. 

Помимо снижения сложности ранее разработанных моделей был приме-

нен новый подход по учёту дальних взаимодействий между элементами. Так, 

подход, основанный на случайных блужданиях в графе, показал хорошо кор-

релированные результаты с индексами дальних взаимодействий LRIC, при 

этом вычислительная сложность этого подхода ниже, чем подход, основан-

ный на переборе всех простых путей между вершинами. В частности, в рабо-

те был использован подход, основанный на вычислении индивидуального 
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PageRank [171] для каждой из вершин, после чего была составлена матрица 

попарных взаимодействий между вершинами, которая может быть агрегиро-

вана в вектор влияния или вектор зависимости. 

В работе также проводится анализ влияния стран на различных уровнях 

взаимодействия, таких как, например, международные миграционные отно-

шения и экспортно-импортные отношения в сфере торговли продовольстви-

ем.  

Международная миграция является важным аспектом межстрановых 

взаимодействий, а также социальным феноменом, влияющим на многие сто-

роны жизни общества. Международная миграция между странами была ис-

следована во многих работах, в том числе с помощью сетевого подхода (см. 

обзор литературы в [172]). Данная работа продолжает исследование сетевого 

анализа международной миграции на основе новой, расширенной базы дан-

ных [1]. В рамках данного анализа произведена оценка влияния стран в сети 

международной миграции по периодам с 1970 по 2014 гг. 

Межстрановые отношения в контексте торговли продовольствием также 

являются неотъемлемым процессом экономических, социальных и политиче-

ских взаимодействий между государствами и территориями. В рамках данно-

го направления были проанализированы известные статистические показате-

ли продовольственного баланса стран, отражающих уровень запасов, произ-

водства, потерь и прочих показателей по конкретным видам продовольствия, 

а также рассчитаны индексы влияния и зависимости от импорта на сетях об-

щей торговли и основных продуктовых категорий. Корреляционный анализ 

индексов показал, что влияние в сети по общей торговле не в полной мере 

отражает реальное влияние стран, так как в каждой продуктовой категории 

выявляются свои лидеры, отличные от лидеров в других категориях. 

Другим направлением по исследованию сетей является анализ террори-

стических организаций и их взаимосвязей. С момента терактов 11 сентября 

2001 года терроризм стал важным фактором мировой политики, а террори-

стические группы зачастую претендуют на то, чтобы быть самостоятельным 
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актором на международной арене. Крупные и известные террористические 

организации как Исламское государство, Талибан и Аль-Каида являются яр-

кими тому примерами. Терроризм включил в повестку дня вопросы безопас-

ности во многих странах мира, в связи с чем можно говорить о безусловном 

влиянии террористических групп на политические процессы и принятие го-

сударственных решений. 

При этом многие террористические организации в целях собственной 

безопасности не имеют какого-либо территориального центра и явной струк-

туры, в связи с чем оценка их силы и влиятельности представляется затруд-

нительной. 

В научной литературе тема терроризма освещена широко; отдельным 

предметом интереса исследователей являются террористические сети. При 

этом стоит отметить, что подавляющее большинство научных исследований 

в данной области посвящены сетевым структурам отдельных террористиче-

ских организаций, где в фокусе внимания находятся связи между террори-

стами-членами организации. С другой стороны, связи между террористиче-

скими группами как акторами сети рассматриваются исследователями крайне 

редко, несмотря на то, что сеть террористических групп представляет собой 

важный коммуникационный и инфраструктурный канал для организаторов 

террористических атак. 

 

4.1.2 Описание индексов взаимодействия 

Рассмотрим граф Û = �Ü, �,e�, Ü = 11,… , &2 ‒ множество вершин, 

|Ü| = �, � ⊆ Ü × Ü ‒ множество ребер, а e = R|�!"|W ‒ множество весов ‒ 

действительных чисел, соответствующих каждому ребру �$, '� ∈ �. Дополни-

тельно каждая вершина характеризуется пороговым значением _!, при дос-

тижении которого вершина i подвержена влиянию других вершин. 

Обозначим также через �! набор вершин, имеющих прямую связь с 

вершиной i. Тогда группа вершин Ω�$� ⊆ �! является критической для вер-
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шины i, если ∑ �!""∈��!� ≥ _!, а вершина d ∈ Ω�$� ‒ ключевой, если ее исклю-

чение из данной группы делает группу некритической. Набор ключевых 

вершин в группе Ω�$� обозначим через Ω��$�.  
Наконец, простым путем между вершинами i и j в графе Û будем считать 

последовательность ребер, которая соединяет данные вершины, причем весь 

набор вершин на пути должен быть уникальным. Другими словами, 

�$, =#�,			�=#, =��,			�=�, =��,			…	,			�=��#, '�,			$ ≠ =# ≠ ⋯ ≠ =��# ≠ ' 
называется простым путем, который можно обозначить через L!�"� ���, где á – 

номер простого пути. 

Вычисление индексов ближних и дальних взаимодействий (SRIC и LRIC 

соответственно) может быть поделено на несколько этапов.  

 

4.1.2.1 Индекс ближних взаимодействий (SRIC) 

На первом этапе происходит определение того, как отдельная вершина 

сети подвержена влиянию других участников. Для индекса ближних взаимо-

действий происходит оценка прямых и непрямых интенсивностей взаимо-

действия между вершинами, рассчитанная по следующим формулам 

�!" = �!"∑ �;";  

−интенсивность	прямого	влияния	вершины	$	на	вершину	',			 

�!ô" =
õö÷
öø

�!ô∑ �;"; ,			если	�!" > 0,			�ô" > 0,			�ô" ≥ �!ô ,			$ ≠ ℎ ≠ ',
�ô"∑ �;"; ,			если	�!" > 0,			�ô" > 0,			�ô" < �!ô ,			$ ≠ ℎ ≠ ',

0	, в	ином	случае.
× 

После данного этапа для индекса ближних взаимодействий происходит 

рассмотрение всех возможных критических групп, где вершина i влияет на 

вершину j, а также оценка вклада вершины i в данную группу, рассчитанная 

по формуле 
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üP$, Ω;�'�Q = �!" + ∑ �!ô"ô∈� �"�|Ω;�'�|	 ,					$ ∈ Ω;��'�.		 
После рассмотрения всех возможных критических групп для каждой 

вершины и вычислении общего влияния вершины i на вершину j через все 

возможные критические группы Pý!�'� = ∑ üP$, Ω;�'�Q; Q, индекс ближних 

взаимодействий нормирует влияние на каждую вершину по формуле 

ý̂!�'� = �<�"�∑ � �"�  , 

после чего преобразует данную информацию в индекс ближних взаимодей-

ствий (SRIC) с учетом важности влияния на отдельные вершины. 

 

4.1.2.2 Индекс дальних взаимодействий (LRIC) 

Аналогично индексу ближних взаимодействий, основной целью первого 

этапа вычисления индекса LRIC является расчет влияния участников сети на 

каждую индивидуальную вершину. Тем не менее, основной отличительной 

особенностью данного индекса заключается в том, что определение влияния 

вершины i на вершину j заключается в поиске такой критической группы 

Ω;�'�, в которой вершина i имеет максимальное влияние (см. формулу (4.1)). 

�!" = ]max� �"�:!∈� ��"� j<�∑ j���∈� ��� , если	∃Ω;��'�:	$ ∈ Ω;��'�,0,			в	ином	случае. ×	  (4.1) 

Значение �!" показывает, как вершина i влияет на вершину j напрямую. 

Найденные значения можно представить в виде матрицы прямых влияний 

� = [�!"]4×4. 

Тем не менее, так как вершины могут влиять друг на друга через какие-

то промежуточные вершины, на втором этапе расчета индекса производится 

оценка непрямого влияния между вершинами.  
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Рассмотрим все возможные простые пути между вершинами. Тогда 

оценка непрямого влияния вершины i на вершину j через путь L!�"� ��� опре-

деляется с учетом всех прямых влияний следующим образом: 

ü*Ëc�PL!�"� ���Q = �!;���� × �;����;¦��� ×…× �;	�����" ,	   (4.2) 

Таким образом, согласно формуле (4.2) совокупное влияние элемента i 

на элемент j рассчитывается с учетом всех прямых влияний между элемента-

ми на этом пути.  

В случае если между двумя вершинами присутствует большое число пу-

тей, агрегирование их для построения итоговой оценки влияния вершины i на 

вершину j может осуществляться разными способами. Например, общее 

влияние может быть рассчитано как сумма всех возможных путей, через ко-

торые одна вершина влияет на другую 

�!"∗ ��� = min Ç∑ üPL;!"Q;:
½ <�
{� , 1È.    (4.3) 

Комбинируя формулы (4.2) и (4.3) можно получить индекс общего влия-

ния, обозначаемый как LRIC (Sum). После расчета попарного общего влия-

ния, данная информация агрегируется в индекс дальних взаимодействий с 

учетом важности влияния на ту или иную вершину.  

 

4.1.3 Вычислительная сложность индексов SRIC и LRIC 

Основным недостатком индексов ближних и дальних взаимодействий 

является их высокая вычислительная сложность. Индекс ближних взаимо-

действий при расчете прямого влияния требует рассмотрения всех возмож-

ных критических групп. О общем случае, если вершина j имеет порядка n со-

седей, общее количество рассматриваемых групп достигает 24 − 1. Соответ-

ственно, в случае, если исходный граф состоит из нескольких десятков или 

сотен вершин, а количество связей между ними близко к количеству ребер в 

полном графе, вычисление индекса SRIC не представляется возможным. 



141 

Что касается индекса дальних взаимодействий, то в отличие от индекса 

SRIC, индекс LRIC требует нахождения такой группы, где вершина k имеет 

максимальное влияние на другую вершину. Данная особенность позволяет 

существенно снизить вычислительную сложность индекса дальних взаимо-

действий. 

 

4.1.3.1 Определение прямого влияния индекса LRIC 

Рассмотрим прямое влияние вершины $ на вершину j. Так как в общем 

случае необходимо рассмотреть все возможные группы вершин, то обозна-

чим через �c = 1 присутствие вершины l в рассматриваемой группе и через 

�c = 0 ее отсутствие в группе. 

В таком случае задачу поиска наибольшего влияния вершины $ на вер-

шину j можно представить в следующем виде 

ü ©�#, … , �����ª = )�c" ∙ �cc
→ ($& 

при ограничениях 

)�c" ∙ �cc
≥ _" −�!" 

)�c" ∙ �!c
< O;"  

∀d ≠ $	�c = 10,12, 
где O;" = _" на первом этапе. 

Данная задача является задачей целочисленного линейного программи-

рования. Следовательно, решив данную задачу, можно определить наиболь-

шее прямое влияние вершины = на вершину j.  

Наконец, обратим внимание на некоторые свойства ключевых участни-

ков в критических группах. Расположим элементы = из множества �" в по-

рядке возрастания веса �;"  и запишем их в множество �"� = 11,2,3,… , |�"|2. 



142 

Другими словами, ∀$. $ + 1U�"��!" ≤ �!�#	". Нетрудно заметить из предыду-

щих двух пунктов, что если $U�"� не является ключевой, то любая вершина 

dU�"�	d < $ также не является ключевой. Наоборот, если вершина $U�"� являет-
ся ключевой, то любая вершина dU�"�	$ < d также является ключевой в группе. 

Более того, если $U�"� не является ключевой ни в одной из групп, то никакая 

минимальная критическая группа не содержит вершину i. Данная особен-

ность позволяет резко сократить число рассматриваемых вершин, которые 

могут влиять на вершину j. 

Таким образом, если представить задачу нахождения наибольшего пря-

мого влияния между вершинами в виде задачи целочисленного линейного 

программирования, а также осуществлять вычисление прямого влияние на 

основе бинарного поиска, можно существенно снизить вычислительную 

сложность индекса LRIC. 

 

4.1.3.2 Определение непрямого влияния индекса LRIC 

Основной проблемой вычисление индексы LRIC (Sum) является необхо-

димость всех возможных простых путей в графе. В худшем случае, сущест-

вует ∑ © �4���!�4���c�!ª4��c+#  простых путей между двумя вершинами в графе и 

4∙�4�#�� ∙ ∑ © �4���!�4���c�!ª4��c+#  простых путей в общем случае. Данная особенность 

достаточно существенна и не позволяет производить расчет индекса ближних 

взаимодействий на графах большого размера, обладающих свойством высо-

кой плотности.  

Одним из способов решение данной проблемы является адаптация алго-

ритма поиска в глубину (DFS) [173], который рассматривает каждое ребро в 

графе только 1 раз, с возможностью хранения информации о силе того или 

иного участка пути. Тем не менее, данный способ решения задачи наклады-

вает дополнительные требования на объем используемой памяти для реше-

ния задачи. 
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Альтернативным способом решения задачи является операция матрич-

ных умножений. Напомним, что если представить граф в виде матрицы связ-

ности ^ = [
!"]4×4, где 
!" = 1 при �$, '� ∈ � и 
!" = 0 в ином случае, то зна-

чение [^;]!" будет показывать общее число путей длины k между вершинами 

i и j. В силу того, что индекс LRIC (Sum) требует рассмотрения всех возмож-

ных путей между вершинами длины k, нахождение значения [�;]!" позволит 
определить влияние вершины i на вершину j через все возможные пути дли-

ны k. 

К сожалению, результат умножения матрицы прямых влияний в степень 

k включает помимо простых путей пути, содержащие циклы. Например, [��]!" будет включать следующий путь с циклом (см. рисунок 4.1). 

 

Рисунок 4.1 ‒ Путь с циклом длины 2 

Таким образом, для расчета попарного влияния вершин через все воз-

можные простые пути из общего значения [�;]!" необходимо удалить ин-

формацию о путях, которые содержат циклы. Для случая k=2 общее влияние 

�!"�=� вершины i на вершину j через все возможные пути длины k можно вы-

числить через  

�!"�2� = Ç[��]!" , если	$ ≠ ',0, в	ином	случае.× 
При k=3 существует 2 возможных типа путей с циклами (см. рису-

нок 4.2). 

 

Рисунок 4.2 ‒ Путь с циклом длины 3 

Общее влияние каждого пути с циклом из рисунка 4.2 можно опреде-

лить как  
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Тип 1: [��]!! ∙ �!"; 
Тип 2:	�!" ∙ [��]"". 

Обратим внимание, что данные типы путей с циклами пересекаются ме-

жду собой. На рисунке 4.3 представлен путь с циклом, который входит в ка-

ждый из типов на рисунке 4.2 

 

Рисунок 4.3 ‒ Пусть с циклами, который входит в тип 1 и тип 2 

Таким образом, интенсивность всех возможных простых путей между 

вершинами i и j длины 3 можно рассчитать по формуле 

�!"�3� = Á[��]!" − P[��]!! + [��]""Q ∙ �!" + P�!"Q� ∙ P�"!Q�, если	$ ≠ ',0,															в	ином	случае. × 
Аналогично, можно представить пути длины 4, 5 и более. В рамках на-

шей работы был разработан алгоритм, который позволяет определить вид 

формулы для вычислении интенсивности влияния �!"�=� длины k. Следова-

тельно, так как индекс дальних взаимодействий рассматривает все возмож-

ные простые пути длины не более s, итоговое попарное влияние можно рас-

считать через 

�!"∗ ��� = ∑ �!"�=��;+# . 

Таким образом, вычисление непрямых влияний можно привести к опе-

рациям с матрицами, что сильно позволяет снизить вычислительную слож-

ность данной операции. Стоит отметить, что оба предложенных метода вы-

числения прямых и непрямых влияний не могут быть адаптированы к вычис-

лению индекса ближних взаимодействий (SRIC). 
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4.1.4 Вычислительные эксперименты 

Для оценки вычислительной сложности алгоритма и сравнения его 

с предыдущей версией, проведем вычислительный эксперимент. Сгенериру-

ем два типа графов: 

‒ полный граф; 

‒ граф с экспоненциальным распределением количества ребер. 

Для сравнения эффективности предложенных подходов было рассмот-

рено три версии реализации алгоритма дальних взаимодействий: 

‒ LRICnaive: существующий алгоритм индекса LRIC (рассмотрение всех кри-

тических групп и возможных путей между вершинами); 

‒ LRICdirect: алгоритм индекса LRIC с оптимизированным вычислением пря-

мого влияния; 

‒ LRICopt: алгоритм индекса LRIC с оптимизированным вычислением прямо-

го и непрямого влияния.  

Сравнение алгоритма на полном графе позволит понять, насколько эф-

фективен алгоритм при большом числе соседних вершин. Сравнение на гра-

фе с экспоненциальным распределением позволит определить, как изменяет-

ся его вычислительная сложность при увеличении числа вершин при относи-

тельно небольшом числе соседей. 

Результаты вычисления индекса LRIC на полном графе размера от 10 до 

60 вершин приведены на рисунке 4.4. 



Рисунок 4.4 ‒ 
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 Вычислительный эксперимент на полном

показано выше, время вычисления алгоритмом 

экспоненциально. Если на графах размера до

составляло менее 1 минуты, то на графах размера

выполнения составляет до 10 минут. При увеличении

выполнения достигает 1 часа на обычном

вершин расчеты занимают до 10 часов. Тем

алгоритм LRICdirect позволяет в среднем в 14 

дальних взаимодействий. Что касается

алгоритм дает улучшение примерно на 100% по

. Таким образом, можно заметить, что

время расчета индекса дальних взаимодействиях

вершин можно сократить с 10 часов, до

внимание, что алгоритм LRICopt может вычисляться

5 показано, насколько снижается время

параллельных вычислениях на полных графах размера

в 3 раза). 

 

на полном графе 

алгоритмом LRICnaive на полных 

размера до 20 вершин время 

графах размера до 30 вершин 

увеличении числа вершин до 

обычном компьютере, при 

Тем не менее, обратим 

среднем в 14 раз сократить вы-

касается алгоритма LRICopt, 

 100% по сравнению с ал-

что благодаря предло-

взаимодействиях на полных 

часов, до 20 минут. 

вычисляться параллель-

время алгоритма LRICopt 

размера от 50 до 100 вер-



Рисунок 4.5 ‒ Время

Результаты вычисления

распределением степеней

на рисунке 4.6. 

Рисунок 4.6 ‒ Вычислительный
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Время алгоритма LRICopt при параллельных
ниях 

вычисления индекса LRIC на графе с экспоненциальным

степеней вершин размера от 50 до 1200 вершин

Вычислительный эксперимент на графе
циальным распределением 

показано выше, время вычисление обоих алгоритмом

как в экспоненциальных графах количество

числом соседей относительно небольшое

вычисления прямых влияний по сравнению с предыдущим

графы размера до 400 вершин вычисляются менее

вычисление индекса LRIC на графах размера до 1000 

 

параллельных вычисле-

афе с экспоненциальным 

 1200 вершин приведены 
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небольшое, преимущества 

сравнению с предыдущим неоче-

ся менее чем за мину-

до 1000 вершин требует 
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около часа. При увеличении числа вершин до 1200 время вычисления дости-

гает уже 2 часов. В среднем, время выполнения алгоритма LRICdirect меньше 

времени старого на 1,5%. Общая высокая вычислительная сложность алго-

ритмов LRICnaive и LRICdirect в первую очередь может быть объяснена тем, что 

основной проблемой в данной задаче является рассмотрение различных не-

прямых путей между вершинами, что не решается данными алгоритмами. 

В отличие от других алгоритмов, алгоритм LRICopt решает задачу вы-

числения непрямого влияния. Графы размера 900 узлов вычисляются менее 

чем за 1 минуту, в то время как графы размера 1000 и 1500 вершин требуют 2 

и 7 минут соответственно. Таким образом, наблюдается существенное сни-

жение сложности при вычислении индекса дальних взаимодействий с помо-

щью алгоритма алгоритм LRICopt. 

Стоит отметить, что предложенные алгоритмы реализованы в качестве 

библиотеки на языке R. 

 

4.1.5 Оценка непрямого влияния в сетевых структурах 

В предыдущем разделе была рассмотрена модель, учитывающая дальние 

взаимодействия между вершинами, основанная на рассмотрении всевозмож-

ных простых путей между вершинами. В частности был рассмотрен подход, 

основанный на перемножении прямых влияний на каждом из простых путей 

между вершинами (см. формулу (4.2)). Такой подход схож с вычислением 

совместной вероятности некоторых событий, а именно с одновременным 

влиянием всех вершин в цепочке друг на друга. Данное предположение и по-

следующее вычисление влияния даёт верхнюю оценку влияния начальной 

вершины на конечную вершину в рассматриваемой цепочке в терминах веро-

ятностей. 

Другой подход, основанный на рассмотрении простых путей между 

вершинами, также описан в работе [169]. Этот подход связан с вычислением 

минимального влияния в рассматриваемой цепочке, а именно 
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ü*!4PL!�"� ���Q = minP�!;����, �;����;¦���, … , �;	�����"Q. 
Данный подход схож с вычислением пропускной способности через рас-

сматриваемый путь (эффект бутылочного горлышка). 

Как было показано ранее, вычислительная сложность данных моделей 

оценки непрямого влияния достаточно высока. Для вычисления попарного 

влияния необходимо перебирать всевозможные простые пути между всеми 

парами вершин.  

Существует ряд других подходов оценки непрямого влияния в сетевых 

структурах. В задачах, где важно только итоговое ранжирование вершин и не 

требуется искать попарное влияние элементов друг на друга, применимо вы-

числение классических мер центральностей на графе прямого влияния. При 

этом для учёта дальних взаимодействий необходимо использовать соответст-

вующие меры центральности (Katz, eigenvector, PageRank и другие, учиты-

вающие длинные цепочки в графах). Но если нас также интересует общее 

попарное влияние между вершинами, подход, основанный на вычислении 

классических мер центральностей, будет неприменим. 

В случае, когда важно получить информацию о попарном влиянии эле-

ментов друг на друга, может быть использован подход оценки непрямого 

влияния, основанный на случайных блужданиях в графе. В частности, может 

быть использован подход на основе оценки индивидуального PageRank для 

каждой из вершин. Напомним, что классический индекс центральности Pag-

eRank выявляет элементы, которые с более высокой вероятностью встреча-

ются на путях при случайном блуждании по графу. Точнее говоря, 

L��$� = J	
) L��'�∑ �";;"
	�+ �1 − J��, 

где J – вероятность продолжать блуждания по текущему пути, 1 − J – веро-

ятность начать блуждания с новой вершины, � = [�!] – вектор вероятностей, 

�! = #4∀$, & – общее число вершин в графе. Данная формула комбинирует 
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подход случайных блужданий (первое слагаемое) и случайные переходы к 

новым вершинам, с которых начинается новый процесс блужданий. При этом 

в классической версии индекса переходы к новым вершинам совершаются с 

одинаковой вероятностью. Отличие индивидуального PageRank от классиче-

ского заключается в том, что индивидуальный PageRank допускает разные 

вероятности переходов к каждой из вершин. Другими словами, вектор � мо-

жет содержать разные вероятности для каждого из элементов. Естественно, 

центральность элементов возрастает, если вероятность случайного перехода 

в них выше, чем в другие вершины. При этом максимальное значение цен-

тральности, которое может получить вершина, достигается при вероятности 

перехода в неё равной единице. Напомним, что общая сумма вероятностей 

переходов равна единице, поэтому при вероятности перехода в какую-то из 

вершин равной единице, все остальные вершины получают нулевую вероят-

ность перехода в них. Поэтому, если мы хотим оценить влияние одной вер-

шины на все остальные вершины, мы можем вычислить индивидуальный 

PageRank для каждой вершины с максимальной вероятностью перехода в неё. 

Таким образом, для каждой вершины может быть вычислен вектор влияния 

на остальные вершины, что в конечном итоге может быть перестроено в мат-

рицу общего попарного влияния вершин друг на друга. 

Отметим, что сложность случайных блужданий в графах ниже, чем пе-

ребор всех простых путей в графе.  

 

4.1.6 Анализ международной миграции 

Для анализа международной миграции были использованы базы данных 

по потокам миграции между странами мира. Комбинирование различных ис-

точников данных сделано, прежде всего, с целью наиболее полно отобразить 

потоки международной миграции, а именно: увеличить количество стран, во-

влеченных в процесс международной миграции за период с 1970 по 2014. Во-

первых, в работе были использованы данные ООН [174, 175] по странам ми-
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ра. Во-вторых, данные по потокам международной миграции ОЭСР и Евро-

союза [176, 177].  

Сетевой анализ миграционных потоков был проведен на данных по по-

токам международной миграции за период с 1970 по 2014. В течение указан-

ного периода в миграции между странами происходили различные измене-

ния. В работе был осуществлен анализ суммарного миграционного оттока из 

стран (рисунок 4.7), миграционного притока (рисунок 4.8) и оттока по регио-

нам (рисунок 4.9).  Данный анализ позволил выделить наиболее существен-

ные изменения, произошедшие в международной миграции с 1970 по 2014. 

В работе были выделены следующие исторические события, которые оказали 

влияние на потоки миграции между странами.  

В Европе к данным событиям относятся окончание программы трудовой 

миграции как последствие энергетического кризиса в 1973 г и последующее 

изменение характера иммиграции. Территориальные изменения в составе 

стран ЕС также оказывали влияние на потоки миграции в Европу. Однако 

особенно сильно на изменение миграционной ситуации повлияло объедине-

ние Германии (1990) и распад СССР (1991) [178]. Последнее также повлияло 

на иммиграцию в США и Канаду. Всплеск в иммиграции в США после 1987 

г. объясняется миграционной амнистией, т.е. переучетом нелегальных ми-

грантов, уже находящихся в стране, преимущественно из стран Латинской 

Америки [179]. После 2000г. наблюдался дальнейший рост миграции из Мек-

сики в США (рисунок 4.8). Финансовый кризис 2008 г. вызвал возвратную 

миграцию в Европе и США, ввиду снижения экономической привлекатель-

ности принимающих стран.  
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Рисунок 4.7 ‒ Суммарный поток международной миграции с 1970 
по 2014 

 

Рисунок 4.8 ‒ Суммарный приток международной миграции по ре-
гионам с 1970 по 2014 

 

Рисунок 4.9 ‒ Суммарный отток международной миграции по ре-
гионам с 1970 по 2014 
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Таким образом, для более корректного анализа временной промежуток 

был разбит на периоды: 1970-1987, 1988-1991, 1992-1999, 2000-2008, 2009- 

2014. Международная миграция в каждом периоде была проанализирована 

с помощью сетевого анализа как классическими мерами центральности, так 

и новыми, учитывающими непрямые взаимодействия между странами, груп-

повое влияние и население в качестве индивидуальной характеристики стран 

[169].  

В Таблице 4.1 приведены результаты анализа за 2014г. Данный период 

интересен тем, что он предшествовал миграционному кризису в Европе. Ре-

зультаты классических индексов показывают, что Германия была на первом 

месте по притоку и оттоку мигрантов (InWdeg и OutWdeg соответственно). 

Наибольший приток иммигрантов также наблюдался в США, Великобрита-

нии и Испании. По оттоку мигрантов (OutWDeg) лидировали Китай, Румы-

ния, Испания и Польша. Центральности EV и PR выделили такие страны, как 

Румыния, Польша, Япония и Китай. Данные страны были связаны в сети ме-

ждународной миграции со странами с наибольшим оттоком или притоком 

мигрантов.  

Результаты, полученные с помощью индексов ближних (SRIC) и даль-

них (LRIC) взаимодействий позволяют обнаружить новые страны, обладаю-

щие значительным влиянием в процессе международной миграции. К приме-

ру, среди стран, обнаруженных только с помощью индексов LRIC и SRIC 

можно выделить Сирию, Индию, Вьетнам и Филиппины.  
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Таблица 4.1 ‒ Рейтинг влияния стран на основе индексов центральности 

Страна 

In
W

 
d

eg
 

O
u

tW
 

d
eg

 

E
V

 

P
R

 

L
R

IC
 

(M
ax

) 

S
R

IC
 

Германия 1 1 1 1 8 5 

США 2 13 14 11 14 15 

Великобритания 3 8 11 8 16 11 

Республика Корея 4 6 6 4 44 20 

Испания 5 4 5 2 5 10 

Япония 6 9 12 3 48 54 

Италия 7 12 8 12 7 12 

Китай 8 2 4 5 6 1 

Канада 9 37 43 43 52 48 

Австралия 10 47 52 47 53 28 

Франция 11 14 18 16 15 9 

Румыния 12 3 2 6 1 2 

Польша 13 5 3 7 2 3 

Нидерланды 17 20 20 10 21 40 

Бельгия 18 25 34 9 49 44 

Болгария 21 15 7 15 3 13 

Венгрия 22 18 10 22 9 18 

Индия 27 7 16 19 10 4 

Вьетнам 32 16 21 14 34 6 

Россия 35 23 19 24 17 33 

Филиппины 37 10 29 23 18 8 

Сирия 189 17 9 18 4 7 

 

4.1.7 Анализ межстрановой торговли продовольствием 

Данное направление посвящено анализу отношений между странами 

в терминах экспорта/импорта продовольствия. Для более глубокого понима-

ния продовольственной ситуации в каждой стране и определения лидеров на 

международной арене, во-первых, был проанализирован продовольственный 

баланс стран. Продовольственный баланс включает в себя такие показатели, 

как общее производство, нормы потребления, потери, остатки и прочие пока-

затели. При этом оценка данных показателей приводится для различных ка-

тегорий продуктов. В Таблице 4.2 приведены лидеры по каждому из основ-

ных показателей за 2010 год для трёх выбранных категорий продуктов (зер-

новые, мясо и овощи) [180].  
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Так, объёмы внутренних запасов включают в себя такие показатели как 

производство, общий экспорт, импорт и изменение уровня запасов. Общее 

продовольствие показывает уровень запасов того или иного продукта, дос-

тупного для населения в рассматриваемый период. Показатель пищевых ре-

сурсов измеряется как общий запас в килограммах в расчёте на человека 

в год. 

Таблица 4.2 ‒ Страны с высокими показателями продовольственного баланса 
Внутренние запасы  Продовольствие  Потери 

Зерн. Мясо Овощи  Зерн. Мясо Овощи  Зерн. Мясо* Овощи 
Китай Китай Китай  Китай Китай Китай  Китай Перу Китай 

США США Индия  Индия США Индия  Индия Канада Индия 

Индия Бразилия США  Индонезия Бразилия США  Бразилия Аргентина Турция 

Бразилия Россия Турция  США Россия Египет  Индонезия Япония США 
Индонезия Германия Египет  Бангладеш Германия Иран  Мексика Мьянма Иран 

        *Ограниченные данные 
Производство  Пищевые ресурсы  
Зерн. Мясо Овощи  Зерн. Мясо Овощи    
Китай Китай Китай  Марокко HK Китай    
США США Индия  Египет США Армения    
Индия Бразилия США  Лесото Австралия Тунис    
Бразилия Германия Турция  Азербайджан Багамы Черногория    
Франция Россия Иран  Мали Макао Албания    

 

Данные показатели учитывают статистические характеристики каждой 

из страны, но не учитывают данные по торговым взаимоотношениям между 

ними. Поэтому также необходимо изучить, как страны взаимодействуют друг 

с другом на основе информации об экспортно-импортных взаимосвязях. 

Для построения сети торговли продовольствием была использована ба-

за данных World Integrated Trade Solution Database (WITS Comtrade) [181]. 

Данная база предоставляет данные по двусторонней торговой статистике ме-

жду странами по отдельным категориям товаров (в частности, 

по продовольствию). 

Большинство потоков между странами описывается двумя показателями 

(зеркальные данные): значение экспорта по мнению экспортёра и значение 

импорта по мнению импортёра (в тыс. долларов). В большинстве случаев эти 

числа расходятся в несколько десятков раз (см. рисунок 4.10). 



Рисунок 4.10 ‒

Для построения графа

нами, по каждому потоку

основывается на опросе

информации и процедуру

партнёрами. 

Для построения графа

10 основных категорий

Revision 3. Эти категории

молочные продукты и

хар и мёд, кофе, чай, какао

продукты. Мы также постро

продуктов для сравнения

варов.  

Для применения индексов

обходимость выбора порога

шина считается подверженной

брать такой объем товара

ны. Для расчёта этого порога

и импорта рассматриваемого

крупным экспортёром и
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‒ Распределение расхождения зеркальных

построения графа, отражающего торговые отношения

каждому потоку было выбрано единое число. Выбор

опросе ООН [182], позволяющего оценить

процедуру отчётности о торговых отношениях

построения графа экспорта/импорта продовольствия

категорий продуктов, соответствующих класс

категории включают в себя живых животных

продукты и яйца,  рыбу, зерновые, фрукты и овощи

чай, какао и специи, корм для животных и

также построили граф общей торговли по

сравнения результатов с отдельными видами

применения индексов дальних взаимодействий LRIC

выбора порога для каждой вершины, начиная

подверженной влиянию. Иными словами

объем товара, потеря которого будет критична

этого порога мы ориентировались на общие

рассматриваемого вида продовольствия. Если

экспортёром и при этом мало импортирует, то никакая

 

зеркальных данных 

отношения между стра-

число. Выбор данного числа 

оценить качество сбора 

отношениях со странами-

продовольствия были выбраны 

соответствующих классификации SITC 

животных (Ж.Ж.), мясо, 

фрукты и овощи (Фр./Ов.), са-

животных и прочие съедобные 

торговли по всем категориям 

видами продуктовых то-

LRIC [169] стоит не-

начиная с которого вер-

словами, необходимо вы-

критична для данной стра-

общие объёмы экспорта 

Если страна ^ является 

то никакая другая стра-
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на не сможет повлиять на ^ через сокращение её импорта. В противном слу-

чае страна ^ может сократить свой экспорт рассматриваемого товара и вос-

полнить потери импорта. С другой стороны, если страна � является крупным 

импортёром и мало экспортирует,  то потеря части импорта будет критичной 

для �, т.к. эта страна не сможет покрыть потери, просто сократив экспорт в 

другие страны. Поэтому выбор порога должен зависеть и от экспорта, и от 

импорта. В частности, в нашей работе мы выбрали 

_! = �%	отmax�общий	экспорт	страны	$; 	общий	импорт	страны	$�, где � 

установили на уровне 15%. При этом другие проценты потерь были также 

последовательно проанализированы, и корреляционный анализ показал не-

значительные отклонения в результатах в зависимости от разного выбора по-

рога. В Таблице 4.2 приведен индекс корреляции Кендалла итогового ранжи-

рования по LRIC в зависимости от выбранного порога для общей торговли 

продуктами. 

Таблица 4.1 ‒ Корреляция Кендалла финального ранжирования индексов 
LRIC в зависимости от выбранного порога влияния 

% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
1 1 .89 .85 .84 .83 .82 .82 .81 .81 .81 .80 .79 .79 .79 .78 .78 .78 .77 .77 .76 .77 .77 .76 .76 .75 

2 .89 1 .95 .93 .92 .91 .90 .90 .89 .89 .87 .86 .86 .86 .86 .85 .84 .84 .83 .83 .83 .83 .82 .82 .81 

3 .85 .95 1 .97 .96 .94 .94 .93 .92 .91 .89 .89 .88 .88 .88 .87 .86 .86 .85 .85 .85 .84 .84 .83 .82 

4 .84 .93 .97 1 .98 .96 .95 .94 .93 .93 .91 .90 .89 .89 .89 .88 .87 .87 .86 .86 .86 .85 .85 .84 .83 

5 .83 .92 .96 .98 1 .98 .97 .96 .95 .94 .92 .91 .91 .90 .90 .89 .89 .88 .87 .87 .87 .86 .86 .85 .84 

6 .82 .91 .94 .96 .98 1 .98 .97 .96 .95 .93 .93 .92 .92 .91 .90 .90 .89 .89 .88 .88 .88 .87 .86 .85 

7 .82 .90 .94 .95 .97 .98 1 .99 .97 .97 .94 .94 .93 .93 .92 .92 .91 .90 .90 .89 .89 .89 .88 .87 .86 

8 .81 .90 .93 .94 .96 .97 .99 1 .98 .98 .95 .95 .94 .94 .93 .93 .92 .91 .91 .90 .90 .89 .89 .88 .87 

9 .81 .89 .92 .93 .95 .96 .97 .98 1 .98 .97 .96 .95 .95 .95 .94 .93 .92 .91 .91 .91 .90 .89 .89 .88 

10 .81 .89 .91 .93 .94 .95 .97 .98 .98 1 .97 .96 .96 .95 .95 .94 .93 .93 .92 .91 .92 .91 .90 .90 .89 

11 .80 .87 .89 .91 .92 .93 .94 .95 .97 .97 1 .99 .98 .98 .97 .97 .95 .94 .94 .93 .94 .93 .92 .91 .90 

12 .79 .86 .89 .90 .91 .93 .94 .95 .96 .96 .99 1 .99 .99 .98 .97 .96 .95 .95 .94 .94 .93 .92 .92 .91 

13 .79 .86 .88 .89 .91 .92 .93 .94 .95 .96 .98 .99 1 .99 .99 .98 .96 .95 .95 .94 .94 .93 .92 .92 .91 

14 .79 .86 .88 .89 .90 .92 .93 .94 .95 .95 .98 .99 .99 1 .99 .98 .97 .96 .95 .95 .95 .94 .93 .93 .92 

15 .78 .86 .88 .89 .90 .91 .92 .93 .95 .95 .97 .98 .99 .99 1 .99 .97 .96 .96 .95 .95 .94 .93 .93 .92 

16 .78 .85 .87 .88 .89 .90 .92 .93 .94 .94 .97 .97 .98 .98 .99 1 .98 .97 .96 .96 .96 .95 .94 .94 .93 

17 .78 .84 .86 .87 .89 .90 .91 .92 .93 .93 .95 .96 .96 .97 .97 .98 1 .99 .98 .97 .97 .96 .95 .95 .94 

18 .77 .84 .86 .87 .88 .89 .90 .91 .92 .93 .94 .95 .95 .96 .96 .97 .99 1 .99 .98 .98 .97 .96 .96 .94 

19 .77 .83 .85 .86 .87 .89 .90 .91 .91 .92 .94 .95 .95 .95 .96 .96 .98 .99 1 .99 .99 .98 .97 .96 .95 

20 .76 .83 .85 .86 .87 .88 .89 .90 .91 .91 .93 .94 .94 .95 .95 .96 .97 .98 .99 1 .99 .98 .97 .97 .96 

21 .77 .83 .85 .86 .87 .88 .89 .90 .91 .92 .94 .94 .94 .95 .95 .96 .97 .98 .99 .99 1 .99 .97 .97 .95 

22 .77 .83 .84 .85 .86 .88 .89 .89 .90 .91 .93 .93 .93 .94 .94 .95 .96 .97 .98 .98 .99 1 .98 .97 .96 

23 .76 .82 .84 .85 .86 .87 .88 .89 .89 .90 .92 .92 .92 .93 .93 .94 .95 .96 .97 .97 .97 .98 1 .99 .98 

24 .76 .82 .83 .84 .85 .86 .87 .88 .89 .90 .91 .92 .92 .93 .93 .94 .95 .96 .96 .97 .97 .97 .99 1 .98 

25 .75 .81 .82 .83 .84 .85 .86 .87 .88 .89 .90 .91 .91 .92 .92 .93 .94 .94 .95 .96 .95 .96 .98 .98 1 

 



158 

В результате были рассчитаны индексы дальних взаимодействий для 

каждой из 10 категорий продуктов. В Таблице 4.3 приведены результаты рас-

чёта для одного из показателей LRIC за 2010 год. Остальные индексы даль-

них взаимодействий, включая индивидуальный PageRank, были также про-

анализированы и показали высокую корреляцию между собой (на уровне 0.9 

– 0.99). 

Таблица 4.2 ‒ Ранжирование стран (TOP-10) согласно LRIC за 2010 год 

 Категории продуктов 

 Ж.Ж. Мясо Молоч. Рыба Зерн. Фр./Ов. Сахар Кофе Корм Другое 

Р
ан
ж
ир

ов
ан
ие

 

FRA BRA DEU NOR CAN ESP BRA BRA ARG IRL 

DNK DEU NLD CHN USA MEX FRA CIV BRA NLD 

DEU NLD FRA THA FRA CHN DEU NLD USA DEU 

NLD BEL BEL RUS DEU NLD BEL BEL NLD CAN 

BEL DNK NZL CAN ITA BEL NLD DEU DEU USA 

CAN CAN ITA VNM BEL USA MEX GHA PER BEL 

MEX FRA DNK USA AUS CAN CAN CMR BEL FRA 

USA USA AUT IDN ARG CHL THA FRA FRA ITA 

AUS ESP USA SWE HUN ITA CUB IDN PRY SGP 

HUN AUS POL CHL NLD BRA ESP CHE IND CHE 

 

Как видно из Таблицы 4.3, наборы наиболее влиятельных стран по каж-

дой из категорий продуктов сильно различаются между собой. Действитель-

но, корреляционный анализ не выявил никакой зависимости между ранжиро-

ванием относительно различных продуктовых категорий, а также относи-

тельно общей торговли.  

 

4.1.8 Анализ террористических сообществ 

4.1.8.1 Описание данных 

Целью нашей работы стало изучение влияния в международной терро-

ристической сети, охватывающей период активности разных групп с 2001 

по 2016 годы. В работе были использованы данные из базы Global Terrorism 

Database, представленной исследователями из Университета Мэриленда 

[183]. База содержит информацию о 170 350 террористических атак с 1970 по 

2016, включая дату, место, использованное оружие, цель атаки, число жертв 
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и раненных, а также информацию об ответственных за атаку группах. В пе-

риод наблюдения (2001-2016) вошли 83 635 случаев террористических атак в 

158 странах мира.  

Для того чтобы получить информацию о связях между террористиче-

скими организациями, нами были выбраны случаи терактов, за организацию 

которых ответственна более, чем одна группа. В период с 2001 по 2016 годы 

имели место 1216 подобных случаев. 

Таким образом, для анализа были выбраны 426 групп, совершившие те-

ракты в 90 странах; все группы взаимодействовали хотя бы с одной другой 

группой при совершении атаки, на основании чего был построен граф. Были 

выделены компоненты связности графа (подграфы), каждый из которых 

включает различные по идеологической направленности и географическому 

положению террористические группы. Всего в сети было выделено 60 ком-

понент связности. Мы сосредоточили наше внимание на пяти самых крупных 

подграфах. Первый включает в себя 253 группы религиозной (исламистской), 

сепаратисткой, этнической и левой направленности и распространяется поч-

ти на все регионы мира, включая, в первую очередь, Ближний Восток, Север-

ную и Центральную Африки, Центральную, Южную и Юго-Восточную 

Азии. Число атак, совершенных группами первой компоненты достигает 24 

284, а число жертв данных атак – 104 392. Второй подграф относится к Цен-

тральной Африке и включает 20 групп религиозной и этнической направлен-

ности. Данные группы несут ответственность за организацию 2078 терактов 

с 6151 жертвами. Третий подграф состоит из 13 анархистских и экологиче-

ских террористических групп из Европы. Группы организовали 245 атак, и от 

их действий пострадал только 1 человек. Четвёртый подграф включает 7 се-

паратистских террористических организаций Непала, совершившие 41 те-

ракт, в результате которых погибло 46 человек. Пятый подграф из 5 левых 

террористических групп полностью сконцентрирован в Колумбии. Данные 

организации совершили 1374 террористические атаки и несут ответствен-

ность за гибель 1449 человек. 
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4.1.8.2 Основные результаты 

Для групп из пяти самых крупных подграфов были посчитаны индексы 

ближних (SRIC) [186] и дальних взаимодействий (LRIC) [170] с целью опре-

делить наиболее влиятельные группы в каждом подграфе, учитывая при этом 

как прямое влияние групп друг на друга, так и непрямое (через посредников). 

При подсчете индексов были использованы индивидуальные характеристики 

групп – число совместных атак и количество погибших в результате атак лю-

дей. 

По результатам подсчёта индекса ближних взаимодействий для трёх 

разных периодов между 2001 и 2016 (2001-2007, 2008-2011, 2012-2016) были 

выявлены наиболее влиятельные группы в каждом рассматриваемом подгра-

фе. Так, на основании количества совместных атак в период с 2001 по 2007 

в первом подграфе наиболее влиятельными являлись Al-Aqsa Martyrs 

Brigade, Hamas, Palestinian Islamic Jihad и Al-Qaida; в 2008-2011 – Lashkar-e-

Taiba, Al-Aqsa Martyrs Brigade, Indian Mujahideen и Students Islamic Movement 

of India; в 2012-2016 – Al-Nusrah Front и Islamic State of Iraq and the Levant. 

С другой стороны, на основании количества жертв совместных атак группы 

с наивысшими показателями влияния: в 2001-2007 – Al-Qaida, Hamas, Jemaah 

Islamiya; в 2008-2011 – Lashkar-e-Taiba, Deccan Mujahideen, Tehrik-i-Taliban 

Pakistan, Lashkar-e-Jhangvi; в 2012-2016 – Al-Nusrah Front и Tehrik-i-Taliban 

Pakistan. Во втором подграфе в 2001-2007 годы на основании и числа совме-

стных атак, и числа жертв наиболее влиятельными группами являлись Party 

for the Liberation of the Hutu People и National Council for Defense of Democra-

cy; в 2008-2011 – Al-Shabaab, Hizbul al Islam и Ogaden National Liberation 

Front; в 2012-2016 – Democratic Front for the Liberation of Rwanda, Allied 

Democratic Forces и Mayi Mayi. 

С помощью индекса дальних взаимодействий мы смогли выделить 

группы в первом и втором подграфе, которые могут оказывать скрытое влия-

ние на сеть через другие группы. Так, индекс выделил группы, оказывающие 
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влияние на сеть через трёх посредников. В первой компоненте в период 

с 2001 по 2007 годы на основании числа совместных атак лидировали Great 

Eastern Islamic Raiders Front, Kurdistan Freedom Hawks, Al-Qaida; в 2008-2011 

– Harkatul Jihad-e-Islami, 313 Brigade, United Liberation Front of Assam; в 2012-

2016 – Jaysh al-Islam, Ansar al-Sharia Operations Room, Islamic State of Iraq and 

the Levant. На основании числа жертв совместных атак в данной компоненте 

выделились другие группы: Lashkar-e-Jhangvi, Harakat ul-Mujahidin, Harkatul 

Jihad-e-Islami (2001-2007); 313 Brigade, Harkatul Jihad-e-Islami, Students Islam-

ic Movement of India (2008-2011); Asa'ib Ahl al-Haqq, Syrian Resistance, Mili-

tary Council of the Tribal Revolutionaries (2012-2016). 

 

4.1.9 Индексы, учитывающие предпочтения индивидов по созданию 

коалиций 

4.1.9.1 Актуальность задачи и методы решения 

В этом подразделе отчета приведены результаты исследования аксиома-

тики индексов влияния в сетях и разработки такой аксиоматики для индек-

сов, учитывающих предпочтения агентов по созданию коалиций. 

Индексы центральности, учитывающие предпочтения агентов по обра-

зованию коалиций, описанные в [184], использовались в нескольких эмпири-

ческих исследованиях [185, 186]. В них такие индексы рассчитаны вместе с 

классическими определителями влияния, приведены сходства и различия по-

лученных разными способами распределений переговорной силы в реальных 

управляющих органах.  

Такие индексы уже используются в исследованиях распределения влия-

ния в принимающих решения структурах, что обосновывает необходимость 

создания теоретических работ по исследованию их свойств. Целью данного 

направления работы является определение аксиоматики для индексов, учи-

тывающих силу связи между участниками, и обобщение классических индек-

сов влияния. 
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4.1.9.2 Методология и основные результаты исследования 

Основные определения. 

Модель выборного органа представляет собой сеть, в которой набор 

вершин (V) представляет агентов или партии (N), набор направленных взве-

шенных ребер (E) представляет отношения между партиями (L!"). Вес ребра 

L!" 	отражает желание партии i вступить в коалицию с партией j или вероят-

ность образования связи для этих партий.  

Решение в таком выборном органе принимается голосованием и счита-

ется принятым, если за него проголосовали q (квота) человек или больше. 

Игроки могут объединяться в коалиции. Коалиция считается выигрывающей, 

если имеет q или больше голосов. Агент считается ключевым в выигрываю-

щей коалиции, если без его голосов она перестает быть выигрывающей. Обо-

значим через W! множество коалиций, в которых игрок i является ключевым. 

 

Свойства классических индексов. 

Все классические индексы обладают набором свойств, полностью опре-

деляющих эти индексы. Для основных индексов существует несколько таких 

определяющих наборов, описывающих разные свойства и подходящих для 

различных задач. Целью данного направления исследований является опре-

деление набора свойств, определяющих индекс влияния, учитывающий 

предпочтения агентов по образованию связей. Исследование различных ме-

тодов определения распределения влияния в сети включает в себя описание и 

обобщение, а так же сравнение между собой их свойств.  

К классическим мерам влияния относятся индексы Банцафа, Пенроуза, 

Шепли-Шубика и основанные на них. Их свойства описаны в [187, 188, 189, 

190].  

Индекс Банцафа рассчитывается в зависимости от числа коалиций, в ко-

торых игрок является ключевым: �F! = |k<|∑ �k���∈� .	 Индекс Шепли-Шубика рас-
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считывается как число таких коалиций, взвешенное на размер коалиции и ко-

личество игроков: ��! = ∑ �|�|�|�|�!�|�|�#�!|�|!�∈k<��� . Оба индекса удовлетворяют 

аксиомам о болване (индекс равен нулю для игрока, не являющегося ключе-

вым ни в одной коалиции), анонимности (все игроки рассматриваются оди-

наково), трансфера (об изменениях при объединении коалиций). Эффектив-

ность определена для этих индексов по-разному, но близка по смыслу, с уче-

том того, что индекс Шепли-Шубика с большим весом учитывает большие 

коалиции, а индекс Банцафа считает все выигрывающие коалиции одинако-

во. 

На основе классического индекса Шепли-Шубика в [191] разработана 

мера Шепли для ориентированных графов. Это мера для распределения вы-

игрыша в кооперативной игре, в которой с помощью ориентированного гра-

фа задается иерархия между игроками. Полная аксиоматика для этой меры, а 

также ее связь с вектором Шепли, лежащим в основе индекса Шепли-

Шубика, приведена в [191].  

Мера Майерсона определена в [192], полное описание свойств показано 

в [193]. Эта мера основана на векторе Шепли и отражает распределение вы-

игрыша в играх с ограничением на кооперацию. В сети, отражающей связи 

между игроками, наличие ребра показывает возможность создания коалиции, 

отсутствие ребра отражает невозможность. Следовательно, эта мера близка к 

индексам влияния, учитывающим предпочтения по кооперации, но рассмат-

ривает только детерминистический случай, в котором агенты либо могут 

вступать в коалицию, либо нет. В реальности же чаще ограничения вызваны 

не правилами принятия решений, а взаимоотношениями между партиями. 

И тогда лучшей моделью будет создание вероятностной меры, отражающей 

большую или меньшую вероятность для некоторой партии i образовать связь 

с партией j, чем с некоторой третьей. Основные свойства меры Майерсона по 

[193] ‒ эффективность (вся создаваемая коалицией стоимость распределяется 

между входящими в нее игроками) и справедливость (два игрока получают 

одинаковый излишек от образованной между ними связи). Эти свойства на-
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прямую следуют из определения меры Майерсона как решения класса игр на 

сетях. 

Обратимся к мерам центральности для сетей с целью выделения наибо-

лее влиятельных узлов. Наиболее известные меры центральности ‒ степенная 

(degree, число ребер вершины), близости (closeness, среднее расстояние до 

других узлов), по посредничеству (betweenness, доля кратчайших путей меж-

ду другими вершинами, проходящих через данную). Меры, учитывающие 

характеристики других вершин (связи с более важными вершинами повыша-

ют важность вершины): по собственному верктору (eigenvector), централь-

ность Боначича (Bonacich), престиж Катца (Katz prestige). Меры центрально-

сти позволяют определить более влиятельные вершины, следовательно, эти 

методы могут использоваться для определения распределения переговорной 

силы в парламенте.  

Еще одна мера влияния вершин в сети это функции согласия (consensus 

functions). Они появились как решение проблемы общественного выбора го-

лосованием, но могут быть использованы как мера влияния в сети или ее час-

ти. Функция может быть задана в зависимости от задачи, разные функции 

определяют наиболее влиятельными разные вершины. Аргумент такой функ-

ции — это профиль из вершин графа, причем они могут повторяться, что от-

ражает наличие нескольких голосов. Значением функции будет набор вер-

шин, причем не обязательно входящих в профиль. Центральная функция 

(center function) возвращает вершины, минимизирующие максимальное рас-

стояние до вершин профиля. Свойства такой функции исследованы в [194, 

195]. Медианная функция (median function) возвращает вершины, минимизи-

рующие среднее расстояние до вершин профиля. Свойства медианной функ-

ции и некоторые доказательства показаны в [196]. Существуют и другие 

функции согласия.  

Разработанные в [187, 197] и описанные в предыдущих отчетах индексы 

ближних и дальних взаимодействий позволяют определить влиятельность 

каждой вершины в сети. Основное преимущество этих индексов в том, что 
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как и меры центральности, основанные на собственных векторах или пре-

стиже, они учитывают влиятельность соседних узлов. При этом они значи-

тельно проще вычисляются (в смысле количества операций), и поэтому могут 

быть рассчитаны для больших сетей. Эти индексы использовались ранее 

в нескольких исследованиях лаборатории [1]. 

 

Индексы влияния, учитывающие предпочтения агентов по созданию 

коалиций, приведенные в [184], описываются функцией, схожей с индексом 

Банцафа: 

Ù! = �<∑ ��� , 

где ý! = ∑ ü�$, ��j<  ‒ сумма функций интенсивности связи для каждого 

из участников по тем коалициям, в которых он является ключевым игроком. 

Функция интенсивности может определяться различным образом в зависи-

мости от задачи. Она зависит от взвешенных ребер внутри коалиции и отра-

жает силу связи между агентами. Например, если это сумма весов всех ребер, 

входящих в вершину i, исходящих из вершин остальных членов коалиции, то 

эта функция отражает, насколько все агенты коалиции хотели бы объеди-

ниться с агентом i. Другие возможные определения для функции интенсив-

ности связи приведены в [184].  

В [190] показаны свойства описанных индексов влияния в зависимости 

от определения функций интенсивности. Эти свойства сформулированы на 

основе описанных в [188] для классических индексов [187, 197].  

Заметим, что некоторые индексы влияния могут быть обобщены до ис-

следуемых индексов. Например, если граф неориентированный и невзвешен-

ный, и функция связи описывается количеством коалиций, в которых игрок 

является ключевым, то, в соответствии с приведенной формулой, индекс Ù! 
будет в точности равен индексу Банцафа. Другие подобные соответствия 

приведены в [190]. Следовательно, при определенных условиях, индексы 
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влияния, учитывающие предпочтения по созданию коалиций, обладают 

свойствами, разработанными для классических индексов влияния.  

 

4.1.9.3 Дальнейшее развитие работы 

На текущий момент исследованы существующие подходы к определе-

нию влияния в сетевых структурах и их свойства. Наборы свойств, выпол-

няющихся для некоторого индекса и только для него (определяющие его), 

являются аксиоматикой, описывающей меру влияния. Рассмотрены подходы 

к определению степени влияния со стороны теории графов, теории сетей 

и теории игр.  

Дальнейшим развитием работы в этом направлении является разработка 

аксиоматики для индексов влияния, учитывающих предпочтения по образо-

ванию коалиций, описание их свойств и взаимосвязей с другими мерами 

влияния в сетях. На основе существующих подходов, описанных в этой части 

отчета, разрабатывается аксиоматика для новых индексов. 

 

4.1.10 Некоторые выводы 

На основе разработанных ранее моделей влияния в сетях был предложен 

эффективный алгоритм вычисления индексов ближних и дальних взаимодей-

ствий. Эффективность алгоритма достигается за счет более низкого времени 

выполнения вычисления прямого и непрямого влияния между вершинами, 

не требующего перебора всех возможных групп вершин и рассмотрения всех 

возможных путей между вершинами.  

Вычислительная сложность алгоритма оценена на основе вычислитель-

ных экспериментов, в рамках которых было сгенерировано множество пол-

ных графов и графов с экспоненциальным распределением по числу ребер. 

Было показано, что в обоих случаях время вычисления предложенного алго-

ритма значительно ниже, что означает, что данный алгоритм может быть 
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применен на графах с сотнями и тысячами вершин. Предложенный алгоритм 

реализован в качестве библиотеки на языке R. 

С помощью сетевых моделей были также проанализированы отношения 

между странами на различных уровнях взаимодействия. В работе проведен 

анализ международной миграции с 1970 по 2014гг. на основе данных по по-

токам миграции между странами. Сделан анализ динамики миграционных 

потоков по регионам, на основе которого выделены периоды. С помощью се-

тевого анализа определены рейтинги влиятельных стран в процессе между-

народной миграции с помощью индексов центральностей, как классических, 

так и учитывающих непрямые взаимодействия. Данные результаты могут 

быть полезны при планировании миграционной политики принимающими 

странами, прогнозировании будущих миграционных потоков между страна-

ми.  

В этом подразделе также представлены результаты сетевого анализа 

торговли продовольствием. Были проанализированы известные меры про-

дуктового баланса, а также построена сеть экспорта/импорта продовольствия 

по различным категориям продуктов и общей торговле. Был проведён анализ 

выбора порога, когда вершина считается подверженной влиянию. Также бы-

ли проанализированы итоговые ранжирования по различным категориям 

продуктов, и было показано, что зависимости между влиятельными странами 

по различным продуктам, а также общей торговле не наблюдается. 

Индексы дальних взаимодействий были также применены к анализу 

террористических сообществ. С помощью новых индексов центральности 

можно выявить группы, влияние которых на первый взгляд неочевидно 

и имена которых неизвестны широкой публике. Также, используя сетевой 

подход к анализу террористической активности, мы можем наблюдать рас-

пространённость террористической сети в разных регионах мира и наблю-

дать динамику влияния террористических групп в различные периоды. 



168 

Наконец в последнем подразделе отчета приведены некоторые предва-

рительные результаты по исследованию индексов влияния в сетях с учетом 

предпочтений индивидов по созданию коалиций. 

 

4.2 Анализ сообщества экономистов и построение рейтингов экономи-

ческих журналов 

4.2.1 Введение и постановка задачи 

Задача построения рейтинга является актуальной задачей последних лет 

в связи с возрастающей популярностью построения всевозможных рейтингов 

в научном сообществе – рейтингов университетов [198], журналов [190, 200, 

201, 202], научных работников [203, 204] – для оценки эффективности их 

деятельности. Однако единой общепризнанной методологии их построения 

до сих пор нет. В данной работе мы сосредоточимся на построении рейтин-

гов научных журналов по экономике и смежным дисциплинам, однако по-

добная методология применима и к другим задачам рейтингования с соответ-

ствующими поправками на объект рейтингования. 

Ранжирование научных журналов является многокритериальной зада-

чей, как правило, исследователи учитывают библиометрические показатели – 

цитируемость, импакт-фактор, средний объем публикаций и др., а также экс-

пертные оценки научного уровня и престижности журналов. Чаще всего для 

агрегирования информации используется взвешенная сумма критериев [201, 

204, 205], хотя известно, что этот метод обладает рядом серьёзных неустра-

нимых недостатков [206] и должен использоваться с большой осторожно-

стью.  

Есть рейтинги, основанные на лексикографическом упорядочении не-

скольких критериев. Например, в 2007-2008 в ВИНИТИ РАН проводилось 

экспертное оценивание российских и зарубежных научных журналов [199] 

для чего было предложено лексикографическое правило на трех критериях 

«Максимальная оценка», «Обобщенная оценка» и «Нормированный ранг». 
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Эта статья вызвала в свое время бурную дискуссию, и ей был посвящен от-

дельный сборник (Управление большими системами, Выпуск 27) 

с детальным разбором предложенной методики. Критики отметили, что она 

имеет целый ряд недостатков: 

1) неустойчивость к ошибкам экспертов [207] и подверженность манипули-

рованию со стороны экспертов [208]; 

2) использование суммарных, а не усредненных величин  неполных эксперт-

ных оценок приводит к смещению оценок – журналы, получившие много 

низких  оценок и одну высокую, могут занять в рейтинге  более  высокое 

место  по  сравнению с журналами, имеющими только высокие оценки, но в 

малом количестве [207, 209]. 

Более убедительным представляется подход, основанный на теории кол-

лективного выбора. Задачей теории коллективного выбора является агреги-

рование индивидуальных мнений участников голосования в единое коллек-

тивное мнение. Известно, что не существует «идеального» правила голосова-

ния (теорема Эрроу о невозможности), однако предложены ряд правил при-

нятия коллективных решений, которые обладают «хорошими» свойствами – 

более подробно о правилах коллективного выбора и их соответствии норма-

тивным свойствам см., например, в [210]. Подобный подход уже использо-

вался для ранжирования экономических журналов [202], журналов по ме-

неджменту [200] и вклада научных работников [203].  

Однако в указанных работах для ранжирования журналов использова-

лись только библиометрические показатели, хотя известно, что этими пока-

зателями легко можно манипулировать и «накручивать» их для повышения 

рейтинга [201, 203, 205]. Более адекватным представляется использование 

экспертной информации для оценки и рейтингования журналов, однако и 

здесь встает вопрос о подборе экспертов – является ли выборка экспертов 

представительной и насколько выбранных экспертов можно считать экспер-

тами в данной области. Существующие работы по рейтингованию научных 

журналов на основе экспертного мнения либо полагаются на метод рекомен-
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даций и метод «снежного кома» при формировании пула экспертов (рейтинг 

Управления академической экспертизы НИУ ВШЭ, 2015), что не гарантирует 

полноту и репрезентативность выборки, т.к. метод сильно зависит от перво-

начальной выборки экспертов, либо обходят стороной вопрос о выборе экс-

пертов, например, в работе [199] опрашивались 237 редакторов рефератив-

ных журналов ВИНИТИ  РАН, что обусловлено спецификой поставленной 

задачи, но не гарантирует компетентности экспертов.   

Еще одна проблема с определением экспертного сообщества связана 

с тем, что сообщество российских экономистов является неоднородным [198, 

211] и журналы, значимые для одних экономистов, могут быть малозначи-

мыми для других. Кроме того, в работе [212] в ходе анализа анкет экономи-

стов указано на «расслоение» российского академического сообщества эко-

номистов (РАСЭ): «Наше исследование подтверждает тезис о "немейнстрим-

ности" отечественного сообщества экономистов: 39,6% респондентов  одно-

значно не идентифицируют себя с "основным течением" экономической 

мысли, а доля сторонников мейнстрима оказалась в 1,5 раза ниже находя-

щихся за пределами "магистральноготечения" исследователей и составила 

25,7%».  

В нашей работе мы постараемся описать неоднородность российского 

сообщества экономистов, выделить подмножество экономистов, которых 

можно считать «продвинутыми» исследователями, обладающих современ-

ными знаниями в области экономики и смежных направлений, которых мож-

но считать экспертами, и учесть эту неоднородность сообщества экономи-

стов при построении рейтинга экономических журналов.  

Данная работа является частью совместного проекта Института эконо-

мики Российской академии наук, Национального исследовательского уни-

верситета Высшая школа экономики и Новой экономической ассоциации 

«Стратификация научного сообщества экономистов и ранжирование эконо-

мических журналов», разрабатываемого временным коллективом сотрудни-

ков в составе: В.С. Автономов (НИУ ВШЭ), Ф.Т. Алескеров (НИУ ВШЭ), 
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Н.А. Бураков (ИЭ РАН), Л.Г. Егорова (НИУ ВШЭ), А.Л. Мячин (НИУ ВШЭ), 

О.А. Славинская (ИЭ РАН), А.Я. Рубинштейн (ИЭ РАН, руководитель иссле-

дования). Результаты этой работы обсуждались на XIX Апрельской между-

народной научной конференции по проблемам развития экономики и обще-

ства. 

 

4.2.2 Данные и методология 

4.2.2.1 Описание анкеты 

В основе нашего исследования лежат результаты анкетирования россий-

ского сообщества экономистов, проводившегося в декабре 2016-апреле 

2017гг. На анкету отвечали участники Третьего Российского Экономического 

Конгресса (РЭК-2016), XVIII Апрельской международной научной конфе-

ренции по проблемам развития экономики и общества, а также участники 

Московского экономического форума 2017 (МЭФ-2017). Всего получено 

1028 ответов, из них 645 – от участников РЭК-2016, 130 – от участников Ап-

рельской конференции и 254 – от участников МЭФ-2017.  

Анкета реализована на основе сервиса «Google Forms». Персональный 

доступ респондентов обеспечен направлением на личную почту каждого со-

ответствующей Интернет-ссылки. Данная анкета состоит из 30 вопросов, ко-

торые можно условно объединить в три блока. Первый блок служит для вы-

явления структуры сообщества экономистов и включает в себя такие вопро-

сы как наиболее важный вид деятельности респондента, тип организации, 

в которой он работает, распределение его рабочего времени, его оценку 

структуры российского экономического сообщества как соотношения между 

преподавателями, экспертами и академическими исследователями, и др. Вто-

рой блок вопросов служит для оценки респондентом предлагаемой выборки 

журналов – их научного уровня, общественного престижа, интереса к публи-

кациям этих журналов, а также для выявления мнения респондента относи-

тельно различных библиометрических показателей. Третий блок включает 
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в себя вопросы для определения социально-демографических характеристик 

респондентов – пола, возраста, наличия ученой степени и др. 

Отдельно необходимо упомянуть используемый нами список журналов, 

который оценивали респонденты. Данный список основан на списке RSCI 

(раздел «Экономика. Экономические науки», 29 журналов), из которого были 

исключены 16 изданий и добавлены 13 журналов, относящихся к разделам 

«Междисциплинарные журналы в области общественных и гуманитарных 

наук», «Организация и управление». Изменение списка связано с желанием 

авторов проекта учесть известные и значимые журналы смежных с экономи-

кой наук, представляющих интерес для экономистов и в которых многие 

также публикуются или читают. Понятно, что такой экспертный подход к со-

ставлению исходной выборки журналов для построения рейтинга может по-

казаться неполным и быть подвергнут сомнениям в правильности отбора 

журналов, но мы в этом вопросе солидарны с коллегами и можем привести 

выдержку из [213]: «В рамках обсуждения на круглом столе «Экономическое 

сообщество и ранжирование российских экономических журналов» Апрель-

ской конференции (13 апреля 2017 года) было высказано критическое заме-

чание в отношении формирования фиксированного списка анализируемых 

журналов. Так, по мнению А. Муравьева, более корректным является подход 

НИУ ВШЭ (Проект НИУ ВШЭ, 2015), согласно которому респондентам пре-

доставляется возможность расширять список анализируемых изданий, добав-

ляя в него журналы, не вошедшие в анкету. Полезными также являются ре-

комендации Н. Тихоновой и В. Полтеровича о целесообразности разделении 

совокупности изданий на научные журналы экспертного уровня и журналы, 

обладающие своей особой аудиторией читателей. Принимая во внимание эти 

предложения надо иметь в виду все же, что расширение списка журналов в 

анкете порождает известные проблемы, связанные с качеством ответов рес-

пондентов. И, как свидетельствуют социологические исследования, перегру-

женность вопросов, содержащих слишком много позиций, которые должен 

оценить респондент, приводит часто к искаженным ответам и/или к отказам 



173 

давать необходимые оценки. Очевидно, что исходный список экономических 

журналов в данном проекте, как и любой другой их перечень, не может быть 

полным». 

Также относительно небольшой размер выборки журналов в нашей ан-

кете продиктован тем, что при увеличении количества вопросов в анкете 

и объектов для анализа респондентами падает вероятность заполнения анке-

ты и точность оценок. Впрочем, респонденты могли самостоятельно указать, 

публикации в каких журналах, помимо предложенных, они считают интерес-

ными, и в каких журналах, помимо предложенных, они публикуются – на 

каждый из этих вопросов мы получили более сотни ответов. По объективным 

причинам, включить подобный список в анкету было бы невозможно.  

 

4.2.2.2 Анализ латентных классов 

Метод латентных классов (Latent Class Analysis, LCA) – это статистиче-

ский метод для нахождения классов (кластеров) в многомерных категориаль-

ных данных [214]. Предполагается, что наблюдаемые объекты имеют скры-

тые (латентные) характеристики, которые позволяют распределить их в од-

нородные группы. Метод латентных классов приписывает каждому объекту 

вероятности нахождения в каждом из классов. Естественно, далее можно от-

нести объект к тому классу, вероятность нахождения в котором является 

наибольшей, и получить однозначную классификацию всех исследуемых 

объектов. 

Приведем общее описание метода. Пусть L  – число наблюдаемых пере-

менных (число вопросов в анкете, которые используются для кластеризации), 

LlY
l

,...,1, =  – вопрос анкеты под номером l , 
l

y  – ответы респондента на во-

прос .
l

Y  Обозначим через C  число латентных классов, а через X  – сами ла-

тентные классы },...,2,1{ Cx∈ . Также для удобства будем использовать век-

торные обозначения Y  и y  для описания совокупности ответов респондента 

на вопросы анкеты.  
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Вероятность )( yYP =  получения конкретного ответа y  на анкету 

по формуле полной вероятности есть  

),|()()(
1

xXyYPxXPyYP
C

x

===== ∑
=

 

где )( xXP =  – это доля людей, относящихся к латентному классу x , 

)|( xXyYP ==  – вероятность получения совокупности ответа y  от людей из 

этого класса.  

Модель латентных классов предполагает независимость наблюдаемых 

переменных, поэтому вероятность получения паттерна ответа y  от людей 

из класса x  равна 

.)|()|(
1

∏
=

=====
L

l
ll

xXyYPxXyYP  

Таким образом, вероятность получения ответов будет равна 

.)|()()(
11

∏∑
==

=====
L

l
ll

C

x

xXyYPxXPyYP  

Далее методом максимального правдоподобия оцениваются параметры 

модели. После оценки параметров модели по формуле Байеса можно рассчи-

тать вероятности нахождения респондента в определенном классе 

в зависимости от полученных ответов на вопросы анкеты, что позволяет опи-

сать полученные классы объектов. 

Для расчетов параметров модели мы использовали пакет poLCA, соз-

данный для языка программирования R [215]. 

 

4.2.2.3 Метод анализа паттернов 

Для исследования обобщённого представления экономистов обо всей 

структуре экономического сообщества в работе предложено использование 

метода анализа паттернов.  



175 

Приведем краткое описание метода. В качестве характеристик множест-

ва респондентов использовались ответы на вопрос об удельном весе каждого 

из трех групп экономистов: преподаватели в университетах (ПУ), эксперты-

аналитики (ЭА) и академические исследователи (АИ). 

Таким образом, каждому респонденту i можно поставить во взаимно од-

нозначное соответствие вектор ( )1 2 3, ,i i i ix x x x= , где xij – присвоенный i-ым 

респондентом удельный вес j-ой группе. Под паттерном в данном случае бу-

дем понимать определённые качественно похожие объекты (вектора xi).  

Для визуализации паттернов используется систему параллельных коор-

динат [216], состоящая в данном случае из трех равномерно распределённых 

линий, каждая из которых дает численную характеристику одной из следую-

щих групп: ПУ, АИ и ЭА. На j-ой оси отмечается фактическое значение по-

казателя xij, после чего данные значения соединяются отрезками, образуя не-

которые ломанные. Другими словами, по значениям каждого вектора строит-

ся функция 3,2,1)(;: =∀=→ jxjfRRf ij

xx . Как правило, в качестве 
x

f  выбира-

ется кусочно-линейная функция: ( ) { ; 1},x x x x x

j j j j ijf z k z c j z j k j c x= + ≤ ≤ + + = , 

.2,1,)1( 1 ==++ + jxcjk ij

x

j

x

j  
Для интервалов [j, j+1] ставится в соответствие пара 

),( x

j

x

j

x

j ckG = , а каждой функции 
x

f – вектор ),,( 321

xxxx

j GGGG = .  

В качестве меры близости будем использовать расстояние Хемминга 

и применим порядково-инвариантную паттерн-кластеризацию [217, 218], ре-

зультат которой не зависит от выбора исходной последовательности показа-

телей. С этой целью вводится кодировка каждого респондента, формируемая 

следующим образом: во-первых, попарно сравниваем ответы каждого рес-

пондента на процентное распределение по группам. Формируем дополни-

тельные показатели rij так, что 1=ijr если 1+< ijij xx , 1+< ijij xx , 0=ijr , если 

1+= ijij xx , и 2=ijr , если 1+> ijij xx , и сформируем кодировки ci объектов 

∑∑
= =

+−=
2

1

3

1

)1(10
i i

ij

ij

i rс . При нулевом расстоянии Хемминга между кодировками 
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двух респондентов они объединяются в единую группу, во всех других слу-

чаях – разделяются.  

Основным результатом применения описанного выше метода к данным 

респондентов российского экономического сообщества является выделение 7 

основных паттернов и их сопоставление с полученными ранее результатами 

с использованием метода латентных классов и исследованием распределения 

их рабочего времени.  

При анализе всех 7 полученных паттернов возможен следующий вывод: 

большая часть респондентов представляют структуру российского экономи-

ческого сообщества согласно собственному распределению рабочего време-

ни между преподаванием в университетах, академическими исследованиями 

и проведением экспертно-аналитических работ. 

 

4.2.2.4 Методы ранжирования журналов 

Для анализа мнения различных групп респондентов о российских жур-

налах по экономике были использованы ответы респондентов на вопросы 

второго блока: 

‒ какие отечественные издания публикуют наиболее интересные для Вас ста-

тьи? 

‒ оцените, пожалуйста, научный уровень журналов; 

‒ какие российские журналы, на Ваш взгляд, считаются в экономическом со-

обществе наиболее престижными? 

Респонденты выставляли каждому из 26 предложенных в анкете журна-

лов ранги, где 3 обозначал наивысший ранг, 1 – самый низкий ранг и 0 – без 

оценки. 

Для анализа мнения разных групп РАСЭ применялась двухступенчатая 

схема: на первом этапе строились три частных рейтинга (Интерес, Научный 

уровень и Престиж), представляющих мнения всех участников опроса по 

трем указанным выше вопросам, а затем на втором этапе с помощью различ-
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ных правил принятия коллективных решений по этим трем частным рейтин-

гам строилось итоговое агрегированное ранжирование журналов. Каждый 

метод был использован на всей выборке ответов респондентов, на подвыбор-

ках ПУ, ЭА и АИ, а также по подвыборках «продвинутые» и «традицион-

ные». 

Построение частных ранжирований по трем вопросам на первом этапе 

проводилось двумя методами – методом Борда и методом порогового агреги-

рования.  

На втором этапе из трех частных рейтингов (Интерес, Научный уровень 

и Престиж) необходимо составить один агрегированный рейтинг, для чего 

мы использовали несколько часто используемых правил коллективного вы-

бора – три правила Коупленда, правило Кумбса и правило Нансона.  

Правила Коупленда [219] основаны на построении числовой функции 

для каждого журнала на основе мажоритарного отношения. Правило Кумбса 

состоит в итеративном удалении журналов, которые считают наихудшим по 

максимальному количеству рейтингов. Процедура Нансона – это итеративная 

процедура, использующая схему правила Борда для промежуточных расче-

тов. Из списка альтернатив последовательно исключаются альтернативы, у 

которых ранг Борда больше, чем среднее значение этих рангов по всему 

множеству журналов.  

 

4.2.3 Результаты 

Ниже приведены основные результаты нашего исследования. Подроб-

ные описания и расчеты приведены в [220]. 

 

4.2.3.1 Структура РАСЭ по видам деятельности 

Целесообразно выделить три латентных класса респондентов анкеты по 

профилю их основной деятельности: ПУ, АИ и ЭА. В качестве наблюдаемых 

признаков были выделены следующие 6 вопросов анкеты: 
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1) какой из указанных видов деятельности Вы считаете для себе наиболее 

важным? 

2) что Вы читаете чаще – отечественные или зарубежные журналы? 

3) оцените, пожалуйста, важность для российских экономистов знания эко-

номико-математического аппарата (моделей равновесия, теории игр, эконо-

метрики и т. п.). 

4) какую квалификацию (степень) Вы имеете? 

5) укажите, пожалуйста, тип организации Вашего основного места работы. 

6) оцените, пожалуйста, в баллах, как распределяется Ваше рабочее время? 

Проведем анализ латентных классов по всей выборке респондентов, а 

также отдельно по двум подвыборкам (Таблица 4.4): участники РЭК-2016 

(далее обозначаем как РЭК) и участники XVIII Апрельской конференции 

(далее обозначаем АпрК). По выборке респондентов МЭФ-2017 не удается 

выделить значимое разделение на три класса, поскольку все участники выби-

рали либо академические исследования, либо преподавание как наиболее 

важный для себя вид деятельности, что не позволяло получить значимое раз-

биение на классы.  

Таблица 4.4 ‒ Доли респондентов по классам 

 АИX =  ЭАX =  ПУX =  
 РЭК АпрК Вся 

выборка 
РЭК АпрК Вся 

выборка 
РЭК АпрК Вся 

выборка 

)( xXP =
 

0.28 0.3 0.24 0.23 0.36 0.23 0.49 0.34 0.53 

 

Видно, что по числу академических исследователей по всем трем вы-

боркам есть согласованный результат на уровне 24-30%, однако результаты 

по участникам Апрельской конференции существенно завышают число экс-

пертов-аналитиков (0,36 против 0,23 по всей выборке) в ущерб числу препо-

давателей. Интересно отметить, что наши результаты не совсем совпадают 

с тем, как сами респонденты себя оценивают: в вопросе о наиболее важном 

виде деятельности 41% респондентов указали «Академические исследова-

ния», 38% – «Преподавание» и 20% – «Экспертную деятельность». Анализ 
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латентных классов показывает, что часть респондентов, указавших академи-

ческие исследования как наиболее важный вид деятельности, на самом деле 

являются представителями класса ПУ. Вероятно, это связано с набирающей 

обороты ориентацией ВУЗов на исследовательский профиль деятельности 

и ужесточением требований к преподавателям по публикационной активно-

сти. 

 

4.3.3.2 Выделение группы «продвинутых» экономистов 

Для выделения двух групп экономистов – «традиционных» экономистов, 

следующих традициям российской экономической школы, и «продвинутых» 

экономистов, обладающих современными знаниями в области экономики – 

мы оценивали, как респонденты оценивают распределение своего рабочего 

времени. Все множество респондентов можно разбить на 4 группы препода-

вателей в университетах (ПУ-1 - ПУ-4), 2 группы академических исследова-

телей (АИ-1 и АИ-2), 2 группы экспертов-аналитиков (ЭА-1 и ЭА-2), а также 

отдельная группа, равномерно распределяющая рабочее время между тремя 

видами деятельности. Результаты представлены в Таблице 4.5. Предвари-

тельно отнесем к группе «продвинутых» тех респондентов, у которых опре-

деленный вид деятельности является преобладающим. 

Таблица 4.5 ‒ Разбиение экономического сообщества согласно распределе-
нию рабочего времени 

Группа Описание Процент Условное разбиение 

ПУ-1 ПУ>(АИ=ЭА) 0,15 Продвинутые 

ПУ-2 ПУ>АИ>ЭА 0,16 Продвинутые 

ПУ-3 (ПУ=ЭА)>АИ 0,08 Традиционные 

ПУ-4 (ПУ=АИ)>ЭА 0,08 Традиционные 

АИ-1 АИ>(ПУ=ЭА) 0,24 Продвинутые 

АИ-2 (АИ=ЭА)>ПУ 0,07 Традиционные 

ЭА-1 ЭА>АИ>ПУ 0,07 Продвинутые 

ЭА-2 ЭА>(ПУ=АИ) 0,06 Традиционные 

Отдельная группа ПУ=АИ=ЭА 0,03   

 



Из полученных групп

рые соответствуют 4 критериям

‒ владеют хотя бы одним

‒ имеют степень кандидата

‒ читают в основном зарубежные

ные в равной степени

‒ считают важным знание

мистов. 

Таким образом, мы

респондентов. При этом

ставителей класса АИ

из класса ЭА.  

 

4.2.3.3 Результаты

Применив описанный

тов X, мы выделили се

Рисунок 4.11 

Паттерн «A» описывает

стов. Характерным для

ских исследователей в

ского сообщества. Если
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полученных групп «продвинутые» отберем тех респондентов

соответствуют 4 критериям: 

одним иностранным языком; 

кандидата наук, доктора наук либо PhD; 

основном зарубежные журналы (либо отечественные

степени); 

важным знание экономико-математического аппарата

образом, мы можем отнести к группе «продвинутые

и этом получается, что в эту группу попадают

класса АИ, 20,4% представителей класса ПУ

Результаты анализа паттернов 

описанный выше метод к исходному множеству

выделили семь основных паттернов (рисунок 4.11)

11 ‒ Кусочно-линейные функции паттерна

описывает для 11% принявших участие

Характерным для данного паттерна является преобладание

исследователей в представлении респондентами структуры

сообщества Если данный паттерн с результатами

тех респондентов, кото-

 

отечественные и зарубеж-

математического аппарата для эконо-

продвинутые» 21% всех 

группу попадают 34,8% пред-

класса ПУ и всего 8,3% 

исходному множеству респонден-

рисунок 4.11). 

 

паттерна «A» 

участие в опросе экономи-

преобладание академиче-

респондентами структуры экономиче-

результатами, полученными при 
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анализе латентных классов, можно отметить, то 38% респондентов отнесены 

к ПУ, 34% – АИ, 28% – ЭА. С другой стороны, если сопоставить с распреде-

лением рабочего времени респондентов, около 36% можно отнести к ПУ, 

53% – к АИ, и 10,5% – ЭА. Таким образом, можно отметить, что в паттерне 

«А» преобладают специалисты, которые можно отнести к АИ, и именно 

на академические исследования респонденты, вошедшие в данный паттерн, 

тратят больше всего рабочего времени. Наименьшее число респондентов 

(10,5%) можно отнести к ЭА. И именно на экспертно-аналитическую работу 

респонденты, принадлежащих паттерну «А», тратят меньше всего рабочего 

времени.  

Мужчин описывают 48% кусочно-линейных функций данного паттерна, 

женщин – 52%. Если анализировать возраст респондентов, вошедших в дан-

ный паттерн, можно отметить, что 6% принадлежат к возрастной группе 

до 25 лет; 26% – от 25 до 45; 32% – от 45 до 60; 33% – более 60 лет; 3% рес-

пондентов не указали свой возраст.  

Паттерн «B» характерен для 46,5% респондентов, считающих, что по-

давляющее большинство экономического сообщества должно состоять 

из преподавателей в университетах. В отличие от паттерна «A», большая 

часть респондентов считают наиболее важным для себя преподавание в уни-

верситетах (41%). Второе место занимают академические исследования 

(36%), третье – экспертно-аналитическая работа (16%). Около 6% не указали 

наиболее важный вид деятельности либо указали иное 

Паттерн «C» содержит 18% кусочно-линейных функций, для которых 

характерно преобладание показателей «Преподаватели в университетах» 

и «Эксперты-аналитики» над показателем «Академические исследователи». 

58% респондентов мужчины, 42% – женщины.  

Паттерн «D» содержит менее 5% от общего числа полученных кусочно-

линейных функций. Отличительной особенностью являются близкие значе-

ния показателей «Преподаватели в университетах» и «Академические иссле-
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дователи», а также их существенное преобладание над показателем «Экспер-

ты-аналитики».  

Паттерн «E» описывает 4% респондентов, участвующих в опросе. Отли-

чительной особенностью данного паттерна является преобладание удельного 

веса экспертов-аналитиков в общем представлении респондентами структуры 

сообщества российских экономистов, а также равенство удельных весов пре-

подавателей в университетах и академических исследователей. 

Паттерн «F» состоит из 3% респондентов, ответы которых учитывались 

при построении кусочно-линейных функций. Особенностью шестого паттер-

на является относительно небольшая разница в значениях всех показателей 

(значения показателя «ПУ» находятся в пределах [20;40]; «АИ» – [30;40]; 

«ЭА» – [30;40]).  

Паттерн «G» описывает 2% респондентов и отличается преобладание 

показателя «ЭА». Значения показателя «АИ» больше либо равны значениям 

показателя «ПУ».  

 

4.2.3.4 Анализ мнения разных групп РАСЭ о российских экономических 

журналах 

Результаты построения агрегированных рейтингов по всей выборке рес-

пондентов, по группе АИ и по группе «Advanced» приведены в [220]. Расче-

ты по разным классам респондентов дают в целом согласованные результа-

ты, есть значимые отличия только для класса «Академические исследовате-

ли». Для этой группы респондентов журналы "Квантиль (РЭШ)", "Общест-

венные науки и современность", "Прикладная эконометрика", "Пространст-

венная экономика", "Экономика и математические методы" и "Экономиче-

ская наука современной России" получили более высокие позиции в рейтин-

гах в сравнении с позициями этих журналов в рейтингах остальных групп, а 

такие журналы, как  "Вестник Института экономики РАН", "Проблемы тео-

рии и практики управления", "Финансы", "Финансы и бизнес" и "Эконо-
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мист", наоборот, получили более низкие позиции в рейтинге АИ, нежели в 

рейтингах остальных групп. 

По группе «Advanced» в целом более высокие позиции (по сравнению 

с рейтингом по всей выборке) в рейтинге получили журналы "Квантиль 

(РЭШ)", "Прикладная эконометрика", "Пространственная экономика", "Рос-

сийский журнал менеджмента", "Экономика и математические методы" 

и "Экономическая наука современной России", а более низкие позиции 

в рейтинге – "Вестник Института экономики РАН", "Вопросы государствен-

ного и муниципального управления", "Общество и экономика", "Проблемы 

теории и практики управления", "Финансы" и "Финансы и бизнес". 

В целях сравнения разных рейтингов и составления одного итогового 

ранжирования мы сравнивали средние и максимальные ранги журналов. 

Можно выделить подгруппу ТОР-журналов по нашему списку из 26 журна-

лов: "Вопросы экономики", "Журнал Новой экономической ассоциации", 

"Экономический журнал ВШЭ", "Мировая экономика и международные от-

ношения" и "Экономика и математические методы"– эти журналы во всех 

рейтингах по обеим выборкам имеют ранг не ниже 5. Также мы условно раз-

делили нашу выборку из 26 журналов на 4 группы (А+, А, В+ и В), ориенти-

руясь на указанные показатели (см. Таблица 12 в [220]).  

Не стоит забывать, что мы сознательно в целях отработки данной мето-

дики рейтингования и удобства наших респондентов взяли небольшую и раз-

нородную выборку журналов, ориентированных на разную читательскую ау-

диторию. Поэтому более целостным является подход с комплексной оценкой 

рейтингов журналов по разным параметрам и разным группам респондентов, 

хотя, разумеется, в таком случае воспринимать весь объем информации 

и сравнивать различные журналы становится затруднительно. 

 

4.2.4 Некоторые выводы 

Предложены несколько методов составления рейтингов научных журна-

лов по экономике с учетом неоднородности сообщества российских эконо-
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мистов на основе результатов анкетирования, проведенного в конце 2016 – 

начале 2017 гг. Первый рассмотренный подход использует вероятностную 

оценку соотнесения каждого респондента к одной из трёх групп: преподава-

тели в университетах, академические исследователи и эксперты аналитики. 

Второй предполагает исследование распределения рабочего времени респон-

дента для предварительного разбиения и выделения группы «продвинутых» 

экономистов на основе четырех критериев (знание иностранного языка, на-

личие ученой степени, признание важности экономико-математического ап-

парата и чтение зарубежных научных журналов). Третий подход предполага-

ет распределение респондентов по паттернам на основе их представления 

о структуре экономического сообщества. Данные подходы позволяют полу-

чить представление о структуре экономического сообщества России и стро-

ить рейтинги журналов на основе полученных данных. 

Результаты исследований отражены в работах [221, 222, 223]. 

 

4.3 Развитие методов анализа паттернов 

4.3.1 Введение 

На сегодняшний день, в связи с накоплением большого рода различных 

данных, очень востребованными становятся различные методы их анализа, 

позволяющие не только выявлять различные закономерности, но и затрачи-

вать на данный процесс минимально возможное количество времени. При всё 

большем накоплении различного рода известных параметров, необходимым 

условием успешного их применения при максимально точном решении по-

ставленных задач является развитие как можно более мощных алгоритмов, 

позволяющих в сжатые сроки провести их обработку.  

Поскольку настоящие исследования относятся к данному направлению, 

для частичного решения задачи поиска закономерности в данных при огра-

ниченных временных ресурсах, в работе развиваются существующие разно-

видности методов анализа паттернов, и частично решается проблема устой-
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чивости конечного разбиения при различных исходных последовательностях 

показателей.  

Ранее методы анализа паттернов были успешно применены при решении 

множества прикладных задач в самых различных областях: макроэкономике 

[224, 225], анализе банковской сферы [226], политике [227], менеджменте и 

управлении персоналом [228], анализе данных науки, образования и иннова-

ционной деятельности [229]. 

Предпосылкой к данному исследованию послужила следующая идея: 

возможно ли создать определенный метод выявления паттернов среди разно-

родных данных, результат которого не будет зависеть от выбора последова-

тельности входных показателей, описывающих исследуемые объекты? И ка-

кими свойствами будет обладать данный метод? 

 

4.3.2 Анализ паттернов: общее описание 

Для начала, приведем определение из [230]: «Анализ паттернов – это 

новая область анализа данных, связанная с поиском взаимосвязей исследуе-

мых объектов, построением их классификации и исследованием развития 

объектов во времени». В общем случае, в качестве исходных данных пред-

ставлено некоторое множество объектов �: |�| = =, каждый из которых ха-

рактеризуется значениями n переменных. Для простоты поставим во взаимно 

однозначное соответствие каждому объекту �! 	U	� вектор 

�! = ��!#, �!�, … , �!" , … , �!4�, где �!" – значение j-ого показателя i-ого объекта. 

Для визуализации используется система параллельных координат [231], со-

стоящая, в данном случае, из n равномерно распределенных линий, характе-

ризующих n показателей, на которых отмечаются их фактические (либо нор-

мированные) значения.  

Для каждого �! 	U	� строится функция ür: � → �; ü�'� = �!" 	∀	' =1,2,… , &. При этом 

ür��� = 1="r� + �"r; ' ≤ � ≤ ' + 12 



186 

="r' + �"r = �!" 
="r�' + 1� + �"r = �!"�#, ' = 1,… , & − 1, 

а для интервалов [j; j+1] ставится в соответствие пара L"r = P="r,�"rQ. Задачей 

анализа является выявление определенных паттернов. Другими словами, раз-

биение множества X на v непересекающиеся подмножества, объекты которых 

близки по некоторой мере близости d. Основные меры близости описаны в 

[232, 233]. 

Как правило, выделяются две разновидности анализа паттернов: дина-

мический и статический. Для динамического анализа характерным является 

построение траекторий развития объектов во времени, тогда как первая раз-

новидность метода предполагает исследование объектов в статическом виде.  

Формально, метод анализа паттернов можно разделить на следующие 

этапы: 

1. Исходный этап: 

1.1. Моделирование исходной системы показателей; 

1.2. Сбор данных; 

1.3. Качественная проверка найденных данных; 

1.4. Проведение корреляционного анализа используемых данных; 

1.5. Агрегирование данных; 

1.6. Составление базовой системы показателей. 

2. Аналитический этап: 

2.1. Построение объектов в виде определённых функций; 

2.2. Проведение кластеризации; 

2.3. Интерпретация результатов кластеризации. 

3. Динамический этап анализа: 

3.1. Построение траекторий, выражающих развитие объектов во вре-

мени; 

3.2. Выявление динамических групп. 
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Для проведения динамического анализа необходимым условием являет-

ся построение некоторых кривых, каждая из которых характеризует один 

из изучаемых объектов во времени. С этой целью каждому объекту приписы-

вается значение паттерна yi на каждом рассматриваемом периоде (обозначим 

как yi
t). Таким образом, каждый объект xi описывается некоторой траектори-

ей развития {yi
1
, yi

2
, …, yi

t
,…, yi

w
}, где w – общее количество наблюдений. Ви-

зуальное представление данной траектории позволяет определять устойчи-

вое/неустойчивое развитие объекта xi во времени. 

4.3.3 Анализ паттернов, основанный на парном сравнении при фиксиро-

ванной последовательности показателей 

Порядково-фиксированная паттерн-кластеризация является разновидно-

стью метода анализа паттернов, в связи с чем перед использованием предло-

женной методологии необходимым условием является выполнение исходно-

го этапа анализа паттернов, а также построение исследуемых объектов в виде 

определённых функций. Данная методология построена на парном сравнении 

исходных показателей объектов. При этом возможны три различных вариан-

та: �!" < �!"�#, �!" = �!"�#, �!" > �!"�# (�!" – j-ый признак i-ого объекта). 

На основании данных сравнений формируется определённая кодировка ис-

следуемого объекта следующим образом: 

F!" = при	�!" < �!"�#; F!" = при	�!" < �!"�#; F!" = при	�!" < �!"�#. 
Используя данные значения, объекты соотносятся в разные группы 

только при их различии на любом этапе сравнения. В противном случае, объ-

екты относятся к единой группе (единому паттерну). Проиллюстрируем ра-

боту данного метода на простом примере. Исследуются 3 банка (обозначим 

как x1, x2 и x3), причем x1 = (42; 21; 41), x2 = (46; 12; 46), x3 = (22; 61; 21). Изо-

бразим исследуемые банки в системе параллельных координат (рису-

нок 4.12). 
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Рисунок 4.12 ‒ Кусочно-линейные функции гипотетических банков 

Использование порядково-фиксированной паттерн-кластеризации при-

ведет к следующему результату: банки 1 и 2 отнесены будут объединены 

в один паттерн, банк 3 – в другой. 

Подобный метод, хотя и не решает проблему получения устойчивых ре-

зультатов при различных последовательностях показателей, но существенно 

помогает в предварительной обработке данных при наличии больших вре-

менных ограничений. 

 

4.3.4 Анализ паттернов с независимыми от выбора исходной последова-

тельности показателей результатами 

Порядково-инвариантная паттерн-кластеризация является разновидно-

стью метода анализа паттернов, предназначенная для выявления устойчивых 

паттернов. В связи с этим, также исследуется множество X состоящее из k 

элементов (обозначаются через xi), каждый из которых описывается n пара-

метрами. При необходимости рассмотрения всех возможных перестановок 

показателей потребуется изучить n! возможных вариантов, что, очевидно, 

потребует большого количества времени. Исследование усложняется ещё тем 

фактом, что различные перестановки показателей приводят к различным ку-

сочно-линейным функциям, и, как следствие, к различным результатам. Для 

получения устойчивого паттерна в [234] предложена порядково-
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инвариантная паттерн-кластеризация, однако, в данной работе не приведено 

подробное описание ее свойств.  

Для практической реализации порядково-инвариантной паттерн-

кластеризации предложено использовать кодировки объектов (на подобии 

порядково-фиксированной паттерн-кластеризации). Группы объектов, полу-

ченных с использованием порядково-инвариантной паттерн-кластеризации, 

будем называть порядково-инвариантными паттерн-кластерами.  

Порядково-инвариантная паттерн-кластеризация обладает рядом 

свойств, описанных в [235]: 

Свойство 1. При использовании порядково-фиксированной паттерн-

кластеризации один объект не может принадлежать двум кластерам. 

Свойство 2. При использовании порядково-инвариантной паттерн-

кластеризации один объект не может принадлежать двум кластерам. 

Свойство 3. Если для любых объектов существует порядок показателей, 

формирующий строго монотонно убывающую/возрастающую последова-

тельность, то такие объекты образуют порядково-инвариантный паттерн-

кластер. 

Свойство 4. Показатели объектов, объединенных в единый порядково-

инвариантный паттерн-кластер, всегда могут образовать монотонно невоз-

растающую/неубывающую последовательность. 

Свойство 5. Если два объекта �а и �w принадлежат одному порядково-

инвариантному паттерн-кластеру, то и объект, показатели которого сформи-

рованы на основе суммы соответствующих показателей объектов �а и �w, 

также принадлежит данному кластеру. 

Свойство 6. Если объект �а принадлежит одному порядково-

инвариантному паттерн-кластеру, то и объект �� = ��а (λ>0) также принад-

лежит данному кластеру. 

Доказательство данных свойств приведено в [236]. Важным их следст-

вием (и одним из основных направлений исследований в работе) является 

возможность использования алгоритмов сортировки для нахождения поряд-
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ково-инвариантных паттерн-кластеров, и, как следствие, существенное сни-

жение вычислительной сложности порядково-инвариантной паттерн-

кластеризации для работы с большими объемами данных. 

 

4.3.5 Некоторые выводы 

Продолжена работа над изучением основных свойств методов анализа 

паттернов, основанных на парном сравнении показателей, конечный резуль-

тат которых не зависит от выбора их исходной последовательности. Сформу-

лированы и доказаны шесть свойств, что позволяет использовать алгоритмы 

сортировки данных для практической реализации порядково-инвариантной и 

диффузионно-инвариантной паттерн-кластеризаций. Использование подоб-

ных алгоритмов, в свою очередь, существенно снижает вычислительную 

сложность новых методов анализа паттернов и позволяет работать с крупны-

ми массивами данных. 

 

4.4 Разработка нового частотного механизма оценивания структурной 

сложности графов 

4.4.1 Введение и постановка задачи 

Представленный подраздел отчёта посвящён развитию нового подхода 

к понятию сложности графа и приложениям этого понятия, предложенного 

в публикациях [237, 238, 239, 240, 241] и цитированных в них работах. Ос-

новные отличия между данной и предшествующими работами могут быть 

коротко выражены следующим образом. 

1. В предыдущих вариантах основной этап – построение пути, увеличи-

вающего максимальную частоту в рёбрах графа – осуществлялось много раз, 

однако дихотомия строилась только один раз, после выполнения заданного 

количества основных этапов. Для построения семейства дихотомий весь про-

цесс повторялся многократно. В новой версии алгоритма каждая дихотомия 

строится сразу после очередного выполнения основного этапа. Это и приво-



191 

дит к значительному – в 100 и более раз ускорению работы алгоритма. Это не 

просто «техническое» преимущество. Быстрый алгоритм позволяет обрабо-

тать данные такого объёма, который был ранее недоступен. Не менее важна и 

возможность более тщательного подбора параметров и анализа деталей алго-

ритма. 

2. В предыдущих публикациях анализ курсов акций, находящихся на 

рынке в день х, осуществлялся с учётом времени дальнейшего пребывания 

этих акций на рынке. В настоящем отчёте для анализа функционирования 

фондового рынка в каждый день х рассматривались только данные, непо-

средственно доступные в этот день. Это обстоятельство усложняет работу, 

делая в то же время её более реалистичной. 

В настоящем отчете все необходимые понятия и определения (так же, 

как некоторые новые) введены в рассмотрение. Материал не требует от чита-

теля знакомства с предыдущими публикациями. 

Этот подраздел отчета структурирован следующим образом. Пункт 4.4.2 

посвящён центральному понятию работы – новому частотному алгоритму 

дихотомии. В пункте 4.4.3 вводится формальное понятие сцепленности гра-

фа. В пункте 4.4.4 это понятие применяется для анализа фондового рынка. 

Другие примеры применения предложенного подхода в данном отчете не 

рассмотрены. Напомним, что некоторые из них рассмотрены в публикациях 

[237, 238, 239, 240]. В пункте 4.4.5 сделаны некоторые выводы по этому под-

разделу. 

 

4.4.2 Частотный алгоритм дихотомии 

В настоящем отчете предлагается новый алгоритм построения семейства 

дихотомий произвольного неориентированного простого графа (поскольку 

графы других типов в работе не рассматриваются, будем далее пользоваться 

термином «граф» без дополнительных уточнений). 

Дадим описание общей структуры частотного алгоритма дихотомии, да-

лее для краткости обозначаемого ЧАД.  
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1. На предварительном этапе каждому ребру исходного графа сопостав-

ляется равномерно распределённое случайное целое число из диапазона [1 – 

dmax] (типичное значение dmax = 10). Далее числа, сопоставляемые рёбрам 

графа, будут называться частотой соответствующего ребра. Находим также 

максимальную (по всем рёбрам графа) частоту ребра Fmax. 

2. Как и в предыдущих публикациях [239, 240, 241], сам ЧАД состоит в 

многократном последовательном выполнении основного этапа. В результате 

каждого выполнения этого этапа частоты некоторых рёбер увеличиваются 

на 1, а во всех остальных рёбрах частоты не изменяются. Опишем основной  

этап подробнее. 

1. С помощью стандартного датчика равномерно распределённых слу-

чайных чисел выбираются две различные вершины графа. 

2. Для двух выбранных вершин алгоритмом Дейкстры находится соеди-

няющий их кратчайший путь. Длиной ребра является его текущая частота. 

Длина пути равна длине его самого длинного ребра, а не сумме длин всех его 

рёбер. Хорошо известно, что алгоритм Дейкстры применим и в подобных 

случаях, с единственным изменением: при определении продолженного пути 

вместо суммы длин начального участка и добавляемого ребра записывается 

максимальное из этих же двух чисел. 

3. Определяется максимальная частота рёбер Fp в найденном на шаге 2 

пути. 

4. Если Fp = Fmax, то переходим к шагу 5. В противном случае осуществ-

ляется модификация частот: число 1 прибавляется к частотам всех рёбер пу-

ти, найденного на шаге 3. Текущее выполнение основного этапа завершено; 

переходим к очередному выполнению основного этапа. 

5. При выполнении условия Fp = Fmax рёбра с максимальной частотой 

образуют разрез графа. Если бы это было не так, то в силу минимаксного 

критерия алгоритм Дейкстры нашёл бы путь, не проходящий по рёбрам с 

максимальной частотой.  
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5.1. Находим компоненты связности исходного графа, которые получи-

лись бы при удалении всех рёбер с максимальной частотой. 

5.2. Компоненту с максимальным числом вершин объявляем 1-ой ча-

стью текущей дихотомии графа, а другую компоненту (если она одна) или 

объединение всех остальных компонент (если их больше одной) объявляем 

2-ой частью текущей дихотомии. 

5.3. Запоминаем найденную дихотомию. 

5.4. Как и в предыдущем случае, осуществляется модификация частот: 

число 1 прибавляется к частотам всех рёбер пути, найденного на шаге 3. 

Кроме этого, увеличивается и максимальная частота в рёбрах: Fmax = Fmax + 1. 

Текущее выполнение основного этапа завершено; переходим к очередному 

выполнению основного этапа. 

Проиллюстрируем некоторые детали основного этапа. Выбранная пара 

вершин {a, b} соединена путём (показанным жирной линией), частоты в рёб-

рах которого затем увеличиваются на 1 (см. рисунок 4.13):  

 

Рисунок 4.13 ‒ Иллюстрация основного шага 

Непосредственно перед выполнением шага 2 основного этапа может 

иметь место одна из трёх ситуаций, обозначенных как случаи A, B, C. На ри-

сунках 4.14 – 4.16 жирные линии представляют рёбра с максимальной (по 

всем рёбрам графа) частотой, а тонкие линии представляют собой все ос-

тальные рёбра графа. 
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В случае A (рисунок 4.14) множество всех рёбер с максимальной часто-

той не содержит ни одного разреза  графа. Поэтому найденный (алгоритмом 

Дейкстры на минимакс) путь не содержит ни одного ребра с максимальной 

частотой, в силу минимаксного определения длины пути. Следовательно, по-

сле модификации частот максимальная из частот рёбер не изменится. 

 

Рисунок 4.14 ‒ Случай A 

В случае В (рисунок 4.15) множество всех рёбер с максимальной часто-

той содержит разрез графа, но найденный путь не содержит ни одного ребра 

с максимальной частотой (обе вершины расположены по одну сторону 

от разреза). Следовательно, и в этом случае максимальная из частот рёбер не 

изменится. 

 

Рисунок 4.15 ‒ Случай B 

В случае С (рисунок 4.16) множество всех рёбер с максимальной часто-

той содержит разрез графа, и обе вершины расположены по разные стороны 

разреза. Поэтому путь, соединяющий эти две вершины, должен содержать 
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хотя бы одно ребро с максимальной частотой. Следовательно, после выпол-

нения основного этапа максимальная из частот рёбер в графе должна увели-

читься на 1. 

 

Рисунок 4.16 ‒ Случай C 

Понятно, что в любом случае после выполнения основного этапа частота 

увеличится на 1, по крайней мере, в одном ребре, и ни в каком ребре 

не уменьшится. Это означает, что после некоторого числа выполнений ос-

новного этапа максимальная частота в рёбрах обязательно возрастёт на еди-

ницу. При этом перед выполнением шага 3 рёбра с максимальной частотой 

содержат разрез исходного графа.  

Вернёмся к общей структуре алгоритма. Перед его выполнением задаёт-

ся число M требуемых дихотомий. Алгоритм останавливается, когда по-

строено заданное число дихотомий. Рассуждения из предыдущего абзаца яс-

но показывают, что алгоритм остановится при любом заранее заданном числе 

дихотомий. Понятно также, что продолжительность работы алгоритма при-

близительно пропорциональна желаемому числу дихотомий. 

 

4.4.3 Сцепленность графа 

Для каждого значения единственного параметра M, результатом работы 

описанного в разделе 1 алгоритма будет семейство M дихотомий, т.е. разбие-

ний исходного графа на две части. Для многих графов все найденные дихо-

томии могут оказаться совпадающими, но это неверно в общем случае. На-
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помним, что в алгоритме многократно используется датчик случайных чисел 

для последовательного выбора пар вершин. Поэтому в некоторых случаях, 

особенно практически важных, различные прогоны алгоритма производят не 

всегда совпадающие дихотомии. Эти случаи не являются досадными ошиб-

ками или недостатками метода. Более того, можно утверждать, что различ-

ные дихотомии естественно возникают при исследовании многих сложных 

систем, особенно тех, чьё функционирование определяется человеческой 

деятельностью. Следовательно, представляется целесообразным рассмотреть 

– как важное обобщение обычной задачи дихотомии – построение семейства 

дихотомий вместо единственной дихотомии. Построенное семейство харак-

теризует исходную систему, моделируемую графом. Более того, в таких си-

туациях сами по отдельные дихотомии, формирующие указанное семейство, 

не вызывают интереса. Оказалось более целесообразным сосредоточить вни-

мание на свойствах построенного семейства дихотомий, как целостного объ-

екта. 

Введём необходимые понятия и определения, позволяющие описать ин-

тересующие нас свойства построенного семейства дихотомий. Семейство 

всех дихотомий, найденных алгоритмом, состоит из M элементов. Некоторые 

из них могут совпадать, а некоторые – быть различными. Пусть среди M ди-

хотомий дихотомия dp встречается mp раз (p = 1, …, t), где 

∑ (���+#  = M.     (4.4) 

Числа mp (p = 1, …, t), входящие в (4.4) подсчитываются непосредствен-

но по семейству M дихотомий, найденных ЧАД. Для этого достаточно вос-

пользоваться очевидным алгоритмом сравнения двух дихотомий. Располо-

жим числа mp (p = 1, …, t) в невозрастающем порядке. Этот упорядоченный 

набор представляет собой распределение дихотомий для данного графа G 

при заданном параметре M.  

Интуитивно понятно, что свойства этих распределений отражают свой-

ства исходных графов и, следовательно, свойства рассматриваемых систем, 

представленных этими графами. Они имеют различные содержательные ин-
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терпретации, но в общем описывают сложность, запутанность, неясность, не-

определенность и другие трудно формализуемые, хотя и весьма важные 

свойства разнообразных систем. 

Предположим, что исходный граф имеет две связные компоненты. В 

этом случае ЧАД М раз строит единственную дихотомию, части которой со-

ответствуют этим двум компонентам, и датчик случайных чисел совсем не 

используется. Поэтому все построенные дихотомии совпадают друг с другом. 

Распределение состоит из единственного числа М. 

Теперь рассмотрим другой крайний случай. Пусть G является полным 

графом с n вершинами. Из симметричности этого графа следует, что каждый 

новый прогон ЧАД строит новую дихотомию  на две части с равным числом 

вершин для чётных n и на две части с k и k+1 вершиной (n = 2k+1) для нечёт-

ных n. При достаточно больших n, например, при n > 50, шанс получить две 

совпадающие дихотомии практически равен нулю. Поэтому все М построен-

ных дихотомий различны, и распределение состоит из М единиц. 

Можно сказать, что крайние ситуации 1-го типа, в которых может быть 

построена только одна дихотомия, встречаются в графах, имеющих специ-

альную «бинарную» структуру – есть два подмножества вершин, соединён-

ных сравнительно небольшим числом рёбер. Вышеописанный ЧАД как раз 

выявляет эту структуру (конечно, если она есть). 

Крайняя ситуация 2-го типа соответствует графам, имеющим «хаотиче-

скую» структуру. Это значит только то, что все возможные выходы выше-

описанного ЧАД равноправны и равновероятны. Эта структура также выяв-

ляется при использовании ЧАД. 

Имеются и другие, менее очевидные, примеры обоих крайних случаев, 

также выявляемые с помощью ЧАД. Но в большинстве графов, которые воз-

никают в практических и теоретических задачах, обе структуры представле-

ны частично и одновременно. Введём формальный показатель, который ко-

личественно выражает присутствие структур обоих типов в одном графе. По-

ложим 
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E = −∑ µ���+# ln ©µ�ª, где µp = mp ⁄ M.   (4.5) 

Число E представляет собой обычную энтропию разбиения M элементов 

на t частей, состоящих из совпадающих элементов. Очевидно, что минималь-

но возможное значение E равно 0, в то время как максимально возможное 

значение равно ln(M). В первом случае имеется только одна группа совпа-

дающих элементов, во втором случае имеется M групп, состоящих из одного 

элемента каждый.  

Положим  

I = E ⁄ ln(M), 

где E определено формулой (4.5). Величина I является случайной, поскольку 

случайный датчик многократно использовался на каждом из М основных 

этапов ЧАД. По построению, 0 ≤ I ≤ 1. Обратим внимание на то, что I являет-

ся случайной величиной, но не средним значением. Формула (4.5) ясно пока-

зывает, что E не равно никакому среднему значению, относящемуся к от-

дельному этапу ЧАД, и то же самое верно и для I. Чтобы подчеркнуть зави-

симость I от числа основных этапов M будет использоваться обозначение 

I(M). Математическое ожидание :(M) этой случайной величины можно на-

звать сцепленностью (англ. “entanglement”) рассматриваемого графа. В цити-

рованных выше работах аналогичное понятие называлось декомпозиционной 

или дихотомической  сложностью исходного графа G на уровне M. Однако 

это название не кажется удачным в связи с широкой распространенностью 

термина «сложность» в теории графов и в других разделах чистой и приклад-

ной математики. 

Предполагается, что введённое понятие сцепленности графа отражает 

важные свойства, упомянутые ранее в этом разделе. Но само это значение 

неизвестно и предложенный частотный алгоритм построения семейства ди-

хотомий (ЧАД) даёт только его аппроксимацию I(M). Оценка дисперсии этой 

аппроксимации была рассмотрена в [241]. Сравнительно низкие значения 

дисперсии обеспечивают воспроизводимость и надёжность эксперименталь-
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ных результатов, описывающих поведение фондовых рынков. Более подроб-

но эта тематика, связанная с фондовыми рынками, рассмотрена в следующем 

пункте. 

 

4.4.4 Анализ фондовых рынков 

Хотя все введённые выше понятия носят общий характер и относятся к 

произвольным неориентированным графам, специальные – так называемые 

рыночные графы, порождённые фондовыми рынками, в этом разделе рас-

смотрены подробнее.  

Рассмотрен рынок S&P-500 (500 крупнейших компаний в США). Преж-

де всего, дадим описание хорошо известной графовой модели произвольного 

фондового рынка. Объекты соответствуют рассматриваемым (в течение не-

которого периода) акциям. Расстояние между двумя акциями определяется 

следующим образом. 

1. Определим базисный минимальный период, состоящий из l последо-

вательных дней. Все данные, найденные для периода x, x−1, … , x−l +1, со-

поставляются дню x. Положим длину l рассматриваемого периода равной 16. 

Такой выбор определен содержательными соображениями: для короткого пе-

риода данные слишком вариативны, для длинного периода – слишком сгла-

жены.  

2. Цены всех акций на момент закрытия биржи рассмотрены для дней x, 

x−1, … , x−l+1. Матрица R попарных коэффициентов корреляции считается, 

исходя из этих цен.  

3. Расстояния dij между двумя акциями (например, i и j) определяется 

формулой dij = 1–rij, где rij − соответствующий элемент матрицы R. Указанное 

расстояние d близко к 0 для «очень похожих» акций и близко к 2 для «очень 

непохожих» акций. Поэтому матрица D = (dij) рассматривается как матрица 

непохожести. 

4. Устанавливается взаимно-однозначное соответствие между вершина-

ми графа и рассматриваемыми акциями. Для каждого объекта a все осталь-
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ные вершины упорядочиваются в порядке возрастания (неубывания) рас-

стояния до a. Определяются первые четыре вершины в этом списке, а также 

все вершины, расстояния от которых до a совпадают с расстоянием от чет-

вертого в этом списке объекта. Вершина, соответствующая объекту а, соеди-

няется ребрами со всеми этими вершинами. Легко видеть, что при указанном 

построении граф не зависит от конкретной нумерации объектов в упорядо-

ченном указанным образом списке. Число ближайших вершин (здесь 4) явля-

ется параметром при построении графа. 

На первый взгляд, описанная хорошо известная конструкция не вызыва-

ет никаких вопросов. Предположим теперь, что начальный день х – это сего-

дняшнее число. Это означает, что ничего о поведении биржи в последующем 

неизвестно. Заметим, что это относится не только к курсам акций, но и к са-

мому составу S&P-500. Зато о прошлом, естественно, известно всё. 

Поэтому для построения рыночного графа можно взять все акции из се-

годняшнего списка S&P-500, которые существуют на этом рынке не менее 16 

дней.  Поскольку изменение списка S&P-500 случается достаточно редко (5 – 

15 раз в год), то таких акций бывает 499 или 500. Обозначим построенный 

указанным выше способом граф через G0, а нормированную энтропию этого 

графа – через I0.  

Аналогично определим рыночные графы Gj, построенные на курсах тех 

акций, которые были на рынке в исходный день х и существовали на нём до 

того, как на рынке появились j акций, просуществовавших на нём до дня х 

включительно. Таким образом, граф G20 содержит 480 вершин (из 500, вхо-

дящих в S&P-500 в день х), соответствующих тем 480 акциям, которые при-

сутствовали в списке S&P-500 раньше, чем 20 других акций, также входящих 

в S&P-500 в день х. 

Теперь приведём некоторые результаты вычислений энтропий для раз-

ных значений j для двух начальных дней – 08.09.26 и 01.03.07, накануне ак-

тивной фазы двух больших кризисов, а также для нескольких предшествую-

щих дней, рассматриваемых как начальные. 
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Таблица 4.6 ‒ Нормированная энтропия перед кризисом 2008 года при раз-
ном числе вершин у рыночного графа 
j 16.09 17.09 18.09 19.09 20.09 21.09 22.09 23.09 24.09 25.09 26.09 

0 0.9694 0.9764 0.9769 0.9767 0.9739 0.9753 0.9740 0.9775 0.9753 0.9770 0.9781 

25 0.0699 0.4191 0.3098 0.7519 0.5258 0.5704 0.5790 0.3910 0.5308 0.3280 0.4584 

29 0.9732 0.9760 0.9735 0.9759 0.9650 0.9736 0.9718 0.9711 0.9755 0.9743 0.8227 

 

Таблица 4.7 ‒ Нормированная энтропия перед кризисом 2001 года при раз-
ном числе вершин у рыночного графа 
j 25.02 26.02 27.02 28.02 01.03 02.03 03.03 04.03 05.03 06.03 07.03 

25 0.5014 0.9108 0.8420 0.6389 0.6474 0.7595 0.5309 0.1124 0.0244 0.3606 0.4834 

28 0.1186 0.0216 0.3667 0.6064 0.3137 0.1017 0.1459 0.2926 0.1788 0.4669 0.5411 

 
Таблицы 4.6 и 4.7 показывают, что как при малых, так и при больших 

значениях j, т. е. при разном числе рассматриваемых акций – значения нор-

мированной энтропии близки к максимально возможному значению 1 

и не дают сколько-нибудь содержательного представления о рассматривае-

мой ситуации. В то же время промежуточные значения параметра j, соответ-

ствующие примерно 3-х или 4-х летнему минимальному сроку непрерывного 

присутствия акций на рынке, дают более упорядоченную картину. Указанные 

явления присутствуют как вблизи, так и вдали (по времени) от больших кри-

зисов. 

 

4.4.5 Некоторые выводы 

Приведенные выше  соображения позволяют сформулировать некоторые 

направления дальнейших исследований, в конечном счете, направленных 

к прогнозированию больших кризисов. Следует проанализировать связь ме-

жду добавлением ⁄ удалением некоторых акций из списков S&P-500 и типич-

ными значениями энтропии соответствующих графов. Следует проанализи-

ровать список акций, хотя и входящих в список S&P-500 на данный день, но 

включенных в него на основе информации о будущем поведении этих акций. 

Энтропии именно таких акции и давали паттерны, которые позволяли бы су-

дить о близости большого кризиса, если бы упомянутая информация была 
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известна а priori. Можно сравнивать эти списки, со списками, известными до 

исходного дня, полученными при изменении параметра j. Обратим внимание, 

что эти, как и многие другие исследования в этом направлении, становятся 

возможными только благодаря новому алгоритму построения семейства ди-

хотомий, описанному в этом подразделе отчёта  

С более «технической» точки зрения представляет интерес обобщение 

предложенного варианта ЧАД на случай декомпозиций более чем на два под-

графа. Такие декомпозиции могут быть полезными при анализе голосований 

в различных органах.  

 

4.5 Исследования по кластерному анализу данных 

4.5.1 Введение и постановка задачи 

Кластерный анализ (кластеризация) — процесс суммаризации 

неразмеченных данных, основанный на выделении наиболее 

репрезентативных объектов выборки с помощью меры схожести между 

объектами. С точки зрения машинного обучения кластеризация — это 

типичный пример задачи обучения без учителя (unsupervised learning). Как 

правило, алгоритмы кластеризации оптимизирут заданный критерий 

с помощью подбора параметров, описывающих кластеры (таких как 

расположения, форма и размер кластера), с последующим отнесением 

каждого из объектов к определенному кластеру. В общем случае задача 

кластеризации в вычислительном плане крайне сложна и прямая 

оптимизация целевой функции невозможна. Поэтому в большинстве 

алгоритмов используются приближенные методы оптимизации, которые 

часто ведут к субоптимальному решению. Кроме того, задача кластеризации 

важна по причине того, что огромное количество накопленных данных 

являются неразмеченными и классические алгоритмы обучения с учителем к 

ним неприменимы. В этом случае обучение без учителя позволит извлечь 

полезную информацию из данных. 
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Существует два подхода к определению центров кластеров. Во-первых, 

в качестве центра может выбираться фактический центр кластера 

в пространстве признаков. Наиболее известный алгоритм, работающий по 

этом принципу — =-means [242]. Во-вторых, в качестве центра может 

выбираться наиболее репрезентативный объект, характеризующий кластер 

в целом (алгоритмы =-medoids [243], Affinity Propagation [244]).Такие 

объекты называются представителями кластера (exemplars). 

Таким образом, задача кластеризации, основанной на выделении 

представителей кластера, состоит в том, чтобы определить � наиболее 

репрезентативных объектов и для каждого объекта назначить 

соответствующего ему представителя. В качестве входных данных 

используется множество попарных схожестей между объектами ��$, =� 
и желаемое количество кластеров (либо вес каждого из объектов, 

характеризующий его как потенциального представителя). 

Данная работа построена следующим образом. В пункте 4.5.2 приведен 

краткий аналитический обзор существующих алгоритмов кластеризации. В 

пункте 4.5.3 детально описывается алгоритм аффинного распространения 

(Affinity Propagation) и наиболее популярные методы выбора параметров 

этого алгоритма. В пункте 4.5.4 с помощью сгенерированных синтетических 

данных и численного моделирования алгоритм AP сравнивается 

с классическими методами кластеризации. В пункте 4.5.5 приводятся 

основные результаты работы. 

 

4.5.2 Краткий аналитический обзор алгоритмов кластеризации 

В настоящее время разработано большое количество алгоритмов для 

кластерного анализа. Наиболее популярный из них — =-means, который 

с помощью «жадного» подхода минимизирует критерий квадратичной 

ошибки: 

e��, �� = ∑ 	�;+# ∑ 	!∈�  ∑ 	��+! ��!� − �;���,  (4.6) 
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где � = 1�#, … , ��2 — разбиение множества объектов на непересекающиеся 

кластеры, �; = 1�;#, … , �;�2, = = 1,… ,� — множество центров кластеров, Ü 

— размерность пространства признаков. Преимущества алгоритма: простота 

и быстрая сходимость. Недостатки алгоритма: необходимость указания 

желаемого числа кластеров и начального положения центров кластеров. На 

практике кластеризация выполняется большое количество раз со случайной 

инициализацией центров и в качестве результата используется вариант 

с наименьшим значением критерия. 

Другой популярный метод кластеризации базируется на иерархическом 

принципе и известен в литературе как аггломерация Уорда (Ward 

Agglomeration). На первом шаге того метода каждый объект рассматривается 

как отдельный кластер. Далее происходит итеративное попарное 

объединение кластеров исходя из принципа минимизации расстояния Уорда 

между ними. Расстояние Уорда определяется как изменение значения 

критерия (4.6) при объединении двух кластеров. Это расстояние вычисляется 

по формуле:  

Δ�=, d� = �;�c�; +�c ∥ �; − �c ∥�, 
где �; , �c — число элементов в объединяемых кластерах = и d, �;, �c — 

центры кластеров. Процесс останавливается, когда достигнуто желаемое 

число кластеров. К преимуществам алгоритма относится независимость 

от начальных данных. Недостатки: низкая вычислительная эффективность, 

необходимость априорных знаний о числе кластеров. 

Другой метод нахождения кластеров базируется на поочередном 

извлечении из данных «аномальных» кластеров с последующим запуском 

алгоритма =-means с инициализацией в найденных центрах. Этот метод 

получил название $=-means (intelligent =-means) [245]. Преимущество его в 

том, что он не требует априорных знаний о числе кластеров и результат его 

работы детерминирован. 
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Еще одним методом иерархической кластеризации является метод 

dePDDP (Principal Direction Divisive Projection) [246]. Он основан на делении 

кластеров с помощью оценивания плотности распределения объектов в 

проекции на главную компоненту. Кластер разделяется на две части, если 

плотность распределения объектов имеет локальный минимум. Процедура 

останавливается, когда локальных минимумов плотности распределения ни в 

одном кластере не остается. 

Алгоритм аффинного распространения (Affinity Propagation [244]) — это 

алгоритм кластеризации, основанный на выделении наиболее 

репрезентативных представителей кластера. Эксперименты показали, что 

методы, основанные на AP, могут приводить к более хорошим результатам, 

чем классические алгоритмы (такие как =-means, иерархическая 

кластеризация, =-medoids). AP был успешно использован в различных 

областях, в частности для распознавания лиц, сегментации и категоризации 

изображений, майнинга текстов и т.д. [244, 247, 248, 249, 250, 251]. 

Оригинальный алгоритм AP в деталях будет рассмотрен в следующем 

пункте. 

 

4.5.3 Метод аффинного распространения 

4.5.3.1 Общие сведения о методе 

Метод аффинного распространения (Affinity Propagation, AP) был 

предложен в [244]. В этом методе данные рассматриваются как полный 

взвешенный граф, где вершины графа — это объекты выборки, а ребра 

характеризуются весами ��$, =�, которые характеризуют степень схожести 

между объектами. Веса могут быть как симметричными, так 

и несимметричными, в том числе не удовлетворяющими неравенству 

треугольника. В результате работы алгоритма определяется набор объектов, 

каждый из которых является наиболее репрезентативным представителем 

своего кластера. Количество этих объектов не задано заранее и определяется 
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в процессе итеративной передачи сообщений по ребрам графа. Целью работы 

алгоритма является максимизация суммы схожестей между объектами и их 

представителями. 

Алгоритм принимает на вход набор попарных значений схожести между 

объектами (similarity), где ��$, =� определяет, насколько хорошо объект 

с индексом = подходит на роль представителя для объекта с индексом $. 
Кроме того, для каждого объекта задается величина ��=, =� (preference), 

характеризующая априорные представления о том, насколько объект 

подходит на роль представителя. Чем больше значение preference, тем 

больше вероятность того, что объект будет избран представителем кластера. 

В оригинальной работе предлагается использовать в качестве стандартного 

значения preference медиану всех значений ��$, =�. 
В процессе работы алгоритма используется два типа сообщений. 

1. Responsibility ��$, =� пересылается от объекта $ к объекту = 

и отражает, насколько объект = подходит на роль представителя для объекта 

$, учитывая других потенциальных представителей для объекта $. Правило 

передачи сообщений этого типа:  

��$, =� ← ��$, =� − max":",;1
�$, '� + ��$, '�2.   (4.7) 

2. Availability 
�$, =� пересылается от потенциального представителя = 

к объекту $ и отражает, насколько для объекта $ будет выгодно выбрать 

объект = в качестве представителя, учитывая то, насколько хорошо = 

подходит в качестве представителя другим объектам. Правило передачи 

сообщений этого типа:  


�$, =� ← �min �0, ��=, =� + ∑ 	":"∉1!,;2 max10, ��', =�2� ,				$ ≠ =,∑ 	":",; max10, ��', =�2,				$ = =. × (4.8) 

Для определения представителей используются накопленные значения 

��$, =� и 
�$, =�. Пусть индекс = максимизирует сумму ��$, =� + 
�$, =�. Тогда, 
если = = $, то объект $ — это представитель одного из кластеров. 

В противном случае, если = ≠ $, то объект = является представителем для 
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объекта $. Количество представителей определяет число кластеров, 

полученных в результате работы алгоритма. 

В процессе работы алгоритма все значения 
�$, =� инициализируются 

нулями, после чего поочередно в цикле вычисляются новые значения ��$, =� 
и 
�$, =� и представители для каждого из объектов. Алгоритм завершается, 

когда представители не меняются на протяжении заданного числа итераций 

(в оригинальной работе использовалось 10 итераций), либо при достижении 

заданного максимального числа итераций. Кроме того, для предотвращения 

осцилляций обновленные сообщения демпфируются с параметром �, то есть 

в качестве нового значения используется сумма старого сообщения с весом � 

и нового сообщения с весом 1 − �. Алгоритм метода Afiinity Propagation 

следующий: 

Вход: Матрица схожестей размера � × �, максимальное количество 

итераций S, � ∈ [0,1], & = 10. 

Выход: Вектор размера �, содержащий индексы представителей для каждого 

из объектов. 

 


[$, =] ← 0  

for á = 1 to S do 

    Ð[$, =] ← �[$, =]−max":",;1
[$, ']+ �[$, ']2   
    �[$, =] ← ��[$, =]+ �1 − ��Ð[$, =]  
    Ù[$, =] ← �min �0, �[=, =]+ ∑ 	":"∉1!,;2 max10, �[', =]2� , $ ≠ =,∑ 	":",; max10, �[', =]2, $ = =. ×   
    
[$, =] ← �
[$, =]+ �1 − ��Ù[$, =]  
    �[$] ← argmax"+#,…,�1�[$, ']+ 
[$, ']2  
    if �[$], $ = 1,… ,� не изменялись на протяжении & итераций then 

        return  c 

return c  
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4.5.3.2 Вывод алгоритма AP 

Вывод метода аффинного распространения основан на представлении 

целевой функции как фактор-графа и применении к полученному графу 

алгоритма распространения доверия (belief propagation), так же известного 

как алгоритм max-product [252, 253]. Несколько разных вариантов вывода со 

всеми математическими преобразованиями представлены в [244, 247, 254]. 

Пусть 1�!"2!,"+#�  — набор из �� бинарных переменных. Если �!" = 1, то 

объект ' является представителем для объекта $. Введем несколько 

ограничений на значения этих переменных. 

Во-первых, для каждого объекта должен существовать лишь один 

представитель, поэтому ∑ 	�"+# = 1. Введем штрафную функцию:  

:!��!#, … , �!�� = $ −∞, если	) ≠ 1�
"+#0, в	противном	случае

× 
Во-вторых, если объект $ выбирает в качестве представителя объект ', то 

' сам должен быть своим представителем. Штрафная функция примет вид:  

�"��#" , … , ��"� = Ç−∞, �'' = 0	и	∃	$ ≠ ' ∶ �$' = 1,0, в	противном	случае × 
Функция �!" определяет величину схожести между объектами и их 

потенциальными представителями:  

�!"��!"� = Ç ��$, '�, если	�$' = 1,0, в	противном	случае ×  

Тогда целевая функция и соответствующая оптимизационная задача 

записываются следующим образом:  &��##, … , ���� = ∑ 	!," �!"P�!"Q + ∑ 	! :!��!#, … , �!�� + ∑ 	" �"P�#" , … , ��"Q,minl<�∈1y,#2&��##, … , ����.  (4.10) 
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Рисунок 4.17 ‒ Фактор-граф функции (4.10) 

Представление этой функции в виде фактор-графа представлено на 

рисунке 4.17. Фактор-графом [252] называется графическое представление 

функции, которая может быть представлена в виде произведения (суммы) 

более простых функций. Вершинами графа являются простые функции и 

переменные, от которых они зависят. Между переменной и функцией есть 

ребро, если функция зависит от этой переменной. Таким образом, фактор-

граф — это двудольный граф. С помощью такого представления функции 

можно эффективно подсчитывать маргинальные значения глобальной 

функции, в частности ее максимум или сумму по всем переменным, кроме 

одной. Соответствующие алгоритмы называются max-product и sum-product 

соответственно. Доказано [253], что при отсутствии циклов в графе эти 

алгоритмы сходятся к истинным маргинальным значениям функции за 

конечное число шагов. Если же в графе есть циклы (как в случае фактор-

графа AP), то аналогичные алгоритмы известны под именем loopy belief 

propagation и их сходимость не гарантирована. Несмотря на это, некоторые 

задачи, такие как расшифровка турбокодов, решаются этими алгоритмами 

крайне эффективно [253]. Кроме того, алгоритм loopy belief propagation 

может интерпретироваться как минимизация методом градиентного спуска 

[255] и его сходимость может зависеть от выбранного шага. Поэтому 
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проблема расходимости алгоритма может быть решена с помощью 

демпфирования передаваемых сообщений. 

Таким образом, суть алгоритма AP есть вычисление маргинальных 

функций  

K��!"� = maxl ':;,!,c,"&��##, … , ���� 
с последующим выбором значения �!", которое максимизирует значение этой 

маргинальной функции:  

�!"∗ = arg maxl<�∈1y,#2KP�!"Q, $, ' = 1,… , �. 
Полученные значения 1�!"∗ 2 максимизируют глобальную функцию &��##, … , ����. 
Для вывода формул для передачи сообщений используется алгоритм 

max-sum [243]. Правила передачи сообщений записываются следующим 

образом:  (r→É��� = ∑ 	1c:É'∈±)�r�\É2 (É'→r���,(É→r��� = maxr�,…,r¾Rü��#, … , �*� + ∑ 	1*:r¾∈±)�É�\r2 (r¾→É���W. (4.11) 

Здесь (r→É��� — сообщение от переменной � к функции ü, (É→r��� — 

сообщение от функции ü к переменной �, ne���\ü — множество соседей 

переменной � за исключением функции ü, ne�ü�\� — множество соседей 

функции ü за исключением переменной � соответственно. 

Применяя правила (4.11) к фактор-графу AP, после нетривиальных 

математических преобразований можно получить правила передачи 

сообщений (4.7) и (4.8) (см. [254]). 

 

4.5.3.3 Выбор параметров алгоритма AP 

Несмотря на свою успешность, у алгоритма AP есть существенные 

недостатки. 
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Во-первых, необходимо определить меру схожести объектов ��$, =�. 
Авторы предлагают использовать в качестве меры схожести квадрат 

евклидового расстояния с отрицательным знаком, т.е. ��$, =� = −∥ �! − �; ∥�. 

Подобное решение дает хорошие результаты на данных с простой 

структурой (к примеру, кластеры имеют нормальное распределение), но не 

справляется, когда кластеры имеют сложную нелинейную структуру. 

Примеры неверной кластеризации на нелинейных данных см. в [256]. 

 

Рисунок 4.18 ‒ Данные с нормальным распределением 

Во-вторых, результаты кластеризации и количество кластеров 

существенно зависит от параметра preference ��=� = ��=, =�. Авторы 

рекомендуют использовать для всех объектов одинаковое значение, лежащее 

между максимальным и минимальным значениям ��$, =�. В своих 

экспериментах они использовали значение, равное медиане всех схожестей 

��$, =�. Однако такой выбор ничем не обоснован и в некоторых случаях 

приводит к неверным результатам кластеризации. К тому же, при наличии 

априорных знаний о количестве кластеров невозможно напрямую включить 

эти знания в алгоритм. Единственный способ получить желаемое число 

кластеров — запускать алгоритм для нескольких значений ��=� и затем 

выбирать то, которое приводит к нужному количеству кластеров. Кроме того, 

предположение, что все объекты могут с одинаковой вероятностью стать 

представителями кластера, неверно. К примеру, на рисунке 4.18 объект, 

находящийся в точке A подходит на роль представителя больше, чем объект 

находящийся в точке B. 
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Таким образом, перед исследователями встает задача поиска 

оптимальных параметров для метода AP. В литературе представлены разные 

способы выбора параметров, перечислим несколько из них. Кроме того, 

предложим несколько новых методов выбора параметров preference 

и similarity. 

1. Евклидова мера схожести: ��$, =� = −∥ �! − �; ∥�. Варианты выбора 

параметра preference:   

‒ ��=� = median1��$, =�2 — предложено авторами; ‒��=� = mean1��$, =�2; 
‒ на основе плотности распределения объектов в пространстве [256] 

��=� = . ∑ 	</  ��!,;�[��!,;�01]∑ 	</  [��!,;�01] ,    (4.12) 

где Ó — порог, min��$, =� ≤ Ó ≤ max��$, =�, . ≥ 0 — коэффициент; авторами 

[257] использовались значения . = 100, Ó = 0.5 ⋅median1��$, =�2; 
‒ на основе стабильности порождаемого разбиения — Stability-based Affinity 

Propagation (SAP) [258]; 

‒ динамическое изменение ��=� в процессе обмена сообщениями — 

Adjustable preference Affinity Propagation (APAP) [256]; 

‒ на основе центров, порождаемых методом аномальных кластеров [258] 

��=� = − #3¼±4 ∥r �l∥�1,    (4.13) 

где � — множество центров аномальных кластеров, Ó ≥ 0 — параметр. В 

данной работе будем использовать значение Ó = 0.01.  

 

2. Мера схожести, основанная на скалярном произведении  

��$, =� = 〈�! , �;〉, 
где Ô = ��!� — центрированная и стандартизованная матрица признаков. 

В этом случае возникает естественное определение параметров ��=� =∥
�; ∥�. Такое определение отражает тот факт, что наиболее подходящие 
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кандидаты в представители должны находиться как можно дальше от центра 

всех данных. Этот подход, предложенный Б. Миркиным, называется методом 

аномальных кластеров [259]. 

Таким образом, проблема выбора preference в данном случае элегантно 

решается. Несмотря на это, есть возможность варьировать разные варианты 

стандартизации матрицы наблюдений и использовать эвристики для 

определения ��=�, предложенные в предыдущем пункте. 

 

4.5.4 Описание экспериментов 

4.5.4.1  Генератор данных 

Для экспериментов используем синтетические данные. В качестве 

генератора данных используем генератор, предложенный недавно Миркиным 

и Ковалевой [260]. В качестве входных данных генератор требует указать 

общее количество объектов, количество кластеров, минимальное количество 

объектов в кластере, размерность пространства и параметр Ù, влияющий на 

степень смешивания кластеров. Псевдокод генератора данных представлен 

алгоритмом 6. Примеры данных, полученных при помощью генератора, 

приведены на рисунке 4.19. Видно, что меньшим значениям Ù соответствуют 

большая степень перемешивания между кластерами. При Ù = 0.25 кластеры 

становятся практически неразличимы в проекции на две главные 

компоненты. При Ù = 0.5 и 0.75 кластеры становятся более различимыми. 

Выберем для эксперимента следующие параметры генерации данных: 

‒ количество кластеров � = [7,15,25]; 
‒ размерность пространства Ü = [15,30]; 
‒ количество объектов � = 1000; 

‒ минимальное количество объектов в кластере &*!4 = 25; 

‒ параметр смешивания Ù = [0.25,0.50,0.75].  
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Всего выбрано 18 различных комбинации параметров. Для каждой 

комбинации сгенерируем � = 10 различных наборов данных, по которым 

будем усреднять результаты численного эксперимента. 

Рисунок 4.19 ‒ Проекция датасета из � = 1500 объектов, � = 25 кластеров, 

Ü = 25 на две главные компоненты SVD для различных значений 

параметра Ù 

 

Алгоритм 6: Генератор данных Миркина и Ковалевой 

Вход: Число объектов �, число кластеров �, мин. численность кластера 

&*!4, размерность Ü, параметр Ù. 

Выход: Матрица объектов размера � × Ü и вектор меток длины �. 

 

& ← Массив из � − 1 случайных чисел, р.р. на [0,1], в возрастающем 

порядке.   

& ← [0, &, 1] дополнить нулем и единицей   

J ← Разности между соседними числами в &.  

for $ = 1,… ,� do  

    &[$] ← &*!4 + round1�� − �&*!4�J[$]2 - размер $-го кластера    

J#, J� ← −1,1   

�, � ← [], []  
for $ = 1,… ,� do 

				( ← Случайный вектор размерности Ü, р.р. в кубе Ù ⋅ [J#, J�]�.   

    Σ ← Случайный вектор размерности Ü, р.р. в кубе �J� − J#� ⋅ [0.025,0.05]�. 

    Σ ← diag�Σ�� - диагональная матрица   
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    � ← [�,8�(,Σ� × &[$]] - сгенерировать &[$] новых объектов   

    � ← [�, $ × &[$]] - добавить метки для &[$] объектов 

Return �, � 

 

4.5.4.2 Метрики качества кластеризации 

Для оценки качества работы алгоритмов необходимо задать метрики 

качества. В качестве первой метрики используем разницу между истинным 

количеством кластеров � и значением �∗, полученным в результате работы 

алгоритма. 

Во-вторых, для оценки качества полученного разбиения по сравнению 

с истинным разбиением, используем метрику Adjusted Rand Index (ARI). 

Метрика ARI вычисляется по формуле 

^�: = ∑ 	!," ©&!"2 ª − 9∑ 	! ©
!2 ª∑ 	" §�"2 ¨: / ©&2ª9∑ 	! ©
!2 ª + ∑ 	" §�"2 ¨: /2 − 9∑ 	! ©
!2 ª∑ 	" §�"2 ¨: / ©&2ª, 
где &!" = |�! ∩ �"|, 
! = ∑ 	�"+# |�! ∩ �"|, �" = ∑ 	�!+# |�! ∩ �"|. Максимальное 

значение ARI равно 1. ARI обращается в ноль, если одно из разбиений 

состоит из одного кластера, содержащего все объекты выборки. 

В-третьих, важной характеристикой алгоритма является время его 

работы á. Зачастую на практике не используются алгоритмы с наилучшим 

качеством по причине того, что они вычислительно неэффективны. 

 

4.5.4.3 Алгоритмы, участвующие в эксперименте 

В численных экспериментах будем сравнивать результаты 

кластеризации методом аффинного распространения при использовании 

различных параметров preference и similarity. Кроме того, для полноты 

эксперимента проведем вычисления с помощью классических алгоритмов =-

means, $=-means, dePDDP. Наилучшее количество кластеров в методе =-means 
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может быть определено с помощью различных эвристических методов (см. 

[261]). Для определения числа кластеров в данном эксперименте будем 

использовать метод максимизации силуэта (silhouette). 

Силуэт (silhouette) позволяет оценить качество кластеризации, используя 

только саму выборку и результат кластеризации. Сначала силуэт 

определяется отдельно для каждого объекта. Обозначим через 
�$� — 

среднее расстояние от объекта $ до объектов из того же кластера, через ��$� 
— среднее расстояние от объекта $ до объектов из ближайшего кластера 

(отличного от того, в котором лежит сам объект). Тогда силуэтом данного 

объекта называется величина:  

Silhouette�$� = ��$� − 
�$�max�
�$�, ��$��. 
Силуэтом выборки называется средняя величина силуэта объектов 

данной выборки. Таким образом, силуэт показывает, насколько среднее 

расстояние до объектов своего кластера отличается от среднего расстояния 

до объектов других кластеров. Данная величина лежит в диапазоне [−1,1]. 
Значения, близкие к -1, соответствуют разрозненным кластеризациям, 

значения, близкие к нулю, говорят о том, что кластеры пересекаются и 

накладываются друг на друга, значения, близкие к 1, соответствуют четко 

выделенным кластерам. Таким образом, чем больше силуэт, тем более четко 

выделены кластеры, и они представляют собой компактные, плотно 

сгруппированные облака точек. 

Оптимальному числу кластеров =, соответствующих наилучшему 

разбиению, соответствует максимальное значение силуэта. Назовем такой 

алгоритм S-=-means. 

Список всех алгоритмов, использованных в работе, приведен 

в Таблице 4.8. 
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Таблица 4.8 ‒ Алгоритмы, участвующие в эксперименте и их параметры 

№ Алгоритм ��$, =� ��=, =� Обозначение 
1 S-=-means    

2 $=-means    

3 dePDDP    

4  
 

AP 
 
 
 
 

−∥ �! − �; ∥� 

median1��$, =�2 APE median 

5 density-based (4.12) APE dens. 

6 anomalous (4.13) APE anomal. 

7 〈�! , �;〉 
 
 

∥ �; ∥� APP 

8 median1��$, =�2 APP median 

9 density-based (4.12) APP dens. 
10 anomalous (4.13) APP anomal. 

 

4.5.4.4 Результаты 

В Таблицах 4.9 и 4.10 представлены результаты кластеризации для 

выбранных ранее параметров. Для каждого набора параметров было 

сгенерировано 10 наборов данных, на всех наборах были запущены десять 

перечисленных алгоритмов, рассчитаны средние значения и стандартные 

отклонения метрик, а так же среднее время работы алгоритмов. Полужирным 

шрифтом отмечены алгоритмы, которые дают самое большое значение ARI 

для заданных �, Ù.  

Основные выводы: 

‒ алгоритм APP, несмотря на то, что матрица схожести и параметр preference 

в нем вводится естественным образом на основе скалярных произведений, 

показывает самое низкое качество кластеризации среди всех алгоритмов. 

Количество определяемых кластеров оказывается намного больше 

истинного, причем чем меньше параметр смешивания, тем больше �; 

достигаемые значения ARI так же неудовлетворительны.  

‒ при большой степени смешивания кластеров (малые значения Ù) 

наилучшим образом показали себя алгоритмы S-=-means, APE anomal., APP 

anomal.; остальные алгоритмы, основанные на AP, показывают низкое 

качество при большом смешивании; причем при увеличении размерности 

качество, достигаемое алгоритмами на основе AP, деградирует, в то время 

как качество остальных алгоритмов возрастает; 
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‒ с точки зрения восстановления истинного числа кластеров наилучшим 

образом себя показывают алгоритмы S-=-means, APE anomal. и APP 

anomal.; AP с константными значениями preference правильно 

восстанавливают число кластеров только при низкой степени смешивания 

кластеров; 

‒ алгоритмы, основанные на AP с preference на основе плотности 

распределения объектов так же показывают неудовлетворительное качество 

кластеризации; 

‒ алгоритм APP median показывает лучший результат по сравнению с APE 

median, что подтверждает обоснованность выбора метрики схожести в 

форме скалярного произведения; 

‒ алгоритмы APP anomal. и APE anomal. показывают сравнимые результаты, 

поэтому вывод о превосходстве одной метрики схожести над другой в 

данном случае сделать нельзя; 

‒ наилучший результат среди всех алгоритмов дает S-=-means; во всех 

случаях он правильно восстанавливает количество кластеров, а его 

значения ARI превышают 0.9.  
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Таблица 4.9 ‒ Результаты кластеризации с помощью десяти алгоритмов для 
1500 объектов с Ü = 15, � = 7,15,25 кластеров и Ù = 0.25,0.50,0.75. Каждая 
запись в таблице — среднее значение величины и ее стандартное отклонение 
по 10 наборам данных. á — среднее время работы алгоритма 

 �, Ù 
S-=-means (á =3.99) 

$=-means (á = 0.02) dePDDP (á = 0.32) 
APE median (á =9.10) 

 �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI 

7, 0.25 6.5/0.8 0.967/0.074 7.2/1.6 0.843/0.209 9.6/1.2 0.946/0.110 24.8/3.5 0.289/0.067 

7, 0.50 6.8/0.4 0.987/0.036 6.6/0.5 0.969/0.066 7.5/0.8 0.995/0.014 9.8/0.9 0.686/0.090 
7, 0.75 6.9/0.3 1.000/0.001 6.5/0.5 0.981/0.025 7.2/0.4 0.999/0.001 7.0/0.0 1.000/0.000 

15, 0.25 14.4/0.8 0.981/0.026 10.9/1.5 0.812/0.080 18.9/5.9 0.807/0.252 29.6/1.3 0.588/0.050 

15, 0.50 15.0/0.0 1.000/0.000 10.9/1.7 0.793/0.109 17.6/1.3 0.981/0.011 15.5/0.7 0.955/0.059 
15, 0.75 15.0/0.0 1.000/0.000 12.7/1.4 0.896/0.061 15.8/0.7 0.993/0.008 15.0/0.0 1.000/0.000 

25, 0.25 24.8/0.4 0.992/0.014 13.4/0.9 0.606/0.041 19.1/14.9 0.338/0.347 34.8/1.6 0.813/0.028 
25, 0.50 24.9/0.3 0.999/0.004 15.0/2.1 0.639/0.084 27.5/9.0 0.872/0.291 25.0/0.0 1.000/0.000 

25, 0.75 25.0/0.0 1.000/0.000 19.2/3.0 0.784/0.108 28.6/2.1 0.975/0.017 25.0/0.0 1.000/0.000 �, Ù 
APE dens. (á =8.99) 

APE anomal. (á = 9.52) APP (á = 0.92) 
APP median (á =1.39) 

 �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI 

7, 0.25 6.2/0.9 0.957/0.075 7.9/0.7 0.852/0.133 261.2/61.6 0.196/0.119 18.6/3.5 0.469/0.170 

7, 0.50 6.8/0.4 0.985/0.036 7.9/0.8 0.845/0.139 71.2/11.0 0.446/0.139 9.7/1.3 0.718/0.164 
7, 0.75 6.7/0.5 0.992/0.019 8.1/0.9 0.918/0.102 39.6/7.6 0.610/0.149 8.1/1.0 0.866/0.119 

15, 0.25 9.1/1.1 0.710/0.069 15.1/0.3 0.988/0.010 300.9/37.7 0.281/0.087 23.9/1.8 0.708/0.095 
15, 0.50 14.4/0.7 0.975/0.039 15.8/0.6 0.964/0.040 100.2/14.5 0.605/0.076 15.8/0.4 0.951/0.037 

15, 0.75 14.3/0.6 0.979/0.021 16.5/1.1 0.961/0.046 60.7/9.6 0.733/0.089 15.1/0.3 0.989/0.024 

25, 0.25 8.1/1.5 0.307/0.083 24.7/0.5 0.976/0.021 349.1/21.2 0.326/0.073 29.7/2.0 0.857/0.064 
25, 0.50 20.7/1.7 0.843/0.064 25.6/0.8 0.992/0.012 137.1/9.3 0.677/0.055 25.1/0.3 0.995/0.010 

25, 0.75 21.3/1.2 0.863/0.037 25.9/1.2 0.990/0.019 85.0/8.9 0.790/0.040 24.9/0.3 0.998/0.005 �, Ù 
APP dens. (á =1.42) 

APP anomal. (á = 1.30)  

 �∗ ARI �∗ ARI  

7, 0.25 24.4/5.0 0.399/0.155 8.9/0.8 0.725/0.157  

7, 0.50 12.8/2.2 0.619/0.166 7.5/0.5 0.896/0.109  
7, 0.75 10.1/1.5 0.760/0.132 7.1/0.3 0.986/0.043  

15, 0.25 28.6/2.8 0.653/0.108 15.2/0.9 0.927/0.058  
15, 0.50 16.9/1.0 0.912/0.051 15.0/0.0 1.000/0.001  

15, 0.75 15.4/0.7 0.962/0.060 14.8/0.4 0.995/0.011  

25, 0.25 35.2/3.0 0.802/0.070 23.4/0.8 0.893/0.035  
25, 0.50 25.4/0.7 0.984/0.031 24.8/0.4 0.994/0.011  

25, 0.75 24.9/0.3 0.998/0.005 24.7/0.6 0.991/0.018  
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Таблица 4.10 ‒ Результаты кластеризации с помощью десяти алгоритмов для 
1500 объектов с Ü = 30, � = 7,15,25 кластеров и Ù = 0.25,0.50,0.75. Каждая 
запись в таблице — среднее значение величины и ее стандартное отклонение 
по 10 наборам данных. á — среднее время работы алгоритма 

�, Ù S-=-means (á = 3.60) $=-means (á = 0.01) dePDDP (á = 0.40) 
APE median (á =8.97) 

 �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI 

7, 0.25 6.9/0.3 0.995/0.014 6.7/0.5 0.985/0.027 8.6/1.2 0.984/0.014 17.9/0.8 0.426/0.051 

7, 0.50 7.0/0.0 1.000/0.000 7.0/0.0 1.000/0.000 7.4/0.7 0.998/0.004 8.7/0.6 0.751/0.076 
7, 0.75 7.0/0.0 1.000/0.000 6.9/0.3 0.999/0.004 7.3/0.6 0.995/0.013 7.1/0.3 0.978/0.067 

15, 0.25 14.9/0.3 0.999/0.004 11.8/1.4 0.909/0.036 17.3/5.3 0.881/0.259 24.3/1.9 0.650/0.080 

15, 0.50 15.0/0.0 1.000/0.000 14.6/0.7 0.987/0.023 16.7/1.6 0.987/0.009 15.0/0.0 1.000/0.000 
15, 0.75 15.0/0.0 1.000/0.000 14.5/0.8 0.986/0.024 16.4/1.3 0.993/0.009 15.0/0.0 1.000/0.000 

25, 0.25 24.6/0.5 0.990/0.013 18.2/2.1 0.751/0.074 21.3/16.4 0.481/0.436 28.5/1.2 0.911/0.019 
25, 0.50 25.0/0.0 1.000/0.000 22.8/1.4 0.926/0.049 26.0/6.2 0.887/0.265 25.0/0.0 1.000/0.000 

25, 0.75 25.0/0.0 1.000/0.000 24.1/0.5 0.973/0.017 28.6/1.7 0.975/0.011 25.0/0.0 1.000/0.000 �, Ù APE dens. (á = 8.87) 
APE anomal. (á =9.43) 

APP (á = 0.57) 
APP median (á =1.19) 

 �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI �∗ ARI 

7, 0.25 6.8/0.4 0.991/0.018 11.0/1.0 0.650/0.058 546.6/41.8 0.086/0.026 16.2/1.7 0.503/0.076 

7, 0.50 7.0/0.0 1.000/0.000 11.9/0.5 0.552/0.061 174.1/40.7 0.416/0.188 8.5/1.2 0.821/0.163 
7, 0.75 7.0/0.0 1.000/0.000 11.5/1.1 0.622/0.047 69.4/20.3 0.631/0.156 7.6/0.7 0.898/0.121 

15, 0.25 12.2/1.5 0.899/0.064 17.4/1.4 0.857/0.096 598.8/40.9 0.123/0.054 22.0/2.0 0.735/0.095 
15, 0.50 14.9/0.3 0.997/0.009 16.5/1.0 0.935/0.059 196.7/28.9 0.516/0.091 15.3/0.6 0.974/0.053 

15, 0.75 14.9/0.3 0.998/0.005 17.1/2.2 0.888/0.098 99.0/18.1 0.712/0.090 15.0/0.0 1.000/0.000 
25, 0.25 13.4/1.6 0.519/0.088 25.9/0.7 0.987/0.011 642.3/35.4 0.143/0.037 27.9/0.8 0.931/0.040 
25, 0.50 24.4/0.7 0.983/0.018 27.2/1.4 0.967/0.026 243.6/27.5 0.559/0.050 25.0/0.0 1.000/0.000 
25, 0.75 24.3/0.8 0.975/0.034 26.2/1.2 0.991/0.009 136.6/13.1 0.737/0.026 25.0/0.0 1.000/0.000 �, Ù APP dens. (á = 1.46) 

APP anomal. (á =1.10) 
 

 �∗ ARI �∗ ARI  

7, 0.25 22.0/2.9 0.415/0.077 10.6/0.7 0.694/0.061  

7, 0.50 12.4/3.4 0.664/0.217 7.5/0.7 0.901/0.133  
7, 0.75 9.1/1.5 0.821/0.135 7.2/0.4 0.948/0.105  

15, 0.25 25.9/3.5 0.671/0.110 15.7/0.8 0.931/0.088  
15, 0.50 15.8/1.0 0.942/0.073 15.0/0.0 1.000/0.000  

15, 0.75 15.2/0.4 0.975/0.056 15.0/0.0 1.000/0.000  

25, 0.25 30.9/1.0 0.884/0.031 25.0/0.0 0.998/0.002  
25, 0.50 25.1/0.3 0.998/0.007 25.0/0.0 1.000/0.000  

25, 0.75 25.0/0.0 1.000/0.000 25.0/0.0 1.000/0.000  

 

4.5.5 Некоторые выводы  

При выполнении работы решены следующие задачи: 

‒ проведен аналитический обзор методов кластеризации; 

‒ приведен обзор метода аффинного распространения (AP), включая его 

математический вывод и способы задания его параметров; 
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‒ разработаны программы для генерации и визуализации данных, все 

упомянутые алгоритмы реализованы на языке Python 3; 

‒ поставлен численный эксперимент для сравнения производительности 

алгоритма AP и классических алгоритмов кластеризации; 

‒ проведено краткое обсуждение результатов численного моделирования.  
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5 Исследование моделей распространения и развития 

В этом разделе отчета представлены результаты по исследованию неко-

торых моделей распространения и развития. Наряду с традиционным подхо-

дом динамического моделирования, основанного на построении системы 

дифференциальных уравнений, в этом разделе будет широко применено 

и агентное моделирование. 

Раздел состоит из двух подразделов: 

‒ исследование моделей распространения; 

‒ исследование моделей специализации в абстрактных системах. 

 

5.1 Исследование моделей распространения 

5.1.1 Введение и постановки задач 

В настоящее время основным подходом к моделированию процесса рас-

пространения веществ в пространстве являются динамические математиче-

ские модели, базирующиеся на системах дифференциальных уравнений. 

Так, например, различные модели используют в своей основе уравнения 

неразрывности, закон Дарси [262, 263], описывающий ток жидкости через 

пористую среду, а также различные системы уравнений Навье-Стокса [264]. 

Однако ни одна из моделей не отвечает всем потенциально возможным 

ситуациям, поскольку всегда остаётся определенное количество физических 

параметров, таких как температура, влияющих на процесс, которые остаются 

неучтёнными. При этом, для реализации моделей и подсчётов результатов 

необходимы значительные вычислительные ресурсы. 

В связи с этим, в литературе встречаются модели, в которых изначально 

упоминается, что в некоторых ситуациях (например, распространение нефтя-

ных разливов на поверхности моря) скорость вычислений заметно важнее аб-

солютной точности результата. 

Одним из таких подходов является использование сетевой структуры 

для моделирования среды. И по рёбрам этой сети происходит распростране-
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ние вещества с учётом различных правил, которые приближает данный про-

цесс к реальному. 

В свою очередь, теория устойчивости разностных схем для модельных 

задач газовой динамики хорошо представлена в литературе [265, 266, 267]. В 

основном, рассматриваются конечно-разностные схемы решения одномер-

ных уравнений баротропной газовой динамики. Эти схемы являются явными 

двухуровневыми по времени и используют симметричный трехточечный 

шаблон в пространстве. Их конструкция основана на специальной квазигазо-

динамической и квазигидродинамической [268, 269] регуляризации исходно-

го уравнения (без регуляризации схемы нестабильны). Схемы такого рода 

успешно применяются в многочисленных практических приложениях, в ча-

стности, см. [270, 271], однако их теория до сих пор недостаточно развита. 

 

5.1.2 Основная часть 

Как упоминалось в введении, для построения модели быстрого модели-

рования процесса распространения вещества лучше подходят варианты без 

использования систем дифференциальных уравнений. В связи с этим для мо-

делирования распространения нефти на поверхности моря было решено ис-

пользовать имитационную модель. 

Также как и в работе [272], была использована сеть, моделирующая мо-

ре, разделённое на одинаковые по размеру элементарные территории, между 

которыми будет перемещаться нефтяное пятно. Для характеристики рёбер 

между соседними участками была сконструирована функция, подобная 

функции из [273], которая учитывает скорость течения, скорость ветра в кон-

кретном месте, а также температура воды на рассматриваемом участке моря. 

После того, как построена сеть происходит динамическое моделирова-

ние распространения нефти по следующей схеме (рисунок 5.1). 



Рисунок 5.1 ‒ Схема
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Схема работы динамической модели распространения
нефти на поверхности моря 

пересчёта объёма нефти на каждой элементарной

простая функция, которая учитывает все входящие

кадого участка моря: 

� #�; + ∑ O>!";�"+# − ∑ O>!;"�"+# ,									∀= =
нефти, находящийся на участке = на -й

который перешёл с участка = на участок '
был получен аппарат, позволяющий моделировать

нефти на поверхности моря [274]. Однако

различные сценарии разлива: авария на

транспортировке кораблём, прокол нефтепровода

моделировать различные сценарии был

который может помещать вещество в имитационную

элементарных участков моря) нефть разными режимами

позволено задавать общий объём разлива, а

попадает в море. 

исследования динамических моделей процессов

анализа систем дифференциальных уравне

одномерной баротропной газовой динамикой:

Ç ?�Ð + ?r�Ð@� = 0,?��Ð@� + ?r��Ð� = 0.× 

 

распространения 

элементарной территории ис-

входящие и исходящие 

= 1,… ,�, 

й итерации, а O>!;"  – 

' во время $-й итера-

ющий моделировать процесс 

Однако в реальной жизни 

авария на производстве, ава-

нефтепровода. Поэтому для того, 

был реализован допол-

вещество в имитационную мо-

разными режимами. Для этого 

разлива, а также скорость, с 

процессов распростране-

уравнений была рассмот-

динамикой: 
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где Ð > 0,@ и � – плотность, скорость газа (искомые функции) и давление. 

В результате исследований были линеаризованы регуляризованные яв-

ные конечно-разностные схемы на постоянном решении для данной задачи 

[275]. 

После этого было выведено необходимое условие типа фон Неймана для 

выполнения слабой консервативности (�@�*xy‖�*‖t ≤ ‖�y‖t	∀�y ∈ �) 

[276]. 

Также был доказан критерий типа CFL для слабой консервативности в 

�� для соответствующей начальной задачи. Слабая консервативность в �� оз-

начает равномерность временной границы для нормы масштабированного 

решения вместо закона сохранения энергии для линеаризованной исходной 

системы, т.е. акустической системы уравнений [277]. 

Численный эксперимент показывает, что справедливость свойства сла-

бой консервативности важно, поскольку оно предотвращает численные ре-

шения от известных возможных мешающих колебаний. Это свойство гаран-

тирует равномерную по времени стабильность �� относительно исходных 

данных. 

Поскольку на практике часто используются необходимые условия (вы-

ведение достаточных условий в целом гораздо сложнее), важно понимать, 

в какой степени это законно. В результате подробного анализа было выведе-

но, что критерий значительно превосходит по применимости необходимое 

и достаточное условия, полученные в частном случае [278]. Более того, 

именно этот критерий наиболее хорошо соответствует результатам числен-

ных экспериментов для исходной газодинамической системы. Поэтому 

именно критерий является наиболее адекватным и полезным для практиче-

ских целей. 

5.1.3 Некоторые выводы 

По итогам работы можно сказать, что поставленные задачи выполнены 

в полном объёме. Во-первых, в результате практических исследований дина-
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мического моделирования без использования систем дифференциальных 

уравнений был разработан вычислительный комплекс, позволяющий моде-

лировать процесс распространения нефти на поверхности Баренцева моря без 

необходимости использования серьёзных вычислительных мощностей. Более 

того, поскольку модель достаточно универсальна ‒ при небольшом измене-

нии параметров данный комплекс может быть применим и в других регио-

нах. 

Что касается теоретических исследований, связанных с использованием 

дифференциальных уравнений, были исследованы явные двухуровневые ко-

нечно-разностные схемы решения одномерных уравнений баротропной газо-

вой динамики. Были линеаризованы схемы на постоянном решении и выве-

дено необходимое условие типа фон Неймана и критерий типа CFL для сла-

бой консервативности в �� для соответствующей задачи на всей прямой. Вы-

веденный критерий оказался существенно уже необходимого условия и шире 

достаточного. 

 

5.2 Исследование моделей специализации в абстрактных системах 

5.2.1 Введение и постановка задачи моделирования специалзации 

Абстрактные системы, которые состоят из конечного числа элементов, 

каждый из которых может выполнять одну или несколько функций повсеме-

стно возникают в различных областях знания, в частности в эволюционной 

биологии. В качестве подобного рода системы здесь рассматривается коло-

ния клеток, элементами системы служат непосредственно клетки. Каждая 

клетка может выполнять одну или несколько биологических функций, среди 

которых могут быть упомянуты репродуктивная, соматическая функция, 

функция фотосинтеза или производства различного рода метаболитов.  В ре-

зультате действия различного рода внутренних физиологических ограниче-

ний, клетка не может увеличить свой вклад в выполнение одной из функций, 

не уменьшив выполнения хотя бы одной другой функции. Таким образом, 
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возникают так называемые внутренние структурные ограничения. Важный 

вопрос, который ставится здесь – каким образом и при каких условиях в ко-

лонии клеток возникает функциональная специализация. Будем говорить, что 

клетка специализируется на выполнении какой-либо функции, если уровень 

выполнения данной функции данной клеткой максимален, а уровень выпол-

нения клеткой прочих функций равен нулю. 

Вопрос возникновения специализации очень важен в теории эволюции 

[279]. Данный вопрос тесно связан с понятием биологической сложности и 

увеличения этой сложности по мере эволюционирования живых систем. Су-

ществует множество различных подходов для определения биологической 

сложности организма. В частности, биологическая сложность может быть 

положена равной количеству различных специализированных типов внутри 

рассматриваемого организма. Таким образом, можно считать, что возникно-

вение клеточной специализации неизбежно приводит к увеличению биологи-

ческой сложности. 

В рамках эволюционной биологии можно выделить два основных типа 

специализации: репродуктивно-соматическую специализацию и специализа-

цию на различных соматических функциях. Репродуктивно-соматическая 

специализация предполагает в общих чертах, что рассматривается колония  

родственных клеток, где каждая клетка может выполнять одну из двух функ-

ций – репродуктивную и соматическую. Специализация означает, что проис-

ходит выделение отдельной репродуктивной линии клеток или отдельной 

соматической линии клеток, или этих двух линий одновременно. Специали-

зация на различных соматических функциях может  быть рассмотрена в двух 

различных контекстах. Первый: рассматривается группа клеток, которые со-

существуют вместе, каждая из которых способна размножаться. В результате 

взаимодействия эти клетки могут обмениваться производимыми метаболи-

тами и, при выполнении некоторых условий, начать специализироваться на 

производстве тех или иных полезных веществ. Второй: рассматривается ко-

лония клеток с уже сформировавшейся и выделившейся репродуктивной ли-
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нией. Остальные клетки являются соматическими и могут начать специали-

зироваться на различных не репродуктивных функциях, которые необходимы 

организму для поддержания жизнедеятельности и обеспечения ресурсами и 

энергией репродуктивных клеток. В нашей работе мы исследуем вопрос воз-

никновения репродуктивно-соматической специализации. 

Существует ряд работ [280, 281, 282, 283, 284], в которых предпринима-

ется попытка теоретического объяснения процесса возникновения репродук-

тивно-соматической специализации [285, 286, 287, 288, 289]. В данных рабо-

тах рассматриваются различные факторы, которые могут оказать влияние на 

возможность возникновения специализации в колониальных организмах. 

Среди таких факторов называются: размер колонии [284], первоначальные 

издержки воспроизводства [284], работа различных регуляторных генов 

[290], различные физические законы [283], которые действуют на конкрет-

ную колонию, форма организма. Одним из важнейших факторов, оказываю-

щих влияние не жизнедеятельность колонии, может считаться фактор окру-

жающей среды.  Однако моделей, показывающих, каким образом различные 

условия внешней среды и уровень доступного ресурса влияют на процесс 

возникновения репродуктивно-соматической специализации, в сущности, не 

так уж и много. 

Мы обобщаем фундаментальные теоретические модели, существующие 

в данной области знаний и предлагаем новую фитнес-оптимизационную мо-

дель, которая позволяет описать влияние факторов окружающей среды на 

возможности возникновения репродуктивно-соматической специализации в 

колониях клеток. Кроме того, мы пытаемся качественно оценить это влияние 

в совокупности с различными иными факторами: размером колонии и пози-

ционными эффектами. 

 



229 

5.2.2 Основная часть 

В нашей работе рассматривается колония, состоящая из конечного числа 

клеток. Индексы клеток задаются следующим образом: Ni ,...,1= . Каждая 

клетка может выполнять одну из двух функций: репродуктивную и сомати-

ческую. Обозначим ib  выполнение репродуктивной функции клеткой i , a iv  

‒ выполнение соматической функции данной клеткой. Введем в рассмотре-

ние векторы b = (b1,..,bN) и v = (v1,..,vN).  

Для каждой клетки i рассмотрим число Rbi ∈max , ∞<< max0 ib , которое 

задает максимальный уровень репродуктивной функции, который может 

быть достигнут клеткой с индексом i, и рассмотрим отображение 

[ ] Rbii →max,0:ϕ . Внутренние структурные ограничения клетки зададим сле-

дующим образом: 

Nibv iii ,...,1  ),( ==ϕ . 

Мы предполагаем, что все функции iϕ  являются непрерывными на мно-

жествах [ ]max,0 ib , дважды непрерывно-дифференцируемыми на соответст-

вующих интервалах ( )max,0 ib . Кроме того, если клетка начинает концентриро-

ваться на выполнении одной функции, то выполнение ею другой функции 

должно уменьшаться. Это свойство может быть формализовано следующим 

образом: 0:,...,1 <=∀
i

i

db

d
Ni

ϕ
. Также предположим, что 

maxmax )0(  ,0)(  :,...,1 iiii vbNi ===∀ ϕϕ , где ∞<<∈ maxmax 0  , ii vRv . Данные формулы 

говорят нам о том, что если клетка максимально концентрируется на выпол-

нении одной функции, то уровень выполнения другой функции должен быть 

минимально возможным (то есть, должен равняться нулю). 

Общий вклад колонии в репродуктивную функцию, B есть аддитивная 

функция переменных bi, Соматическая функция колонии, V – есть аддитив-

ная функция переменных vi. 



230 

∑∑
==

==
N

i

i

N

i

i vVbB
11

  , . 

Аддитивность репродуктивной функции организма можно объяснить 

тем, что репродуктивная функция клетки может быть вычислена как количе-

ство новых колоний, получающихся в результате размножения данной клет-

ки. Аддитивность соматической функции может быть объяснена тем, что в 

данной работе мы рассматриваем флагеллярное движение в качестве аппрок-

симации для соматической функции [284].  

Общая жизнеспособность организма (или его фитнес-функция) W есть 

функция от двух неотрицательных аргументов, B и V, удовлетворяющая сле-

дующим свойствам: W(B,V) есть неотрицательная функция, такая, что W(B,V) 

= 0 тогда и только тогда, когда либо B = 0, либо V = 0. Кроме того, функция 

жизнеспособности колонии должна быть неубывающей функцией по обоим 

аргументам при всех допустимых значениях этих аргументов [291, 292, 293]. 

В качестве жизнеспособности колонии в нашей работе мы будем рассматри-

вать следующую мультипликативную функцию: 

,βα
VBW =  где 0>α  и 0>β . 

Данный вид функции жизнеспособности отражает тот факт, что и ре-

продуктивная и соматическая функции являются жизненно необходимыми 

для нормального функционирования колонии. Выделим еще и важнейшее 

синергетическое свойство, которым обладает данная функция. Рассмотрим 

две клетки. Предположим, что первая клетка имеет относительно большое 

значение репродуктивной функции и относительно маленькое значение со-

матической. Напротив, предположим, что вторая клетка имеет относительно 

большое значение соматической функции и относительно маленькое значе-

ние репродуктивной. Каждая клетка в отдельности имеет низкое значение 

фитнес-функции, но вместе, внутри колонии, клетки могут взаимодейство-

вать друг с другом и благодаря этому достичь большего уровня жизнеспо-

собности [284]. 
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Параметры α  и β  могут быть интерпретированы как относительные 

важности репродуктивной и соматической составляющей соответственно для 

жизнедеятельности организма. Данные коэффициенты также могут быть рас-

смотрены как некоторые параметры окружающей среды. 

Далее мы введем в модель общее ресурсное ограничение. Предположим, 

что количество ресурса, доступного организму ограничено величиной C. То-

гда запишем общее ресурсное ограничение в линейно виде: 

CVkBk ≤+ 21 . 

Параметр k1 представляет собой количество ресурса, необходимое коло-

нии для производства единицы репродуктивной функции, а параметр k2 есть 

количество ресурса, необходимое для производства единицы соматической 

функции. Предположим, что k1 > 0, k2 > 0 и C > 0. 

Таким образом, задача фитнес-оптимизации может быть сформулирова-

на в виде задачи математического программирования: 
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Наша задача – выяснить, каким образом и при каких условиях возникает 

специализация в рассматриваемой модели. Будем говорить, что клетка i спе-

циализируется на соматической функции тогда и только тогда, когда vi = 

vi
max, и клетка i специализируется на репродуктивной функции тогда и только 

тогда, когда bi = bi
max. 

5.2.3 Основные результаты 

Нами были рассмотрены три различные модификации модели. Прежде 

чем описать их, определим еще одно понятие. Будем говорить, что две клет-

ки имеют разные типы, если они имеют различные структурные ограничения. 
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Различные типы клеток могут возникать из-за различных позиционных эф-

фектов и действия различного рода регуляторных генных механизмов. В пер-

вой модификации модели мы рассматривали колонии, состоящие из клеток 

одного типа: мы хотели выявить чистый эффект влияния среды на жизнедея-

тельность колонии. Во второй модификации мы уже добавляли в модель 

возможность существования в группе клеток различных типов. В третьей мо-

дификации мы обобщали понятие структурных ограничений и рассматривали 

эти ограничения в форме неравенств. Основные новые результаты нашей мо-

дели можно сформулировать следующим образом. 

1. В колониях большого размера введение ресурсного ограничения может 

привести как к неспециализированным состояниям, так и к возникновению 

частичной специализации. В частности, в условиях среды, достаточно силь-

но ограниченной в ресурсах, колонии большого размера будут неспециали-

зированными. 

2. Введение ресурсного ограничения в модель может привести к возникнове-

нию специализации в колониях маленького размера. В частности, были вы-

делены два основных случая возникновения специализации в колониях ма-

ленького размера. Первый случай может быть характеризован следующим 

образом: большая важность одной из компонент фитнес-функции в сово-

купности с достаточно большими издержками производства этой функции. 

Таким образом, в данной ситуации возникает некоторый компромисс, меж-

ду большими издержками производства и большой важностью, который за-

ставляет некоторые клетки колонии специализироваться на данной функ-

ции. Второй случай может быть описан как случай, в котором количество 

ресурса, доступного колонии в заданной среде, достаточно невелико. В 

данном случае жесткие условия, в которых оказывается рассматриваемый 

организм, вынуждают его специализироваться на различных функциях. 

3. Представим, что в модели нет ресурсного ограничения. Тогда все клетки в 

колонии большого размера будут специализированными, кроме, возможно, 

одного типа клеток. 
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4. Представим, что в модели нет ресурсного ограничения. Тогда специализа-

ция в случае колонии маленького размера может возникнуть при наличии 

позиционных эффектов. Кроме того, положительный эффект, оказываемый 

на возможность возникновения специализации в колониях маленького раз-

мера позиционными эффектами, может быть усилен вследствие наличия 

существенной разницы между важностями различных компонент фитнес-

функции в рассматриваемой среде. 

5. При рассмотрении модели с внутренними структурными ограничениями в 

виде неравенств была построена простейшая динамика оптимальных стра-

тегий колонии в рассматриваемом фитнес-ландшафте при простейшей ди-

намике ресурсов. Было выявлено, какие оптимальные состояния соответст-

вуют среде с высоким содержанием ресурса, а какие средам с низким со-

держанием ресурсов.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

При выполнении проекта получены следующие основные результаты, 

могут быть сделаны следующие выводы и рекомендации: 

‒ математически поставлены задачи об оценке окупаемости требуемых инве-

стиций в строительство транспортного узла в какой–либо конкретной точке 

региона и об оценке срока  окупаемости этих инвестиций; показано, что обе 

задачи, которые формулируются как задачи отыскания максимума функции 

максимина, сводятся к задаче квадратичного программирования, в то время 

как отыскание наиболее неблагоприятного сценария формировании рыноч-

ных транспортных тарифов на перевозки грузов сводится к решению задач 

линейного программирования, образующих двойственную пару; 

‒ сформулированы и доказаны проверяемые достаточные условия конкурен-

тоспособности тарифов на услуги транспортного узла в условиях рынка, ко-

торые использованы при формулировке систем ограничений в обеих зада-

чах; 

‒ в рамках исследования теории расписаний в турнирах для случаев трех и 

четырех участников в одном матче построены обобщения стандартного 

расписания и расписания равных преимуществ; показано, что данные слу-

чаи являются наиболее значимыми с практической точки зрения; 

‒ представлена первая версия концепции платформы для исследования про-

блем и возможностей по кооперации в Арктике на базе моделей конкурент-

ной кооперации в идеологии многоуровнего подхода к декомпозиции слож-

ных кибер-физических систем; 

‒ в рамках теории многокритериального выбора предложен и исследован 

подход к анализу чувствительности недоминируемых альтернатив к изме-

нению границ интервалов неопределенности замещения, где альтернативы 

выбираются на основе интервальных данных оценок замещения критериев; 

‒ в рамках анализа способов выбора оптимальных вариантов и процедур 

ранжирования альтернатив выполнено эмпирическое исследование устой-
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чивости агрегированных рейтингов, строящихся с помощью ординальных 

методов, основанных на парных сравнениях по правилу большинства; 

‒ в рамках теории функций доверия исследованы меры конфликта, индуци-

рованных конъюнктивными и дизъюнктивными правилами комбинирова-

ния свидетельств; рассмотрены условия согласования правил комбинирова-

ния с мерами конфликта; 

‒ в рамках теории функций доверия показано, что в конъюнктивных мерах 

конфликта можно выделить метрическую и энтропийную составляющие; 

исследованы свойства изменений этих составляющих при комбинировании 

свидетельств; 

‒ в рамках исследования степени манипулируемости правил агрегирования 

предпочтений предложена и исследована модель индивидуального и коали-

ционного манипулирования правил агрегирования предпочтений в одно-

мерной модели формирования предпочтений; для трех альтернатив выявле-

ны минимально манипулируемые группы мажоритарных правил; 

‒ в рамках анализа в банковской сфере рассмотрено применение модели би-

номиального теста коррелированных случайных бинарных величин для за-

дачи проверки точности прогноза количества дефолтов; 

‒ проведена оценка влияния мошеннических операций на уязвимость всей 

финансовой системы; предложен агентно-ориентированной подход к моде-

лированию критических уровней мошеннической деятельности, которые 

делают финансовую систему уязвимой; этот подход применен для исследо-

вания таких типов мошенничества, как финансовая пирамида и скрытый 

риск; 

‒ на основе разработанных ранее моделей влияния в сетях предложен эффек-

тивный алгоритм вычисления индексов ближних и дальних взаимодейст-

вий; оценена вычислительная сложность этого алгоритма; 

‒ с помощью сетевых моделей проанализированы отношения между страна-

ми на различных уровнях взаимодействия, а именно, выполнен сетевой ана-
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лиз: а) международной миграции с 1970 по 2014 гг. на основе данных по 

потокам миграции между странами; б) торговли продовольствием; 

в) террористических сообществ; 

‒ проанализирована неоднородность сообщества российских экономистов по 

результатам анкетирования; предложены несколько методов составления 

рейтингов научных журналов по экономике с учетом выявленной неодно-

родности сообщества российских экономистов; 

‒ в рамках исследования паттернов сформулированы и доказаны свойства 

порядково-инвариантной паттерн-кластеризации. Эти свойства показывают, 

что для практической реализации порядково-инвариантной и диффузионно-

инвариантной паттерн-кластеризаций могут быть использованы быстрые 

алгоритмы сортировки данных; 

‒ в рамках исследования структурной сложности графа предложен новый, 

вычислительно более мощный вариант частотного алгоритма построения 

семейства дихотомий произвольного графа, что позволяет вычислить такой 

показатель сложности графа, как сцепленность; этот алгоритм применен к 

данным фондового рынка S&P-500 для анализа согласованности его функ-

ционирования; 

‒ проведено экспериментальное сравнение алгоритмов кластеризации, осно-

ванных на методе аффинного распространения (Affinity Propagation) 

с другими алгоритмами кластеризации с точки зрения правильности 

определения количества кластеров и оценки качества полученного 

разбиения по сравнению с истинным разбиением; численные эксперименты 

проведены на данных с различной степенью смешивания кластеров; 

определена иерархия качества алгоритмов кластеризации, основанных на 

методе аффинного распространения, для разных типов данных; 

‒ разработан вычислительный комплекс, позволяющий моделировать про-

цесс распространения нефти на поверхности Баренцева моря на основе 

агентно-сетевого подхода; 
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 ‒ исследованы явные двухуровневые конечно-разностные схемы решения 

одномерных уравнений баротропной газовой динамики; линеаризованы 

схемы на постоянном решении и выведено необходимое условие типа фон 

Неймана и критерий типа CFL для слабой консервативности в �� для соот-

ветствующей задачи на всей прямой; 

‒ предложена и исследована новая фитнес-оптимизационная модель, описы-

вающая влияние факторов окружающей среды на возможности возникнове-

ния репродуктивно-соматической специализации в колониях клеток.  
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