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На÷иная с кëасси÷еских работ [1, 2], оптиìиза-
öионные ìетоäы øироко приìеняþтся при ìоäе-
ëировании биоëоãи÷еских проöессов. В ÷астнос-
ти, в раìках эвоëþöионной биоëоãии иссëеäуется
вопрос перехоäа от оäнокëето÷ных орãанизìов к
ìноãокëето÷ныì форìаì жизни. Изу÷ается, ка-
киì образоì коëониаëüные орãанизìы трансфор-
ìируþтся в проöессе эвоëþöии в ìноãокëето÷ные
форìы жизни, какие факторы вëияþт на äанный
проöесс. Коëониаëüный орãанизì устроен сëеäу-
þщиì образоì: некоторые кëетки ìоãут спеöиа-
ëизироватüся на какой-то конкретной функöии,
но при этоì не теряþт потенöиаëüной возìожнос-
ти выпоëнятü про÷ие функöии и выпоëняþт их,
наприìер, в сëу÷ае изìенений внеøних усëовий,
вынужäаþщих к этоìу. Есëи усëовия, которые

способствуþт возникновениþ поëной спеöиаëи-
заöии в коëониаëüноì орãанизìе, сохраняþтся в
те÷ение äостато÷но äëитеëüноãо периоäа вреìени,
то возìожен перехоä от коëониаëüной форìы к
ìноãокëето÷ноìу орãанизìу.

Оäнако основопоëаãаþщиì оптиìизаöионныì
ìоäеëяì спеöиаëизаöии, преäëаãаеìыì в эвоëþ-
öионной биоëоãии [3—5], присущ ряä фунäаìен-
таëüных неäостатков. Наприìер, они не у÷итыва-
þт вëияние окружаþщей среäы на систеìу, хотя
ряä экспериìентаëüных работ показывает, ÷то фак-
торы окружаþщей среäы äоëжны оказыватü вëия-
ние на жизнеäеятеëüностü коëонии [6, 7]. В äанной
работе ìы усоверøенствуеì ìоäеëи, преäëаãаеìые
в эвоëþöионной биоëоãии, устраняя указанные
неäостатки, и рассìатриваеì эти новые ìоäеëи
уже в контексте теории абстрактных систеì. От-
ìетиì, ÷то рассìатриваеìые в äанной работе за-
äа÷и относятся к кëассу заäа÷, иссëеäуеìых в раì-
ках систеìной оптиìизаöии [8].

1. ÌÎÄÅËÜ

Рассìотриì абстрактнуþ систеìу, состоящуþ
из N эëеìентов. Пустü i = 1, ..., N — инäексы
эëеìентов в систеìе. Преäпоëожиì, ÷то кажäый
эëеìент ìожет выпоëнятü оäну из äвух заäа÷.

Преäëожена ìоäеëü спеöиаëизаöии в абстрактных систеìах с у÷етоì общеãо ресурсноãо

оãрани÷ения при усëовии, ÷то структурные оãрани÷ения в ìоäеëи явëяþтся ëинейныìи

функöияìи. Изу÷ены свойства реøения заäа÷и ìаксиìизаöии эффективности функöи-

онирования систеìы. Изу÷ен вопрос возникновения спеöиаëизаöии в систеìе с иäен-

ти÷ныìи эëеìентаìи.
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Обозна÷иì ÷ерез b
i
 ∈ [0, ] уровенü выпоëне-

ния первой заäа÷и эëеìентоì с инäексоì i, ÷ерез

v
i
 ∈ [0, ] — уровенü выпоëнения второй заäа÷и

эëеìентоì с инäексоì i. Дëя кажäоãо эëеìента с

инäексоì i веëи÷ины  и  естü неотриöа-
теëüные вещественные ÷исëа, которые ìожно ин-
терпретироватü как ìаксиìаëüно возìожные уров-
ни выпоëнения эëеìентоì с инäексоì i первой и
второй заäа÷ соответственно. Кроìе тоãо, ввеäеì
обозна÷ения b = (b

1
, ..., b

N
) и v = (v

1
, ..., v

N
).

Теперü опреäеëиì уровни выпоëнения заäа÷
всей систеìой в öеëоì. Буäеì поëаãатü, ÷то уро-
венü выпоëнения систеìой первой заäа÷и (B) естü
аääитивная функöия переìенных b

i
, а уровенü вы-

поëнения систеìой второй заäа÷и (V ) естü аääи-
тивная функöия переìенных v

i
:

B(b) = b
i
;  V(v) = v

i
.

Опреäеëиì инäекс эффективности систеìы
(W ) как произвеäение уровней выпоëнения систе-
ìой первой и второй заäа÷:

W = VB. (1)

Мы поëüзуеìся äанныì инäексоì, сëеäуя рабо-
те [3] и исхоäя из тоãо, ÷то äанный инäекс отра-
жает синерãети÷еский эффект, возникаþщий ìеж-
äу эëеìентаìи, нахоäящиìися в оäной систеìе.
В саìоì äеëе, преäставиì, ÷то оäин эëеìент в
систеìе иìеет высокий уровенü выпоëнения пер-
вой заäа÷и и о÷енü низкий — второй; äруãой эëе-
ìент, наоборот, высокий уровенü выпоëнения
второй заäа÷и и о÷енü низкий — первой. Кажäый
эëеìент по отäеëüности, вне систеìы, буäет иìетü
низкуþ эффективностü, в то вреìя как вìесте,
внутри систеìы, они сìоãут äостиãнутü äостато÷-
но боëüøой эффективности.

Буäеì преäпоëаãатü, ÷то внутренняя структура
кажäоãо эëеìента такова, ÷то эëеìент не ìожет
увеëи÷иватü уровенü выпоëнения оäной из äвух
заäа÷, не уìенüøив уровенü выпоëнения äруãой.
Данная преäпосыëка форìаëизуется понятиеì
структурноãо оãрани÷ения эëеìента:

v
i
 =  – α

i
b

i
,

ãäе α
i
 > 0,  > 0, äëя всех i = .

Определение. Буäеì ãоворитü, ÷то äва эëеìента
систеìы оäинаковоãо типа, есëи соответствуþщие
параìетры их структурных оãрани÷ений совпаäа-
þт [9—11]. ♦

Дëя кажäоãо эëеìента с инäексоì i ∈ {1, ..., N}

ввеäеì веëи÷ину  = /α
i
. Линейностü струк-

турных оãрани÷ений позвоëяет упроститü äаëü-
нейøие рассужäения.

Мы буäеì преäпоëаãатü также, ÷то внеøняя
среäа оказывает вëияние на эффективностü функ-
öионирования систеìы. Дëя этоãо ввеäеì общее,
усëовно ãоворя, ресурсное оãрани÷ение. Пустü C —
это уровенü ресурса, äоступный систеìе при за-
äанных параìетрах внеøней среäы. Преäпоëожиì,
÷то äëя выпоëнения еäиниöы первой заäа÷и сис-
теìе требуется k1 еäиниö ресурса, а äëя выпоëне-

ния еäиниöы второй заäа÷и — k2 еäиниö ресурса.

Кроìе тоãо, есëи некоторый эëеìент систеìы вы-
поëняет оäновреìенно обе заäа÷и, это вëе÷ет за
собой наëи÷ие äопоëнитеëüных затрат ресурсов
(связанных, наприìер, с необхоäиìостüþ прост-
ранственноãо разäеëения проöессов выпоëнения
разëи÷ных заäа÷ внутри эëеìента). Такиì обра-
зоì, общее ресурсное оãрани÷ение иìеет виä:

k1 b
i
 + k2 v

i
 + k3 b

i
v
i
 ≤ C, (2)

ãäе k1, k2, k3, C > 0.

Рассìотриì выражение b
i
v
i
. В неì сëаãае-

ìое с инäексоì i ìожет бытü рассìотрено как ин-
äекс эффективности систеìы, состоящей из оä-
ноãо еäинственноãо эëеìента с инäексоì i, вы-
÷исëенный соãëасно форìуëе (1). Ина÷е ãоворя,

веëи÷ина b
i
v
i
 преäставëяет собой суììарнуþ

эффективностü заäанноãо набора эëеìентов вне
рассìатриваеìой систеìы. Поэтоìу буäеì назы-

ватü сëаãаеìое k3 b
i
v
i
 в форìуëе (2) изäержкаìи

оппортунисти÷ескоãо повеäения эëеìентов систе-
ìы. Можно преäпоëожитü, ÷то ненуëевые зна÷е-
ния параìетра k

3
 ìоãут возникнутü в проöессе эво-

ëþöии систеìы с öеëüþ поääержания стабиëüнос-
ти этой систеìы.

Оптиìаëüной стратеãией систеìы буäеì назы-
ватü набор (b*, v*) таких уровней выпоëнения заäа÷
кажäыì из эëеìентов, которые при усëовии су-
ществования структурных оãрани÷ений и общеãо
ресурсноãо оãрани÷ения позвоëяþт ìаксиìизиро-
ватü эффективностü функöионирования систеìы.
Такиì образоì, ìы ìожеì свести наøу заäа÷у к

bi
max

vi
max

bi
max

vi
max

i 1=

N

∑
i 1=

N

∑

vi
max

vi
max 1 N,

bi
max

vi
max

i 1=

N

∑
i 1=

N

∑
i 1=

N

∑

i 1=

N

∑

i 1=

N

∑

i 1=

N

∑
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кëасси÷еской заäа÷е ìатеìати÷ескоãо проãраììи-
рования с оãрани÷енияìи:

Отìетиì, ÷то äанная оптиìизаöионная заäа÷а
ìожет бытü нескоëüко упрощена (уìенüøениеì
÷исëа переìенных вäвое) и свеäена к сëеäуþщей
заäа÷е ìаксиìизаöии:

(3)

Буäеì ãоворитü, ÷то эëеìент с инäексоì i спе-

öиаëизируется на первой заäа÷е, есëи  = 

(равносиëüно  = 0). Анаëоãи÷но, буäеì с÷итатü,
÷то эëеìент с инäексоì i спеöиаëизируется на вто-

рой заäа÷е, есëи  =  (равносиëüно  = 0).
Есëи некоторый эëеìент не спеöиаëизируется ни
на первой, ни на второй заäа÷е, то такой эëеìент
ìы буäеì называтü неспеöиаëизированныì. Буäеì
ãоворитü, ÷то в систеìе возникëа спеöиаëизаöия,
есëи хотя бы оäин эëеìент этой систеìы спеöиа-
ëизируется на оäной из заäа÷. Гëавныì образоì,
нас буäет интересоватü вопрос возникновения спе-
öиаëизаöии в рассìатриваеìой систеìе.

2. ÎÁÙÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Привеäеì некоторые общие утвержäения, каса-
þщиеся свойств инäекса эффективности систеìы,
структуры ресурсноãо оãрани÷ения и свойств ре-
øения заäа÷и (3).

Утверждение 1. Введем обозначение: H =

= {b ∈ RN|∀i = : 0 m b
i
 m }. Рассмотрим

множество A( ) = {b ∈ H|W(b) l }. При любом

значении  множество A( ) является выпуклым. ♦

Факти÷ески, äанное утвержäение выявëяет про-
стуþ структуру ëиний уровня рассìатриваеìоãо
инäекса эффективности. Теперü привеäеì утверж-
äение, описываþщее структуру ресурсноãо оãра-
ни÷ения заäа÷и (3).

Доказатеëüство утвержäений сì. в Приëоже-
нии.

Утверждение 2. Рассмотрим ресурсное ограниче-
ние задачи (3).

(а) Ресурсное ограничение задает замкнутое мно-
жество в евклидовом пространстве, границей кото-
рого является (N – 1)-мерный эллипсоид:

α
i
(b

i
 – γ

i
) ≥ α

i
(γ

i
)2 + ,

где γ
i
 = , i = .

(б) Обозначим через D множество допустимых
решений задачи (3). Существует такое значение
C1 > 0, что при любом значении параметра C из

множества (0, C
1
), множество D является пустым,

а для всех C ≥ C
1
 множество D не пусто. Данное зна-

чение C1 может быть найдено следующим образом:

C
1
 = k

1
 + k

2
,

ãäе S = {i ∈ {1, ..., N}|α
i
 ≥ k1/k2}. ♦

Даëее привеäеì резуëüтаты, описываþщие то,
как устроено реøение заäа÷и (3). В ÷астности, äан-
ные резуëüтаты явëяþтся пряìыìи сëеäствияìи
рассìотренных ранее утвержäений. Прежäе всеãо,
опреäеëиì ìножество:

G = {b ∈ H|k
1
B(b) + k

2
V(b) + k

2
〈b, v(b)〉 = C}.

Утверждение 3. Пусть B* — множество опти-
мальных решений задачи (3), а B** — множество оп-
тимальных решений задачи (3) без ресурсного огра-
ничения. Тогда существуют такие значения пара-
метра C, C1 и C2, 0 < C1 ≤ C2, что:

(а) ∀C l C2: B
* ⊆ B**,

(б) ∀C ∈ [C
1
, C

2
): B* ⊆ G,

(в) ∀C ∈ [0, C
1
): B* = ∅,

ãäе C
1
 = k

1
 + k

2
,

C2 = {k1B(b) + k2V(b) + k3〈b, v(b)〉}. ♦

Такиì образоì, ìы ìожеì сäеëатü сëеäуþщие
вывоäы относитеëüно тоãо, как устроено реøение
заäа÷и (3). Прежäе всеãо, существует пороãовое

W bi
i 1=

N

∑ vi
i 1=

N

∑⋅ maxb v, ,→=

i∀ 1 ..., N : vi, vi
max αibi,–= =

k1 bi
i 1=

N

∑ k2 vi
i 1=

N

∑ k3 bivi
i 1=

N

∑+ + C,≤

i∀ 1 ..., N : vi,= 0,≥

i∀ 1 ..., N : bi,= 0.≥⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

W bi vi
max

i 1=

N

∑ αibi
i 1=

N

∑–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

i 1=

N

∑ maxb,→=

k1 bi
i 1=

N

∑ k2 k3bi+( ) vi
max αibi–( )

i 1=

N

∑+ C,≤

i∀ 1 N, : 0 bi bi
max.≤ ≤=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

bi
* bi

max

vi
*

vi
* vi

max
bi

*

1 N, bi
max

W W

W W

i 1=

N

∑
i 1=

N

∑
k2 vi

max

i 1=

N

∑ C–

k3

------------------------------------

k1 k2αi– k3vi
max

+

2k3αi

---------------------------------------------- 1 N,

i S∈
∑ bi

max

i 1 ... N, ,{ }\S∈
∑ vi

max

i S∈
∑ bi

max

i 1 ... N, ,{ }\S∈
∑ vi

max

min
b B **∈
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зна÷ение уровня äоступноãо систеìе ресурса, та-
кое, ÷то есëи соäержание ресурса во внеøней сре-
äе опустится ниже äанноãо пороãовоãо зна÷ения,
систеìа перестанет функöионироватü вообще. Да-
ëее, существует второе пороãовое зна÷ение äëя
уровня äоступноãо ресурса. Есëи соäержание ре-
сурса во внеøней среäе выøе äанноãо зна÷ения,
то ресурсное оãрани÷ение никак не вëияет на эф-
фективностü систеìы — реаëизуется оптиìаëüная
стратеãия при наëи÷ии тоëüко структурных оãра-
ни÷ений. При ëþбоì уровне ресурса, нахоäящеì-
ся в проìежутке ìежäу äвуìя пороãовыìи зна÷е-
нияìи, ресурсное оãрани÷ение оказывает вëияние
на эффективностü систеìы. При этоì систеìой
испоëüзуется все äоступное коëи÷ество ресурса, ÷то
выãëяäит весüìа реаëисти÷но в раìках практи÷ес-
ких интерпретаöий рассìатриваеìых ìоäеëей.

Даëее рассìотриì поäробно оäин важный ÷ас-
тный сëу÷ай преäëаãаеìой ìоäеëи. Дëя этоãо сëу-
÷ая провеäеì поëный анаëиз реøения и выявиì, в
каких сëу÷аях и при каких усëовиях возìожно воз-
никновение спеöиаëизаöии.

3. ÑËÓ×ÀÉ ÑÈÑÒÅÌÛ 
Ñ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈ ÎÄÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Наибоëüøий интерес преäставëяет сëу÷ай ìо-
äеëи, коãäа все эëеìенты в систеìе оäинаковоãо
типа (сì. опреäеëение в § 1). В такоì сëу÷ае ни у
оäноãо эëеìента систеìы нет никакой заранее за-
äанной структурной преäраспоëоженности к вы-
поëнениþ оäной из заäа÷ относитеëüно äруãих
эëеìентов систеìы. Итак, преäпоëожиì, ÷то все
эëеìенты систеìы оäинаковоãо типа. Нас буäет
интересоватü вопрос возникновения спеöиаëиза-
öии в рассìатриваеìой систеìе.

Утверждение 4. Справедливы положения.

(а) C2 = (k1b
max + k2v

max) + k3  Ѕ

Ѕ , где  — целая часть числа.

(б) Для всех значений параметра C из отрезка
[C1, C2] в оптимуме будет не более одного неспеци-

ализированного элемента.

(в) Существует значение C3 = (k1b
max+k2v

max) +

+ k3N  такое, что для всех C ∈ [C2, C3):

B * ⊂ B**, а для всех C ≥ C3: B
* = B**, где B** =

= . ♦

Такиì образоì, ìожно сäеëатü сëеäуþщие вы-
воäы из утвержäения 4. Прежäе всеãо, есëи ресур-

сное оãрани÷ение вëияет на оптиìаëüнуþ эффек-
тивностü систеìы и позвоëяет систеìе существо-
ватü, то все эëеìенты систеìы кроìе, возìожно,
оäноãо, буäут спеöиаëизированныìи. Даëее, при
всех C ≥ C3 ìножество реøений заäа÷и (3) совпа-
äает с ìножествоì реøений заäа÷и (3) без ресур-
сноãо оãрани÷ения — связныì ìножествоì страте-
ãий, ãäе стратеãии, в которых хотя бы оäин эëеìент
спеöиаëизированный, образуþт поäìножество ìе-
ры ноëü. При уìенüøении зна÷ения C от C

3
 к C

2

ìножество оптиìаëüных реøений сужается äо тех
пор, пока ìы не приäеì к ситуаöии, коãäа в опти-
ìуìе буäет не боëее оäноãо неспеöиаëизирован-
ноãо эëеìента. Мы виäиì, ÷то по ìере уìенüøе-
ния коëи÷ества äоступноãо ресурса систеìа буäет
вести себя такиì образоì: сна÷аëа систеìа буäет
оставатüся неспеöиаëизированной, затеì кажäый
эëеìент также буäет оставатüся неспеöиаëизиро-
ванныì, но уровни выпоëнения некоторых функ-
öий äанныì эëеìентоì буäут äоìинироватü наä
уровняìи выпоëнения äруãих, пока, наконеö,
кажäый эëеìент не станет спеöиаëизированныì.
В коне÷ноì итоãе, систеìа выìрет от неäостатка
ресурса. Дëя иëëþстраöии поëу÷енных резуëüта-
тов рассìотриì

Пример. Пустü систеìа состоит из пяти эëеìентов,
кажäый из которых характеризуется структурныì оãра-

ни÷ениеì v
i
 = 2 – b

i
 äëя всех i = . Пустü k

1
 = k

2
 = 1,

k
3
 = 2. Соãëасно утвержäениþ 4 поëу÷аеì, ÷то С

1
 = 10,

С
2
 = 12, С

3
 = 20. При ëþбоì уровне äоступноãо ресурса

ìенüøе 10 систеìе неäостато÷но ресурсов äëя функ-
öионирования, и она выìирает. При ëþбоì уровне
äоступноãо ресурса C ∈ [10, 12) в оптиìуìе в систеìе
буäет äва эëеìента, спеöиаëизируþщихся на первой
функöии, äва эëеìента, спеöиаëизируþщихся на вто-
рой функöии, и оäин неспеöиаëизированный эëеìент,
уровни выпоëнения первой и второй функöии которо-

ãо равны соответственно (1 + ; 1 – )

ëибо (1 – ; 1 + ). В äанноì сëу÷ае эф-

фективностü систеìы W = 19 + c/2. При C ≥ 12 опти-
ìаëüныìи уровняìи выпоëнения первой функöии бу-
äут все такие äопустиìые наборы b, ÷то B(b) = V(b) = 5.
Такиì образоì, инäекс эффективности функöиони-
рования систеìы буäет приниìатü зна÷ение 25. При
C ≥ 30 реøениеì заäа÷и буäет уже все ìножество B** =

= {b ∈ R5 |∀i = , 0 ≤ b
i
 ≤ 2, B(b) = 5}.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожены и иссëеäованы общие ìатеìати-
÷еские ìоäеëи, описываþщие пробëеìы разäеëе-
ния труäа ìежäу эëеìентаìи некоторой абстрак-
тной систеìы. Ввеäено понятие спеöиаëизаöии в
рассìатриваеìых абстрактных систеìах, сфорìу-

N
2
---- N 2 N

2
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max
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max
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----------------------
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2
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4
----------------------

b H | B b( )∈
Nb
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2
----------------=

⎩ ⎭
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1 5,
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1 5,
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ëирована заäа÷а ìаксиìизаöии эффективности
функöионирования систеìы и изу÷ены возìож-
ности возникновения спеöиаëизаöии в оптиìуìе
в зависиìости от наëи÷ия в ìоäеëи эëеìентов
разëи÷ных типов и в зависиìости от вëияния
факторов окружаþщей среäы (при преäпоëоже-
нии о ëинейности всех рассìатриваеìых оãрани-
÷ений). Привеäены общие резуëüтаты, описываþ-
щие структуру реøения рассìатриваеìой заäа÷и
ìатеìати÷ескоãо проãраììирования. Детаëüно
рассìотрен сëу÷ай, коãäа все эëеìенты систеìы
иäенти÷ны äруã äруãу. Описано, как и при каких
усëовиях возìожно возникновение спеöиаëиза-
öии и как разëи÷ные параìетры ìоäеëи вëияþт на
перехоä систеìы к спеöиаëизированныì состоя-
нияì.

Отìетиì, ÷то рассìотренные в работе абстрак-
тные ìоäеëи спеöиаëизаöии ìоãут бытü приìене-
ны äëя описания øирокоãо круãа пробëеì, возни-
каþщих не тоëüко в эвоëþöионной биоëоãии, но
и в эконоìике, истории, соöиаëüных науках. Дëя
приìера рассìотриì систеìу нау÷но-у÷ебных у÷-
режäений некотороãо реãиона. Эëеìенты этой сис-
теìы — нау÷но-у÷ебные завеäения. Кажäое из этих
завеäений ìожет выпоëнятü оäну иëи нескоëüко
функöий (наприìер, образоватеëüнуþ иëи нау÷-
но-иссëеäоватеëüскуþ). Кажäое нау÷но-у÷ебное
завеäение ìожет обëаäатü своей уникаëüной внут-
ренней структурой. Внеøняя среäа оказывает вëи-
яние на систеìу нау÷но-у÷ебных у÷режäений на-
ëи÷иеì разëи÷ноãо роäа бþäжетных оãрани÷ений.
Заäа÷а состоит в тоì, ÷тобы опреäеëитü, какиì
образоì распреäеëитü выпоëнение заäа÷ ìежäу
эëеìентаìи так, ÷тобы ìаксиìизироватü эффек-
тивностü äанной систеìы. Эëеìенты, спеöиаëи-
зируþщиеся на нау÷ной äеятеëüности, ìожно ин-
терпретироватü как нау÷ные институты; эëеìенты,
спеöиаëизируþщиеся на образоватеëüной äеятеëü-
ности — как высøие у÷ебные завеäения, заниìа-
þщиеся тоëüко образоватеëüной äеятеëüностüþ;
неспеöиаëизированные эëеìенты — как нау÷но-
иссëеäоватеëüские университеты.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Доказательство утверждения 1

Пустü b1, b2 ∈ A( ). Покажеì, ÷то λb1 + (1 – λ)b2 ∈

∈ A( ), ãäе λ ∈ [0; 1]. В саìоì äеëе, W(λb1 + (1 – λ)b2) =

= B(λb1 + (1 – λ)b2)V(λb1 + (1 – λ)b2) = (λB(b1) + (1 –

– λ)B(b2))(λV(b1) + (1 – λ)V(b2)) = λ2W(b1) + (1 – λ)2 Ѕ

Ѕ W(b2) + λ(1 – λ)(B(b1)V(b2) + B(b2)V(b1)) [по нера-

венству между средним арифметическим и средним гео-

метрическим] ≥ λ2W(b1) + (1 – λ)2W(b2) + 2λ(1 – λ) Ѕ

Ѕ  ≥ [поскольку b1, b2 ∈ A( )] ≥

≥ λ2  + (1 – λ)2  + 2λ(1 – λ)  = .

Сëеäоватеëüно, λb1 + (1 – λ)b2 ∈ A( ), ÷то и требо-
ваëосü äоказатü.

Доказательство утверждения 2

(а) Непосреäственной постановкой структурных оã-
рани÷ений в ресурсное оãрани÷ение поëу÷аеì требуе-
ìый резуëüтат.

(б) Множество D пусто тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа
параëëеëепипеä H ëежит во внутренности эëëипсоиäа,
заäаваеìоãо ресурсныì оãрани÷ениеì. Параëëеëепи-
пеä H ëежит во внутренности эëëипсоиäа тоãäа и тоëüко
тоãäа, коãäа еãо кажäая крайняя то÷ка (верøина H) ëе-
жит во внутренности эëëипсоиäа. Это озна÷ает, ÷то

α
i
(b

i
 – γ

i
)2 < α

i
 + ,

α
i

(b
i
 – γ

i
)2 < α

i
 + ,

α
i
(  – γ

i
)2 + α

i
 < α

i
 +

+ .

Разреøая неравенство относитеëüно C, поëу÷аеì:

C < k
1

 + k
2

,

÷то и требоваëосü äоказатü.
Доказательство утверждения 3

(а) Множество B** естü коìпакт. Рассìотриì

C
2
 = {k

1
B(b) + k

2
V(b) + k

3
〈b, v(b)〉}.

Дëя всех C < C
2
 искоìая то÷ка из ìножества B** не

буäет ëежатü в ìножестве D. Напротив, äëя всех C ≥ C
2

хотя бы оäна то÷ка из ìножества B** буäет принаäëежатü
ìножеству D. Рассìотриì ìножество D ∩ B** äëя C ≥ C

2
.

То÷ки из äанноãо ìножества естü реøения заäа÷и (3) без
ресурсноãо оãрани÷ения. При äобавëении ресурсноãо
оãрани÷ения ìножество äопустиìых реøений ëибо су-
жается, ëибо остается неизìенныì, сëеäоватеëüно, ìно-
жество D ∩ B** — реøение заäа÷и (3) äëя C ≥ C

2
.

(б) Покажеì, ÷то ëþбая то÷ка ëокаëüноãо ìаксиìуìа
функöии W(b) на ìножестве H явëяется то÷кой ãëобаëü-
ноãо ìаксиìуìа функöии W(b) на ìножестве H.

Пустü b1 — то÷ка ëокаëüноãо ìаксиìуìа функöии
W(b) на ìножестве H. Сëеäоватеëüно, существует ок-

рестностü U(b1) такая, ÷то äëя всех b ∈ U(b1) ∩ H:

W(b) ≤ W(b1).

W
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B b
1( )V b
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Пустü b2 — то÷ка ãëобаëüноãо ìаксиìуìа функöии

W(b) на ìножестве H. Пустü W(b2) > W(b1). Тоãäа, со-
ãëасно утвержäениþ 1, зна÷ение функöии W(b) на от-

резке [b1, b2] äоëжно бытü боëüøе иëи равно W(b1). По-

ëу÷аеì, ÷то на ìножестве [b1, b2] ∩ U(b1) функöия W(b)

постоянна и равна W(b1). Из утвержäения 1 буäет сëе-

äоватü, ÷то на [b1, b2] ∩ U(b
1
) функöии B(b) и V(b) буäут

также постоянныìи. Эти функöии ëинейные, сëеäова-
теëüно, они буäут постоянныìи по всей пряìой, соäер-

жащей [b1, b2] ∩ U(b1). Такиì образоì, поëу÷аеì, ÷то

W(b1) = W(b2) — противоре÷ие.

Пустü то÷ки ãëобаëüноãо ìаксиìуìа функöии W(b)
на ìножестве H не явëяþтся äопустиìыìи и D = ∅, т. е.
C

1
 ≤ C < C

2
. Пустü реøение заäа÷и (3) b* ∉ G. Тоãäа b* —

то÷ка ëокаëüноãо ìаксиìуìа функöии W(b) на ìно-
жестве H, сëеäоватеëüно, то÷ка ãëобаëüноãо ìаксиìуìа
функöии W(b) на ìножестве H. Иìееì противоре÷ие.

(в) Сëеäует из утвержäения 2, п. (б).

Доказательство утверждения 4

(а) Соãëасно работе [3] ìножество B** = b ∈ H |B(b) =

= .

По опреäеëениþ

C
2
 = {k

1
B(b) + k

2
V(b) + k

3
〈b, v(b)〉} =

= (k
1
b
max + k

2
v
max) + k

3
 =

= (k
1
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2
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3
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v
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– N – 2  = (k
1
b
max

v
max + k

2
b
max

v
max) +

+ k
3

.

(б) Пустü b* — реøение заäа÷и (3).

По утвержäениþ 3, b* ∈ G. Преäпоëожиì, ÷то в оп-
тиìуìе естü боëее оäноãо неспеöиаëизированноãо эëе-

ìента, т. е., ∃i, j ∈ {1, ..., N}: 0 <  < bmax, 0 <  < bmax

и  ≤ . Рассìотриì ε: 0 < ε < min{ , bmax – }. Рас-

сìотриì то÷ку b, которая отëи÷ается от то÷ки b* äвуìя

коорäинатаìи: b
i
 =  – ε, b

j
 =  + ε. Тоãäа B(b) + B(b*),

V(b) = V(b*), W(b) = W(b*), b ∈ H.

Рассìотриì выражение:

k
1
B(b) + k

2
V(b) + k

3
〈b, v(b)〉 =

= C + k
3
((  – ε)(  + αε) + (  + ε)(  – αε) –

–  – ) = C + k
3
ε(α  – α  +  –  – 2αε) =

= C + 2αk
3
ε((b

i
 – b

j
) – ε) < C,

т. е. b ∈ D и явëяется реøениеì заäа÷и (3). Оäнако b ∉ G,
÷то противоре÷ит п. (б) утвержäения 3, ÷то и требова-
ëосü äоказатü.

(в) По опреäеëениþ

C
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2
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