
ÐÅÔÅÐÀÒ

Îò÷åò 95 ñòð., 1 êíèãà, 0 ðèñ., 3 òàáë., 161 èñòî÷íèê, 1 ïðèë.

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÊÀÒÅÃÎÐÈÈ, ÊÐÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÃÎÌÎËÎÃÈÈ,

ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÀß ÊÀÒÅÃÎÐÈß, ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ ËÈ,

ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß ÔÀÍÎ, ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÌÎÄÓËÅÉ, ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ

ÊÐÈÂÛÅ, ÃÎËÎÌÎÐÔÍÎ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÅ

Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

-ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé,

-àðèôìåòè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,

-áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè,

-ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè,

-ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè,

-êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,

-ãèïåðêýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Öåëü ïðîåêòà: èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ïîãðàíè÷íûõ

ñ íåé îáëàñòÿõ � òåîðèÿ ÷èñåë, äèôôåðåíöèàëüíàÿ è êîìïëåêñíàÿ ãåîìåòðèÿ, ãåîìåò-

ðè÷åñêèé àíàëèç.

Ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íîâûìè. Âîç-

ìîæíû ïðèëîæåíèÿ ê òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè

÷èñåë è çàäà÷àì êëàññèôèêàöèè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä (2020) Ëàáîðàòîðèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è åå ïðèëî-

æåíèé îðãàíèçîâàëà è/èëè ïðèíÿëà ó÷àñòèå â îðãàíèçàöèè 5 êîíôåðåíöèé, â ò.÷. 4 -

ìåæäóíàðîäíûõ:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ: ìåòîäû, ñâÿçè è ïðè-

ëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííàÿ 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Í.Òþðèíà (1940-2002) �

21.02.2020, îðãàíèçàòîð: Àëåêñàíäð Êóçíåöîâ;

� Îäíîäíåâíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Êîìïëåêñíàÿ è àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ� �

18.03.2020, îðãàíèçàòîð: Åêàòåðèíà Àìåðèê;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ îíàëéí-êîíôåðåíöèÿ �Çóìåðôåñò: êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ

ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè� � 11.07.2020-12.07.2020, îðãàíèçàòîð: Íèêîí Êóðíî-

ñîâ;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ îäíîäíåâíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à Òþðèíà

(24.02.1940-27.10.2002) � 28.10.2020, îðãàíèçàòîð: Àëåêñàíäð Êóçíåöîâ;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Áèðàöèîíàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ� � 19.11.2020, îðãàíè-

çàòîðû Þðèé Ïðîõîðîâ è Êîíñòàíòèí Øðàìîâ.

Â ñâÿçè ñî ïàíäåìèåé COVID-19 òîëüêî ïåðâûå äâà ìåðîïðèÿòèÿ óäàëîñü ïðî-

âåñòè â îáû÷íîì îôëàéí-ôîðìàòå, îñòàëüíûå êîíôåðåíöèè ïðîõîäèëè îíëàéí. Ïî ýòîé

æå ïðè÷èíå, Ëàáîðàòîðèÿ îòêàçàëàñü â ýòîì ãîäó îò ïðîâåäåíèÿ òðàäèöèîííîé ëåòíåé

øêîëû �Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ�, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â ã. ßðîñëàâëå è â ýòîì ãîäó äîëæíà

áûëà ñòàòü þáèëåéíîé � äåñÿòîé. Â ïåðèîä ñ 30.09.2020 ïî 02.10.2020 áûëà ïðîâåäåíà

ìåæäóíàðîäíàÿ îíëàéí-øêîëà Ëàáîðàòîðèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è åå ïðèëîæå-

íèé, îðãàíèçàòîðû � Äìèòðèé Êàëåäèí è Íèêîí Êóðíîñîâ.

Òàêæå â ýòîì ãîäó, ìû íå ñìîãëè îðãàíèçîâàòü âèçèòû ó÷åíûõ èç ìèðîâûõ íà-

ó÷íûõ öåíòðîâ, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñîâìåñòíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ñ ñîòðóäíèêàìè,

êîíñóëüòàöèè ñòàæåðîâ Ëàáîðàòîðèè è ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè, à òàêæå âû-

ñòóïëåíèÿ ñ äîêëàäàìè íà ñåìèíàðàõ Ëàáîðàòîðèè è ôàêóëüòåòà. Òîëüêî â ðàìêàõ êîí-

ôåðåíöèè �Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ: ìåòîäû, ñâÿçè è ïðèëîæåíèÿ� ïðèåçæàë Ìàêñèì

Ñìèðíîâ (óíèâåðñèòåò Àóãñáóðãà, Ãåðìàíèÿ), êîòîðûé ïðîâåë â Ëàáîðàòîðèè åùå äî-

ïîëíèòåëüíî íåñêîëüêî ðàáî÷èõ äíåé.

Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé â 2020 ãîäó ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëè îïóá-

ëèêîâàíî 34 ðàáîòû â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ WoS/Scopus, èç íèõ â æóðíàëàõ êâàð-

òèëÿ Q1/Q2 � 30.

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïðèíèìàëè ó÷àñòèå â ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ,

ñåìèíàðàõ, âîðêøîïàõ, ãäå âûñòóïèëè áîëåå ÷åì ñ 27 äîêëàäàìè, â êîòîðûõ ïðåäñòàâèëè

ðåçóëüòàòû ñâîèõ èññëåäîâàíèé â ëàáîðàòîðèè.

Êîíñòàíòèí Ëîãèíîâ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ è ñòàë êàíäèäàòîì

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÍÈÓ ÂØÝ. Òåìà äèññåðòàöèè: �Ðàññëîåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äåëü

Ïåööî�, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � Þðèé Ïðîõîðîâ.
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2 ñòàæåðà (Ñåìåí Àáðàìÿí è Ëÿëÿ Ãóñåâà) áûëè ó÷àñòíèêàìè ïðîãðàììû êàä-

ðîâûé ðåçåðâ â êàòåãîðèè �Íîâûå ïðåïîäàâàòåëè�.

Àííà Àáàøåâà è Ãëåá Òåðåíòþê ïðîäîëæèëè èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÍÔ

�Ãîìîëîãè÷åñêèå îñíîâû íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè�, ðóêîâîäèòåëü

íàó÷íîãî êîëëåêòèâà: Äìèòðèé Êàëåäèí.

Åâãåíèé Ñìèðíîâ ñòàë ïîáåäèòåëåì êîíêóðñà íà ïîëó÷åíèå ãðàíòîâ ôîíäà ðàç-

âèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè �ÁÀÇÈÑ�

Àííà Àáàøåâà è Ãëåá Òåðåíòþê ïîñëå óñïåøíîé çàùèòû áàêàëàâðñêèé ðàáîò

ïîñòóïèëè â àñïèðàíòóðû Columbia University è University of Michigan ñîîòâåòñòâåííî.

Ñåìåí Àáðàìÿí ïîñëå îêîí÷àíèÿ ìàãèñòðàòóðû ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó ÍÈÓ

ÂØÝ, Âàñèëèé Ðîãîâ � â HU Berlin.

Êîíñòàíòèí Ëîãèíîâ ïðîøåë êîíêóðñ ðîññèéñêèõ ïîñòäîêîâ Ìàòåìàòè÷åñêîãî

èíñòèòóòà èì Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ.

Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè áûëà îòìå÷åíà ðàçëè÷íûìè

ïðåìèÿìè è íàãðàäàìè:

� Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ëàáîðàòîðèè Ôåäîð Áîãîìîëîâ ñòàë ÷ëåíîì Åâðîïåéñêîé

àêàäåìèè

� Âàñèëèé Ðîãîâ ñòàë ïîáåäèòåëåì êîíêóðñà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñòóäåí÷å-

ñêèõ ðàáîò â íîìèíàöèè �Ëó÷øàÿ ÍÈÐ ïî ìàòåìàòèêå 2019 ãîäà�, òåìà ðàáîòû:

�Non-algebraic deformations of �at K�ahler manifolds (Íåàëãåáðàè÷åñêèå äåôîðìàöèè

ïëîñêèõ êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé)�, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � Ìèõàèë Âåðáèöêèé

� Ïîáåäèòåëÿìè êîíêóðñà ôîíäà Ñàéìîíñà 2020 ãîäà äëÿ ìàòåìàòèêîâ

ïðåïîäàâàòåëåé-èññëåäîâàòåëåé ñòàëè Âëàäèìèð Æãóí è Åâãåíèé Ñìèðíîâ,

äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ìàòåìàòèêîâ: Ñåìåí Àáðàìÿí, Ëÿëÿ Ãóñåâà, Àíäðåé

Êîíîâàëîâ.

� Íà êîíêóðñ �Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè� áûëè ïðèíÿòû çàÿâêè Íèêèòû Êëåìÿ-

òèíà, Àíäðåÿ Êîíîâàëîâà, Êîíñòàíòèíà Ëîãèíîâà, ðåçóëüòàòû áóäóò èçâåñòíû â

ñàìîì êîíöå äåêàáðÿ. Ñðåäè ïîáåäèòåëåé 2019 ãîäà áûë Ïàâåë Îñèïîâ

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïðîäîëæàëè âåñòè àêòèâíóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ ðàáîòó,

èìè áûëè ïðî÷èòàíû êóðñû íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ, â Íåçàâèñèìîì

Ìîñêîâñêîì Óíèâåðñèòåòå, ÍÎÖ ÌÈÀÍ, ïðîãðàììå Math in Moscow, íà øêîëàõ äëÿ

ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ, ïðîâîäèìûõ êàê ëàáîðàòîðèåé, òàê è êðóïíû-

ìè ìåæäóíàðîäíûìè íàó÷íûìè è ó÷åáíûìè öåíòðàìè. ×àñòü êóðñîâ áûëà ïðî÷èòàíà

âïåðâûå. Â ñâÿçè ñ ïàíäåìèåé êîðîíàâèðóñà COVID-19, âñå êóðñû ïðèøëîñü áûñòðî

ïåðåâîäèòü â îíëàéí-ôîðìàò, ïðèìåíÿÿ íîâûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè.

Àëåêñàíäðà Ñêðèï÷åíêî è Åâãåíèé Ñìèðíîâ áûëè âûáðàíû �Ëó÷øèìè ïðåïî-

äàâàòåëÿìè ÍÈÓ ÂØÝ�, Ìèõàèë Âåðáèöêèé � �Ëó÷øèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì�. Â
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ðàìêàõ ïðîãðàììû ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè ïî ïðèâëå÷åíèþ ëó÷øèõ àñïèðàíòîâ ôà-

êóëüòåòà ê ïðåïîäàâàíèþ, Ïàâåë Îñèïîâ âåë ñåìèíàðû ïî Àëãåáðå è Äèñêðåòíîé ìàòå-

ìàòèêå íà 1 êóðñå áàêàëàâðèàòà, ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ íà êóðñå Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàê-

òèêóì, à òàêæå ñåìèíàðû ïî êóðñó Ìàòåìàòèêè äëÿ ñòóäåíòîâ 1 êóðñà áàêàëàâðèàòà

ÎÏ �Ôèëîñîôèÿ�. Ñ àïðåëÿ 2020 ãîäà ñåìèíàðû ëàáîðàòîðèè âûíóæäåíû áûëè ïåðåé-

òè â îíëàéí. Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå �æèâîãî� îáùåíèÿ, ýòî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèëî

ãåîãðàôèþ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà. Íà ñòóäåí÷åñêîì ñåìèíàðå �Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóê-

òóðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ� (3-4 ÷àñà â íåäåëþ), ñìîãëè âûñòóïèòü íå òîëüêî ñòàæåðû

ëàáîðàòîðèè è ñòóäåíòû è àñïèðàíòû ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè, íî è âûïóñêíèêè ôà-

êóëüòåòà ïðîøëûõ ëåò. Ïðîäîëæàë ñâîþ ðàáîòó Åæåíåäåëüíûé ñåìèíàð Ëàáîðàòîðèè

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè; ñðåäè äîêëàä÷èêîâ � ñîòðóäíèêè Ëàáîðàòîðèè è ôàêóëüòå-

òà, àññîöèèðîâàííûå ÷ëåíû íàó÷íîãî êîëëåêòèâà Ëàáîðàòîðèè, ó÷åíûå èç ðîññèéñêèõ

è ìèðîâûõ íàó÷íûõ öåíòðîâ. Ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � Íèêîí Êóðíîñîâ.

Ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëè ïîëó÷åíû çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî îñíîâ-

íûì òåìàì, çàÿâëåííûì íà 2020 ãîä:

� Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

� Ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè

� Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé

� Êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

� Ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ðåçóëüòàòû ðàáîò ïî ýòèì òåìàì ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåãî îò÷åòà.
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1 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

1.1 Ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ ïëîñêîñòè Êýëè è

êîïðèñîåäèíåííîãî ãðàññìàíèàíà òèïà F

Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàícòâ ïðîñòûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ãðóïï òðàäèöèîííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàæíûé ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Ñîá-

ñòâåííî, ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ áûëè ïîëó÷åíû èìåííî äëÿ îä-

íîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ: â 1978 ãîäó Áåéëèíñîí îïèñàë ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ ïðî-

åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ (ïðîñòåéøèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà A è C), à â 1988

ãîäó Êàïðàíîâ îïèñàë ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êâàäðèê (ïðîñòåéøèõ îäíîðîäíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ òèïà B è D), à òàêæå âñå îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà A.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ îïèñàíèå ïðîèçâîäíîé êàòåîðèè çàêëþ÷àëîñü â ïîñòðîå-

íèè ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà ñîñòàâëåííîãî èç âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, òî åñòü

íàáîðà ðàññëîåíèé E1, . . . , En, òàêîãî ÷òî

Ext•(Ei, Ei) = k è Ext•(Ei, Ej) = 0

ïðè âñåõ i è âñåõ i > j ñîîòâåòñòâåííî, è åñëè Ext•(Ei, F ) = 0 ïðè âñåõ i äëÿ êàêîãî-òî

îáúåêòà F ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, òî F = 0 (óñëîâèå ïîëíîòû).

Â ñâÿçè ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè âîçíèêëà åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî íà âñÿ-

êîì êîìïàêòíîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò

ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû â îáùåì ñëó÷àå äî ñèõ

ïîð îòñóòñòâóåò, õîòÿ â åå íàïðàâëåíèè áûëè äîñòèãíóòû áîëüøèå ïðîäâèæåíèÿ, â òîì

÷èñëå è ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè.

Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [3] ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè À. Êóçíåöîâà è àññîöèèðîâàí-

íîãî ñîòðóäíèêà À. Ïîëèùóêà áûëè ïîñòðîåíû èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîé äëèíû íà âñåõ êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ãðóïï êëàññè÷åñêîãî òèïà (òî åñòü òèïîâ A, B, C è D), îäíàêî äîêàçàòü èõ ïîëíîòó

äî ñèõ ïîð íå óäàëîñü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ òèïîâ E è F (òèï G2

ââèäó íåáîëüøîãî ðàíãà ãîðàçäî ïðîùå è èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû â ýòîì òèïå óæå ïî-

ñòðîåíû) åäèíñòâåííûì êîìïàêòíûì îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì, äëÿ êîòîðîãî äî ñèõ

ïîð áûë ïîñòðîåí èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü Êýëè � êîìèíóñêóëüíûé

ãðàññìàíèàí òèïà E6 (ñì. [2]).

Â íîâîé ðàáîòå [1] ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè À. Êóçíåöîâà ñîâìåñòíîé ñ Ï. Áåëü-

ìàíñîì è Ì. Ñìèðíîâûì ïîëó÷åíî íîâîå ïðîäâèæåíèå â íàïðàâëåíèè âûøåóêàçàííîé

ãèïîòåçû, à èìåííî ïîñòðîåí ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð íà êîïðèñîåäèíåííîì ãðàñ-

ñìàíèàíå òèïà F4. Êîíñòðóêöèÿ íàáîðà è äîêàçàòåëüñòâî åãî ïîëíîòû îñíîâàíû íà èç-

âåñòíîé ñâÿçè, ìåæäó äàííûì ãðàññìàíèàíîì è ïëîñêîñòüþ Êýëè � ãðàññìàíèàí Y èçî-

ìîðôåí ãèïåðïëîñêîìó ñå÷åíèþ ïëîñêîñòè Êýëè X (çàìåòèì, ÷òî íàçâàíèå �ïëîñêîñòü�

â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî óñëîâíûì, ïîñêîëüêó dim(X) = 16), à òàêæå òåì

ôàêòîì, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð íà X, ïîñòðîåííûé Ìàíèâåëåì è Ôàåíöè, ÿâëÿåòñÿ
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ëåôøåöåâûì, à çíà÷èò õîðîøî ñåáÿ âåäåò ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èç èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà íà X äëèíû 27 ïîëó÷àåòñÿ èñêëþ÷èòåëü-

íûé íàáîð íà Y äëèíû 24.

Îñíîâíóþ ÷àñòü ðàáîòû çàíèìàåò äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ïîñòðîåííîãî íàáî-

ðà (ýòî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíîé ÷àñòüþ îïèñàíèÿ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè).

Îíî îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè íåêîòîðîãî êîìïëåêñà ðàññëîåíèé íà Y , ñâÿçûâàþùåãî

äðóã ñ äðóãîì îãðàíè÷åíèÿ íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ðàññëîåíèé íà X, à òàêæå íà

îáîáùåíèè àðãóìåíòà, èñïîëüçîâàííîãî À. Ñàìîõèíûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ïî-

ñòðîåííîãî èì íàáîðà íà ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè ëàãðàíæåâà ãðàññìàíèàíà LGr(3, 6).

Ïîìèìî äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû íàáîðà, â ðàáîòå [1] òàêæå îïèñàíû âû÷åòíûå

êàòåãîðèè ê èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðàì íà X è Y . Âî-ïåðâûõ, ïîêàçàíî, ÷òî âû÷åòíàÿ

êàòåãîðèÿ äëÿ íàáîðà Ìàíèâåëÿ è Ôàåíöè ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ïîëíîñòüþ îðòîãîíàëü-

íûìè èñêëþ÷èòåëüíûìè îáúåêòàìè. Âî-âòîðûõ, äîêàçàí îáùèé ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî

åñëè âû÷åòíàÿ êàòåãîðèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäåíà ïîëíîñòüþ îðòîãîíàëüíûì èñêëþ-

÷èòåëüíûì íàáîðîì, à îãðàíè÷åíèå ïîðîæäàåò ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ ãèïåðïëîñêî-

ãî ñå÷åíèÿ, òî âû÷åòíàÿ êàòåãîðèÿ ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâåäåíèþ

íåñêîëüêèõ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîë÷àíîâ Äûíêèíà òèïà A. Ïðèìåíÿÿ ýòîò îáùèé

ðçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè Êýëè è êîïðèñîåäèíåííîãî ãðàññìàíèàíà òèïà F4 óäà-

åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âû÷åòàÿ êàòåãîðèÿ ïîñëåäíåãî ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè

êîë÷àíà Äûíêèíà òèïà A2. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò î âû÷åòíîé êàòåãîðèè ïîäòâåðæäàåò

ãèïîòåçó [4, Conjecture 1.5].

1.2 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè íåêîòîðûõ íóëüìåðíûõ ñõåì

Íóëüìåðíàÿ ñõåìà � ýòî ñïåêòð êîììóòàòèâíîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû, êîòî-

ðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíîé. Ãåîìåòðè÷åñêè òàêàÿ ñõåìà íåèíòåðåñíà, å¼ òîïîëîãè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Îäíàêî ãîìîëîãè÷åñêè òàêàÿ ñõåìà ìîæåò

áûòü èíòåðåñíà � íà íåé åñòü ìíîæåñòâî êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (ò.å., êîíå÷íîìåðíûõ ìî-

äóëåé íàä ñàìîé àëãåáðîé). Àáåëåâà è ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà

íóëüìåðíîé ñõåìå ìîãóò áûòü óñòðîåíà äîâîëüíî ñëîæíî.

ÏóñòüX � ñâÿçíàÿ íóëüìåðíàÿ ñõåìà íàä ïîëåì k. Òîãäà êàòåãîðèÿ ñîâåðøåííûõ

êîìïëåêñîâ Perf(X) íà X èìååò ñèëüíûé ãåíåðàòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñõå-

ìà íåîñîáà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé (íàä íåêîòîðûì ïîëåì). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàòåãîðèÿ

Db(coh(X)) äëÿ òîé æå ñõåìû ãëàäêà íàä ïîëåì k â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî k ñîâåðøåííî,

ñì. [7]. Â ÷àñòíîñòè, Db(coh(X)) èìååò ñèëüíûé ãåíåðàòîð, è ðàçìåðíîñòü ýòîé êàòåãî-

ðèè (â ñìûñëå Ðóêüå) êîíå÷íà. Îäíàêî î òîì, ÷åìó ðàâíà ýòà ðàçìåðíîñòü äëÿ ðàçíûõ

íóëüìåðíûõ ñõåì, èçâåñòíî ñîâñåì íåìíîãî.

Ïðè èçó÷åíèè ðàçìåðíîñòè êàòåãîðèè Db(coh(X)) åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ: êà-

êèå âîîáùå â íåé èìåþòñÿ òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè, íàñêîëüêî èõ ìíîãî? Èç

ðåçóëüòàòîâ [9] ñëåäóåò, ÷òî â êàòåãîðèè Perf(X) äëÿ ñâÿçíîé íóëüìåðíîé ñõåìû X åñòü

âñåãî äâå òîëñòûå òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè � 0 è Perf(X). Îäíàêî âDb(coh(X))
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òîëñòûõ ïîäêàòåãîðèé ìîæåò áûòü ìíîãî. Íàïðèìåð, îíè êëàññèôèöèðîâàíû äëÿ íóëü-

ìåðíûõ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé, ñì. [5]:

Ïóñòü X � íóëüìåðíîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå: X = Spec(A), ãäå

A = k[x1, . . . , xn]0/(f1, . . . , fn),

çäåñü k[x1, . . . , xn]0 îáîçíà÷àåò ëîêàëèçàöèþ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ â íóëå, à f1, . . . , fn �

ðåãóëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â èäåàëå (x1, . . . , xn)2. Òîãäà òîëñòûå òðèàíãóëèðîâàí-

íûå ïîäêàòåãîðèè â Db(coh(X)), îòëè÷íûå îò Perf(X), íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ çàìêíóòû-

ìè îòíîñèòåëüíî ñïåöèàëèçàöèè ïîäìíîæåñòâàìè ñõåìû Pn−1
k ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî.

Ïðè ýòîì êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäêàòåãîðèè ñîîòâåòñòâóþò çàìêíóòûì ïî Çàðèññêîìó

ïîäìíîæåñòâàì. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ àíàëîãè÷íà êëàññèôèêàöèè òîëñòûõ ïîêàòåãîðèé

â Db(coh(X)) äëÿ ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X, ñì. [9].

Îäíàêî äëÿ îáùèõ íóëüìåðíûõ ñõåì êëàññèôèêàöèè òîëñòûõ òðèàíãóëèðîâàí-

íûõ ïîäêàòåãîðèé â îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè íå ñóùåñòâóåò, è åäâà ëè

ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè À.Åëàãèí ñîâìåñòíî ñ Â.Ëóíöåì èññëå-

äîâàë îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ TN êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé íàä

àëãåáðîé

k[x1, . . . , xN ]/(x1, . . . , xN)2

è å¼ òîëñòûå ïîäêàòåãîðèè, ñì. [8]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèõ ïîäêàòåãîðèé î÷åíü ìíîãî

è îíè ïëîõî êîíòðîëèðóþòñÿ, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíî ñèòóàöèè, îïèñàííîé â [5]. Â ÷àñò-

íîñòè, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå òîëñòûå ïîäêàòåãîðèè â TN íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

îáðûâà óáûâàþùèõ öåïî÷åê, â îòëè÷èå îò [5]. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå äå-

ðåâüÿ óáûâàþùèõ âëîæåííûõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ òîëñòûõ ïîäêàòåãîðèé â TN .

Äëÿ ðàáîòû ñ êàòåãîðèåé TN áûëà èñïîëüçîâàíà å¼ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ êàòåãî-

ðèåé Perf(AN)op, ãäå AN � ñâîáîäíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà îò N

ïåðåìåííûõ x1, . . . , xN ñòåïåíè 1, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê dg àëãåáðà ñ íóëåâûì

äèôôåðåíöèàëîì (ñì., íàïðèìåð, [6]). Äàëåå, ðàññìàòðèâàëèñü dg AN -ìîäóëè

Mx := Cone(AN [−deg(x)]
x−→ AN)

äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ x ∈ AN è ïîðîæä¼ííûå òàêèìè ìîäóëÿìè òîëñòûå ïîäêàòå-

ãîðèè â Perf(AN). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ S â AN óäî-

âëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ, áûëà ïîëó÷åíà ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà

ìîäóëü Mx:

� Mx ∈ 〈Ms〉s∈S;

� x = λ
∏n

i=1 yi, ãäå λ ∈ k, yi ∈ S.

Óñëîâèå íà ñèñòåìó S, î êîòîðîì èä¼ò ðå÷ü, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: â S íåò îá-

ðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, è äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ x, y, a, b, c ∈ AN

òàêèõ, ÷òî x, y ∈ S, x = ab, y = ca, ëèáî a îáðàòèì, ëèáî x = y è b, c îáðàòèìû. Åãî
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íåñëîæíî ïðîâåðÿòü â ñëó÷àå, êîãäà S � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ìîíîìîâ îò ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xN ∈ AN . Ïîëüçóÿñü âûøåïðèâåä¼ííûì êðèòåðèåì, À. Åëàãèí è Â. Ëóíö ñòðîÿò

áåñêîíå÷íûå äåðåâüÿ óáûâàþùèõ âëîæåííûõ ïîäêàòåãîðèé â Perf(AN), ïîðîæä¼ííûõ

êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé âèäà Mx.

1.3 Ôàíòîìû â êàòåãîðèÿõ äåëü Ïåööî

Èçó÷åíèå ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ÿâëÿ-

åòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îäèí èç íàèáîëåå

ìîùíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ èõ èçó÷åíèÿ � ýòî ïîíÿòèå ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæå-

íèÿ. Ïîëóîðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì êàòåãîðèè T íàçûâàåòñÿ ïàðà òðèàíãóëèðîâàí-

íûõ ïîäêàòåãîðèé 〈A,B〉, êîòîðûå ïîðîæäàþò T è â íåêîòîðîì ñìûñëå íåçàâèñèìû äðóã

îò äðóãà. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà îáå êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûå, ïîëóîð-

òîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ÷àñòî ïîçâîëÿåò ÷òî-òî äîêàçàòü ÷òî-òî ïðî âñþ êàòåãîðèþ

T .

Ïîäêàòåãîðèÿ A ⊂ Db
coh(X) â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà

ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ ôàíòîìîì, èëè ôàíòîìíîé ïîäêàòåãîðèåé, åñëè âî-ïåðâûõ,

ñóùåñòâóåò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå, îäíîé èç êîìïîíåíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ A,
è âî-âòîðûõ, åñëè ëþáîé îáúåêò A ∈ A èìååò íóëåâîé êëàññ â ãðóïïå Ãðîòåíäèêà

K0(Db
coh(X)). Èíûìè ñëîâàìè, ôàíòîìíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ � ýòî òàêàÿ, êîòîðóþ íåëü-

çÿ îáíàðóæèòü ÷èñëåííûìè èíâàðèàíòàìè. Â íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ôàíòîìíûå

ïîäêàòåãîðèè ñóùåñòâóþò [6], íî ïðè ýòîì îæèäàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âðîäå

îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ([4]) ôàíòîìîâ áûòü íå äîëæíî áûòü. Ïåðâîíà÷àëüíîé öåëüþ

èññëåäîâàíèé àññîöèèðîâàííîãî ñîòðóäíèêà Ëàáîðàòîðèè Ä. Ïèðîæêîâà áûëî äîêàçà-

òåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ôàíòîìîâ â ïðîèçâåäåíèÿõ P1×C, ãäå C � êðèâàÿ ïîëîæèòåëüíîãî

ðîäà. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè äîêàçàòåëüñòâî óäàëîñü çíà÷èòåëüíî îáîáùèòü:

Òåîðåìà 1. (= Proposition 1.5 â [1]) Ïóñòü Y � ìíîãîîáðàçèå, ó êîòîðîãî ìîðôèçì

Àëüáàíåçå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.

1. Ïóñòü X � ýòî èëè P1, èëè ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Òîãäà â ïðîèçâîäíîé êàòåãî-

ðèè Db
coh(X × Y ) íå ñóùåñòâóåò ôàíòîìíûõ ïîäêàòåãîðèé.

2. Ïóñòü π : X→ Y ýòî ýòàëüíî-ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì P1 èëè P2.

Òîãäà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db
coh(X) íå ñóùåñòâóåò ôàíòîìíûõ ïîäêàòåãîðèé.

Ïîñêîëüêó è êðèâûå ïîëîæèòåëüíîãî ðîäà, è àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò êîíå÷-

íûé ìîðôèçì Àëüáàíåçå, ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû ïîëíîñòüþ âûïîëíÿåò çàäàíèå, ïðåä-

ïèñàííîå äàííûì äîãîâîðîì. Ïåðåä òåì, êàê îáúÿñíèòü èäåè, èñïîëüçîâàííûå â äîêà-

çàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû, îáñóäèì îáùèé êîíòåêñò, â êîòîðîì îíà ïîÿâèëàñü.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èçâåñòíî ìíîãî ïðèìåðîâ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé, è

èçâåñòíî ìíîãî ñïîñîáîâ ïîëó÷àòü èç óæå èìåþùèõñÿ ïðèìåðîâ íîâûå, îáùàÿ ñòðóêòó-

ðà ïðîèçâîëüíûõ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé íà äàííûé ìîìåíò èçó÷åíà íå î÷åíü
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ãëóáîêî. Ñïèñîê ìíîãîîáðàçèé, ó êîòîðûõ äî êàêîé-òî ñòåïåíè èçó÷åíû âñå âîçìîæ-

íûå ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, âåñüìà êðàòîê. Îí ñîñòîèò èç äâóõ ãðóïï. Ïåðâàÿ

ãðóïïà � òå ìíîãîîáðàçèÿ, ó êîòîðûõ íåò íèêàêèõ íåòðèâèàëüíûõ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ

ðàçëîæåíèé. Òàêèìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèÿ, ó êîòîðûõ ìîðôèçì Àëüáàíå-

çå êîíå÷åí � â ýòîì ñëó÷àå íà ìíîãîîáðàçèè åñòü ìíîãî ãîëîìîðôíûõ ñòàðøèõ ôîðì

è íåðàçëîæèìîñòü ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ñëåäóåò èç [3].

Âòîðàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç P1 è ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî. Äëÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿ-

ìîé P1 êëàññèôèöèðîâàòü ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ëåãêî: ëþáîå íåòðèâèàëüíîå

ðàçëîæåíèå èìååò âèä 〈O(n),O(n + 1)〉 äëÿ êàêîãî-òî n ∈ Z. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè P2 ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé áûëà ïîñòðîåíà

íàìè â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [2], â êîòîðîé òàê æå áûëî äîêàçàíî íåñóùåñòâîâàíèå ôàí-

òîìíûõ ïîäêàòåãîðèé â ïîâåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî.

Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì èçó÷èòü, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

ìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷åííûõ êîìáèíàöèÿìè ìíîãîîáðàçèé èç äâóõ ãðóïï âûøå. Íàïðè-

ìåð, åñëè ó Y íåò íåòðèâèàëüíûõ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé, òî ìîæíî ëè êëàññè-

ôèöèðîâàòü âñå âîçìîæíûå ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ Db
coh(P1×Y )?

Îòâåòû íà ïîäîáíûå âîïðîñû â ïîëíîé îáùíîñòè ïîêà íåèçâåñòíû. Êàê ïîêàçûâàåò

Òåîðåìà 1, áîëåå ñèëüíûå óñëîâèÿ íà Y ïîçâîëÿþò âûâåñòè áîëüøå èíôîðìàöèè ïðî

ïðîèçâåäåíèÿ X × Y . Íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íîñòü ìîðôèçìà Àëüáàíåçå âëå÷¼ò íåïðè-

âîäèìîñòü ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Îäíàêî, êàê ìû âûÿñíèëè â õîäå ðàáîòû íàä [1],

êîíå÷íîñòü âëå÷¼ò åù¼ áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî, çàñëóæèâàþùåå îòäåëüíîãî íàçâàíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 1. Ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Y íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíî ïîëóîð-

òîãîíàëüíî íåïðèâîäèìûì, èëè ñòàáèëüíî íåïðèâîäèìûì ïðè îòñóòñòâèè íåîäíîçíà÷-

íîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà π : X→ Y èç ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X,

ëþáîå ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå Db
coh(X) àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ π-ëèíåéíûì.

Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

áûëî ââåäåíî â [5] è èíòóèòèâíî çíà÷èò, ÷òî ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì. Òàêèì

îáðàçîì, îïðåäåëåíèå âûøå ãîâîðèò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîãîîáðàçèé íàä äàí-

íûì, ëþáîå ðàçëîæåíèå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì ðàçëîæåíèåì.

Êëþ÷åâûì èíãðåäèåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2. (= Theorem 1.4 â [1]) Ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíå÷íûì ìîðôèçìîì Àëüáà-

íåçå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíî ïîëóîðòîãîíàëüíî íåïðèâîäèìûì.

Åãî äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà äâà ôàêòà. Âî-ïåðâûõ, òîïîëîãè÷åñêàÿ æ¼ñò-

êîñòü ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé [3] îçíà÷àåò, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïîäêðóòîê íà

ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ èç Pic0(Y ) èíâàðèàíòíî ëþáîå ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Db
coh(X). Âî-âòîðûõ, èç êîíå÷íîñòè ìîðôèçìà Àëüáàíåçå Y ñëåäóåò, ÷òî íà í¼ì äîñòà-

òî÷íî ìíîãî ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé â Pic0(Y ), ÷òîáû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëèòü
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ïîâåäåíèå âñåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè â öåëîì. Áîëåå ÷¼òêàÿ ôîðìóëèðîâêà äàíà â

Lemma 3.3 [1].

Ïðîäåëàííàÿ ðàáîòà äà¼ò îòâåòû íà íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå âîïðîñû î ôàíòîì-

íûõ ïîäêàòåãîðèÿõ. Ââåä¼ííîå ïîíÿòèå ñòàáèëüíîé ïîëóîðòîãîíàëüíîé íåïðèâîäèìîñòè

ìîæåò áûòü â äàëüíåéøåì èçó÷åíî áîëåå ãëóáîêî. Â ÷àñòíîñòè, áûëî áû î÷åíü èíòåðåñ-

íî óçíàòü, êàêèå åù¼ êëàññû ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíî íåïðèâîäèìûìè. Ýòî

ñâîéñòâî çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå ïðîñòî íåïðèâîäèìîñòè. Íàïðèìåð, îíî âëå÷¼ò, ÷òî ëþáîå

ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå äàííîãî òîæå èìååò íåïðèâîäèìóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ,

÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî, íàïðèìåð, Ê3 ïîâåðõíîñòè êàê ïðàâèëî íå ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíî

íåïðèâîäèìûìè, à òîëüêî èìåþò íåïðèâîäèìóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ.
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1.4 Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé ê ðàçëè÷íûì

âîïðîñàì àëãåáðû è êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè

Â 1982 ãîäó â ñòàòüå Áåéëèíñîíà, Áåðíøòåéíà è Äåëèíÿ [10] ïðè èçó÷åíèè ïðå-

âðàòíûõ ïó÷êîâ, áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå �ñêëåéêè� òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Äàëåå,

â 1986 ãîäó Ìàêôåðñîí è Âèëîíåí ðàññìîòðåëè �ñêëåéêó� àáåëåâûõ êàòåãîðèé. Ñëåäóÿ

Ïñàðóäàêèñó ([14]) ââåäåì ïîíÿòèå �ñêëåéêè� (recollement) àáåëåâûõ êàòåãîðèé. À èìåí-

íî, �ñêëåéêà� � òðîéêà àáåëåâûõ êàòåãîðèé (A,B, C) è íàáîð ôóíêòîðîâ: i : A → B,
e : B → C è ñîïðÿæåííûå èì: q : B → A, p : B → A è l : C → B è r : C → B, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ôóíêòîðû i, l, r � ñòðîãî òî÷íûå è îáðàç i ñîâïàäàåò ñ

ÿäðîì e. Â ÷àñòíîñòè, ïðè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà àáåëåâû êàòåãîðèè, ñî-

îòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè òîæå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëî-

âèÿì �ñêëåéêè� òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Ýòî ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü
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ïðîâåðêó óñëîâèé �ñêëåéêè� è ïîëó÷èòü îöåíêè ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé êàòåãî-

ðèè B ÷åðåç A è C. Ôàêòè÷åñêè, �ñêëåéêà� àáåëåâûõ êàòåãîðèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

ñëåäóþùåé èçâåñòíîé ñèòóàöèè: ïóñòü ó íàñ åñòü àëãåáðà R è t � èäåìïîòåíò â R. Òîãäà

A = R/RtR−Mod, B = R−Mod è C = tRt−Mod.

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ è ïðè èçó÷åíèè ãîìîòîïîâ àññîöèàòèâíûõ àë-

ãåáð. Íàïîìíèì ïîíÿòèå ãîìîòîïà: ïóñòü R � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé è

x ∈ R � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò. Òîãäà ãîìîòîï àëãåáðû R ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà x �

åñòü àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà Rx. Rx êàê ïðîñòðàíñòâî � èçîìîðôíî R, íî ñ íîâîé îïå-

ðàöèåé óìíîæåíèÿ: r1 ∗x r2 = r1xr2. Ïîëó÷èâøàÿñÿ àëãåáðà âîîáùå ãîâîðÿ íå ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþò àëãåáðó R̂x � ôîðìàëüíî äîáàâëÿþò åäè-

íèöó ê àëãåáðå Rx. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ äâà ãîìîìîðôèçìà ψ1, ψ2 : R̂x → R

ïî ôîðìóëàì: ψ1 : r 7→ rx, r ∈ R è ψ2 : r 7→ xr, r ∈ R à òàêæå ψi(1) = 1, i = 1, 2. Ñ

ïîìîùüþ ýòèõ ãîìîìîðôèçìîâ ïîëó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ �ñêëåéêè�.

Îòìåòèì, ÷òî ãîìîòîïû âñòðå÷àþòñÿ îáû÷íî â ñëó÷àå íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð. À

èìåííî, ïóñòü R � íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ óìíîæåíèåì m : R⊗R→ R è x ∈ R ôèê-

ñèðîâàííûé ýëåìåíò. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâûé è ïðàâûé ãîìîòîïû ïî îòíîøåíèþ

ê ýëåìåíòó x. Óìíîæåíèåml â ëåâîì ãîìîòîïå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:ml(a, b) = m(a,m(x, b)),

ñîîòâåòñòâåííî, óìíîæåíèå mr â ïðàâîì ãîìîòîïå òàê: mr(a, b) = m(m(a, x), b). Â ðà-

áîòå [15] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáùåé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåàññîöèàòèâíîé) àëãåáðû A,

ñóùåñòâóåò àëãåáðà (âîîáùå ãîâîðÿ íåàññîöèàòèâíàÿ) B è ýëåìåíò x ∈ B, òàêîé, ÷òî A
ÿâëÿåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) ãîìîòîïîì B ïî îòíîøåíèþ ê ýëåìåíòó x.

Â ðàáîòå [11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àññîöèàòèâíîé k-àëãåáðû R êàòåãîðèÿ ìî-

äóëåé ãîìîòîïà R̂x −Mod ÿâëÿåòñÿ �ñêëåéêîé� êàòåãîðèé R−Mod è k−Mod â ñëó÷àå

�ïðàâèëüíîãî� âûáîðà ýëåìåíòà x. Óñëîâèå �ïðàâèëüíîãî� âûáîðà ñëåäóþùåå: RxR = R

è R êàê ëåâûé è ïðàâûé R̂x � ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì. Òàêîé âûáîð ýëå-

ìåíòà íàçûâàåòñÿ õîðîøî-òåìïåðèðîâàííûì. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü åñòåñòâåííûå îöåíêè

íà ãëîáàëüíóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü R̂x −Mod ÷åðåç ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü

R−Mod. Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû R àâòîðîì ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íî òîëü-

êî óñëîâèÿ RxR = R è êðîìå òîãî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå x âûáðàòü íå

õîðîøî-òåìïåðèðîâàííûé ýëåìåíò, òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü R̂x � áåñêîíå÷íà.

Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíûõ àëãåáð ãîìîòîïû âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè áèðàöèîíàëüíûõ

îòîáðàæåíèé. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ãîìîòîïîâ êðèâûõ, à òàêæå ñ ïîìîùüþ ãîìîòîïîâ

ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ëåììå Ðè÷àðäñîíà â ñëó÷àå íåíåòåðîâîãî êîëüöà. Îïèñàííûå

ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [15].

Òàêæå èçó÷àëèñü ïðèëîæåíèå àëãåáðû, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ïðåä-

ñòàâëåíèé è òåîðèè êàòåãîðèé ê êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî îñ-

íîâíûì ïîíÿòèåì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ �íàáëþäàåìàÿ�. Â êâàíòîâîé òåîðèè

èíôîðìàöèè ïîíÿòèå �íàáëþäàåìàÿ� áûëî ïåðåôîðìóëèðîâàíî êàê ïðîåêòîðíîçíà÷íàÿ

ìåðà (êðàòêî, PVM). À èìåííî, âìåñòî �íàáëþäàåìîé� ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åå ñïåê-

òðàëüíóþ ìåðó. Ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíî-îïåðàòîðíîé ìåðû (èëè êðàòêî, POVM) ÿâëÿ-
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åòñÿ îáîáùåíèåì PVM è, ñîîòâåòñòâåííî, êâàíòîâûå èçìåðåíèÿ, îïèñûâàåìûå POVM,

åñòü îáîáùåíèå êâàíòîâûõ èçìåðåíèé, îïèñûâàåìûõ ñ ïîìîùüþ PVM.

POVM � ýòî íàèáîëåå îáùèé òèï èçìåðåíèé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Îíè øèðîêî

èñïîëüçóþòñÿ â îáëàñòè êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè. Ñâÿçü ìåæäó PVM è POVM

îïèñàíà Íàéìàðêîì â åãî çíàìåíèòîé òåîðåìå î äèëàòàöèè. Ãðóáî ãîâîðÿ, POVM � ýòî

�ïðîåêöèÿ� íåêîòîðîãî PVM.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå POVM. Ïóñòü K � ýòî k-ìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, Ω = {ω1, . . . , ωm} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. POVM � ýòî îïåðàòîðíàÿ ìåðà A : Ω→
E(K), ãäå E(K) � ìíîæåñòâî ïîëóïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ íà K è

∑m
i=1 A(ωi) = I,

ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè POVM, ìîæíî ïðèìåíèòü òåî-

ðèþ äåôîðìèðîâàííûõ ïðåïðîåêòèâíûõ àëãåáð, êîòîðàÿ áûëà ðàçâèòà Êðîóëè-Áîóâè

[12] äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Äåëèíÿ�Ñèìïñîíà. Â íàøåé ðàáîòå ([13]) ìû ïðèìåíÿåì

òåõíèêó Êðîóëè-Áîóâè äëÿ îïèñàíèÿ POVM.

1.5 Ìíîãîîáðàçèå Êþõëå è ãðàññìàíèàí Êýëè

Ñòàæåðîì ëàáîðàòîðèè Ë. Ãóñåâîé áûëè èçó÷åíû íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîí-

ñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ 5-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Êþõëå X5 � ïîäìíîãîîáðàçèåì â ãðàñ-

ñìàíèàíå Gr(3, 7), ïàðàìåòðèçóþùåì òðåõìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè 7, èçîòðîïíûå îòíîñèòåëüíî îáùåé 2-ôîðìû µ è àííèãèëèðó-

åìûå îáùåé 4-ôîðìîé λ, ïðè÷åì µ è λ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî äðóã

äðóãà. Áîëåå òî÷íî, åñëè îáîçíà÷èòü çà U è U⊥ òàâòîëîãè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ íà ãðàñ-

ñìàíèàíå ðàíãîâ 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî, òî X5 ÿâëÿåòñÿ ëîêóñîì, íà êîòîðîì çàíóëÿåòñÿ

îáùåå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ

U⊥(1)⊕ U(1)

íà Gr(3, 7).

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîåêòèâèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ U⊥ íà X5 ðàññëàèâàåòñÿ íà ïî-

âåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 íàä ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì P(V ∨): äëÿ êàæäîé

ãèïåðïëîñêîñòè V6 â V ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå Gr(3, V6)∩X5, êîòîðîå äëÿ îáùåé V6

ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî.

Ñ ðàññëîåíèåì íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 êàíîíè÷åñêè ñâÿçàíû 3-

ëèñòíîå íàêðûòèå X íàä áàçîé P(V ∨), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò òðåì êëàññàì êîíèê íà

ñëîÿõ, è P1-ðàññëîåíèå íàä X , êîòîðîå ïàðàìåòðèçóåò êîíèêè â êàæäîì èç êëàññîâ.

Áûëî äàíî ÿâíîå îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèÿ X è ñîîîòâåòñòâóþùåãî P1-ðàññëîåíèÿ íàä X
â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ Êþõëå X5. À èìåííî, ñ X5 ñâÿçàí êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê 4-ôîðì

{λ, µ ∧ µ}, êîòîðûé ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãèïåðïëîñêîñòü V6 äàåò ïó÷îê 2-âåêòîðîâ, â

êîòîðîì åñòü òðè âûðîæäåííûõ 2-âåêòîðà, çàäàþùèõ 3-ëèñòíîå íàêðûòèå, ïðè ýòîì X
èçîìîðôåí äèâèçîðó áèñòåïåíè (2,3) â P(V ∨) × P1, çàäàííîìó ñåìåéñòâîì êâàäðèê â

P(V ∨), êàíîíè÷åñêè ñâÿçàííûì ñ ïó÷êîì 4-ôîðì {λ, µ ∧ µ}.
Òàêæå áûëè îïèñàíû âñå P2-ïëîñêîñòè íà X5. Áîëåå òî÷íî â ïó÷êå 4-ôîðì
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{λ, µ ∧ µ} åñòü 6 íåîáùèõ, ãäå ïîä îáùåé 4-ôîðìîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ôîðìà, ëåæàùàÿ

íà âñþäó ïëîòíîé îðáèòå ïðè äåéñòâèè GL(V ) íà Λ4V ∨, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñ êàæäîé

íåîáùåé ôîðìîé èç ïó÷êà (êðîìå ôîðìû µ ∧ µ) ñâÿçàíû äâå P2-ïëîñêîñòè íà X5, è

äðóãèõ ïëîñêîñòåé íåò.

Êðîìå òîãî áûëè èçó÷åíû íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ

ãðàññìàíèàíîì Êýëè CG � ïîäìíîãîîáðàçèåì â ãðàññìàíèàíå Gr(3, 7), ïàðàìåòðèçóþ-

ùåì òðåõìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, àííèãèëèðóåìûå ôèêñèðîâàííîé îáùåé 4-ôîðìîé â

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 7.

Âî-ïåðâûõ, áûëî äàíî îïèñàíèå CG êàê ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Gr(3, 7), ïàðàìåòðè-

çóþùåãî 3-ìåðíûå ïîäàëãåáðû Ëè â ìíèìûõ êîìïëåêñíûõ îêòîíèîíàõ.

Âî-âòîðûõ, áûëà îïèñàíà ñõåìà Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ íà CG, à èìåííî áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî îíà èçîìîðôíà P2-ðàññëîåíèþ íàä LieGr(2, 7) � ïîäìíîãîîáðàçèåì â ãðàñ-

ñìàíèàíå Gr(2, 7), ïàðàìåòðèçóþùåì 2-ìåðíûå ïîäàëãåáðû Ëè â ìíèìûõ êîìïëåêñíûõ

îêòîíèîíàõ, ïðè÷åì LieGr(2, 7) èçîìîðôíî OGr(2, 7) � îðòîãîíàëüíîìó ãðàññìàíèà-

íó, ïàðàìåòðèçóþùåìó äâóìåðíûå èçîòðîïíûå îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷åñêîé 2-ôîðìû

ïîäïðîñòðàíñòâà â 7-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàñíòâå.

Êðîìå òîãî áûëè îïèñàíû òðè íåèçîìîðôíûõ ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè íàä CG, âñå

ýòè ðàññëîåíèÿ ëåæàò â ïðîåêòèâèçàöèÿõ ðàññëîåíèé ðàíãà òðè â ïîñòðîåííîì ðàííåå

ïîëíîì èñêëþ÷èòåëüíîì íàáîðå íà CG:

O,U∨,Λ2U∨, (Λ2U⊥/Λ2U)∨,Σ2,1U∨,

O(1),U∨(1),Λ2U∨(1), (Λ2U⊥/Λ2U)∨(1),

O(2),U∨(2),Λ2U∨(2),O(3),U∨(3),Λ2U∨(3),

à èìåííî ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè ëåæàò â ïðîåêòèâèçàöèÿõ ðàññëîåíèé

U∨, Λ2U∨ è (Λ2U⊥/Λ2U)∨.

Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå Êþõëå X5 ÿëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì â ãðàññìàíèàíå Êý-

ëè CG, ìîæíî îãðàíè÷èòü ïîëó÷åííûå ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè íà X5. Áûëî ïîêàçàíî,

÷òî îãðàíè÷åíèå íà X5 ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè, ëåæàùåãî â ïðîåêòèâèçàöèè P(U∨) áè-
ðàöèîíàëüíî îòîáðàæàåòñÿ â ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå OGr(2, 7), è ÷òî ëîêóñ, â êîòîðîì

îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, èçîìîðôåí ñõåìå Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ

íà ìíîãîîáðàçèè X5.

1.6 Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå âòîðîé ñõåìû Ãèëüáåðòà Ê3

ïîâåðõíîñòè

Ì.Âåðáèöêèé â ðàáîòå [18] èçó÷àë ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ ñòàáèëüíûõ äåôîðìàöèé ãè-

ïåðãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Êàê îêàçà-

ëîñü, âñå ïðåïÿòñòâèÿ ïðîèñõîäÿò èç ñïàðèâàíèÿ Éîíåäû. Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî,

÷òî íà ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ äåôîðìàöèé ãèïåðãîëîìîðô-

íîãî ðàññëîåíèÿ ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ãèïåðêýëåðîâà ñòðóêòóðà.
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Áëàãîäàðÿ ðåçóëüòàòàì Áîâèëëÿ èçâåñòíî, ÷òî ñõåìà Ãèëüáåðòà S[n], ïàðàìåòðè-

çóþùàÿ íàáîðû èç n òî÷åê íà Ê3 ïîâåðõíîñòè S, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêýëåðîâûì ìíîãîîá-

ðàçèåì. Íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ãèïåðãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå,

à èìåííî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TS[n] . Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãèïåðêýëåðîâîé

ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì âîïðîñ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà äåôîðìàöèé êàñàòåëü-

íîãî ðàññëîåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ýòîò âîïðîñ âûãëÿäèò äîâîëüíî ñëîæíûì, îäíàêî

â ñëó÷àå n = 2 â ðàáîòå [16] àâòîðîì áûëî îòìå÷åíî, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ, ïî-âèäèìîìó, æ¼ñòêèì. Â ðàáîòå [17] äàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðîåêòèâíîé Ê3 ïîâåðõíîñòè S ðàññëîåíèå TS[2] ÿâëÿ-

åòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíî æ¼ñòêèì, òî åñòü

H1(S[2], End(TS[2])) = 0.

1.7 Ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû Îäåññêîãî�Ôåéãèíà

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íåêîòîðûõ îáùèõ ñâîéñòâ ýëëèïòè÷å-

ñêèõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð Îäåññêîãî�Ôåéãèíà è îïèñàíèå èõ ñòðàòèôèêàöèè äëÿ íî-

âûõ ïðèìåðîâ.

Äëÿ óäîáñòâà íàïîìíèì êðàòêî îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ ñòðóêòóð. Çàôèêñèðóåì

ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ C è âçàìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà d > r > 0. Ïóñòü Fr,d ýòî

ñòàáèëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä C ðàíãà r è ñòåïåíè d. Â ðàáîòå [23] áûëà ïî-

ñòðîåíà íåêîòîðàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, ïîëóêëàññè÷åñêèé ïðåäåë êîòîðîé çàäàåò

ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(H0(C,Fr,d)
∗). Òàêèå ïóàññîíîâû

ñòðóêòóðû îáîçíà÷àëèñü êàê qr,d.

Íàèáîëåå èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà r = 1, òî åñòü

L := F1,d

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì ñòåïåíè d. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå C ↪→
P(H0(C,L)∗) = Pd−1. Ïî îïðåäåëåíèþ, k-òûì ìíîãîîáðàçèåì ñåêóùèõ êðèâîé C, êîòîðîå

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Seck(C), ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

â Pd−1, ïåðåñåêàþùåå C â k + 1 òî÷êå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè (ìû ïîëàãàåì Sec0(C) = C).

Â ðàáîòå ôîí Áîòìåðà è Õóëåêà [19] áûëè äîêàçàíû âàæíûå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé

ñåêóùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ãîðåí-

øòåéíîâûìè è áûëà âû÷èñëåíà ñòåïåíü ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.

Êàê ïîêàçàëè Îäåññêèé è Ôåéãèí, äëÿ íå÷¼òíîãî d ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà q1,d

îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì: îíà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé íà

îáùåì ñëîå Pd−1 \ Sec d−3
2

(C), à íà äîïîëíåíèè îíà ñòðàòèôèöèðóåòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè

ñåêóùèõ.

À èìåííî, äëÿ k = 0, 1, . . . , d−3
2

ðàíã ñêîáêè ðàâåí 2k äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ â

Seck(C) \ Seck−1(C). Äëÿ ñëó÷àÿ ÷¼òíîãî d îïèñàíèå íåìíîãî óñëîæíÿåòñÿ è ñîäåðæèò

íåêîòîðûå íåðåøåííûå äî ñèõ ïîð âîïðîñû (ñì., íàïðèìåð, [22, Section 8]).
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Â ðàáîòå [24] ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé

ïàðàáîëè÷åñêèõ ðàññëîåíèé íà C, à çàòåì ðàçâèòà â ðàáîòå À.Ïîëèùóêà [25], ãäå ýë-

ëèïòè÷åñêàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ñòðîèòñÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ãî-

ëîìîðôíûõ òðîåê â ñìûñëå Áðýäëîó è Ãàðñèà-Ïðàäà [20].

Íàïîìíèì, ÷òî ãîëîìîðôíîé òðîéêîé T = (E0, E1, ϕ) íàä C íàçûâàåòñÿ ïàðà âåê-

òîðíûõ ðàññëîåíèé E0 è E1 ñ ìîðôèçìîì ϕ : E0 → E1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà

σ ∈ R íàêëîí òàêîé òðîéêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

µσ(T ) = (deg(E0) + deg(E1) + σ · rk(E0))/(rk(E0) + rk(E1)).

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [21] ñ Ì.Ìàòâèé÷óêîì èç Óíèâåðñèòåòà Ìàêãèëëà ïðîäîë-

æàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé

ñòàáèëüíûõ òðîåê íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ïàðàáîëè÷åñêèõ ðàññëîåíèé äàåòñÿ îïèñàíèå

ïóàñîíîâîãî òåíçîðà è ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìû íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ. Äëÿ íåêî-

òîðûõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ìîæíî îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ ðåäóê-

öèþ, äëÿ êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ïóàñîíîâûì îòîáðà-

æåíèåì.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû èçó÷àþòñÿ ñâîéñòà ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà ãðàññìà-

íèàíàõ Gr(m,n), ó êîòîðûõ ïîäëåæàùåå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn−1 ñíàáæåíî ïóàñ-

ñîíîâîé ñòðóêòóðîé òèïà q1,n. Äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ïîëó÷åííîé êîíñòðóêöèè.

Çàôèêñèðóåì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L ñòåïåíè n > 0. Ãðàññìàíèàí Gr(m,n) îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé âëîæåíèé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

O⊕mC −→ F, (1.7.1)

äëÿ êîòîðûõ det(F ) = L, rk(F ) = m+1 è h1(C,F ) = 0. Òàêèå ðàññëîåíèÿ F , äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò âëîæåíèå âèäà (1), ìû áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè.

Â ðàáîòå äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå äîïóñòèìûõ ðàññëîåíèé. Áîëåå òîãî, òàêîå ïðî-

ñòðàíñòâî ìîäóëåé ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ òðîåê

âèäà O⊕mC → F ñ ïàðàìåòðîì σ = 2n − ε äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1), à çíà÷èò, ñîãëàñíî

ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [25], íà ýòîì ãðàññìàíèàíå îïðåäåëåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ ïóàñîíîâà

ñòðóêòóðà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì êàê q1,n(m).

Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå äîïóñòèìûõ ðàññëîåíèé, ìû ïîëó÷àåì ìîäóëÿðíîå îïèñàíèå

íóëåé äëÿ q1,n(m). Èç ýòîãî îïèñàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà

ìíîãîîáðàçèÿ íóëåé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì (m − 1)-ïîäïðîñòðàíñòâ â Pn−1, ïåðåñå-

êàþùèõ êðèâóþ C â m òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, à çíà÷èò, èçîìîðôíî Symm(C). Â

ñëó÷àÿõ, êîãäà n > 2m+2 è m = n−2 äðóãèõ êîìïîíåíò íåò. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ åñòü

åùå äîïîëíèòåëüíûå êîìïîíåíòû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 2m+ 2 ê

âûøåóêàçàííîé ìàêñèìàëüíîé êîìïîíåíòå äîáàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç (m+1)2

èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ C ñòðîèòñÿ âëîæåíèå

jx : Gr(m− 1, n− 1) ↪→ Gr(m,n),
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ãäå ïåðâûé ãðàññìàíèàí ñíàáæåí ïóàñîíîâîé ñòðóêòóðîé q1,n−1(m − 1). Äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî jx ÿâëÿåòñÿ ïóàñîíîâûì âëîæåíèåì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íîå îïèñàíèå

ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ äëÿ ãðàññìàíèàíîâ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé.

Â ñëó÷àå ãðàññìàíèàíà Gr(n− 2, n) óäàåòñÿ äàòü ÿâíîå îïèñàíèå ðàíãà ñêîáêè â

òî÷êå â òåðìèíàõ ãåîìåòðèè êðèâîé C âëîæåííîé â Pn−1.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü V ÿâëÿåòñÿ (n− 3)-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Pn−1. Òîãäà ðàíã

ïóàññîíîâîé ñêîáêè â òî÷êå [V ] ∈ Gr(n− 2, n) ðàâåí

2n− 4− 2 · iV,C ,

ãäå iV,C ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ïåðåñå÷åíèé V è êðèâîé C ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

Òàêæå äàåòñÿ îïèñàíèå ñêîáêè äëÿ ãðàññìàíèàíîâ Gr(2, 5) è Gr(2, 6). Çäåñü ìû

ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå äëÿ âòîðîãî ãðàññìàíèàíà, êîòîðûé îáëàäàåò íåìíîãî áî-

ëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé.

Óòâåðæäåíèå 1.3. Â òî÷êå [l] ∈ Gr(2, 6), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðÿìîé l ⊂ P5, ðàíã

ñêîáêè ðàâåí

� 0, åñëè l ïåðåñåêàåò C â äâóõ òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè,

� 2, åñëè l ïåðåñåêàåò C ðîâíî â îäíîé òî÷êå è ïðè ýòîì ëåæèò â íåêîòîðîé ñåêàíòíîé

ïëîñêîñòè êðèâîé C,

� 4 â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ

� åñëè l íå ïåðåñåêàåò C è ëèáî ïåðåñåêàåò íåêîòîðûé äâóìåðíûé ñèìïëåê-

òè÷åñêèé ëèñò ïóàñîíîâîé ñòðóêòóðû q1,5 ëèáî ëåæèò â íåêîòîðîé ñåêóùåé

ïëîñêîñòè êðèâîé C,

� åñëè l ïåðåñåêàåò C ðîâíî â îäíîé òî÷êå è íå ïåðåñåêàåò Sec2(C) \ C,

� 6, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

1.8 Ýëëèïòè÷åñêèå áèãàìèëüòîíîâû ñòðóêòóðû èç

îòíîñèòåëüíûõ ñäâèíóòûõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð

Íàïîìíèì, ÷òî áèãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà � ýòî ïàðà (ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ)

ïóàññîíîâûõ áèâåêòîðîâ Π1,Π2, êîòîðûå ñîãëàñîâàíû, òî åñòü òàêîâû, ÷òî ëþáàÿ ëèåé-

íàÿ êîìáèíàöèÿ Π1 è Π2 îïÿòü ïóàññîíîâà. Ôóíäàìåíòàëüûé ðåçóëüòàò Ìàãðè ñâÿçûâàåò

áèãàìèëüòîíîâû ñòðóêòóðû è âïîëíå èíòåãðèðóåìîñòü [26].

Àññîöèèðîâàííûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè À. Ïîëèùóê çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèåì

ãåîìåòðèè áèãàìèëüòîíîâûõ ñòðóêòóð ïðîäîëæàþùèõ ýëëèïòè÷åêèå ïóàññîíîâû ñêîá-

êè Ôåéãèíà�Îäåññêîãî. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíèå � ýòî íåêîòîðûå ñêîáêè Ïóàññîíà

qn,k(C) íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn−1 àññîöèèðîâàííûå ñ ýëëèïòè÷åêîé êðèâîé C
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è ïàðîé âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë n > k > 0. Ýòè ñêîáêè áûëè ââåäåíû Ôåéãèíûì

è Îäåññêèì â [28] è îæèäàåòñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëóêëàññè÷åñêèìè ïðåäåëàìè ýë-

ëèïòè÷åñêèõ àëãåáð Ôåéãèíà�Îäåññêîãî ââåäåííûõ â [27] (ïðè k = 1 ýòî äîêàçàíî â [29,

�5.2]). Íåäàâíî èíòåðåñíûå ïðèìåðû òàêèõ áèãàìèëüòîíîâûõ ñòðóêòóð áûëè ïîñòðîå-

íû Îäåññêèì�Âîëüôîì â [31] (óëó÷øàÿ áîëåå ðàííþþ êîíñòðóêöèþ Îäåññêîãî [30]): äëÿ

êàæäîãî n > 2 îíè ïîñòðîèëè 9-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîãëàñîâàíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

íà Pn−1 ñîäåðæàùèõ qn,1(C). Íàøè ðåçóëüòàòû äàþò áîëåå êîíöåïòóàëüíóþ êîíñòðóê-

öèþ ýòèõ ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê, òàêæå êàê è íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ, âêëþ÷àÿ qn,k(C) ñ

k > 1.

Ãëàâíàÿ èäåÿ êîíñòðóêöèè � èñïîëüçîâàòü îáùóþ êîíñòðóêöèþ ñäâèíóòûõ ïóà-

ñîíîâûõ ñòðóêòóð íà (ïðîèçâîäíûõ) ñòýêàõ ìîäóëåé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ìíî-

ãîîáðàçèÿõ Êàëàáè�ßó ïîñòðîåíóþ [29]. Â [29] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñêîáêè Ôåéãèíà�

Îäåññêîãî âîçíèêàþò â ýòîé ñèòóàöèè êàê êëàññè÷åñêèå �òåíè� åñòåñòâåííûõ íåñäâèíó-

òûõ ïóàñîíîâûõ ñòðóêòóð íà ñòýêàõ ìîäóëåé äâó÷ëåííûõ êîìïëåêñîâ íà ýëëèïòè÷åêèõ

êðèâûõ. Áîëåå òîãî, óêàçàííûé ïîäõîä ðàñøèðÿåòñÿá âêëþ÷àÿ â ðàññìîòðåíèå îñîáûå

ãîðåíøòåéíîâûå ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå îòíîñèòåëüíóþ ñèòóàöèþ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ

ïëîñêîãî ñåìåéñòâà (âîçìîæíî îñîáûõ) d-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó íàä àôèí-

íîé áàçîé ñòðîèòñÿ (1 − d)-ñäâèíóòàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà îòíîñèòåëüíîì ñòýêå

êîìïëåêñîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åêèõ ðàññëîåíèé π : C → Pn òàêèõ ÷òî

ωC/S ' π∗OPn(1) ýòî ïðèâîäèò ê ñåìåéñòâó ñêîáîê Ïóàññîíà.

Òàêæå èçó÷àþòñÿ ñåìåéñòâà àíòèêàíîíè÷åñêèõ äèâèçîðîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ.

Ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïî èñêëþ÷èòåëüíîìó ðàññëîåíèþ V íà ïî-

âåðõíîñòè X, òàêîìó ÷òî (OX ,V) � èñêëþ÷èòåëüíàÿ ïàðà, ñòðîèò ñîãëàñîâàííûå ñêîá-

êè Ïóàññîíà ñîäåðæàùèå ñêîáêè Ôåéãèíà�Îäåññêîãî. Åñëè ðàññìîòðåòü ïîäõîäÿùèå

ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ Õèðöåáðóõà, ïîëó÷àþòñÿ 9 ñîãëàñîâàííûõ ïóà-

ñîíîâûõ ñêîáîê Îäåññêîãî�Âîëüôà, ñîäåðæàùèõ qn,1(C). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòî òå

æå ñîãëàñîâàííûå ñêîáêè, òðåáóåòñÿ íåòðèâèàëüíîå âû÷èñëåíèå. Îíî îñíîâàíî íà ñâÿçè

ìåæäó ñêîáêàìè Ïóàññîíà qn,k(C) è íåêîòîðûìè ïðîèçâåäåíèÿìè Ìàññè.

Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ ïðèìåðîâ ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàñ-

ñîíà. À èìåííî, ñòðîÿòñÿ äâà áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâà ïàð (n, k) äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ èç

ñêîáîê qn,k(C) Ôåéãèíà�Îäåññêîãî ñîäåðæèòñÿ â 10-ìåðíîì ñåìåéñòâå ñîãëàñîâàííûõ

ñêîáîê Ïóàññîíà, à èìåííî ïàðû

(3f2m−1, f2m−3) ïðè m ≥ 2, è

(3f2m−1, 3f2m−1 − f2m−3) ïðè m ≥ 3,

ãäå (fn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèááîíà÷è. Íàïðèìåð, ýòî äàåò 10-ìåðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ñêîáîê Ïóàññîíà íà P5, ñîäåðæàùèõ q6,1(C), ÷òî íåñêîëüêî óäèâèòåëüíî,

ïîñêîëüêó 9-ìåðíîå ñåìåéñòâî ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Îäåññêîãî�Âîëüôà íà P5 ìàêñè-

ìàëüíî, òî åñòü íå ñîäåðæèòñÿ â áîëüøåì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó

âîïðîñó: êàê ñâÿçàíû ýòè äâà ñåìåéñòâà?
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Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî íîâîãî ïðèìåðà îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ âñåõ n > k > 1

òàêèõ ÷òî n ≡ ±1 mod (k) ñ íå÷åòíûì k, ñóùåñòâóåò áèãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà íà

Pn−1, ñîäåðæàùàÿ qn,k(C). Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü 5 ñîãëàñîâàííûõ

ñêîáîê, îäíàêî íåèçâåñòíî, êàê äîêàçûâàòü èõ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü.

1.9 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè è ñóïåðñâÿçíîñòè

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè òàêæå ïðîäîëæàëè èçó÷åíèå ñâÿçè ìåæäó íåêîòîðû-

ìè äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèìè è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèìè îáúåêòàìè íà

êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îáðàçöîâûì ïðèìåðîì çäåñü ñëóæèò ýêâè-

âàëåíòíîñòü ïîíÿòèé (èëè, ïðàâèëüíåå, êàòåãîðèé) ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé è ãëàäêèõ

ðàññëîåíèé ñ ïëîñêîé ∂̄-ñâÿçíîñòüþ. Ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé òàêóþ ñâÿçü áûë ïîëó÷åí

ðàíåå À.Áîíäàëîì è À.Ðîñëûì [32].

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, A• = A•X � ïó-

÷îê DG-àëãåáð ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ âíåøíèõ ôîðì, Ak = ⊕p+q=kAp,q ñ äèôôåðåíöèà-
ëîì Äîëüáî ∂̄, Ω• = Ω•X �ïó÷îê ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ãîëîìîðôíûõ ôîðì (ñ íóëåâûì

äèôôåðåíöèàëîì). Ðàññìàòðèâàåìàÿ â [32] (ïëîñêàÿ) ñóïåðñâÿçíîñòü � ýòî ïó÷îê DG-

ìîäóëåé íàä A0,•, ëîêàëüíî ñâîáîäíûé êàê ìîäóëü íàä (A0,•)\ (òî æå ñàìîå êîëüöî, íî

áåç äèôôåðåíöèàëà). Ïóñòü C(X) � DG-êàòåãîðèÿ òàêèõ ìîäóëåé, à Ho(C(X)) � åå ãîìî-

òîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ. Â ðàáîòå [32] äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ êàòåãîðèÿ ýêâèâàëåíòíà

êàòåãîðèè Db
coh(X).

Òåïåðü ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè À. Ðîñëûé, â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ È.ßêîâëåâûì,

èçó÷èë àíàëîãè÷íóþ ñâÿçü ìåæäó êàòåãîðèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, ÷òî îïèñàíû âû-

øå. À èìåííî, íàçîâ¼ì ïëîñêîé ðàñøèðåííîé ñóïåðñâÿçíîñòüþ ïó÷îê DG-ìîäóëåé íàä

A•, ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ íàä (A•)\. Ïóñòü B(X) � DG-êàòåãîðèÿ òàêèõ ìîäóëåé. Êàê

è C(X), îíà ïðåäòðåàíãóëèðîâàííàÿ. Ïóñòü Ho(B(X)) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîìîòîïè÷å-

ñêàÿ êàòåãîðèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì DG-êàòåãîðèþ ΩM(X), ñîñòîÿùóþ èç

Ω•-DG-ìîäóëåé ñ êîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè. Ìû ïëàíèðóåì äîêàçàòü ýêâèâàëåíò-

íîñòü Ho(B(X)) è ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db
coh(ΩM(X)). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåäú-

ÿâèòü ôóíêòîð ìåæäó íèìè, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü óæå íà óðîâíå DG-êàòåãîðèé. Ïîñêîëü-

êó êàæäûé A•-DG-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ òàêæå è Ω•-DG-ìîäóëåì (óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû

ïîäêîëüöà ãîëîìîðôíûõ ôîðì Ω• ⊂ A• êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëîì Äîëüáî ∂̄),

ïîëó÷àåì ôóíêòîð B(X) → ΩM(X). Äëÿ êîððåêòíîñòè íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî

êîãîìîëîãèè A•-DG-ìîäóëÿ ÿâëÿþòñÿ êîãåðåíòíûìè Ω•-ìîäóëÿìè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì Ω•-DG-ìîäóëü ÷àñòíîãî âèäà (ëîêàëüíî ñâîáîäíûé). Ïóñòü

(E•, γ) � êîìïëåêñ ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé ñ äèôôåðåíöèàëîì γ. Òîãäà E• ⊗ Ω• �

ìîäóëü íàä Ω•, è ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàë â í¼ì èìååò âèä γ+φ, ãäå φ ∈ End•(E•⊗
Ω•), deg φ = 1, óäîâëåòâîðÿåò (γ + φ)2 = [γ, φ] + φ2 = 0 (çäåñü [·, ·] � ñóïåðêîììóòàòîð;
àíòèêîììóòàòîð â äàííîì ñëó÷àå). Òåïåðü ðàñøèðèì êîëüöà äî A• è ïîëó÷èì ïëîñêóþ

ðàñøèðåííóþ ñóïåðñâÿçíîñòü, òî åñòü A•-DG-ìîäóëüM • = E•⊗OA• ñ äèôôåðåíöèàëîì
âèäà γ + ∇̄+ φ, ãäå ∇̄ = id⊗ ∂̄, a γ è φ ïðîäîëæåíû íà M • ïî A•-ëèíåéíîñòè. Íàçîâ¼ì
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òàêóþ ñóïåðñâÿçíîñòü ïðîñòîé.

Óòâåðæäåíèå î êîãåðåíòíîñòè êîãîìîëîãèé ïðîèçâîëüíîé ñóïåðñâÿçíîñòè ñëåäó-

åò òåïåðü èç òàêîé

Ëîêàëüíàÿ ëåììà Ëþáàÿ ðàñøèðåííàÿ ñóïåðñâÿçíîñòü ëîêàëüíî èçîìîðôíà ïðîñòîé

ñóïåðñâÿçíîñòè.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, ìîòèâèðóþùèé íàø èíòåðåñ ê ýòèì êîíñòðóêöèÿì. Åñëè Ω•-

ìîäóëü M • èìååò âèä E ⊗Ω•, ãäå E � ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå, à äèôôåðåíöèàë òîãäà

èìååò âèä φ : E⊗Ωi → E⊗Ωi+1, òî åñòü φ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ïîëå Õèò÷èíà,

φ̂ ∈ Hom(E,E ⊗ Ω1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ φ̂2 = 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóïåðñâÿç-

íîñòü â E ⊗O A• èìååò âèä ∇̄+ φ̂, ãäå ∇̄2 = 0, ∇̄φ̂+ φ̂∇̄ = 0, φ̂2 = 0.

Â ñëó÷àå dimX = 1 óñëîâèå φ̂2 = 0 òðèâèàëüíî âûïîëíåíî, è ìû ïðèõîäèì ê

ñòàíäàðòíîé ïàðå Õèò÷èíà (E, φ).
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2 Ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû

â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè

2.1 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ

2.1.1 Í¼òåðîâîñòü íåêîòîðûõ ïðåäñòàâëåíèé

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè îáíàðóæåíî ñëåäóþùåå îáîáùå-

íèå òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå, îáúåäèíÿþùèå ðåçóëüòàòû [J.C.McConnell, Localisation

in Enveloping Rings, J. London Math. Soc., 43 (1968), 421�428, Theorem 9] è [D.E.Cohen,

Closure relations, Buchberger's algorithm, and polynomials in in�nitely many variables,

Computation theory and logic, Lecture Notes in Comput. Sci., 270 Springer (1987), 78�87,

Theorem 7].

Òåîðåìà. Ïóñòü r > 1 � öåëîå ÷èñëî, Ψ � ìíîæåñòâî, S � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ

åäèíèöåé, ïîðîæä¼ííîå íàä ïîäêîëüöîì ñ åäèíèöåé A êîììóòèðóþùèìè ýëåìåíòàìè

xi,j ∈ S äëÿ âñåõ èíäåêñîâ 1 6 i 6 r è j ∈ Ψ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (i) A+Axi,j = A+xi,jA

äëÿ âñåõ 1 6 i 6 r è j ∈ Ψ, (ii) S ñíàáæåíî òàêèì ãëàäêèì äåéñòâèåì ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû SΨ ìíîæåñòâà Ψ, ñîõðàíÿþùèì A, ÷òî σxi,j := xi,σ(j) äëÿ âñåõ σ ∈ SΨ. Ïóñòü

N � ëåâûé S〈SΨ〉-ìîäóëü, M ⊆ N � í¼òåðîâ A〈SΨ〉-ïîäìîäóëü. Òîãäà S〈SΨ〉-ìîäóëü
SM í¼òåðîâ.

Èç ýòîé òåîðåìû âûâîäÿòñÿ òàêèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà. Ïóñòü SΨ � ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê íåêîòîðîãî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Ψ,

A � ñíàáæ¼ííîå ãëàäêèì äåéñòâèåì ãðóïïû SΨ í¼òåðîâî ñëåâà êîëüöî, n > 1 � öåëîå

÷èñëî, S � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä A îò ïåðåìåííûõ xij äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n, j ∈ Ψ.

Òîãäà êàòåãîðèÿ ãëàäêèõ S〈SΨ〉-ìîäóëåé ëîêàëüíî í¼òåðîâà.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íàä

êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïðîñòîãî ïîëÿ, à A � í¼òåðîâî ñëåâà êîëüöî, ñíàáæ¼ííîå äåé-

ñòâèåì ãðóïïû G. Òîãäà A〈G〉-ìîäóëü 0-öèêëîâ íà ñîîòâåòñòâóþùåì àôôèííîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñ êîýôôèöèåíòàìè â A í¼òåðîâ.

2.1.2 Ãëàäêèå ïîëóëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï

ÏóñòüSΨ � ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê íåêîòîðîãî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Ψ, ãëàä-

êî è íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþùàÿ íà ïîëå K.

Âî âñåõ ðàçîáðàííûõ ðàíåå ïðèìåðàõ ïîëåé K (à èìåííî, k(u, v | u, v ∈ Ψ),

k(u/v | u, v ∈ Ψ), k(u − v | u, v ∈ Ψ) äëÿ ëþáîãî ïîëÿ êîíñòàíò k) îêàçàëîñü, ÷òî âñå

íåïðèâîäèìûå ãëàäêèå ïîëóëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SΨ íàä K îäíîìåðíû.

Â òåêóùèé îò÷åòûé ïåðèäî, áûë ðàññìîòðåí íîâûé ïðèìåð, â êîòîðîì âñå ãëàäêèå

íåïðèâîäèìûå ïîëóëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû SΨ íàä K òàêæå

îêàçàëèñü îäíîìåðíûìè:
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Òåîðåìà. Ïóñòü K � ïîäïîëå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé k (u | u ∈ Ψ), ïîðîæä¼ííîå

íàä ïîëåì êîíñòàíò k ýëåìåíòàìè u−v
u−w äëÿ âñåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ u, v, w ∈ Ψ.

Òîãäà êëàññû èçîìîðôèçìà íåïðèâîäèìûõ ïîëóëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû

SΨ íàä K ïàðàìåòðèçîâàíû öåëûì ÷èñëîì s è èìåþò âèä K · (v − w)s ⊂ k (u | u ∈ Ψ),

ãäå v 6= w ∈ Ψ.

Â ñëó÷àå ïîëÿ K, ïîðîæä¼ííîãî íàä ïîëåì êîíñòàíò íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè

ýëåìåíòàìè x − y äëÿ âñåõ x, y ∈ Ψ, áûëî èçâåñòíî, ÷òî öîêîëü ëþáîãî íåðàçëîæèìî-

ãî ãëàäêîãî ïîëóëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé äëèíû íåïðèâîäèì, à êëàññû èçî-

ìîðôèçìà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ èõ äëèíîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî

Ext1(K,K) îäíîìåðíî.

Ïîêàçàíî, ÷òî

� Ext>2(−, V ) = 0 äëÿ âñåõ V êîíå÷íîé äëèíû, åñëè õàðàêòåðèñòèêà íóëåâàÿ;

� åñëè õàðàêòåðèñòèêà p > 0, òî Ext1(K,K) áåñêîíå÷íîìåðíî (íàïðèìåð, äëÿ âñå-

âîçìîæíûõ s > 0 êëàññû ðàñøèðåíèé 0 → K → K + K · xps a+bxp
s 7→b−−−−−−→ K → 0

íåçàâèñèìû).

2.1.3 Ãëàäêèå ïðåäñòàâëåíèÿ è àíàëîãè ñâÿçíîñòè

Òàêæå áûë îáíàðóæåí ñïîñîá îïèñàíèÿ ãëàäêèõ ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðûõ âïîëíå

íåñâÿçíûõ ãðóïï â òåðìèíàõ, àíàëîãè÷íûõ ïîíÿòèþ ñâÿçíîñòè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå � ïðèìåð ýòîãî ÿâëåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäåíà îòêðûòîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé U è

íåêîòîðûì ýëåìåíòîì ξ, k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, K|k � òàêîå ãëàäêîå ðàñøèðåíèå

G-ïîëåé, ÷òî äåéñòâèå U òî÷íî. Òîãäà ôóíêòîð V 7→ ((V ⊗k K)U , V ⊆ V ⊗k K = (V ⊗k
K)U ⊗KU K)

ãëàäêèå k-ëèíåéíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû G

→

→


KU -âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà W , ñíàáæ¼ííûå

(i) ξ-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì W → W ⊗KU K

è (ii) U - è ξ- èíâàðèàíòíîé k-ðåø¼òêîé â W ⊗KU K


âïîëíå ñòðîã.

Çäåñü ïîä k-ðåø¼òêîé â K-âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Y ïîíèìàåòñÿ ëþáîå k-

âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊆ Y òàêîå, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå V ⊗k K → Y

áèåêòèâíî; ôóíêòîð îòîáðàæàåò â êàòåãîðèþ, ìîðôèçìû â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ KU -

ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè KU -âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, K-ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ êî-

òîðûõ êîììóòèðóþò ñ ξ è ñîõðàíÿþò k-ðåø¼òêè.
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Ñðåäè ãðóïï G, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, � ãðóïïû ðàöè-

îíàëüíûõ òî÷åê îáùèõ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè.

2.2 Äåôîðìàöèè äã-êàòåãîðèé è ôóíêòîðîâ

Òåîðèÿ äåôîðìàöèé àññîöèàòèâíûõ àëãåáð áûëà ðàçâèòà Ãåðñòåíõàáåðîì â 1960-å

ãîäû [1]. Â ÷àñòíîñòè, ñ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé A ñâÿçûâàåòñÿ êîìïëåêñ Õîõøèëü-

äà Hoch
q
(A), è åãî âòîðûå êîãîìîëîãèè êîíòðîëèðóþò èíôèíèòåçèìàëüíûå äåôîð-

ìàöèè A. Áîëåå òîãî, íà ñäâèíóòîì íà 1 êîìïëåêñå Õîõøèëüäà Hoch
q
(A)[1] èìååòñÿ

ñòðóêòóðà äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé (äã) àëãåáðû Ëè, ñêîáêà â êîòîðîé íà-

çûâàåòñÿ ñêîáêîé Ãåðñòåíõàáåðà, è íàñòîÿùèå (íå èíôèíèòåçèìàëüíûå) äåôîðìàöèè

A ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà dα + 1
2
[α, α] = 0 â ýòîé äã

àëãåáðå Ëè. Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ñêîáêà Ëè, èëè, áîëåå îáùî, äðóãèå íåëèíåé-

íûå îïåðàöèè íà êîìïëåêñå íàçûâàþòñÿ "âûñøèìè ñòðóêòóðàìè". Òåîðåìà ôîðìàëü-

íîñòè Ì.Êîíöåâè÷à [2] ïîçâîëÿåò ñâîäèòü íàñòîÿùèå äåôîðìàöèè ê êâàçèêëàññè÷å-

ñêèì äåôîðìàöèÿì, â ñëó÷àå ãëàäêèõ êîíå÷íîìåðíûõ (êîììóòàòèâíûõ) àëãåáð A. Ïðè

äîêàçàòåëüñòâå Ä.Òàìàðêèíà òåîðåìû ôîðìàëüíîñòè ñóùåñòâåííûì è òåõíè÷åñêè ñà-

ìûì ñëîæíûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà Äåëèíÿ, óòâåðæäàþùàÿ ÷òî

Hoch
q
(A) èìååò ñòðóêòóðó ãîìîòîïè÷åñêîé 2-àëãåáðû, äëÿ ëþáîé àññîöèàòèâíîé àëãåá-

ðû A.

Òåîðèÿ äåôîðìàöèé àññîöèàòèâíûõ áèàëãåáð, èëè àëãåáð Õîïôà, äî ñèõ ïîð

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíåå ðàçðàáîòàííîé. Ñîîòâåòñòâóþùèé äåôîðìàöèîííûé êîì-

ïëåêñ C
q

GS(B) àññîöèàòèâíîé áèàëãåáðû B ïîñòðîåí Ãåðñåíõàáåðîì è Øåêîì, îäíàêî

âûñøèå ñòðóêòóðû íà íåì äî ñèõ ïîð íå ïîñòðîåíû (ïî êðàéíåé ìåðå, â ÿâíîì âèäå).

Îæèäàåòñÿ, ÷òî êîãäà B�àëãåáðà Õîïôà, C
q

GS(B) èìååò ñòðóêòóðó ãîìîòîïè÷åñêîé 3-

àëãåáðû (÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãèïîòåçû Äåëèíÿ â ýòîì ñëó÷àå). Â îòëè÷èè îò ñâîåãî

êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà äëÿ Hoch
q
(A), ñóùåñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ áëèç-

êîãî ê ýòîìó èñïîëüçóþò òåõíèêó (∞, 1)-êàòåãîðèé è ìàëî ïðèãîäíû äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ

ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìàëüíîñòè. Öåëü íåñêîëüêèõ íåäàâíèõ ðàáîò àññîöèèðîâàííîãî ñî-

òðóäíèêà Ëàáîðàòîðèè Á. Øîéõåòà, ñì. [5]�íàéòè óäîâëåòâîðèòåëüíûé ïîäõîä (ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïðèìåíèìîñòè ê òåîðèè äåôîðìàöèé è òåîðèè ôîðìàëüíîñòè) ê ýòîé çàäà÷å.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìàòðèâàëàñü ñóùåñòâåííî áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, òåî-

ðèÿ äåôîðìàöèé ìîíîèäàëüíîé äã êàòåãîðèè, è òåîðèÿ äåôîðìàöèé ìîíîèäàëüíîãî äã

ôóíêòîðà F : C → D, ãäå C,D�ìîíîèäàëüíûå äã êàòåãîðèè. Ñâÿçü ñ òåîðèåé äåôîð-

ìàöèé áèàëãåáðû B òàêîâà: êàòåãîðèÿ ëåâûõ B-ìîäóëåé íàä ïîäëåæàùåé àññîöèàòèâ-

íîé àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèåé, ñ ïðîèçâåäåíèåì ∆∗(M ⊗k N), ãäå

∆: B → B ⊗ B êîïðîèçâåäåíèå â B. Òåîðèÿ Òàííàêè-Êðåéíà ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü òåî-

ðèè äåôîðìàöèè àññîöèàòèâíîé áèàëãåáðû B è ìîíîèäàëüíîé k-ëèíåéíîé êàòåãîðèè

Mod(B).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èíòåðåñîâàëèñü äåôîðìàöèîííûì êîìïëåêñîì Def
q
(C) ìîíî-

èäàëüíîé äã êàòåãîðèè C è äåôîðìàöèîííûì êîìïëåêñîì Def
q
(F ) ìîíîèäàëüíîãî äã
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ôóíêòîðà F : C → D. Ýòè êîìïëåêñû íå áûëè èçâåñòíû ðàíåå, è áûëè ïîñòðîåíû â íà-

øåé ðàáîòå. Èçâåñòíûé ðàíåå êîìïëåêñ Äàâûäîâà-Éåòòåðà èìååò òîò íåäîñòàòîê ÷òî îí

íå ó÷èòûâàåò äåôîðìàöèè ïîäëåæàùåé ê C äã êàòåãîðèè (íà ñàìîì äåëå, îí ó÷èòûâàåò

òîëüêî äåôîðìàöèè àññîöèàòîðà). Êîìïëåêñ Äàâûäîâà-Éåòòåðà, ðàâíî êàê è êîìïëåêñ

Õîõøèëüäà Hoch
q
(A), ïðîèñõîäèò èç íåêîòîðîãî êîñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà è ÿâëÿ-

åòñÿ åãî òîòàëèçàöèåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, â ñëó÷àå êîìïëåêñà Õîõøèëüäà, ÿâëÿåòñÿ

êëþ÷åâûì â ðàáîòàõ ÌàêÊëþðà-Ñìèòà [3], ïîñâÿùåííûõ äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû Äå-

ëèíÿ äëÿ Hoch
q
(A). Ñóùåñòâåííî ðàçâèâàÿ ýòè èäåè, íåäàâíî Áàòàíèí è Äàâûäîâ ñóìå-

ëè äîêàçàòü àíàëîãè ãèïîòåçû Äåëèíÿ äëÿ êîìïëåêñà Äàâûäîâà-Éåòòåðà. Êëþ÷åâûì â

èõ ðàáîòå òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîñèìïëèöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà, áîëåå òîãî, îíè çàìåòèëè ÷òî

êîìïëåêñ Äàâûäîâà-Éåòòåðà ÿâëÿåòñÿ òîòàëèçàöèåé êîñèìïëèöèàëüíîãî ìîíîèäà.

Ìû ñòðîèì Def
q
(C) è Def

q
(F ) êàê òîòàëèçàöèè ôóíêòîðîâ èç êàòåãîðèè Θ2 â êîì-

ïëåêñû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä k. (Òàêèå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ 2-êîêëåòî÷íûìè

êîìïëåêñàìè). Êàòåãîðèÿ Θ2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê äâîéñòâåííàÿ ê êàòåãîðèè 2-äèñêîâ Äæî-

ÿëà, õîòÿ åñòü è áîëåå ïðÿìûå îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç o-ïðîèçâåäåíèå: Θ2 = ∆ o ∆. Ðîëü

êàòåãîðèè Θ2 â âûñøåé òåîðèè êàòåãîðèé îáóñëîâëåíà òåì ôàêòîì ÷òî 2-êàòåãîðíûé

íåðâ ëþáîé ñòðîãîé 2-êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì Θop
2 → Sets, òî åñòü 2-êëåòî÷íûì

ìíîæåñòâîì. Îáúåêòû Θ2 ýòî äâóõóðîâíåâûå äåðåâüÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ôèêñèðóåì

ìîíîèäàëüíûé äã ôóíêòîð F : C → D, C,D�ìîíîèäàëüíûå äã êàòåãîðèè, è ïî ýòè äàí-

íûì ñòðîèì êîìïëåêñ Def(F )T , äëÿ ëþáîãî 2-óðîâíåãî äåðåâà T . Ïîñëå ýòîãî Def
q
(F )

îïðåäåëÿåòñÿ êàê òîòàëèçàöèÿ ôóíêòîðà Θ2 → C
q
(k), T 7→ Def(F )T . Êîìïëåêñ Def

q
(C)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê Def
q
(F ) äëÿ òîæäåñòâåííîãî ôóíêòîðà F = Id: C → C. Ìû äîêàçû-

âàåì ÷òî âòîðûå êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà Def
q
(F ) ñ÷èòàþò ïîëíûå èíôèíèòåçèìàëüíûå

äåôîðìàöèè ìîíîèäàëüíîãî äã ôóíêòîðà F .

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ áèêàòåãîðèÿ, ïðè

ýòîì ìîíîèäàëüíûå êàòåãîðèè ñîîòâåòñòâóþò áèêàòåãîðèÿì ñ åäèíñòâåííûì îáúåêòîì,

è ïñåâäîôóíêòîðû òàêèõ êàòåãîðèé�ýòî ìîíîèäàëüíûå ôóíêòîðû. Íàøà êîíñòðóêöèÿ

2-êîêëåòî÷íîãî êîìïëåêñà Def(F )∗ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äã áè-

êàòåãîðèé C,D è äã ïñåâäîôóíêòîðà F : C → D. Ìû ïîêàçûâàåì â ýòîì áîëåå îáùåì

ñëó÷àå ÷òî âòîðûå êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà Def
q
(F ) ñ÷èòàþò ïîëíûå èíôèíèòåçèìàëü-

íûå äåôîðìàöèè F .

Íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò�ýòî ñóùåñòâîâàíèå åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðû ãîìîòîïè-

÷åñêîé 2-àëãåáðû íà êîìïëåêñå Def
q
(F ), ãäå F : C → D äã ïñåâäîôóíêòîð äã áèêà-

òåãîðèé C,D. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà�âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì Def
q
(F )

êàê òîòàëèçàöèè 2-êîêëåòî÷íîãî êîìïëåêñà, è ïîïûòàòüñÿ çàìåíèòü ∆ â êîíñòðóêöèÿõ

ÌàêÊëþðà-Ñìèòà, Áàòàíèíà-Áåðãåðà, Áàòàíèíà-Äàâûäîâà íà Θ2.

Ñ ýòîé öåëüþ ìû ñíà÷àëà èçó÷àåì êàòåãîðèþ âñåõ 2-êîêëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ, òî

åñòü ôóíêòîðîâ Θ2 → C
q
(k), ñòðîèì íà íåé äâà ïðîèçâåäåíèÿ �1,�2, è ïîêàçûâàåì ÷òî

ýòà êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ äóîèäàëüíîé. Â ñëó÷àå êàòåãîðèè ∆, ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå

Áàòàíèíà � íà êàòåãîðèè êîñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Òåîðèÿ ÌàêÊëþðà-Ñìèòà
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íà÷èíàåòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿ ÷òî åñëè êîñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ X ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì

îòíîñèòåëüíî �-ïðîèçâåäåíèÿ, òî òîòàëèçàöèÿ X èìååò ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîé äã

àëãåáðû. (Çàòåì ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà "êîìëåêñíîñòü"X, ïðèâîäÿùèå

ê òîìó ÷òî òîòàëèçàöèÿ X èìååò ñòðóêòóðó ãîìîòîïè÷åñêîé n-àëãåáðû).

Ìû äîêàçûâàåì ÷òî ïîñòðîåííûé ïî ïñåâäîôóíêòîðó F : C → D 2-êîêëåòî÷íûé

êîìïëåêñ Def(F )∗ ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî îáîèõ ïðîèçâåäåíèé (äðóãèìè ñëî-

âàìè, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ äóîèäîì â äóîèäàëüíîé êàòåãîðèè âñåõ 2-êîêëåòî÷íûõ êîìïëåê-

ñîâ). Îòñþäà ìû âûâîäèì, îáîáùàÿ èäåè ÌàêÊëþðà-Ñìèòà, ÷òî íåêîòîðàÿ ÿâíî ïî-

ñòðîåííàÿ ñòÿãèâàåìàÿ 2-îïåðàäà äåéñòâóåò íà òîòàëèçàöèè Def
q
(F ). Ñîãëàñíî îáùåé

òåîðèè âûñøèõ îïåðàä Áàòàíèíà [4], îòñþäà ñëåäóåò ÷òî Def
q
(F ) ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷å-

ñêîé 2-àëãåáðîé.

Ñëó÷àé F = Id äîëæåí ïðèâîäèòü ê ãîìîòîïè÷åñêîé 3-àëãåáðå, è ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò "êîìïëåêñíîñòè 2"äëÿ êàòåãîðèè Θ2 (îòìåòèì ÷òî òåîðèÿ êîìïëåñíîñòè äëÿ Θn,

n ≥ 2, ïîêà íå ñóùåñòâóåò).
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2.3 Ñóïåðñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ïîâåðõíîñòè Êóììåðà

Òàêæå ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè çàíèìàëèñü äçåòà-ôóíêöèÿìè ñóïåðñèíãóëÿðíûõ

ïîâåðõíîñòåé Êóììåðà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Ïîâåðõíîñòü Êóììåðà K(A), àññîöèè-

ðîâàííàÿ ñ àáåëåâîé ïîâåðõíîñòüþ A � ýòî ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ôàêòîðà A ïî

èíâîëþöèè a 7→ −a. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà íå ðàâíà 2, òî K(A) áóäåò ïîâåðõíîñòüþ K3.

Äçåòà-ôóíêöèè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé áûëè êëàññèôèöèðîâàíû â ñòàòüå [1]. Íàñ èíòåðå-

ñóþò äçåòà-ôóíöèè ïîâåðõíîñòåé íàä êîíå÷íûì ïîëåì, êîòîðûå èçîìîðôíû K(A) íàä

àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì. Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü õàðàê-

òåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ p > 5. Åñëè A � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé
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ãðóïïû G, êîòîðîå ñîõðàíÿåò íóëü ãðóïïîâîãî çàêîíà íà A, òî ïî òåîðåìå Êàöóðû ôàê-

òîð A/G áóäåò áèðàöèîíàëåí ïîâåðõíîñòè K3, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

äåéñòâèå ãðóïïû G ñèìïëåêòè÷åñêîå, íå èìååò íåïîäâèæíûõ êðèâûõ, è âñå îñîáûå òî÷-

êè ôàêòîðà ðàöèîíàëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé A/G íàçûâûàåòñÿ

îáîáùåííîé ïîâåðõíîñòüþ Êóììåðà K(A,G). Ïî òåîðåìå Îãóñà, åñëè K(A,G) ñóïåð-

ñèíãóëÿðíà, òî îíà èçîìîðôíà íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè

Êóììåðà àññîöèèðîâàííîé ñ, âîçìîæíî, êàêîé-òî äðóãîé ñóïåðñèíãóëÿðíîé àáåëåâîé

ïîâåðõíîñòüþ. Âîçìîæíûå ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóò äåéñòâîâàòü íà àáåëåâîé ïîâåðõíî-

ñòè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òðè óñëîâèÿ

âûøå, áûëè îïèñàíû Êàöóðîé. Ïðè ýòîì îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, íàä êàêèìè êî-

íå÷íûìè ïîëÿìè òàêèå äåéñòâèÿ âîçìîæíû. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìû ïîëó÷èëè

êëàññèôèêàöèþ Êàöóðû äðóãèì ìåòîäîì.

À èìåííî, ñêàæåì, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû G íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè A æåñòêîå,

åñëè ïðåäñòàâëåíèå G â ìîäóëå Òåéòà T`(A) íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü äëÿ

êàæäîãî g ∈ G ïîðÿäêà r ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ g íà T`(A) ⊗ Q ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâ-

íûìè êîðíÿìè èç åäèíèöû ñòåïåíè r. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðè r > 1

ó äåéñòâèÿ g íà A òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â îñíîâå íàøåé êëàñ-

ñèôèêàöèè ëåæèò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü ζn îáîçíà÷àåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç

åäèíèöû ñòåïåíè n. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Hq àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ ñ öåíòðîì

Q è íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè â ïðîñòîì ÷èñëå q è â áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ âåùå-

ñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ K ïîëÿ Q ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç H∞(K) àëãåáðó

êâàòåðíèîíîâ ñ öåíòðîì K è íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè â áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü p > 5, è ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì

k. Ãðóïïà G èç ñïèñêà Êàöóðû æåñòêî äåéñòâóåò íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè èç êëàññà

èçîãåíèè A, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì àëãåáðû ñ äåëåíèåì

HG â àëãåáðó Endk(A)⊗Q, ãäå àëãåáðà HG � ýòî ëèáî Q(ζn), åñëè G öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà

ïîðÿäêà n, ëèáî îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé òàáëèöå:

G BD2 BD3 BD4 BD5 BD6

HG H2 H3 H∞(Q(
√

2)) H∞(Q(
√

5)) H∞(Q(
√

3))

G SL2(F3) CSU2(F3) SL2(F3)

HG H2 H∞(Q(
√

2)) H∞(Q(
√

5))

Ýòè ðåçóëüòàòû ñâîäÿò âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ àáåëåâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä êîíå÷-

íûì ïîëåì ñ äåéñòâèåì äàííîé ãðóïïû ê âîïðîñó î âëîæèìîñòè ïîëóïðîñòûõ àëãåáð íàä
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Q, à ýòà çàäà÷à ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíàÿ. Ïîëó÷èâ ñïèñîê âîçìîæíûõ ïàð (A,G) ìîæíî

óñòàíîâèòü, êîãäà òàêîå äåéñòâèå áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì è êàê óñòðîåíû îñîáåííîñòè

ôàêòîðà A/G. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì ñïèñîê âîçìîæíûõ äçåòà-ôóíêöèé îáîáùåííûõ

ïîâåðõíîñòåé Êóììåðà K(A,G).
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2.4 Ñòàáèëüíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü Ëàáîðàòîðèè Ô.À. Áîãîìîëîâ â îò÷åòíûé ïåðèîä ïðîâåë

íåñêîëüêî èññëåäîâàíèé, ñîâìåñòíî ñ ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè Å. Àìåðèê, Í. Êóð-

íîñîâûì è Ì. Âåðáèöêèì, êîòîðûå ïîäðîáíî îïèñàíû íèæå, â ðàçäåëå �Ñïåöèàëüíûå

ìíîãîîáðàçèÿ�.

Êðîìå òîãî, ñîâìåñòíî ñ Å. Ëóêçåí, Ô.À. Áîãîìîëîâ ïîëó÷èë ðÿä ðåçóëüòàòîâ î

ñòàáèëüíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿõ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ

êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà êðèâûõ.

Èíòåðåñ ê ýòîé ïðîáëåìàòèêå îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî ìíîãèå, à ãèïîòåòè÷å-

ñêè è âñå àëãåáðàè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè äîìèíèðóþòñÿ òàêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, êîòîðûå

îòâå÷àþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì êðèâûõ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçà áûëà

âûñêàçàíà Ô.À. Áîãîìîëîâûì ðàíåå, â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ô. Áóîíåðáà, è ñíàáæåíà

ìîòèâèðóþùèìè ïðèìåðàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñâåñòè èçó÷åíèå îá-

ùèõ ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ê ñëó÷àþ ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé íà îäíî-

ïàðàìåðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ êðèâûõ. Ïîñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, îòâå÷àþò îäíîìåðíûì

öèêëàì â ïðîñòðàíòâå ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé íà êðèâîé, êîòîðîå äîâîëüíî

õîðîøî èçó÷åíî.

Â ÷àñòíîñòè, ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïåðâûé êëàññ ×åðíà ðàññëîåíèÿ îá-

ðàùàåòñÿ â íîëü (÷åãî ÷àñòî ìîæíî äîáèòüñÿ ïîäêðóòêîé íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå),

ïîñëå ÷åãî ãëàâíûì è åäèíñòâåííûì òîïîëîãè÷åñêèì îíâàðèàíòîì, êîíòðîëèðóþùèì

ñòàáèëüíîñòè, ñòàíîâèòñÿ âòîðîé êëàññ ×åðíà. Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ íà

êàæäóþ êðèâóþ â ñåìåéñòâå òàêæå ñòàáèëüíî, â ñèëó êëàññè÷åñêîé îáùåé òåîðåìû Áî-

ãîìîëîâà, è ïîýòîìó äîïóñêàåò ïëîñêóþ ñâÿçíîñòü Íàðàñèìõàíà-Øåøàäðè. Òåì ñàìûì,

âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü õîòÿ óæå è íå ïëîñêóþ, íî âåñüìà êàíîíè÷åñêóþ ÿâ-

íóþ ýðìèòîâó ñâÿçíîñòü íà ðàññëîåíèè, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ äî ñâÿçíîñòè ñâÿçíîñòè

Íàðàñèìõàíà-Øåøàäðè íà êàæäîé êðèâîé â ñåìåéñòâå.

Òàêàÿ ñâÿçíîñòü Áîãîìîëîâûì è Ëóêçåí áûëà â ñàìîì äåëå ïîñòðîåíà è èçó÷å-

íà. Â ðÿäå ïðèìåðîâ äëÿ íåå áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ, è äîêàçàíà îáùààÿ

îöåíêà íà åå êðèâèçíó. Ýòî äàåò ðåçóëüòàò î ïîëîæèòåëüíîñòè âòîðîãî êëàññà ×åðíà

èçó÷àåìîãî ñòàáèëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ïðåïðèíòå �Stable vector bundles on the
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families of curves�, arxiv:2010.02839. Îí çíà÷èòåëüíî ïðîäâèãàåò èçó÷åíèå ñòàáèëüíûõ

âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ îïèñûâàåìîãî òèïà, è, âîçìîæíî, äàåò íîâûé

ïîäõîä ê òåîðåìå ×åíà-Äîíàëüäñîíà-Ñóíà î K-ñòàáèëüíîñòè.

2.5 Ôàêòîðèçàöèîííûå ãîìîëîãèè è êðàòíûå

äçåòà-çíà÷åíèÿ

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Í. Ìàðêàðÿí ïðîâîäèë èññëåäîâàíèÿ

ïî äâóì ñâÿçàííûì ìåæäó ñîáîé íàïðàâëåíèÿì.

Âî-ïåðâûõ, áûëî ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ ôàêòîðè-

çàöèîííûõ ãîìîëîãèé ê ðàçíûì îáëàñòÿì ìàòåìàòèêè. Íà ýòîò ðàç öåëüþ èññëåäîâàíèÿ

ñòàëà òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìàëüíîñòü Êîíöåâè÷à. Ýòà òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Ìàêñèìîì

Êîíöåâè÷åì â 1999 ãîäó, óñòàíàâëèâàåò êâàçèèçîìîðôèçì ìåæäó ãîìîòîïè÷åñêèìè àë-

ãåáðàìè Ëè êîöåïåé êîãîìîëîãè÷åñêîãî êîìïëåêñà Õîõøèëüäà è ïîëèâåêòîðíûõ ïîëåé.

Ýòîò êâàçèèçîìîðôèçì çàâèñèò îò âûáîðà ïðîïàãàòîðà è ñâîáîäà ýòîãî âûáîðà äîâîëü-

íî âåëèêà. Õîòÿ ýòîò ôàêò îòìå÷åí â ïèîíåðñêîé ñòàòüå Ìàêñèìà Êîíöåâè÷à, äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ôîðìàëüíîñòè òàì èñïîëüçóåòñÿ êîíêðåòíûé ïðîïàãàòîð. Ïðîïàãàòîðû,

èçó÷àåìûå â ðàáîòàõ ïîñëåäîâàòåëåé Ìàêñèìà Êîíöåâè÷à îòëè÷àþòñÿ îò ýòîãî ïðîïà-

ãàòîðà íåñóùåñòâåííî. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìàëüíîñòè ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ôàêòîðèçàöèîííûå ãîìîëîãèè. Ýòîò ïîäõîä ýêâèâàëåíòåí âûáîðó â äîêà-

çàòåëüñòâå ôîðìàëüíîñòè äðóãèõ ïðîïàãàòîðîâ èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà. Ýòî ñåìåéñòâî

ïðîïàãàòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ î÷åíü èíòåðåñíî è òðåáóåò äàëüíåéøåãî

èññëåäîâàíèÿ. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýòîãî èññëåäîâàíèÿ èçëîæåíû â ïðåïðèíòå �Weyl

n-algebras and the Swiss cheese operad�, arXiv:2006.09709.

Âî-âòîðûõ, áûë íà÷àò ïðîåêò ïî èññëåäîâàíèþ êðàòíûõ äçåòà çíà÷åíèé. Ýòè

÷èñëà ïðèâëåêàëè âíèìàíèå åùå Ë. Ýéëåðà. Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå îíè èãðàþò

áîëüøîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð ïîòîìó, ÷òî ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè õîäæåâîé ðåàëèçàöèè

òýéòîâûõ ìîòèâîâ íàä Z. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïèñàíèå âñåâîçìîæíûõ ñî-

îòíîøåíèé ìåæäó êðàòíûìè äçåòà çíà÷åíèÿìè. Àíàëîãè÷íàÿ, íî ìàëî èññëåäîâàííàÿ

çàäà÷à, ýòî îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïåðèîäàìè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ

êðèâûõ ðîäà 0. Â ïðåïðèíòå �On generalized stu�e relations between cell-zeta values�,

arXiv:2008.00855 áûëè îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ íà ýòè ïåðèîäû, êîòîðûå âëåêóò äâîéíûå

øàôôë ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êðàòíûõ äçåòà çíà÷åíèé.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êðàòíûìè äçåòà çíà÷å-

íèÿìè, êîòîðûå ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé íà àññîöèàòîð Äðèíôåëüäà. Ãèïîòåòè÷åñêè,

ýòî òîëüêî ðåãóëÿðèçîâàííûå äâîéíûå øàôôë ñîîòíîøåíèÿ. Â ïðåïðèíòå �On algebra of

big zeta values�, arXiv:2011.04944 ââåäåíû îáîáùåíèÿ êðàòíûõ äçåòà çíà÷åíèé, êîòîðûå

ïðèçâàíû ïîìî÷ü äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó. Ýòè îáúåêòû âûãëÿäÿò âåñüìà ïåðñïåêòèâíî

è òðåáóþò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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2.6 Äóàëèçóåìûå îáúåêòû è ñêëåéêà ∞-êàòåãîðèé

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîâìåñòíî ñ A. Mazel-Gee è J.Shah, ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè

Ã. Êîíäûðåâûì áûëî ïîëó÷åíî óäîáíîå îïèñàíèå äóàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ â ñêëåéêå

ìîíîèäàëüíûõ ∞-êàòåãîðèé. À èìåííî, áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ : U → Z ëàêñ ìîíîèäàëüíûé ôóêíòîð ìîíîèäàëüíûõ ∞-êàòåãîðèé

è

X = limlax(U ϕ // Z) ' Ar(Z)×Z U .

èõ ñêëåéêà âäîëü ϕ (èíûì ñëîâàìè, êàòåãîðèÿ X ìîíîèäàëüíî ñòðàòèôèöèðîâàíà U è

X ). Òîãäà äëÿ îáúåêòà x = [u, z
α−→ ϕ(u)] ∈ X ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòû:

� Îáúåêò x ∈ X äóàëèçèðóåì ñïðàâà;

� Îáúåêòû u, z äóàëèçèðóåìû ñïðàâà, è äëÿ ëþáîãî w ∈ U îòîáðàæåíèå

z ⊗ ϕ(w)
α−→ ϕ(u)⊗ ϕ(w)

can−−→ ϕ(u⊗ w)

â Z ýêâèâàëåíòíîñòü;

� Îáúåêòû u, z äóàëèçèóðåìû ñïðàâà, è îòîáðàæåíèÿ

γ : z ⊗ ϕ(1U)
α−→ ϕ(u)⊗ ϕ(1U)

can−−→ ϕ(u)

g : z ⊗ ϕ(u∨)
α−→ ϕ(u)⊗ ϕ(u∨)

can−−→ ϕ(u⊗ u∨)

â Z- ýêâèâàëåíòíîñòè.

Áîëåå òîãî, åñëè îáúåêò x ∈ X äóàëèçèðóåì ñïðàâà, òî åãî ïðàâûé äâîéñòâåííûé

x∨ ýòî [u∨, z∨
β−→ ϕ(u∨)], ãäå îòîáðàæåíèå β ïîëó÷åíî èç êîìïîçèöèè 1

can−−→ ϕ(1)
ϕ(η)−−→

ϕ(u⊗ u∨) ' z ⊗ ϕ(u∨).

Òåîðåìà âûøå áûëà òàê æå îáîáùåíà äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ìîíîèäàëüíûõ ñòðà-

òèôèêàöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî àíàëèçèðîâàòü äóàëèçèðóåìûå îáúåêòû â G-

ñïåêòðàõ, êâàçèêîãåðåíòûõ ïó÷êàõ íà ñêëåéêàõ ñõåì, êàòåãîðèÿõ âîçíèêàþùèõ â õðî-

ìàòè÷åñêîé òåîðèè ãîìîòîïèé.

Èñïîëüçóþ òåîðåìó âûøå, áûëà òàê æå îïèñàíà óíèâåðñàëüíàÿ ñòðàòèôèöèðî-

âàííàÿ ∞-êàòåãîðèÿ ñ äóàëèçèðóåìûì îáúåêòîì:

Òåîðåìà. Ïóñòü X - ýòî ñêëåéêà ìîíîèäàëüíûõ ∞-êàòåãîðèé U ,Z âäîëü ëàêñ ìîíîè-

äàëüíîãî ôóíêòîðà ϕ : U → Z. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî êîììóòàòèâíûõ äèàãðàìì

Bord

��

IdBord,const∗ // Bord× Fin

��
U ϕ

// Z
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â êîòîðûõ âåðòèêàëüíûå ôóíêòîðû ìîíîèäàëüíû, çà Fin îáîçíà÷åíà (∞)-êàòåãîðèÿ êî-

íå÷íûõ ìíîæåñòâ, à Bord- ýòî ∞-êàòåãîðèÿ çàìêíóòûõ ôðåéìîâàííûõ 0-ìåðíûå ìíî-

ãîîáðàçèé è êîìïàêòíûõ ôðåéìîâàííûõ áîðäèçìîâ, ýêâèâàëåíòíà ïðîñòðàíñòâó äóàëè-

çèðóåìûõ îáúåêòîâ â X .

Êðîìå òîãî, ñîâìåñòíî ñ R. Haugseng è A. Prikhodko, Ã. Êîíäûðåâîûì áûëà ðàç-

âèòà òåîðèÿ îáîãàùåííûõ∞-êàòåãîðèé. À èìåííî, áûëè îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ (êî)êîíöà

è âçâåøåííîãî (êî)ïðåäåëà äëÿ îáîãàùåííûõ ∞-êàòåãîðèé, èçó÷åíî ïîïîëíåíèå îáîãà-

ùåííûõ ∞-êàòåãîðèé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà äèàãðàìì ñ âåñàìè, äîêàçàíû ôóíäà-

ìåíòàëüíûå òåîðåìû î ïðåäñòàâèìîñòè, ñîïðÿæåííîì ôóíêòîðå è ëîêàëèçàöèè îáîãà-

ùåííûõ ∞-êàòåãîðèé. Áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ îáîãàùåííûõ äîêòðèí, è â åå ðàìêàõ áûëà

ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïðåäñòàâèìûõ îáîãàùåííûõ ∞-êàòåãîðèé îòíîñèòåëüíî (ðàçóìíîé)

äîêòðèíû, à òàê æå áàçîâûå òåîðåìû äëÿ òàêèõ êàòåãîðèé.

2.7 Òåîðèÿ ×åðíà-Âåéëÿ â ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå

Ïóñòü X ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì è E âåêòîðíîå ðàññëî-

åíèå íà X. Åñëè áàçîâîå ïîëå ýòî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî òåîðèÿ ×åðíà-Âåéëÿ

ïîçâîëÿåò ÿâíî íàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ âûðàæåíèÿ êëàññîâ ×åðíà E â êîãîìîëîãèÿõ

Õîäæà èñïîëüçóÿ ñëåäû ñòåïåíåé êëàññà Àòèè, ãäå êëàññ Àòèè ñîîòâåòñòâóåò ïðåïÿò-

ñòâèþ ê ñóùåñòâîâàíèþ ãëîáàëüíîé ãîëîìîðôíîé ñâÿçíîñòè. Ïðè ýòîì ýòè ôîðìóëû íå

èìåþò ñìûñëà â ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå â ñâÿçè ñ âîçíèêàþùèìè çíàìåíàòåëÿ-

ìè.

Èñïîëüçóÿ ñðåäñòâà ïðîèçâîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñòàæåðîì ëàáîðà-

òîðèè Ã. Òåðåíòþêîì áûëà ïîñòðîåíà êîíñòðóêöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà,

êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ñîâåðøåííîìó êîìïëåêñóM, ëîêàëüíî ñâîáîäíîìó ïó÷êó L è ìîð-

ôèçìó A : M → M ⊗ L[1] êëàññû â êîãîìîëîãèÿõ H i(X,ΛiL). Áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè

ïðèìåíèòü ýòó êîíñòðóêöèþ ê ñëó÷àþ, êîãäà â ðîëè ñîâåðøåííîãî êîìïëåêñà âûñòóïàåò

ðàññëîåíèå E, â ðîëè ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì, à

â ðîëè ìîðôèçìà A êëàññ Àòèè, òî ïîëó÷àòñÿ êëàññû ×åðíà E â êîãîìîëîãèÿõ Õîäæà.

Òàêæå, èñïîëüçóÿ ïðåïÿòñòâèå ê ïîäú¼ìó F ∗E äî êðèñòàëëà ïî ìîäóëþ p2, ãäå F

- îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà, ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîé òåõíèêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà Ã. Òåðåíòþêîì áûëè ïîñòðîåíû êëàññû â ÷¼òíûõ êîãîìîëîãèÿõ äå Ðàìà è áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî k-ûé ïîñòðîåííûé êëàññ ïîëó÷àåòñÿ èç k-ãî êëàññà ×åðíà E óìíîæåíèåì

íà k!.

2.8 Êàòåãîðèôèêàöèÿ, øîáåðû è 2-òåîðèÿ Ìîðñà

Â òå÷åíèå ýòîãî ãîäà, ñòàæåðîì ëàáîðàòîðèè Ë. Ñóõàíîâûì áûëè îïóáëèêîâàíû

ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òåîðèè 2-Ìîðñà, (2-Morse theory and algebra of the infrared,

Geometry and Physics). Òåîðèÿ 2-Ìîðñà èçó÷àåò êîìáèíàòîðèêó îðáèò ïàðû ãðàäèåíò-

íîïîäîáíûõ êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé v1, v2 íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M . Âû-

ÿñíÿåòñÿ, ÷òî òàêîé íàáîð äàííûõ ãåíåðèðóåò íà ìíîæåñòâå ñîâìåñòíûõ íóëåé v1, v2
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ñòðóêòóðó èíôðàêðàñíîé àëãåáðû, èçó÷åííóþ Ãàéîòòî, Ìóðîì è Âèòòåíîì (â ðàáîòå

Algebra of the infared) â ñîâåðøåííî äðóãîì ãåîìåòðè÷åñêîì êîíòåêñòå. Â ðàáîòå Ãàé-

îòòî, Ìóðà è Âèòòåíà ñòðîèòñÿ íåêàÿ A∞ àëãåáðà è ýëåìåíò Ìàóðåðà-Êàðòàíà â íåé,

îïèñûâàþùèé êàòåãîðèþ Ôóêàè-Çàéäåëÿ êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X, ñíàáæåííîãî

ãîëîìîðôíûì ïîòåíöèàëîìW . Âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ôîðìàëüíî àíàëîãè÷íàÿ

êîíñòðóêöèÿ â ðàìêàõ òåîðèè 2-Ìîðñà áóäåò îïèñûâàòü êàòåãîðèþ òðàåêòîðèé ïåðâîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ (dg-êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íóëè ïîëÿ v1, à ìîðôèç-

ìàìè - ïîëèýäðàëüíûå öåïè ïðîñòðàíñòâà èäóùèõ ìåæäó êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè i è

j òðàåêòîðèé ïîëÿ v1). Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ýòîé ãèïîòåçû òåîðèÿ 2-Ìîðñà äàåò

êîìáèíàòîðíóþ ìîäåëüþ ïðîñòðàíñòâ òðàåêòîðèé ïîëÿ v1 ïðè ïîìîùè äåéñòâèÿ íà íèõ

êîììóòèðóþùåãî ïîëÿ v2 (ñõîäíóþ ñ îáû÷íîé òåîðèåé Ìîðñà).

Òàêæå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ øîáåðîâ - êàòåãîðèôèêàöèè ïîíÿòèÿ èçâðà-

ùåííîãî ïó÷êà è åãî ñâÿçè ñ èíôðàêðàñíîé àëãåáðîé. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ñîâ-

ìåñòíûõ ñ Ì.Êàïðàíîâûì è ß.Ñîéáåëüìàíîì, îïóáëèêîâàíû â ïðåïðèíòå �Perverse

schobers and the Algebra of the Infrared�, arXiv:2011.00845. Øîáåð ýòî �èçâðàùåííûé

ïó÷îê êàòåãîðèé�, è õîòÿ åãî îáùåå îïðåäåëåíèå ïîêà ÷òî íåÿñíî, â òåõ ñèòóàöèÿõ, êî-

ãäà èçâðàùåííûå ïó÷êè äîïóñêàþò õîðîøåå êîë÷àííîå îïèñàíèå, ýòî îïèñàíèå îáû÷íî

ïîääà¼òñÿ êàòåãîðèôèêàöèè. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àëèñü øîáåðû íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-

ñòÿõ - îíè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñêàé äàíà ïîâåðõíîñòü S ñ îòìå÷åí-

íûìè òî÷êàìè p1, · · · , pn. Òîãäà øîáåðîì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà Ψ (ïðåòðèàí-

ãóëèðîâàííûõ) dg-êàòåãîðèé íàä S \ {p1, · · · , pn}, è íàáîð ëîêàëüíûõ ñèñòåì Φi íàä

ñôåðèçàöèÿìè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ â òî÷êàõ pi, ñíàáæåííûõ ñôåðè÷åñêèìè ôóíê-

òîðàìè a : Φi −→ Ψ, a∗ : Ψ −→ Φi (äëÿ êàêîãî-íèáóäü ðîñòêà êðèâîé, âûõîäÿùåãî èç

òî÷åê pi, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äàííûìè ñîãëàñîâàíèÿ). Íèêàêèõ âûñøèõ óñëîâèé êî-

ãåðåíòíîñòè íà òàêîå äàííîå íå íàêëàäûâàåòñÿ. Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ äîïóñêàåò ÿâíóþ

êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ äëÿ øîáåðà íà äèñêå: îí ìîæåò áûòü (ïîñëå ôèêñàöèè

ñèñòåìû ðàçðåçîâ) çàäàí êàê êàòåãîðèÿ Ψ è íàáîð êàòåãîðèé Φ1, · · · ,Φn, ñíàáæåííûõ

ñôåðè÷åñêèìè ôóíêòîðàìè ai : Φi −→ Ψ, áåç êàêèõ-ëèáî óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ìåæäó

íèìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì îïèñàíèÿ êàòåãîðèè èçâðàùåííûõ ïó÷êîâ íà äèñ-

êå Ãåëüôàíäà-Ìàêôåðñîíà-Âèëîíåíà. Ââîäèòñÿ àíàëîã ôóíêòîðà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé,

êîòîðûé ñòðîèò ïî ýòèì äàííûì êàòåãîðèþ Γ, îáëàäàþùóþ ïîëóîðòîãîíàëüíûì ðàçëî-

æåíèåì Φ1, · · ·Φn. Â ñëó÷àå, êîãäà øîáåð ïðîèñõîäèò èç ñåìåéñòâà êàòåãîðèé Ôóêàè íàä

C, çàäàâàåìîãî ãîëîìîðôíûì ïîòåíöèàëîìW íà ìíîãîîáðàçèè X, äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ

âîññòàíàâëèâàåò ãëîáàëüíóþ êàòåãîðèþ Ôóêàè-Çàéäåëÿ (X,W ) (äàâàÿ, òàêèì îáðàçîì,

åù¼ îäíî êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå êàòåãîðèè Ôóêàè-Çàéäåëÿ, êîíêóðèðóþùåå ñ ãèïî-

òåòè÷åñêèì îïèñàíèåì èç èíôðàêðàñíîé àëãåáðû). Èçó÷àåòñÿ ïîäõîä ê èíôðàêðàñíîé

àëãåáðå â ðàìêàõ òåîðèè øîáåðîâ - â ÷àñòíîñòè, âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ, ôèãóðèðóþùàÿ

â èíôðàêðàñíîé àëãåáðå ïîëó÷àåò îáúÿñíåíèå â ðàìêàõ êàòåãîðíîãî àíàëîãà ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå-Ñàòî äëÿ èçâðàùåííîãî ïó÷êà. Èç òåîðèè øîáåðîâ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

�èíôðàêðàñíûé êîìïëåêñ�, ÿâëÿþùèéñÿ áàçîâûì ñòðîèòåëüíûì áëîêîì èíôðàêðàñíîé
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ìîíàäû, îäíàêî ñàì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ èíôðàêðàñíîé ìîíàäû ïîêà ÷òî ÿâëÿåòñÿ ãè-

ïîòåòè÷åñêèì - õîòÿ è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åãî ìîæíî ïîëó÷èòü íàïðÿìóþ èç ïîíÿòèÿ

øîáåðà, îæèäàåòñÿ ÷òî ýòî ñòàíåò íàìíîãî ëåã÷å ïîñëå ïîñòðîåíèÿ áîëåå ðåãóëÿðíîé

òåîðèè ñàìèõ øîáåðîâ, âêëþ÷àþùåé âûñøèå äàííûå êîãåðåíòíîñòè ñ ñàìîãî íà÷àëà.

Òàêæå ïðîäîëæàëèñü èññëåäîâàíèÿ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ íåêîë-

ëàïñèðóåìûé, íî ñòÿãèâàåìûé äóàëüíûé êîìïëåêñ SNC-âûðîæäåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâà

îñíîâíûõ ôàêòîâ, îïóáëèêîâàííûõ â ïðåïðèíòå �Non-Collapsible Dual Complexes and

Fake del Pezzo Surfaces� áûëè çíà÷èòåëüíî óïðîùåíû. Ýòè ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â ñòà-

äèè ïîäãîòîâêè ê ïóáëèêàöèè. Êðàòêî îïèøåì çäåñü êîíñòðóêöèþ. Ñòðîèòñÿ âûðîæ-

äåííàÿ SNC-ïîâåðõíîñòü ñ ðàöèîíàëüíûìè êîìïîíåíòàìè è ðàöèîíàëüíûìè êîìïîíåí-

òàìè ëîêóñà îñîáåííîñòåé, äóàëüíûé êîìïëåêñ êîòîðîé ñòÿãèâàåì, íî íåêîëëàïñèðó-

åì - â äàííîé ðàáîòå ýòî èçâåñòíûé â ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè �øóòîâñêîé êîëïàê�.

Äàëåå, ìåòîäàìè òåîðèè äåôîðìàöèé äîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñãëàäèòü äàííóþ ïî-

âåðõíîñòü (ãäå è ëåæèò îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ òðóäíîñòü ðåçóëüòàòà è îñíîâíîå, ïîêà

íåîïóáëèêîâàííîå óïðîùåíèå). Äàííîå ñãëàæèâàíèå (åãî îáùèé ñëîé) áóäåò àâòîìàòè-

÷åñêè ÿâëÿòüñÿ íåðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ h1,0 = h2,0 = 0, h1,1 = 9. Âûñêàçûâàåòñÿ

ãèïîòåçà, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü ëåæèò â äåôîðìàöèîííîì êëàññå ïîâåðõíîñòè Áàðëîó.

Äàííûé ïðèìåð îòâå÷àåò íà âîïðîñ èç ðàáîòû Êîëëàðà, Êñó è äå Ôåðíå î ñóùåñòâî-

âàíèè âûðîæäåíèé ñî ñòÿãèâàåìûì, íî íåêîëëàïñèðóåìûì êîìïëåêñîì (îòìåòèì, ÷òî

â ýòîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè òàêîé êîìïëåêñ áûë

áû ñ íåîáõîäèìîñòüþ êîëëàïñèðóåì). Îòìåòèì òàêæå âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äðóãèõ,

àíàëîãè÷íûõ ïðèìåðîâ ïðè ïîìîùè SNC-ðàçðåøåíèÿ ïðèìåðîâ ñãëàæèâàíèé ñ pg = 0,

ïîñòðîåííûõ êîðåéñêîé øêîëîé (Êåóì, Ëè).

2.9 Ïîëóòîïîëîãè÷åñêàÿ K-òåîðèÿ

Êîìëåêñ äå Ðàìà ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë îáëàäàåò íåñêîëüêèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè, òàêèìè, íàïðèìåð, êàê

Õîäæåâà (aka �ãëóïàÿ�) ôèëüòðàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Õîäæà-äå Ðàìà (îíà æå Ôðåëèõåðà), âûðîæäàþùóþñÿ íà ïåðâîì ëè-

ñòå, è ðàöèîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà, ïðèõîäÿùàÿ èç îòîæäåñòâëåíèÿ êîãîìîëîãèé Áåòòè ñ

(àëãåáðàè÷åñêèìè) êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà HB(X,Q) ∧Q C ' Han
dR(X/C) ' HdR(X/C).

Íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ðàññìàòðèâàåò k-dg-êàòåãîðèè (èíîãäà ñ

íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè) êàê íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã ñõåì

íàä k. Ýòîò ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ óäèâèòåëüíî ïëîäîòâîðíûì: äëÿ dg-êàòåãîðèé ìîæíî

îïðåäåëèòü àíàëîãè ìíîãèõ ñâîéñòâ è èíâàðèàíòîâ ñõåì, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ãëàä-

êîñòü, ñîáñòâåííîñòü, êîãîìîëîãèè Õîäæà è äå Ðàìà; ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîììóòàòèâ-

íûì è íåêîììóòàòèâíûì ìèðîì çàäàåòñÿ ôóíêòîðîì, ñîïîñòàâëÿþùèì ñõåìå X/k k-

dg-êàòåãîðèþ ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ íà X Perf(X).

Ïîñëåäíèå äâà èíâàðèàíòà ïðåäñòàâëåíû â íåêîììóòàòèâíîì ñåòòèíãå ãîìîëî-

ãèÿìè Õîõøèëüäà è ïåðèîäè÷åñêèìè öèêëè÷åñêèìè ãîìîëîãèÿìè, êîòîðûå ïðèõîäÿò
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âìåñòå ñî ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Õîäæà-äå Ðàìà, êîòîðàÿ âûðîæäàåòñÿ

äëÿ ãëàäêèõ ñîáñòâåííûõ dg-êàòåãîðèé â õàðàêòåðèñòèêå 0. Â ñòàòüå 2008 ãîäà, Ë.

Êàöàðêîâ, Ì. Êîíöåâè÷ è Ò. Ïàíòåâ ôîðìóëèðóþò ðÿä ãèïîòåç î ñòðóêòóðàõ òèïà

Õîäæà íà íåêîììóòàòèâíûõ ñõåìàõ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, íàïðèìåð, ãèïîòåçó

î ñóùåñòâîâàíèè ðàöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû íà ïåðèîäè÷åñêèõ öèêëè÷åñêèõ ãîìîëîãèÿõ,

òî åñòü ôóíêòîðà F : dgCatC −→ Q − Mod âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì

F → HP(·/C), òàêèì ÷òî äëÿ ãëàäêîé ñîáñòâåííîé C-dg-êàòåãîðèè T èíäóöèðîâàííûé

ìîðôèçì F (T )⊗Q C→ HP(T/C) � ýêâèâàëåíòíîñòü, òî åñòü êâàçèèçîìîðôèçì.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñòàæåðîì ëàáîðàòîðèè Àíäðååì Êîíîâàëîâûì áûëè èçó÷åíû

ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêîé è ïîëóòîïîëîãè÷åñêîé Ê-òåîðèè dg-êàòåãîðèé, îïðåäåëåííûõ

Ý. Áëàíêîì. Ðàöèîíàëèçèðîâàííàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ Ê-òåîðèÿ � åñòåñòâåííûé êàíäèäàò

íà ðîëü ðàöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû íà ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìîëîãèÿõ.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ Ê-òåîðèÿ dg-êàòåãîðèè T ñòðîèòñÿ â äâà øàãà. Íà ïåðâîì ïðè-

ìåíÿåòñÿ ôóíêòîð ðåàëèçàöèè � òî åñòü áåðåòñÿ íåêîòîðûé êîïðåäåë àëãåáðàè÷åñêèõ

Ê-òåîðèé ïîäêðóòîê T ïðè ïîìîùè C-àëãåáð êîíå÷íîãî òèïà. Ïîëó÷àåòñÿ èíâàðèàíò

(ñïåêòð), êîòîðûé, íàïðèìåð, â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå T = Perf(X) áîëåå òîíêèé, ÷åì

òîïîëîãè÷åñêàÿ Ê-òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ òî÷åê X, íî áîëåå ïîíÿòíûé è

ïîääàþùèéñÿ âû÷èñëåíèþ, ÷åì àëãåáðàè÷åñêàÿ Ê-òåîðèÿ X. Íà âòîðîì øàãå íà ñïåê-

òðå ïîëóòîïîëîãè÷åñêîé Ê-òåîðèè îáðàùàåòñÿ äåéñòâèå ò.í. ýëåìåíòà Áîòòà � ïîëó÷àþ-

ùèéñÿ èíâàðèàíò åñòåñòâåííî íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîé Ê-òåîðèåé: íàïðèìåð, â ñëó÷àå

T = Perf(X) âîññòàíàâëèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ Ê-òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâà

êîìïëåêñíûõ òî÷åê.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëóòîïîëîãè÷åñêàÿ, à çíà÷èò, è òîïîëîãè÷åñêàÿ Ê-òåîðèÿ

dg-êàòåãîðèé âèäà T = Perf(B) äëÿ ñâÿçíîé dg-àëãåáðû B (èëè, ðàâíîñèëüíî, Ê-òåîðèÿ

ñàìîé B, ðàññìîòðåííîé êàê dg-êàòåãîðèÿ ñ îäíèì îáúåêòîì) ïðîèçâîäíî íèëüèíâàðè-

àíòíà, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíûõ dg-àëãåáð B1 → B2 òàêèå, ÷òî íà π0 = H0 îíè ôàê-

òîðèçàöèè ïî íèëüïîòåíòíîìó èäåàëó, èíäóöèðóþò ýêâèâàëåíòíîñòü íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ Ê-òåîðèÿõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áûëî èçó÷åíî ïîâåäåíèå ãîìîëîãèé Õîõøèëüäà è

öèêëè÷åñêèõ ãîìîëîãèé ïðè àíàëîãè÷íûõ ïðîöåäóðàõ ðåàëèçàöèè.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà óäàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóòüñÿ â ïîíèìàíèè òî-

ïîëîãè÷åñêîé Ê-òåîðèè dg-êàòåãîðèé è â ÷àñòíîñòè äîêàçàòü ãèïîòåçó î ðàöèîíàëüíîé

ñòðóêòóðå â ðÿäå ñëó÷àåâ, ñîáðàííûõ â òåîðåìå íèæå. Òàêæå ðåçóëüòàò î íèëüèíâàâàðè-

àíòíîñòè, íàïðèìåð, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü cdh-ñïóñê ïîëóòîïîëîãè÷åñêîé Ê-òåîðèè ïðè

îãðàíè÷åíèè íà êâàçèêîìïàêòíûå êâàçèîòäåëèìûå ñõåìû.

Òåîðåìà. Ïóñòü T � C-dg-êàòåãîðèÿ, êîòîðàÿ Ìîðèòà-ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ñëåäóþ-

ùèõ: a) T = Perf(B), ãäå B � ñâÿçíàÿ dg-àëãåáðà, òàêàÿ ÷òî H0(B) � íèëüïîòåíòíîå

ðàñøèðåíèå êîììóòàòèâíîé C-àëãåáðû êîíå÷íîãî òèïà (â ÷àñòíîñòè, ñþäà âõîäÿò ñâÿç-

íûå ñîáñòâåííûå dg-àëãåáðû; b) T = Perf(C∗(ΩM),C), ãäå M � ìíîãîîáðàçèå, òàêîå ÷òî

π1M ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà (èëè òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíåíû ãèïîòåçû Burghelea è

Ôàððåëëà-Äæîíñà); ñ) T = Perf(X), ãäå X � ïðîèçâîäíàÿ C-ñõåìà, òàêàÿ ÷òî åå êëàññè-
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÷åñêîå îáðåçàíèå � îòäåëèìàÿ ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà.

Òîãäà êîìïëåêñèôèêàöèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà ×åðíà

Chtop
C : Ktop(T )⊗ C→ HP(T/C)

� ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ïóíêò b) òåîðåìû âûøå ñâÿçàí ñ ìíîãèìè âîïðîñàìè îá àëãåáðàè÷åñêîé Ê-òåîðèè

è âîïðîñàìè òåîðèè ãðóïï. Ìû îæèäàåì, ÷òî óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè ìîæíî çíà-

÷èòåëüíî îñëàáèòü. Òàêæå âìåñòî ∞-êàòåãîðèè ëîêàëüíûõ ñèñòåì íà M , ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðàâèëüíî îïðåäåëåííûå êàòåãîðèè êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ. Îíè, è ∞-

êàòåãîðèè ëîêàëüíûõ ñèñòåì â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëÿþòñÿ êàê îïðåäåëåííûå wrapped êà-

òåãîðèè Ôóêàÿ ïðè èçó÷åíèè ãîìîëîãåñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Ìû îæèäàåì, ÷òî

äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû â äóõå òåîðåìû âûøå; òàêæå

áûëî áû èíòåðåñíî óçíàòü èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

2.10 Íåêîììóòàòèâíûå êðèñòàëüíûå êîãîìîëîãèè

Êðèñòàëüíûå êîãîìîëîãèè � ýòî ïðèäóìàííîå Ãðîòåíäèêîì îáîáùåíèå êîãîìî-

ëîãèé äå Ðàìà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ íàä ñî-

âåðøåííûì ïîëåì êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ãðóïïû êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â

êîëüöå õàðàêåòðèñòèêè íîëü (à èìåííî, â êîëüöå åãî âåêòîðîâ Âèòòà). Íàðÿäó ñ ýòàëüíû-

ìè êîãîìîëîãèÿìè, îíè ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ãèïîòåçû Âåéëÿ î äçåòà-ôóíêöèè, ïîñòðî-

èòü ïîëîöåííûé ôîðìàëèçì âåñîâ è âåñîâîé ôèëüòðàöèè, è äîêàçàòü ìàññó àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ýòàëüíûõ êîãîìîëîãèé, êðèñòàëüíûå

êîãîìîëîãèè îñíîâàíû íà êîãîìîëîãèÿõ äå Ðàìà, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî ñ íà÷àëà 1980-õ

ãîäîâ, ñóùåñòâóþò â çíà÷èòåëüíî áîëüøåé îáùíîñòè � à èìåííî, èìåþñòÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèå öèêëè÷åñêèå ãîìîëîãèè, êîòîðûå äàþò ïîëíîå îáîáùåíèå êîãîìîëîãèé äå Ðàìà â

íåêîììóòàòèâíóþ ñèòóàöèþ (ò.å. äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð).

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìîæíî íàäåÿòñÿ, ÷òî êðèñòàëüûå êîãîìîëîãèè òàêæå äîïóñêàþò

íåêîììóòàòèâíîå îáîáùåíèå, è òàêîå îáîáùåíèå äåéñòâèòåëüíî áûëî ïîñòðîåíî, ïðè-

÷åì êàê ìèíèìóì äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, òàêîå îáîáùåíèå äàåòñÿ òàê

íàçûâàåìûìè �ãîìîëîãèÿìè Õîõøèëüäà-Âèòòà�, îòêðûòûìè íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä çà-

âåäóþùèì ëàáîðàòîðèåé Ä. Êàëåäèíûì. Âî-âòîðûõ, èìååòñÿ áîëåå ïðÿìàÿ íåäàâíÿÿ

êîíñòðóêöèÿ Â. Âîëîãîäñêîãî è À. Ïåòðîâà, êîòîðàÿ, õîòÿ è äàåò ÷óòü ìåíüøå (â ÷àñòíî-

ñòè, íå äàåò äåéñòâèÿ Ôðîáåíèóñà è ïðî÷èõ ñòðóêòóð ìîòèâíîãî òèïà), îäíàêî ðàáîòàåò

ñðàçó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ãðàäóðèâàííûõ àëãåáð, è âåñüìà åñòåñòâåííî.

Äâóìÿ ñëîâàìè êîíñòðóêöèþ Âîëîãîäñêîãî-Ïåòðîâà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê.

Ïóñòü äàíà äèôôåðåíöèàëüíî-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà A q íàä ñîâåðøåííûì ïîëåí k

ïîëîæèòåëüíîé õàðàêåòðèñòèêè p. Òîãäà ñïåðâà ðàññìàòðèâàåì ïåðèîäè÷åñêèå öèêëè-

÷åñêèå ãîìîëîãèè HP q(A q/W (k)) àëãåáðû A q, ïîíèìàåìîé êàê äã-àëãåáðà íàä êîëü-

öîì W (k) âåêîòîðîâ Âèòòà. Ýòè ãðóïïû íåïðàâèëüíûå, îíè ñëèøêîì âåëèêè. Îäíà-

êî ïðàâèëüíûå íåêîììóòàòèâíûå êðèñòàëüíûå êîãîìîëîãèè âûäåëÿþòñÿ â êîìïëåêñå
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HP q(A q/W (k)) êàê êàíîíè÷åñêîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå. Ïðè ýòîì êðèòè÷åñêîå ìåñòî â êîí-

ñòðóêöèè ýòî ñèòóàöèÿ äëÿ òî÷êè, ò.å. âû÷èñëåíèå HP q(k/W (k)). Âîëîãîäñêèé è Ïåòðîâ

äîêàçûâàþò, ÷òî î÷åâèäíîå îòîáðàæåíèå HP q(W (k)/W (k)) → HP q(k/W (k)) äîïóñêàåò

êàíîíè÷åñêîå ðàñùåïëåíèå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì íà ïðÿìîå ñëàãàåìîå.

Ê ñîæàëåíèþ, ÿâíîé êîíñòðóêöèè òàêîãî ðàñùåïëåíèÿ Âîëîãîäñêèé è Ïåòðîâ íå

ïðèâîäÿò, à îãðàíè÷èâàþòñÿ äîâîëüíî íåÿâíîé òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ. Ýòî ñóùåñòâåí-

íî çàòðóäíÿåò ðàáîòó ñ èõ êîíñòðóêöèåé è äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåå òåîðåì ñðàâíåíèÿ

(íàïðèìåð, ñ ãîìîëîãèÿìè Õîõøèëüäà-Âèòòà).

Â òåêóùèé îò÷åòíûé ïåðèîä, çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé Ä. Êàëåäèí èññëåäîâàë

êîíñêòðóêöèþ ðàññùåïëåíèÿ Âîëîãîäñêîãî-Ïåòðîâà, è ïîëó÷èë åãî ÿâíîå îïèñàíèå â

òåðìèíàõ öèêëè÷åñêèõ îáüåêòîâ.

À èìåííî, î÷åâèäíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå íàì íàäî ðàñùåïèòü, çàäàåòñÿ îòîá-

ðàæåíèåì W (k)→ (k/W (k))], ãäå W (k) � ïîñòîÿííûé öèêëè÷åñêèé îáüåêò ñî çíà÷åíè-

åì W (k), à (k/W (k))] � öèêëè÷åñêèé îáüåêò, îòâå÷àþùèé k, êîòîðîå ðàññìîòðåíî êàê

äã-àëãåáðà íàä W (k) (òåì ñàìûì, çíà÷åíèå (k/W (k))]([n]) íà îáüåêòå [n] ∈ Λ åñòü n-

êðàòíîå ïðîèçâîäíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå k
L

⊗W (k) k
L

⊗W (k) . . .
L

⊗W (k) k, è â ÷àñòíîñòè,

èìååò íåòðèâèàëüíûå âûñøèå ãðóïïû ãîìîëîãèé ïðè n ≥ 2). Îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

(k/W (k))] → W (k) íå ñóùåñòâóåò ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì, îäíàêî åñòü íàäåæäà ïî-

ñòðîèòü îòîáðàæåíèå (k/W (k))] → K q â êàêîé-íèáóäü öèêëè÷åñêèé êîìïëåêñ K q òàêîé,
÷òî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå HP q(W (k))→ HP q(K q) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Èìåííî ýòî è óäàëîñü ñäåëàòü Êàëåäèíó, ïðè÷åì â êà÷åñòâå K q, êàê âûÿñíèëîñü,
ìîæíî âçéàòü êîìïëåêñ, õîðîøî èçâåñòíûé â òåîðèè öèêëè÷åñêèõ ãîìîëîãèé â ïîëîæè-

òåëüíîé õàðàêåòðèñòèêå. À èìåííî, ðàññìîòðèì p-êðàòíîå íàêðûòèå Λp êàòåãîðèè Λ.

Òîãäà èìååì áèðàññëîåíèå Ãðîòåíäèêà π : Λp → Λ, ñëîé êîòîðîãî � ãðóïïîèä ñ îäíèì

îáüåêòîì è ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ Z/pZ, è ìîæíî âçÿòü îòíîñèòåëüíûé òýéòîâñêèé

ïðÿìîé îáðàç π[W (k) ïîñòîÿííîãî p-öèêëè÷åñêîãî îáüåêòà W (k). Òîãäà êîìïëåêñ K q �
åãî êàíîíè÷åñêîå îáðåçàíèå â íóëå ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíîé t-ñòðóêòóðå (èçâåñòíîå

òàêæå êàê connective cover). Ýòî êîìïëåêñ, ó êîòîðîãî íå÷åòíûõ ãîìîëîãèé íåò, à ÷åò-

íûå âñå ðàâíû ïîñòîÿííîìó öèêëè÷åñêîìó îáüåêòó k, íî ïðè ýòîì HP q(K q) ñîâïàäàåò ñ
HP q(W (k)) (ò.å. îáðàùàåòñÿ â 0 â íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ, è èçîìîðôíî W (k) â ÷åòíûõ).

Îòìåòèì, ÷òî äîâîëüíî âàæíîå ñâîéñòâî ðàñøöåïëåíèÿ Âîëîãîäñêîãî-Ïåòðîâà

� ýòî ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì E∞-àëãåáð; ñòðîãî ãîâîðÿ, â ñàìîì êîíñòðóêöèè

íåêîììóòàòèâíûõ êðèñòàëüíûõ êîãîìîëîãèé ýòî íå èñïîëüçóåòñÿ, íî êðèòè÷åñêè âàæíî,

íàïðèìåð, äëÿ ôîðìóëû Êþííåòà è îòîáðàæåíèÿ âíøíåãî óìíîæåíèÿ. Â ìîäåëè Êàëå-

äèíà ýòî ñâîéñòâî õîðîøî âèäíî, ò.ê. êîìïëåêñ K q åñòåñòâåííî íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé
àëãåáðû â êàòåãîðèè öèêëè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ (íà ñàìîì äåëå, äàæå êîììóòàòèâíîé

àëãåáðû). Îäíàêî, ÷òî ÿâèëîñü ïîëíîé íåîæèäàííîñòüþ è íåêîòîðûì îòêðûòèåì, ýòà

ñòðóêòóðà âîâñå íå òà, êîòîðóþ ìîæíî ûëî áû îæèäàòü. À èìåííî, ýòî íå ñòàíäàðòíîå

óìíîæåíèå íà êîãîìîëîãèÿõ Òýéòà, êîòîðîå äàëî áû àëãåáðó k[u] ïîëèíîìîâ îò îäíîé

îáðàçóþùåé u ñòåïåíè 2; íàïðîòèâ, â îòâåòå ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðà k{u} ïîëèíîìîâ ñ ðàç-
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äåëåííûìè ñòåïåíÿìè (â ÷àñòíîñòè, up = 0). Ýòî ñîâåðøåííî íîâîå îáíàðóæåííîå íàìè

îáñòîÿòåëüñòâî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îáüåêòîì ñàìîãî âíèìàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ.
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3 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé

3.1 Ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ

Ïðåïðèíò [1] îáîáùàåò ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü

P : C→ C � ïîëèíîìèàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d. Îáîçíà÷èì ÷åðåçKP çàïîëíåííîå

ìíîæåñòâî Æþëèà ìíîãî÷ëåíà P , òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, îðáèòû êîòîðûõ ïðè äåé-

ñòâèè ìíîãî÷ëåíà P íå óáåãàþò íà áåñêîíå÷íîñòü. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî KP ñâÿçíî.

Íàïîìíèì, ÷òî âíåøíèå ëó÷è äëÿ P îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîîðäèíàòíûå ëèíèè ïîñòîÿí-

íîãî àðãóìåíòà â òîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà C \ KP , â êîòîðîé îòîáðàæåíèå

P âîçâîäèò ìîäóëü â ñòåïåíü d è óìíîæàåò àðãóìåíò íà d. Ðàçðåçîì íàçûâàåòñÿ îáú-

åäèíåíèå Γ = R ∪ L ∪ {a}, â êîòîðîì a � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ìíîãî÷ëåíà P , à R è L

� âíåøíèå ëó÷è, çàêàí÷èâàþùèåñÿ â ýòîé òî÷êå. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé òî÷êîé

ðàçðåçà Γ. Åñëè R = L, òî ðàçðåç íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, à èíà÷å íåâûðîæäåííûì.

Èçâåñòíî, ÷òî íåâûðîæäåííûå ðàçðåçû ðàçäåëÿþò ìíîæåñòâî KP . Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ðàçðåçîâ Z íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè P (Z) ⊂ Z, è ïðè ýòîì âñå ðàçðåçû èç Z
ëåæàò íà ãðàíèöå îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî

⋃
Z. Ïîñëåäíÿÿ êîìïî-

íåíòà íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé êîìïîíåíòîé. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî AP (Z) (avoiding set) êàê

ìíîæåñòâî òî÷åê, îðáèòû êîòîðûõ íå âûõîäÿò èç çàìûêàíèÿ ãëàâíîé êîìïîíåíòû.

Ïî îïðåäåëåíèþ, Γ∩KP ⊂ AP (Z) äëÿ êàæäîãî Γ ∈ Z. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìíîæå-
ñòâî AP (Z) îïðåäåëåíî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà Z = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì AP (∅) = KP .

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ AP (Z) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì â KP . Êîð-

íåâàÿ òî÷êà a ðàçðåçà Γ ∈ Z íàçûâàåòñÿ íàðóæíî ïàðàáîëè÷åñêîé, åñëè a � ïàðàáî-

ëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, è íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà Ôàòó èç KP \AP (Z) ñîäåðæèò

ïðèòÿãèâàþùèé ëåïåñòîê òî÷êè a. ×åðåç RtZ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåâûõ

òî÷åê âñåõ ðàçðåçîâ èç Z. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êëàññè÷åñêîé òåî-

ðèè ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé Äóàäè�Õàááàðäà.

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü Z äîïóñòèìî, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî AP (Z) ñâÿçíî. Åñëè

â RtZ íåò íè êðèòè÷åñêèõ, íè íàðóæíî ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷åê, òî íàéäóòñÿ æîðäàíîâû

îáëàñòè U b V , òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå P : U → V ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíî, è AP (Z)

ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì Æþëèà ýòîãî ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíîãî îòîáðàæå-

íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, P |AP (Z) ãèáðèäíî ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ Q|KQ
íåêîòîðîãî ìíî-

ãî÷ëåíà Q ñòåïåíè < d.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïðåïðèíòà [1] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ñôîðìó-

ëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îñëàáèòü ïðåäïîëîæåíèÿ,

ëèøü íåçíà÷èòåëüíî îñëàáèâ çàêëþ÷åíèå.

Íîâàÿ òåîðåìà. Ðàññìîòðèì äîïóñòèìûé íàáîð ðàçðåçîâ Z. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî AP (Z) ñâÿçíî, âñÿêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà èç RtZ ðàíî èëè ïîçäíî îòîáðàæàåòñÿ

â îòòàëêèâàþùóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, è íè îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà RtZ íå ÿâëÿåòñÿ

íàðóæíî ïàðàáîëè÷åñêîé. Åñëè P |AP (Z) íå èíúåêòèâíî, òî P |AP (Z) êâàçèñèììåòðè÷íî
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ñîïðÿæåíî ñ Q|KQ
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Q ñòåïåíè < d. Áîëåå òîãî, ñîïðÿæåíèå

ìîæíî ñäåëàòü êîíôîðìíûì âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà AP (Z).

Êâàçèñèììåòðè÷íîå ñîïðÿæåíèå � ýòî, â ÷àñòíîñòè, òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìåþòñÿ íàðóæíî ïàðàáîëè÷åñêèå òî÷êè, êâàçèñèììåòðè÷íîãî ñî-

ïðÿæåíèÿ ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Îäíàêî, âîçìîæíî, âñå ðàâíî ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå

ñîïðÿæåíèå. Âîçìîæíî, åãî óäàñòñÿ ïîñòðîèòü â êëàññå îòîáðàæåíèé Äàâèäà.

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä áûëè îïóáëèêîâàíû ñòàòüè [2, 3].

3.2 Êîìáèíàòîðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äâîéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Øóáåðòà òèïîâ B, C è D

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà � ýòî ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Sw ∈ Z[x1, x2, . . . ] ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè îò ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ãäå w ∈ S∞ � ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ

ïåðåñòàíîâîê, îïðåäåëÿþùååñÿ ñâîéñòâîì

∂iSw =

Swsi , `(wsi) < `(w),

0, `(wsi) > `(w),

ãäå `(w) � äëèíà ïåðåñòàíîâêè w, à ∂if = f−sif
xi−xi+1

� ýòî i-é îïåðàòîð ðàçäåëåííîé

ðàçíîñòè.

Ýòè ìíîãî÷ëåíû áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòàõ È.Í.Áåðíøòåéíà, È.Ì.Ãåëüôàíäà

è Ñ.È.Ãåëüôàíäà [4] è À.Ëàñêó è Ì.-Ï.Øþòöåíáåðæå [9] íà ðóáåæå 1970-õ è 80-õ ãã. è ñ

òåõ ïîð ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè ïîñòîÿííîãî èíòåðåñà êàê ãåîìåòðîâ, òàê è ñïåöèàëèñòîâ

ïî àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå. Îíè ïðåäñòàâëÿþò êëàññû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíî-

ãîîáðàçèé Øóáåðòà [Xw] ∈ H∗(GL(n)/B) â êîëüöå êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ

ôëàãîâ â Cn ïðè ýïèìîðôèçìå Áîðåëÿ R → H∗(GL(n)/B). Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü

äâîéíûå ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà îò äâóõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . è y1, y2, . . . , ïðåä-

ñòàâëÿþùèå êëàññû [Xw] â êîëüöå T -ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé H∗T (GL(n)/B).

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè êîìáèíàòîðíûìè

ñâîéñòâàìè. Òàê, íàïðèìåð, îíè îáðàçóþò áàçèñ êîëüöà Z[x1, x2, . . . ]. Òàê, íàïðèìåð, èõ

êîýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû, è èì ìîæíî ïðèäàòü êîìáèíàòîðíûé ñìûñë: îíè íóìå-

ðóþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè rc-ãðàôàìè, èëè pipe dreams, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ òàáëèö Þíãà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóðà (ñì., íàïðèìåð, [7]).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáîáùåíèå äàííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé

ôëàãîâ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Ñ. Â. Ôîìèíó è À. Í. Êèðèëëîâó [6] ïðèíàäëå-

æèò íåñêîëüêî (ðàçëè÷íûõ) ÷èñòî êîìáèíàòîðíûõ îïèñàíèé ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà â

òèïå B. Â ðàáîòå Ñ. Áèëëè è Ì. Õàéìàíà [5] ïðåäñòàâëåíà åäèíîîáðàçíàÿ êîíñòðóê-

öèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà, àíàëîãè÷íàÿ îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè ñ îïåðàòîðàìè

ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé, è ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ìíîãî÷ëåíû ïðåäñòàâëÿþò êëàññû ìíî-

ãîîáðàçèé Øóáåðòà â êîãîìîëîãèÿõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ G/B, ãäå G � ðåäóêòèâíàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà òèïà B, C èëè D. Ýòè ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè êîëü-

öà Z[x1, x2, . . . , p1, p3, p5, . . . ], ãäå pk = xk1 + xk2 + . . . � íüþòîíîâñêèå ñòåïåííûå ñóììû
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(ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà çàâèñÿò ëèøü îò íüþòîíîâñêèõ ñòåïåííûõ ñóìì íå÷åòíîé ñòå-

ïåíè). Äàëåå, Ò. Èêåäà, Ë. Ìèõàë÷à è Õ. Íàðóñý [8] îïðåäåëèëè äâîéíûå ìíîãî÷ëå-

íû Øóáåðòà â äàííûõ òèïàõ, ïðåäñòàâëÿþùèå T -ýêâèâàðèàíòíûå êëàññû êîãîìîëîãèé

[Xw] ∈ H∗T (G/B), ãäå T � ìàêñèìàëüíûé òîð â B ⊂ G. Èõ ñïåöèàëèçàöèÿ ïðè ti = 0

äàåò ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà, îïðåäåëåííûå Áèëëè è Õàéìàíîì.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Å. Þ. Ñìèðíîâà è À. À. Òóòóáàëèíîé [10] áûëî ïîëó÷å-

íî êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå îáû÷íûõ è äâîéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà äëÿ ìíîãîîá-

ðàçèé ôëàãîâ òèïîâ B, C è D. Ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ, îáîáùàþùàÿ êîíñòðóêöèþ

rc-ãðàôîâ è ïîçâîëÿþùàÿ ïðèäàòü êîýôôèöèåíòàì ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ êîìáèíàòîðíûé

ñìûñë (îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî èõ íåîòðèöàòåëüíîñòè). Â

òåðìèíàõ ýòîé êîíñòðóêöèè òàêæå ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âûðàæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà ÷åðåç ôóíêöèè Ñòåíëè, ñì. [5].

Äàëåå, äëÿ ãðóïï Âåéëÿ òèïà B, C è D ìîæíî âûäåëèòü êëàññ ïåðåñòàíîâîê,

àíàëîãè÷íûõ ãðàññìàíîâûì. Äëÿ íèõ èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí Øó-

áåðòà ÿâëÿåòñÿ P - èëè Q-ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé Øóðà (ýòè ôóíêöèè âîçíèêàþò â

òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êàê õàðàêòåðû ñèìïëåêòè÷åñêîé è îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû). P - è

Q-ôóíêöèè Øóðà ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû â òåðìèíàõ çàïîëíåíèé ñäâèíóòûõ

äèàãðàìì Þíãà. Ìû ñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó òàêèìè çàïîëíåíèÿìè è rc-ãðàôàìè äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï, ÷òî äàåò êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû

Øóáåðòà òèïîâ B, C è D ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíû P - è Q-ôóíêöèÿì Øóðà.

3.3 Êîëüöî Ïóõëèêîâà-Õîâàíñêîãî ìíîãîãðàííèêà Ãèçèíà

Êîëüöî Ïóõëèêîâà�Õîâàíñêîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà èçíà÷àëüíî áûëî ïî-

ñòðîåíî â ðàáîòå [13] êàê ôóíêòîðèàëüíîå îïèñàíèå êîëüöà êîãîìîëîãèé (èëè êîëüöà

×æîó) ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà åãî

ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà. Ïîçäíåå ýòî êîëüöî èñïîëüçîâàëîñü è â ñëó÷àå íåòîðè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé, òàêèõ êàê ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ è äðóãèå ñôåðè÷åñêèå ìíîãîîîáðàçèÿ

(ñì. íàïðèìåð, [12, 16, 11]).

Â [14] ìû èñïîëüçóåì êîëüöî Ïóõëèêîâà�Õîâàíñêîãî êàê èíñòðóìåíò äëÿ ÿâíî-

ãî îïèñàíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ìíîãîîáðàçèé Áîòòà-Ñàìåëüñîíà. Ïî

áàøíå ìíîãîîáðàçèé Áîòòà-Ñàìåëüñîíà

{pt} = R∅ ← R(i1) ← R(i1,i2) ← . . .← R(i1,i2,...,i`−1) ← RI .

ìû ñòðîèì áàøíþ ìíîãîãðàííèêîâ

{p} = P∅ ← P(i1) ← P(i1,i2) ← . . .← P(i1,i2,...,i`−1) ← PI

ñ ïîìîùüþ âûïóêëî ãåîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Ãèçèíà, àíîíñèðîâàííûõ â [15] è ïî-

ñòðîåííûõ â [14, Section 3] â áîëüøåé îáùíîñòè. Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîé

êîíñòðóêöèè â òèïå A ïîëó÷àþòñÿ ìíîãîãðàííèêè Âèíáåðãà�Ëèòòåëüìàííà-Ôåéãèíà�

Ôóðüå.
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Êëþ÷åâîé èíãðåäèåíò, ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûå ìíîãîãðàííèêè

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ìíîãîîáðàçèé Áîòòà�

Ñàìåëüñîíà � ýòî òåîðåìà, ñâÿçûâàþùàÿ ìíîãî÷ëåíû îáú¼ìà è êîëüöà Ïóõëèêîâà�

Õîâàíñêîãî äàííîãî ìíîãîãðàííèêà P è ìíîãîãðàííèêà ∆, ïîëó÷åííîãî èç P ñ ïîìîùüþ

âûïóêëî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ãèçèíà. Â îáùåì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ îïåðàòîðà

Ãèçèíà çàâèñèò îò âûáîðà ìíîãîãðàííèêà PQ àíàëîãè÷íîãî ìíîãîãðàííèêó P (òî åñòü

ñ òåì æå íîðìàëüíûì âååðîì) è íàáîðà F ãðàíåé êîðàçìåðíîñòè äâà â P . Â [14, Section

4] ìû äîêàçûâàåì òàêóþ òåîðåìó î ñâÿçè êîëåö Ïóõëèêîâà�Õîâàíñêîãî RP è R∆ ìíî-

ãîãðàííèêîâ P è ∆, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé ýëåìåíò DF ∈ RP ñòåïåíè

äâà, òàêîé ÷òî DF(volP ) = volF . Åñëè D2
F = (∂PQ−P )DF = 0, òî èìååòñÿ èçîìîðôèçì

êîëåö

R∆ ' RP [x]/(x2 − c1x+ c2),

ãäå c1 è c2 � ýòî îäíîðîäíûå ýëåìåíòû êîëüöà RP ñòåïåíåé îäèí è äâà, ñîîòâåòñòâåííî.

(Ýòè ýëåìåíòû ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê àíàëîãè êëàññîâ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà

2.) �Êëàññû ×åðíà� c1 è c2 ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü ïî P , PQ è F òàêèì îáðàçîì:

c1 = ∂PQ
− ∂P , c2 = c(P )DF .

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû ïîçâîëÿþò áåç ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé

îáú¼ìîâ óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ìåæäó êîëüöîì Ïóõëèêîâà�Õîâàíñêîãî ìíîãîãðàííè-

êà PI è êîëüöîì êîãîìîëîãèé (èëè êîëüöîì ×æîó) ìíîãîîáðàçèÿ Áîòòà�Ñàìåëüñîíà RI .

Èìåííî ýòî íóæíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî RI ñîâïàäàåò ñ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà�

Îêóíüêîâà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû òàêæå ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå

îïèñàíèå ìíîãî÷ëåíà îáú¼ìà vol∆ ìíîãîãðàííèêà Ãèçèíà ∆. Ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà vol∆

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

F ′′ − (∂PQ
− ∂P )F ′ + c(P )DFF = 0,

ãäå íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ F � ýòî ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ s ∈ R è x ∈ Rn (çäåñü

n îïðåäåëÿåòñÿ ïî P ), à F ′ � å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî s.

3.4 Ãðàññìàííèàí Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè-Âèíáåðãà è

ãåîìåòðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå Ñàòàêå

3.4.1

Îáîçíà÷èì Λ =
⊕

n Λn êîëüöî ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñíàáæ¼ííûõ áàçèñîì

ôóíêöèé Øóðà sλ. Îíî òàêæå ñíàáæåíî åñòåñòâåííûì êîóìíîæåíèåì. Êëàññè÷åñêîå

èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà � ýòî áàçèðîâàííûé èçîìîðôèçì áèàëãåáðû Λ ñ êîëüöîì êîãî-

ìîëîãèé H•(Gr,Z) (óäâàèâàþùèé ñòåïåíè), ïåðåâîäÿùèé sλ â ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
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ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà σλ. Çäåñü Gr îáîçíà÷àåò áåñêîíå÷íûé Ãðàñ-

ñìàííèàí Gr = lim
→

Gr(k,m) ' BU(∞), à êîóìíîæåíèå íà H•(Gr,Z) ïðîèñõîäèò èç

ñòðóêòóðû H-ïðîñòðàíñòâà íà êëàññèôèöèðóþùåì ïðîñòðàíñòâå BU(∞).

Âîò áîëåå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ êîóìíîæåíèÿ íà H•(Gr,Z). Èìå-

åì H2n(Gr,Z) = H2n(Schn,Z) = H2n
c (Schn,Z) = H2n

c (Schn,Z), ãäå Schn ⊂ Gr (ñîîòâ.

Schn ⊂ Gr) îáîçíà÷àåò îáúåäèíåíèå âñåõ n-ìåðíûõ (ñîîòâ. ≤ n-ìåðíûõ) êëåòîê Øóáåð-

òà (îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ôëàãà).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû

Êàëîäæåðî-Ìîçåðà Cn: ýòî ïðîñòðàíñòâî ïàð n × n-ìàòðèö (X, Y ), òàêèõ ÷òî

[X, Y ] + Id èìååò ðàíã 1, îòôàêòîðèçîâàííîå ïî îäíîâðåìåííîìó ñîïðÿæåíèþ X, Y .

Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà πn : Cn → A(n) ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (X, Y ) ñïåêòð ìàòðèöû

X. Óèëñîí [27] îòêðûë ñëåäóþùèå äâà êëþ÷åâûõ ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû

Êàëîäæåðî-Ìîçåðà:

(a) äëÿ n1 + n2 = n èìååò ìåñòî ôàêòîðèçàöèîííûé èçîìîðôèçì

Cn ×A(n) (A(n1) × A(n2))disj
∼−→ (Cn1 × Cn2)×(A(n1)×A(n2)) (A(n1) × A(n2))disj.

(b) Äëÿ x ∈ A1 èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì π−1
n (n · x)

∼−→ Schn.

Òåïåðü âûøåóïîìÿíóòîå êîóìíîæåíèå

∆ =
⊕

n1+n2=n

∆n1,n2 : H2n
c (Schn,Z)→

⊕
n1+n2=n

H2n1
c (Schn1 ,Z)⊗H2n2

c (Schn2 ,Z)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîðôèçì êîñïåöèàëèçàöèè1 äëÿ êîãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-

ëåì ñëî¼â ìîðôèçìà πn, îãðàíè÷åííîãî íà ïîäñåìåéñòâî π−1
n (n1 · x+ n2 · y) ⊂ Cn (êîñïå-

öèàëèçàöèÿ ñî ñëî¼â íàä äèàãîíàëüþ x = y íà âíåäèàãîíàëüíûå ñëîè x 6= y), ñð. [22].

3.4.2

Ïóñòü äàíà ðåäóêòèâíàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G. Øèäåð [26] ïî-

ñòðîèë áèàëãåáðó A, èãðàþùóþ ðîëü
⊕

nH
2n
c (Schn,C) äëÿ àôôèííîãî Ãðàññìàííèàíà

GrG (âìåñòî Gr). ×òîáû îáúÿñíèòü åãî êîíñòðóêöèþ, ìû äîëæíû ââåñòè îñíîâíûå îáî-

çíà÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ ãðóïïû G è å¼ àôôèííîãî Ãðàññìàíèàíà GrG.

Ìû ôèêñèðóåì áîðåëåâñêóþ è êàðòàíîâñêóþ ïîäãðóïïû G ⊃ B ⊃ T è îáîçíà-

÷àåì W ãðóïïó Âåéëÿ (G, T ). Ïóñòü N îáîçíà÷àåò óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë áîðåëåâñêîé

ãðóïïû B, à N− îáîçíà÷àåò óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ïðîòèâîïîëîæíîé áîðåëåâñêîé ïîä-

ãðóïïû B−. Ïóñòü Λ (ñîîòâ. Λ∨) îáîçíà÷àåò ðåø¼òêó êîâåñîâ (ñîîòâ. âåñîâ), a Λ+ ⊂ Λ

(ñîîòâ. Λ∨+ ⊂ Λ∨) îáîçíà÷àåò êîíóñ äîìèíàíòíûõ êîâåñîâ (ñîîòâ. âåñîâ). Ïóñòü òàêæå

Λpos ⊂ Λ (ñîîòâ. Λ∨,pos ⊂ Λ∨) îáîçíà÷àåò ïîäìîíîèä, ïîðîæä¼ííûé ïðîñòûìè êîêîðíÿ-

ìè (ñîîòâ. êîðíÿìè) αi, i ∈ I (resp. α∨i , i ∈ I). Ìû îáîçíà÷àåì G∨ ⊃ T∨ Ëåíãëåíäñ-

äâîéñòâåííóþ ãðóïïó, òàê ÷òî Λ (ñîîòâ. Λ∨) ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé âåñîâ (ñîîòâ. êîâåñîâ)

ãðóïïû G∨.

1òåðìèíîëîãèÿ ñòàòüè [26, 6.2.7].
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Ïóñòü O îáîçíà÷àåò êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ C[[z]], a K îáîçíà÷à-

åò åãî ïîëå ÷àñòíûõ C((z)). Àôôèííûé Ãðàññìàííèàí GrG = GK/GO ÿâëÿåòñÿ èíä-

ïðîåêòèâíîé ñõåìîé, îáúåäèíåíèåì
⊔
λ∈Λ+ GrλG GO-îðáèò. Çàìûêàíèå îðáèòû GrλG ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì GrλG =
⊔
µ≤λ GrµG. Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê

GrTG åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ðåø¼òêîé êîâåñîâ Λ; è µ ∈ Λ ëåæèò â GrλG åñëè è

òîëüêî åñëè µ ∈ Wλ.

Äëÿ êîâåñà ν ∈ Λ = GrTG ìû îáîçíà÷àåì Sν ⊂ GrG (ñîîòâ. Tν ⊂ GrG) îðáèòó

ãðóïïû N(K) (ñîîòâ. of N−(K)), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ν. Ïåðåñå÷åíèÿ Sν ∩ GrλG (ñîîòâ.

Tν ∩GrλG) ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè (ñîîòâ. ðåïåëëåíòàìè) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû

C×, äåéñòâóþùåé ÷åðåç ãîìîìîðôèçì 2ρ â êàðòàíîâñêèé òîð T y GrλG : Sν ∩ GrλG =

{x ∈ GrλG : lim
c→0

2ρ(c) · x = ν} è Tν ∩ GrλG = {x ∈ GrλG : lim
c→∞

2ρ(c) · x = ν}. Â ïðåäåëå

GrG = lim
λ∈Λ+

GrλG, Sν (ñîîòâ. Tν) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ñîîòâ. ðåïåëëåíòîì) òî÷êè ν â

GrG. Çàìûêàíèå Sν ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
⊔
µ≤ν Sµ, à T ν =

⊔
µ≥ν Tµ.

Îïðåäåëåíèå. (a) Äëÿ θ ∈ Λpos ìû îáîçíà÷àåì Schθ (ñîîòâ. Schθ) ïåðåñå÷åíèå

Sθ ∩ T0 (ñîîòâ. Sθ ∩ T 0).2 Ýòî ïåðåñå÷åíèå ðàâíîðàçìåðíî ðàçìåðíîñòè 〈ρ∨, θ〉 (ñì. [18,
�6.3]).3

(b) Ïîëîæèì Aθ := H
〈2ρ∨,θ〉
c (Schθ,C) = H

〈2ρ∨,θ〉
c (Schθ,C), è A :=

⊕
θ∈Λpos Aθ.

Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ãëàäêàÿ êðèâàÿ X è θ ∈ Λpos. Òîãäà îòêðûòîå ïðîñòðàíñòâî

çàñòàâ
◦
Zθ (ñì. íàïðèìåð, [18]) ñíàáæåíî ïðîåêöèåé πθ :

◦
Zθ → Xθ íà ïðîñòðàíñòâî êîí-

ôèãóðàöèé ñòåïåíè θ êðèâîé X. Ýòà ïðîåêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôàêòîðèçàöèè, è

äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì π−1
θ (θ · x)

∼−→ Schθ. Äëÿ

θ1, θ2 ∈ Λpos òàêèõ, ÷òî θ1 + θ2 = θ, êîóìíîæåíèå ∆θ1,θ2 : Aθ → Aθ1 ⊗ Aθ2 îïðåäåëÿåòñÿ
òàê æå, êàê â 3.4.1 ÷åðåç ìîðôèçì êîñïåöèàëèçàöèè äëÿ ïîäñåìåéñòâà π−1

θ (θ1 ·x+ θ2 ·y).

×òîáû ïîñòðîèòü óìíîæåíèå m :
⊕

θ1+θ2=θAθ1 ⊗Aθ2 → Aθ, íàì ïîíàäîáèòñÿ èí-

òåðïîëÿöèîííîå ñåìåéñòâî Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè S̃chθ → A1 [21, �2.2], ïîñòðîåííîå ïî

C×-äåéñòâèþ íà Schθ, ïðîèñõîäÿùåìó èç êîõàðàêòåðàr 2ρ êàðòàíîâñêîãî òîðà T . Ãëàâ-

íîå ñâîéñòâî èíòåðïîëÿöèîííîãî ñåìåéñòâà S̃chθ → A1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå åãî ñëîè

íàä a 6= 0 èçîìîðôíû Schθ, à íóëåâîé ñëîé (S̃chθ)0 èçîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäè-

íåíèþ
⊔
λ

Sch+,λ
θ × Sch−,λθ . Çäåñü λ (êîâåñ â Λpos òàêîé, ÷òî λ ≤ θ) ïðîáåãàåò ìíîæå-

ñòâî C×-íåïîäâèæíûõ òî÷åê Schθ, a Sch+,λ
θ (ñîîòâ. Sch−,λθ ) îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé àòòðàêòîð (ñîîòâ. ðåïåëëåíò), ðàâíûé Sλ ∩ T 0 (ñîîòâ. Sθ ∩ Tλ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
H
〈2ρ∨,θ〉
c ((S̃chθ)0,C) =

⊕
θ1+θ2=θH

〈2ρ∨,θ1〉
c (Schθ1 ,C)⊗H〈2ρ

∨,θ2〉
c (Schθ2 ,C), è óìíîæåíèå m, êî-

òîðîå ìû õîòåëè ïîñòðîèòü, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìîðôèçì êîñïåöèàëèçàöèè äëÿ êî-

ãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ñëî¼â èíòåðïîëÿöèîííîãî ñåìåéñòâà Äðèíôåëüäà-

Ãàéöãîðè.

2Çäåñü íàçâàíèå Sch äàíî â ÷åñòü S. Schieder.
3Ñòðîãî ãîâîðÿ, òîëüêî íåðàâåíñòâî dim(Sθ∩T0) ≤ 〈ρ∨, θ〉 ïðîâåðåíî ñðàçó ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà [18,

Proposition 6.4]. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ñóùåñòâîâàíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ñå-

ìåéñòâà πθ :
◦
Zθ → Xθ, îáñóæäàåìîãî â ñëåäóþùåì àáçàöå.
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Øèäåð âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî áèàëãåáðà A èçîìîðôíà óíèâåðñàëüíîé

îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðå U(n∨) àëãåáðû Ëè Lie(N∨), ãäå N∨ ⊂ B∨ ⊂ G∨ ÿâëÿåòñÿ óíèïî-

òåíòíûì ðàäèêàëîì áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû Ëåíãëåíäñ-äâîéñòâåííîé ãðóïïû G∨. Öå-

ëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Øèäåðà.

3.4.3

×òîáû ïîñòðîèòü èçîìîðôèçì U(n∨)
∼−→ A, ìû ïðåäúÿâëÿåì äåéñòâèå áèàëãåáðû

A íà ãåîìåòðè÷åñêîì ôóíêòîðå ñëîÿ êàòåãîðèè Ñàòàêå. Òî÷íåå, ìû îáîçíà÷àåì rν,+

(ñîîòâ. rν,−) ëîêàëüíî çàìêíóòîå âëîæåíèå Sν ↪→ GrG (ñîîòâ. Tν ↪→ GrG). Êðîìå òîãî,

ìû îáîçíà÷àåì ιν,+ (ñîîòâ. ιν,−) çàìêíóòîå âëîæåíèå òî÷êè ν â Sν (ñîîòâ. â Tν).

Êàê äîêàçàíî â ðàáîòàõ [19, 21], åñòü êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

ι∗ν,−r
!
ν,− ' ι!ν,+r

∗
ν,+ : Db

GO
(GrG) → Db(Vect). Äëÿ ïó÷êà P ∈ Db

GO
(GrG), åãî ãèïåðáî-

ëè÷åñêèé ñëîé â òî÷êå ν îïðåäåëÿåòñÿ êàê Φν(P) := ι∗ν,−r
!
ν,−P ' ι!ν,+r

∗
ν,+P . Ñîãëàñ-

íî [25], äëÿ P ∈ PervGO(GrG), ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëîé Φν(P) æèâ¼ò â åäèíñòâåííîé êî-

ãîìîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè 〈2ρ∨, ν〉, è èìååòñÿ êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó

H•(GrG,P) =
⊕

ν∈Λ Φν(P). Áîëåå òîãî, àáåëåâà êàòåãîðèÿ PervGO(GrG) ìîíîèäàëüíà

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâ¼ðòêè ?, è ôóíêòîð H•(GrG,−) : (PervGO(GrG), ?)→ (Vect,⊗)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì ñëîÿ, îòîæäåñòâëÿþùèì (PervGO(GrG), ?) ñ òåíçîðíîé êàòåãîðèåé

Rep(G∨) (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Ñàòàêå).

Îñíîâíûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Øèäåðà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîð-

ôèçìà ôóíêòîðîâ Aθ ⊗ Φν → Φν+θ. Äëÿ ýòîãî (à òàêæå äëÿ ïðîâåðêè ðàçëè÷-

íûõ òåíçîðíûõ ñîâìåñòèìîñòåé) ìû ðàññìàòðèâàåì èíòåðïîëÿöèîííûé ãðàññìàííèàí

Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè-Âèíáåðãà: îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòèôèêàöèþ VinGrprinc
G èíòåïðî-

ëÿöèîííîãî ñåìåéñòâà Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè G̃rG → A1. Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì ðàñ-

øèðåííûé âàðèàíò VinGrG → T+
ad := SpecC[Λ∨,pos] è åù¼ îäèí âàðèàíò VinGrG,Xn äëÿ

Ãðàññìàííèàíà Áåéëèíñîíà-Äðèíôåëüäà. Ýòè ñåìåéñòâà íåÿâíî ñîäåðæàëèñü óæå â ðà-

áîòå Øèäåðà, è áûëè ÿâíî ïîñòðîåíû â áîëåå ðàííåé ðàáîòå Ãàéöãîðè è Íàäëåðà [23].

Îíè ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Íàïðèìåð, ïóñòü ω ∈ Λ+ ìè-

íèñêóëüíûé äîìèíàíòíûé êîâåñ. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå Øóáåðòà GrωG èçîìîðôíî ïàðà-

áîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ôëàãîâ G/Pω, è ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîãîîáðàçèå VinGrωG

èíòåðïîëÿöèîííîãî Ãðàññìàííèàíà Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè-Âèíáåðãà VinGrG èçîìîðô-

íî âûðîæäåíèþ Áðèîíà äèàãîíàëè ∆G/Pω â ñõåìå Ãèëüáåðòà Hilb(G/Pω×G/Pω)×T+
ad [20,

�3].

Çàìå÷àíèå. (a) Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ñàòàêå, äëÿ P ∈
PervGO(GrG) êîãîìîëîãèè H•(GrG,P) ñíàáæåíû äåéñòâèåì óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþ-

ùåé àëãåáðû U(g∨). Íàïðèìåð, äåéñòâèå Êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû U(t∨) ⊂ U(g∨) ïðî-

èñõîäèò èç ãðàäóèðîâêè H•(GrG,P) =
⊕

ν∈Λ Φν(P). Äåéñòâèå ïîäàëãåáðû U(n∨) ïðîèñ-

õîäèò èç ãåîìåòðè÷åñêîãî äåéñòâèÿ áèàëãåáðû Øèäåðà A íà ãåîìåòðè÷åñêîì ôóíêòîðå

ñëîÿ êàòåãîðèè Ñàòàêå è èçîìîðôèçìà U(n∨)
∼−→ A. Íàêîíåö, äåéñòâèå ïîäàëãåáðû

U(n∨−) ñîïðÿæåíî äåéñòâèþ ïîäàëãåáðû U(n∨) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû Ëåô-
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øåöà íà H•(GrG,P).

(b) Ïî ïîñòðîåíèþ, àëãåáðû Øèäåðà A ñíàáæåíà áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ êëàññîâ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò Schθ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç AZ ⊂ A
ñîîòâåòñòâóþùóþ öåëî÷èñëåííóþ ôîðìó àëãåáðû Øèäåðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óíè-

âåðñàëüíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåáðà U(n∨) ñíàáæåíà ïîëóêàíîíè÷åñêèì áàçèñîì [24].4

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ôîðìà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ôîðìà Øåâàëëå-

Êîñòàíòà óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(n∨)Z. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî èçîìîð-

ôèçì U(n∨)
∼−→ A îãðàíè÷èâàåòñÿ äî èçîìîðôèçìà öåëî÷èñëåííûõ ôîðì: U(n∨) ⊃

U(n∨)Z
∼−→ AZ ⊂ A. Â ïðîñòåéøåì ïðèìåðå G = SL(2), A N-ãðàäóèðîâàíà, è êàæäàÿ

êîìïîíåíòà ãðàäóèðîâêè An îäíîìåðíà ñ áàçèñíûì âåêòîðîì en; ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

enem =
(
n+m
n

)
en+m. Ïîýòîìó äâà âûøåîïèñàííûõ áàçèñà îòâå÷àþò äðóã äðóãó ïðè èçî-

ìîðôèçìå U(n∨)Z
∼−→ AZ. Îäíàêî, äëÿ îáùåé G ýòè äâà áàçèñà íå ïåðåõîäÿò äðóã â

äðóãà, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå äëÿ G òèïà A5 â ñòåïåíè (2, 4, 4, 4, 2) â [17, Appendix A].

Òàêèì îáðàçîì, õèããñîâà ðåàëèçàöèÿ [24] óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(n∨)

îòëè÷àåòñÿ îò êóëîíîâñêîé ðåàëèçàöèè [26] áèàëãåáðû U(n∨).

Ýòè è äðóãèå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [28].
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4 Êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

4.1 Èññëåäîâàíèå ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ è

áèðàöèîíàëüíîé æ¼ñòêîñòè ìíîãîîáðàçèé Ôàíî.

Ïðèëîæåíèÿ ê èññëåäîâàíèé ãðóïïû Êðåìîíû

Ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü âîïðîñ êëàññèôèêàöèè ðàöèîíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé

Ôàíî ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðûå íå äîïóñêàþò ýêâèâàðè-

àíòíûõ áèðàöèîíàëüíûõ ïåðåñòðîåê â äðóãèå G-ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî è ðàññëîåíèÿ Ìîðè.

Êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ çà-

äà÷è êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïîäãðóïï â òð¼õìåðíîé ãðóïïå Êðåìîíû Cr3(k), ãäå k �
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Ñòðàòåãèÿ êëàññèôèêàöèè òàêèõ

ïîäãðóïï áûëà îïèñàíà â ðàáîòå È. Äîëãà÷åâà è Â. Èñêîâñêèõ [1]: äëÿ êëàññèôèêàöèè

ýòèõ ïîäãðóïï äîñòàòî÷íî îïèñàòü G-ìèíèìàëüíûå òåðìèíàëüíûå GQ-ôàêòîðèàëüíûå
ðàññëîåíèÿ Ìîðè è ìîðôèçìû ìåæäó íèìè. Äàæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ îò-

äåëüíûå îòêðûòûå âîïðîñû, à â òðåõìåðíîì çàäà÷à â öåëîì âûãëÿäèò î÷åíü ñëîæíîé

â ñâîåé ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ëîãè÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îïèñàíèåì

G-ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå íå èìåþò ïåðåñòðîåê â äðóãèå ìíîãîîáðàçèÿ, òàê íàçûâàå-

ìûõ áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîîáðàçèÿ ïåðâîãî

òèïà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: êàíîíè÷åñêèé êëàññ äåëèòñÿ íà 2 â ãðóïïå Ïèêàðà

(òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ G-ìíîãîîáðàçèÿìè äåëü Ïåööî). Ðàíåå áûëè êëàññè-

ôèöèðîâàíû ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî ñòåïåíåé 3 è 4 òàêîãî òèïà, à òàêæå íåêîòîðûå

ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2. Â ñëó÷àå ñòåïåíè 4 îêàçàëîñü, ÷òî G- áèðàöèî-

íàëüíî æ¼ñòêèìè ìîãóò áûòü òîëüêî 5 îòäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé è îäíî îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Â ñëó÷àå ñòåïåíè 3 êëàññèôèêàöèÿ óñòðîåíà åù¼ ïðîùå � òîëüêî

äâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè îòíîñèòåëüíî âñåé ãðóïïû àâòî-

ìîðôèçìîâ. Äëÿ îäíîãî èç íèõ áûëè êëàññèôèöèðîâàíû âñå ïîäãðóïïû ïîëíîé ãðóïïû

àâòîìîðôèçìîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíî áèðàöè-

îíàëüíî æ¼ñòêèì. Òàêæå áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ ñ êëàññèôèêàöèåé áèðàöèîíàëüíî

æ¼ñòêèõ ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 ñ 15 îáûêíîâåííûìè äâîéíûìè òî÷êàìè,

îíî îêàçàëîñü ðîâíî îäíî.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä ïðîäîëæàëîñü èññëåäîâàíèå ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî ñòåïå-

íè 2, èìåþùèõ òîëüêî íîäàëüíûå îñîáåííîñòè. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðèëîæåíèé ê èçó÷åíèþ

ãðóïïû Êðåìîíû íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ, òî, ñîãëàñíî ðå-

çóëüòàòó ×åëüöîâà, Øðàìîâà è Ïðæèÿëêîâñêîãî (ñì. [2]), èìååò ñìûñë èçó÷àòü òîëüêî

ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùèå áîëåå 6 îñîáåííîñòåé. Ñîãëàñíî èõ òåîðåìå, ìíîãîîáðàçèÿ, íå

ÿâëÿþùèåñÿ Q-ôàêòîðèàëüíûìè ïî÷òè âñåãäà ðàöèîíàëüíû, íî â ôàêòîðèàëüíîì ñëó-

÷àå âîïðîñ ðàöèîíàëüíîñòè âñ¼ åù¼ îòêðûò. Â íå Q-ôàêòîðèàëüíîì ñëó÷àå áûëè îïè-

ñàíû âñå ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùèå äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ, ÷òîáû

îíè èìåëè øàíñ áûòü áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè. Äëÿ ìíîãèõ ïîäãðóïï â ãðóïïå àâòî-
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ìîðôèçìîâ óäàëîñü äîêàçàòü áèðàöèîíàëüíóþ æ¼ñòêîñòü, â ÷àñòíîñòè, óäàëîñü íàéòè

íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèõ ìíîãîîáðàçèé îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè-

÷åñêîé ãðóïïû ðàíãà 4. Â ôàêòîðèàëüíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ñëîæíåå, ïîñêîëüêó â ýòîì

ñëó÷àå ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ãîðàçäî áåäíåå. Â ýòîì ñëó÷àå óäàëîñü ïîëó÷èòü ñïè-

ñîê ïîòåíöèàëüíûõ êàíäèäàòîâ íà òî, ÷òîáû áûòü áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè, íàïðèìåð,

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèé òàêîãî òèïà ñ 11 è 9 îñîáåííîñòÿìè íå áûâàåò, à â ñëó-

÷àå 7 îñîáåííîñòåé îíî âñåãî îäíî. Â ñëó÷àå 12, 10 è 8 îñîáåííîñòåé ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî

ñëîæíåå, èìååòñÿ íåñêîëüêî ñåìåéñòâ ïîòåíöèàëüíî áèðàöèîíàëüíî æåñòêèõ ìíîãîîá-

ðàçèé. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñëîæíî ïîíÿòü ïîëíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ, è,

ñêîðåå âñåãî, ìíîãèå ìíîãîîáðàçèÿ èç ýòîãî ñïèñêà íà ñàìîì äåëå íå ÿâëÿþòñÿ áèðàöè-

îíàëüíî æåñòêèìè äàæå îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Ðàáîòà â ýòîì

íàïðàâëåíèè áóäåò ïðîäîëæåíà â äàëüíåéøåì.
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4.2 Áèðàöèîíàëüíàÿ æåñòêîñòü òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé

Ôàíî

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [1] Àõìàäèíåæàäà, Ïàðêà è ×åëüöîâà, ïîëó÷åíà ïîëíàÿ

êëàññèôèêàöèÿ áèðàöèîíàëüíî æåñòêèõ òðåõìåðíûõ âçâåøåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Ôàíî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ê òðåõìåð-

íîìó ðàöèîíàëüíî ñâÿçíîìó ìíîãîîáðàçèþ, ìû ïîëó÷èì (íà âûõîäå) íåêîòîðîå Ìîðè

ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìîæåò èìåòü îäèí èç ñëåäóþùèì òðåõ òèïîâ: Q-
ôàêòîðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè è ãðóïïîé Ïèêàðà

Z, ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, è ðàññëîåíèå íà êîíèêè. Ìîæíî çàäàòü âî-

ïðîñ � êîãäà äàííîå Ìîðè ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì Ìîðè ðàñ-

ñëîåííûì ïðîñòðàíñòâîì â ñâîåì êëàññå áèðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè? Íàèáîëåå

åñòåñòâåííî ýòîò âîïðîñ çâó÷èò äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî � åñëè òðåõìåðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå Ôàíî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì Ìîðè ðàññëîåííûì ïðîñòðàíñòâîì â ñâîåì êëàññå

áèðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü áèðàöèîíàëüíî æåñòêèìè.

Íà äàííûé ìîìåíò áèðàöèîíàëüíî æåñòêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî íå êëàññèôèöèðîâàíû,

íî Àõìàäèíåæàä, Ïàðê è ×åëüöîâ ñäåëàëè ïåðâûé øàã íà ïóòè ê ýòîé êëàññèôèêàöèè.

×òîáû åãî îïèñàòü, ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X â òåðìèíàëüíûìè

Q-ôàêòîðèàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè. Ïóñòü A � íåêîòîðûé äèâèçîð Âåéëÿ íà ìíîãîîá-

ðàçèè X òàêîé ÷òî −KX = ιXA, ãäå ιX � ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ òàêèì
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ñâîéñòâîì. Â ýòîì ñëó÷àå, ÷èñëî ιX ïðèíÿòî íàçûâàòü èíäåêñîì ìíîãîîáðàçèÿ X. Èç-

âåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 130 ñåìåéñòâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, òàêèõ ÷òî

êîëüöî

R(X,A) =
⊕
m>0

H0
(
X,−mA

)
èìååò ðîâíî 5 îáðàçóþùèõ. Ïóñòü x, y, z, t, w � ýòè îáðàçóþùèå, à a0, . . . , a4 � èõ ñî-

îòâåòñòâóþùèå ñòåïåíè. Â ýòîì ñëó÷àå, ñå÷åíèÿ x, y, z, t, w ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñîîòíî-

øåíèåì f(x, y, z, t, w) = 0, êîòîðîå èìååò ñòåïåíü d. Ýòî ñîîòíîøåíèå ðåàëèçóåò X êàê

ãèïîâåðõíîñòü âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(a0, a1, a2, a3, a4), êîòîðàÿ çà-

äàíà êâàçèîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì

f(x, y, z, t, w) = 0,

à èíäåêñ ìíîãîîáðàçèÿ X ðàâåí ιX = a0 + a1 + a2 + a3 + a4 − d. Ñðåäè ýòèõ 130 ñå-

ìåéñòâ, ðîâíî 95 èìååò èíäåêñ 1, à èõ áèðàöèîíàëüíàÿ æåñòêîñòü áûëà èññëåäîâàíà

ðàíåå Ïàðêîì è ×åëüöîâûì, êîòîðûå ïîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà. Âñå êâàçèãëàäêèå òðåõìåðíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè Ôàíî èíäåêñà 1 ÿâëÿþòñÿ

áèðàöèîíàëüíî æåñòêèìè.

Â ÷àñòíîñòè, âñå êâàçèãëàäêèå òðåõìåðíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè Ôàíî èíäåêñà 1

íåðàöèîíàëüíû. Ðàöèîíàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé Ôàíî â îñòàâøèõñÿ 35 ñåìåéñòâàõ áûëà

èññëåäîâàíà Âóàçåí, Ãðèíåíêî, Êëåìåíñîì, Ãðèôôèòñîì è Îêàäîé, êîòîðûå ïîëíîñòüþ

ðåøèëè çàäà÷ó ðàöèîíàëüíîñòè äëÿ îáùèõ ÷ëåíîâ ýòèõ ñåìåéñòâ. Èíôîðìàöèÿ îá ýòèõ

ñåìåéñòâàõ è ðàöèîíàëüíîñòè îáùèõ ìíîãîîáðàçèé â íèõ ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåé òàá-

ëèöå.

� Xd ⊂ P(a0, . . . , a4) ιX Ð? � Xd ⊂ P(a0, . . . , a4) ιX Ð?

96 X3 ⊂ P(1, 1, 1, 1, 1) 2 − 114 X6 ⊂ P(1, 1, 2, 3, 4) 5 +

97 X4 ⊂ P(1, 1, 1, 1, 2) 2 − 115 X6 ⊂ P(1, 2, 2, 3, 3) 5 +

98 X6 ⊂ P(1, 1, 1, 2, 3) 2 − 116 X10 ⊂ P(1, 2, 3, 4, 5) 5 −
99 X10 ⊂ P(1, 1, 2, 3, 5) 2 − 117 X15 ⊂ P(1, 3, 4, 5, 7) 5 −
100 X18 ⊂ P(1, 2, 3, 5, 9) 2 − 118 X6 ⊂ P(1, 1, 2, 3, 5) 6 +

101 X22 ⊂ P(1, 2, 3, 7, 11) 2 − 119 X6 ⊂ P(1, 2, 2, 3, 5) 7 +

102 X26 ⊂ P(1, 2, 5, 7, 13) 2 − 120 X6 ⊂ P(1, 2, 3, 3, 4) 7 +

103 X38 ⊂ P(2, 3, 5, 11, 19) 2 − 121 X8 ⊂ P(1, 2, 3, 4, 5) 7 +

104 X2 ⊂ P(1, 1, 1, 1, 1) 3 + 122 X14 ⊂ P(2, 3, 4, 5, 7) 7 −
105 X3 ⊂ P(1, 1, 1, 1, 2) 3 + 123 X6 ⊂ P(1, 2, 3, 3, 5) 8 +

106 X4 ⊂ P(1, 1, 1, 2, 2) 3 + 124 X10 ⊂ P(1, 2, 3, 5, 7) 8 +

107 X6 ⊂ P(1, 1, 2, 2, 3) 3 − 125 X12 ⊂ P(1, 3, 4, 5, 7) 8 +

108 X12 ⊂ P(1, 2, 3, 4, 5) 3 − 126 X6 ⊂ P(1, 2, 3, 4, 5) 9 +

109 X15 ⊂ P(1, 2, 3, 5, 7) 3 − 127 X12 ⊂ P(2, 3, 4, 5, 7) 9 +

57



110 X21 ⊂ P(1, 3, 5, 7, 8) 3 − 128 X12 ⊂ P(1, 4, 5, 6, 7) 11 +

111 X4 ⊂ P(1, 1, 1, 2, 3) 4 + 129 X10 ⊂ P(2, 3, 4, 5, 7) 11 +

112 X6 ⊂ P(1, 1, 2, 3, 3) 4 + 130 X12 ⊂ P(3, 4, 5, 6, 7) 13 +

113 X4 ⊂ P(1, 1, 2, 2, 3) 5 +

Â ðàáîòå [1] Àõìàäèíåæàä, Ïàðê è ×åëüöîâ äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � êâàçèãëàäêàÿ òðåõìåðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Ôàíî �n. Òîãäà

� ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X â ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè äåëü

Ïåööî èëè ðàññëîåíèå íà êîíèêè åñëè

n 6∈ {100, 101, 102, 103, 110},

� ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X â äðóãîå (íå èçîìîðôíîå) òðåõìåð-

íîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ òåðìèíàëüíûìè Q/ôàêòîðèàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè è

ãðóïïîé Ïèêàðà Z åñëè

n ∈ {100, 101, 102, 103, 110}.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ιX > 2, òî X íå ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíî æåñòêèì.

Ñëåäñòâèå 1. Êâàçèãëàäêàÿ òðåõìåðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Ôàíî áèðàöèîíàëüíî æåñò-

êà åñëè è òîëüêî åñëè îíà èìååò èíäåêñ 1.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [2] Äþáóëî, Êèøèìîòî è ×åëüöîâà, ïîëíîñòüþ ðåøåíà ïðî-

áëåìà G-áèðàöèîíàëüíîé æåñòêîñòè äëÿ òðåõìåðíûõ òîðè÷åñêèõ G/ìíîãîîáðàçèé Ôà-

íî, ãäå G � ïîäãðóïïà íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìàê-

ñèìàëüíûé òîð. Íàïîìíèì, ÷òî G-ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ýòî ïàðà (X,G), ñîñòîÿùàÿ èç

ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X è àëãåáðàè÷åñêîé ïîäãðóïïû G â Aut(X) òàêàÿ ÷òî

� îñîáåííîñòè ìíîãîîáðàçèÿ X òåðìèíàëüíû,

� G-èíâàðèàíòíàÿ ãðóïïà Cl(X)G èìååò ðàíã 1 (G-ìèíèìàëüíîñòü).

Íàïîìíèì òàêæå ÷òî G-ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ÿâëÿåòñÿ G-áèðàöèîíàëüíî ñâåðõ-

æåñòêèì åñëè íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ G-ýêâèâàðèàíòíûõ ëèíêîâ Ñàðêèñîâà, êîòîðûå

íà÷èíàþòñÿ ñ ìíîãîîáðàçèÿ X. Àíàëîãè÷íî, G/ìíîãîîáðàçèå Ôàíî íàçûâàåòñÿ G-áèðà-

öèîíàëüíî æåñòêèì åñëè êàæäûé G-ýêâèâàðèàíòíûé ëèíê Ñàðêèñîâà, êîòîðûé íà÷è-

íàåòñÿ ñ X, òàêæå çàêàí÷èâàåòñÿ â X. Òàêæå íàçîâåì G-ìíîãîîáðàçèå Ôàíî G-öåëüíûì

åñëè X íå ìîæåò áûòü G-ýêâèâàðèàíòíî ïåðåñòðîåíî â (íåáèðàöèîíàëüíîå) ðàññëîåíèå

íà ðàöèîíàëüíî ñâÿçàííûå ìíîãîîáðàçèå íàä áàçîé ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè. Äþáó-

ëî, Êèøèìîòî è ×åëüöîâ íàøëè âñå G-áèðàöèîíàëüíî ñâåðõæåñòêèå, G-áèðàöèîíàëüíî

æåñòêèå è G-öåëüíûå òðåõìåðíûå òðåõìåðíûå òîðè÷åñêèå G-ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X â
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ñëó÷àå êîãäà G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â Aut(X), êîòîðàÿ ñîäåðæèò è íîðìàëè-

çóåò ìàêñèìàëüíûé òîð. ×òîáû îïèñàòü èõ êëàññèôèêàöèþ, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì GX

íîðìàëèçàòîð ìàêñèìàëüíîãî òîðà â Aut(X), è îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñùåïèìàÿ

òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

1 // T // GX
νX //WX

// 1,

ãäå WX � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL3(Z), êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ãðóïïîé

Âåéëÿ. Òàêæå, ðàññìîòðèì ÷åòûðå õîðîøî èçâåñòíûå òðåõìåðíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîá-

ðàçèÿ Ôàíî. Âî ïåðâûõ, ïîëîæèì V6 = P1 × P1 × P1. Âî âòîðûõ, ïóñòü V4 � ïîëíîå

ïåðåñå÷åíèå â P5, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè

xu− yw = xu− zt = 0.

Â òðåòüèõ, ïóñòü Y24 � äèâèçîð ñòåïåíè (1, 1, 1, 1) â P1 × P1 × P1 × P1, êîòîðûé çàäàí

óðàâíåíèåì

x1x2x3x4 = y1y2y3y4.

Â ÷åòâåðòûõ, ïóñòü X24 � ôàêòîð P1 × P1 × P1 ïî èíâîëþöèè, êîòîðàÿ äåéñòâóåò äèà-

ãîíàëüíî íà P1 × P1 × P1, à íà êàæäîì ôàêòîðå äåéñòâóåò êàê [x : y] 7→ [−x : y]. Âî

âñåõ ýòèì ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ, ãðóïïà Âåéëÿ WX èçîìîðôíà ãðóïïå S4 × µ2. Äþáóëî,

Êèøèìîòî è ×åëüöîâ ïîëó÷èëè èñ÷åðïûâàþùèé ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî, êîòîðîå èìååò íå

áîëåå ÷åì òåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè, ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð â Aut(X), à GX �

åãî íîðìàëèçàòîð â ãðóïïå Aut(X). Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

� X ÿâëÿåòñÿ GX-ìèíèìàëüíûì è GX-öåëüíûì;

� X ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé V6, V4, X24, Y24 è P3.

Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â GX , è ïóñòü νX : GX → WX � ôàêòîð-

ìîðôèçì. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òðåõìåðíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî V6,

V4, X24, Y24 èëè P3, òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

� åñëè X ÿâëÿåòñÿ G-ìèíèìàëüíûì è G-öåëüíûì, òî νX(G) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó

èçîìîðôíóþ A4;

� åñëè νX(G) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó èçîìîðôíóþ A4, òî ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ

G-ìèíèìàëüíûì êðîìå ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

� X = V4, νX(G) ∼= S4, à G äåéñòâóåò èíòðàíçèòèâíî íà T-èíâàðèàíòíûõ ïî-

âåðõíîñòÿõ;

� X = V4 è νX(G) ∼= A4.

� åñëè X ÿâëÿåòñÿ G-ìèíèìàëüíûì, à νX(G) contains A4 è |G| > 32 · 244, òî X

ÿâëÿåòñÿ G-öåëüíûì.
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Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X � îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõìåðíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

Ôàíî V6, V4, X24, Y24, P3, ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð â Aut(X), à GX � åãî íîðìàëè-

çàòîð â ãðóïïå Aut(X). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

� X ÿâëÿåòñÿ GX-ìèíèìàëüíûì è GX-áèðàöèîíàëüíî æåñòêèì;

� X ÿâëÿåòñÿ GX-ìèíèìàëüíûì è GX-áèðàöèîíàëüíî ñâåðõæåñòêèì;

� ëèáî X = V6, ëèáî X = Y24.

Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â GX , è ïóñòü νX : GX → WX � ôàêòîð-

ìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî νX(G) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó èçîìîðôíóþ A4. Òîãäà èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

� åñëè X ÿâëÿåòñÿ G-ìèíèìàëüíûì è G-áèðàöèîíàëüíî æåñòêèì, òî X = V6 or

X = Y24;

� åñëè X = V6 èëè X = X = Y24, è |G| > 32 · 244, òî X ÿâëÿåòñÿ G-áèðàöèîíàëüíî

æåñòêèì.
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2. I. Cheltsov, A. Dubouloz, T. Kishimoto, Toric G-solid Fano threefolds

arXiv:2007.14197

4.3 Îãðàíè÷åíèå íåðàöèîíàëüíîñòè ñëîåâ â ðàññëîåíèÿõ

Ôàíî

Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðà-

öèîíàëüíîñòè. Åå ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ äàííîå ìíîãî-

îáðàçèå ðàöèîíàëüíûì, èëè íåò. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëü-

íûì, åñëè îíî áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó. Èíòåðåñ òàêæå

ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèå ðàöèîíàëüíîñòè â ñåìåéñòâàõ. À èìåííî, åñëè ïðåäïîëîæèòü,

÷òî îáùèé ñëîé ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, âåðíî ëè, ÷òî è ñïåöèàëüíûé (âû-

ðîæäåííûé) ñëîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì? Ìû èçó÷àåì ïðîáëåìó ðàöèîíàëüíî-

ñòè äëÿ ñåìåéñòâ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ðàçìåðíîñòè 2. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ

ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü

äåëü Ïåööî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñëîæíî ïîñòðîèòü âûðîæäå-

íèå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî â îñîáóþ íåðàöèîíàëüíóþ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.
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Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêîãî âûðîæäåíèÿ ìîæíî âçÿòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, âûðîæäàþùèõñÿ ê

êîíóñó íàä ïëîñêîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Åñòåñòâåííîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàòü

ýòîò ôåíîìåí â áîëüøåé îáùíîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè

áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [4]. Èõ óäàëîñü îáîáùèòü â ðàáîòå [2].

Ðàññìîòðèì ïëîñêîå ñåìåéñòâî (áûòü ìîæåò, îñîáûõ) ìíîãîîáðàçèé Ôàíî íàä

êðèâîé, òàêîå, ÷òî îáùèé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè íàëî-

æèòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà ñåìåéñòâî, òî íåðàöèîíàëüíîñòü ñïåöèàëüíîãî ñëîÿ ìîæíî

îãðàíè÷èòü â òåðìèíàõ îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà.

Ìû ðàáîòàåì ñ ñåìåéñòâàìè, ðàçìåðíîñòü ñëîåâ êîòîðûõ ðàâíà äâóì. Òàêæå ìû

òðåáóåì, ÷òîáû îñîáåííîñòè ñåìåéñòâà áûëè îãðàíè÷åíû (áîëåå òî÷íî, ÷òîáû îíè áûëè

ëîã-òåðìèíàëüíû ïî Êàâàìàòå). Â ýòîì ñëó÷àå îáùèé ñëîé àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðà-

öèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî, à êîìïîíåíòû ñïåöèàëüíîãî ñëîÿ áèðàöèîíàëüíî

ýêâèâàëåíòíû ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C íà ïðîåêòèâíóþ

ïðÿìóþ. Ïîä îãðàíè÷åíèåì íåðàöèîíàëüíîñòè ìû ïîíèìàåì îãðàíè÷åíèå ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ èíâàðèàíòîâ êðèâîé C, â ÷àñòíîñòè, ãåîìåòðè÷åñêîãî ðîäà g(C) è ãîíàëüíîñòè

gon(C). Íàïîìíèì, ÷òî ãîíàëüíîñòüþ ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíàÿ ñòåïåíü äîìèíàíòíîãî ìîðôèçìà íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Êëþ÷åâûì ïðåäïî-

ëîæåíèåì, ïîçâîëÿþùèì îãðàíè÷èòü ãîíàëüíîñòü, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îñîáåííîñòè ïàðû (X, tFred), ãäå X � òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñåìåéñòâà, äëÿ íåêîòî-

ðîãî ôèêñèðîâàííîãî t > 0 ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè (áîëåå òî÷íî, ëîã-êàíîíè÷åñêèìè).

Çäåñü Fred � ñïåöèàëüíûé ñëîé, ðàññìîòðåííûé ñ ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Òîãäà îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî ãîíàëüíîñòü gon(C) îãðàíè÷åíà â çàâèñèìîñòè îò t, è åñëè t > 1/2, òî ðîä

g(C) òàêæå îãðàíè÷åí â çàâèñèìîñòè îò t. Åñëè æå, êðîìå òîãî, t = 1, òî ðîä êðèâîé C

íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Áîëåå òîãî, îöåíêà t > 1/2 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, òî åñòü åå

íåëüçÿ óëó÷øèòü.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â áîëüøåé îáùíîñòè. À èìåí-

íî, åãî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ òðåõìåðíûõ ðàññëîåíèé íà ëîãàðèôìè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ áîëåå

óäîáíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâ. Êðîìå òîãî, â êà÷åñòâå áàçû ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîãîîá-

ðàçèå ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà ïðèìåíèìà è ê ñëó÷àþ áèðà-

öèîíàëüíûõ ñòÿãèâàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü èñêëþ÷èòåëüíûõ

äèâèçîðîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî îñîáåííîñòè ìíîãîîáðàçèÿ õóæå, ÷åì êàíîíè÷åñêèå.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Äæ. Áëàí-

êîì, ñì [3]: ÿâëÿåòñÿ ëè ðîä (ñîîòâåòñòâåííî, ãîíàëüíîñòü) êðèâîé C, îïðåäåëåííîé

âûøå, îãðàíè÷åííîé äëÿ òåðìèíàëüíûõ ðàññëîåíèé Ìîðè íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî

íàä êðèâîé? Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è ãèïîòåçû Øîêóðîâà, äîêàçàííîé Áèðêàðîì â

[1], ñëåäóåò, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ãîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì. Ãèïîòåçà Øîêóðîâà ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü îñîáåííîñòè ïàð (X, tF ), ðàññìîòðåí-

íûõ âûøå, äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî t, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè X.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè X òåðìèíàëüíî, ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå t > 0, êîòîðîå è ïîçâîëÿ-

åò ïðèìåíèòü äîêàçàííîå íàìè óòâåðæäåíèå. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ðîäà êðèâîé C

ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì, òàê êàê ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå t áó-

äåò áîëüøå 1/2. Èíòåðåñíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à ÿâíîãî íàõîæäåíèÿ êîíñòàíòû t â

ãèïîòåçå Øîêóðîâà â ñëó÷àå òåðìèíàëüíûõ îñîáåííîñòåé òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

1. C. Birkar; Singularities on the base of a Fano type �bration. J. Reine Angew Math.,

J. Reine Angew Math., 715 (2016), 125-142.

2. C. Birkar, K. Loginov; Bounding non-rationality of divisors on 3-fold Fano �brations.

arXiv 2007.15754.

3. J. Blanc, I. Cheltsov, A. Duncan, Yu. Prokhorov. Birational self-maps of threefolds

of (un)-bounded genus or gonality. arXiv:1905.00940.

4. K. Loginov. On nonrational �bers of del Pezzo �brations over curves. Math. Notes,

106, 6 (2019), 930�939.

4.4 Àâòîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà

Â 2009 ãîäó È.Â.Äîëãà÷åâ è Â.À.Èñêîâñêèõ êëàññèôèöèðîâàëè êîíå÷íûå ïîä-

ãðóïïû â ãðóïïå áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàä àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé íàøåé ðàáîòû

áûëî îáîáùåíèå èõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà, òî åñòü òàêèõ

ïîâåðõíîñòåé S, îïðåäåëåííûõ íàä (àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûì) ïîëåì K õàðàêòåðè-

ñòèêè 0, ÷òî ïîâåðõíîñòü SK̄ íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì K̄ ïîëÿK èçîìîðôíà P2
K̄
.

Ââèäó ðåçóëüòàòîâ Äîëãà÷åâà è Èñêîâñêèõ, ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî íåòðèâèàëüíûå

ïîâåðõíîñòè Ñåâåðè�Áðàóýðà, òî åñòü òàêèå, êîòîðûå íå èçîìîðôíû P2 íàä ïîëåì îïðå-

äåëåíèÿ. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó èç òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Ñåâåðè�Áðàóýðà,

ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�Áðàóýðà íå èìååò òî÷åê

íàä ïîëåì îïðåäåëåíèÿ.

Â 2020 ãîäó áûëà ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ

áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ íåòðèâèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà. Ïóñòü

µn îáîçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n.

Òåîðåìà. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ.

� Ñóùåñòâóåò ïîëå K õàðàêòåðèñòèêè 0 è íåòðèâèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�

Áðàóýðà S íàä K, òàêàÿ ÷òî ãðóïïà Bir(S) áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ S

ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà n, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè n = 3r
∏
prii , ãäå pi

� ïðîñòûå ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ 1 ïî ìîäóëþ 3, è r ≤ 1 (äðóãèìè ñëîâàìè, n íå
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äåëèòñÿ íà 9 è íå äåëèòñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ 2 ïî ìîäóëþ 3). Â ýòîì

ñëó÷àå ãðóïïà Aut(S) òàêæå ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà n;

� Ñóùåñòâóåò ïîëå K õàðàêòåðèñòèêè 0 è íåòðèâèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�

Áðàóýðà S íàä K, òàêàÿ ÷òî ãðóïïà Aut(S) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ

G, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äåëÿùååñÿ

òîëüêî íà ïðîñòûå, ñðàâíèìûå ñ 1 ïî ìîäóëþ 3, òàêîå ÷òî ãðóïïà G èçîìîðôíà

ëèáî µn, ëèáî µ3n, ëèáî ñáàëàíñèðîâàííîìó ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ µn oµ3,

ëèáî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ µ3× (µnoµ3), ãäå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñáàëàí-

ñèðîâàíî;

� Ñóùåñòâóåò ïîëå K õàðàêòåðèñòèêè 0 è íåòðèâèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�

Áðàóýðà S íàä K, òàêàÿ ÷òî ãðóïïà Bir(S) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ G,

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè G ëèáî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãðóïï, ïåðå÷èñëåííûõ

â ïóíêòå (ii), ëèáî G ∼= µ3
3.

Ýòó òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ

ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ è ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Aut(S) è Bir(S),

ãäå S ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî S âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä

âñåìè ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè 0. À èìåííî, îáîçíà÷èì

AO = {n | n ∈ Z≥1, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü S ∈ S,

÷òî ãðóïïà Aut(S) ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà n} ,

BO = {n | n ∈ Z≥1, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü S ∈ S,

÷òî ãðóïïà Bir(S) ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà n} ,

AG = {G | |G| <∞, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü S ∈ S,

÷òî ãðóïïà Aut(S) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ G} ,

BG = {G | |G| <∞, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü S ∈ S,

÷òî ãðóïïà Bir(S) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ G} .

Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âèäà n =
∏
prii , ãäå pi �

ïðîñòûå ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ 1 ïî ìîäóëþ 3, è ïîëîæèì

B = {G | G ∼= µn o µ3 ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì

ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N} .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ íàøà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî

AO = BO = N ∪ {3n | n ∈ N} ,

AG = {µn | n ∈ N} ∪ {µ3n | n ∈ N} ∪ B ∪ {µ3 ×G | G ∈ B} ,

BG = AG ∪
{
µ3

3

}
.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä ïîëåì õàðàêòå-

ðèñòèêè 0 èìååò àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 3. Òåì íå ìåíåå íàä íåêîòîðûìè ïîëÿìè ãðóï-

ïû àâòîìîðôèçìîâ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà èìåþò äîâîëüíî
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ìàëî êîíå÷íûõ ïîäãðóïï. Íàïðèìåð, ýòî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå ïîëÿ Q ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü S � íåòðèâèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä ïîëåì Q, à

G � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Bir(S). Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå µ3
3. Â

÷àñòíîñòè, ãðóïïà G àáåëåâà.

Èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ, ââåäåííóþ Â.Ë.Ïîïîâûì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîí-

ñòàíòà Æîðäàíà ãðóïïû áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ëþáîé íåòðèâèàëüíîé ïî-

âåðõíîñòè Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä Q ðàâíà 1, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåòðèâèàëüíîé ïîâåðõíî-

ñòè Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 îíà íå ïðåâîñõîäèò 3.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Å.À.ßñèíñêîãî êîíñòàíòà Æîðäàíà äëÿ ãðóïïû

áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàä Q ðàâíà 120.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

1. C. Shramov, Finite groups acting on Severi-Brauer surfaces, arXiv:2006.14671

2. C. Shramov, V.Vologodsky, Boundedness for �nite subgroups of linear algebraic

groups, arXiv:2009.14485

3. Ê.À.Øðàìîâ, Áèðàöèîíàëüíûå àâòîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè-Áðàóýðà,

Ìàòåì. ñá., 211 (2020), no. 3, 169�184.

4.5 Àâòîìîðôèçìû êâàçèãëàäêèõ âçâåøåííûõ

ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáú-

åêòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü âçâåøåííûå

ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ íåìíîãî áîëåå ñëàáûì ñâîéñòâîì, à èìåííî, êâàçèãëàäêèå âçâå-

øåííûå ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Â.Â.Ïðæèÿëêîâñêèì áûë äîêàçàí

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ãðóïïàõ àâòîìîðôèçìîâ êâàçèãëàäêèõ âçâåøåííûõ ïîëíûõ ïå-

ðåñå÷åíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü P� õîðîøî ñôîðìèðîâàííîå âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, è

ïóñòü X ⊂ P � êâàçèãëàäêîå õîðîøî ñôîðìèðîâàííîå âçâåøåííîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå,

íå ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ ëèíåéíûì êîíóñîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî dimX ≥ 3,

ëèáî dimX = 2 è KX 6= 0, ëèáî X ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Òîãäà Aut(X) �

ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Äàëåå, ïóñòü Γ � ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà â Aut(X).

Òîãäà ñóùåñòâóåò äåéñòâèå Γ íà P, èíäóöèðóþùåå äåéñòâèå Γ íà X.

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êðèâûõ ðîäà 1,

ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ïðèâåäåííîãî âûøå ðåçóëüòàòà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå ïðî àâòîìîðôèçìû ãëàäêèõ âçâåøåííûõ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé.

64



Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü X ⊂ P � ãëàäêîå õîðîøî ñôîðìèðîâàííîå âçâåøåííîå ïîëíîå

ïåðåñå÷åíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ ëèíåéíûì êîíóñîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî

dimX ≥ 3, ëèáî dimX = 2 è KX 6= 0, ëèáî X ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Òîãäà

ñóùåñòâóåò äåéñòâèå Aut(X) íà P, èíäóöèðóþùåå äåéñòâèå Aut(X) íà X.

4.6 Âçâåøåííûå ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ Ôàíî

Â äðóãîé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Â.Â.Ïðæèÿëêîâñêèì áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå î ãëàäêèõ âçâåøåííûõ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ Ôàíî îñíîâíîé ñåðèè.

Òåîðåìà. ÏóñòüX � ãëàäêîå õîðîøî ñôîðìèðîâàííîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå Ôàíî îáèëü-

íûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â Q-ôàêòîðèàëüíîì ïðîåêòèâíîì òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Y .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim(X) ≥ 2 è rk Pic(X) = 1. Òîãäà Y ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ïðîåê-

òèâíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

1. V. Przyalkowski, C. Shramov, On automorphisms of quasi-smooth weighted complete

intersections, arXiv:2006.01213

2. V. Przyalkowski, C. Shramov, Smooth prime Fano complete intersections in toric

varieties, arXiv:2010.14447

Âûøëè èç ïå÷àòè ðàíåå íàïèñàííûå ðàáîòû:

3. V. Przyjalkowski, C. Shramov, Hodge level for weighted complete intersections,

Collectanea Mathematica, 71 (2020), 549�574.

4. V. Przyjalkowski, C. Shramov, Bounds for smooth Fano weighted complete

intersections, Communications in Number Theory and Physics, 14 (2020), no. 3, 511�553.

5. I. Cheltsov, A.Kuznetsov, C. Shramov, Coble fourfold, S6-invariant quartic

threefolds, and Wiman�Edge sextics, Algebra and Number Theory, 14 (2020), no. 1, 213�274.

6. I. Cheltsov, J. Park, C. Shramov, Delta invariants of singular del Pezzo surfaces,

Journal of Geometric Analysis (2020), îïóáëèêîâàííî on-line, https://doi.org/10.1007/

s12220-020-00355-9

4.7 Ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî

íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Èññëåäîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ïðåäñòàâ-

ëÿåò èíòåðåñ êàê äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òàê è äëÿ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Â ñëó÷àå

àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè-

÷åñêè ðàöèîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè (òî åñòü ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå áèðàöèîíàëüíî ýêâèâà-

ëåíòíû ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ), ñðåäè êîòîðûõ
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íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïîâåðõíîñòè ñî ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè

íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî.

Íà ïîâåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 è íèæå èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî (−1)-

êðèâûõ, îáðàçóþùèõ îïðåäåë¼ííóþ ñòðóêòóðó. Ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ýòîé

ñòðóêòóðû äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6, 5, 4, . . . , 1 � ýòî ãðóïïà Âåéëÿ

W (A1 × A2), W (A4), W (D5), W (E6), W (E7) è W (E8) ñîîòâåòñòâåííî. Ëþáàÿ ãðóï-

ïà, äåéñòâóþùàÿ íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, îòîáðàæàåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó

Âåéëÿ, ïðè÷¼ì, åñëè ãðóïïà äåéñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêè, à ñòåïåíü ïîâåðõíîñòè ìåíüøå 6,

òî òàêîå îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî. Òàêæå â ãðóïïó Âåéëÿ îòîáðàæàåòñÿ ãðóïïà Ãàëóà

àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ïîëÿ. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ îáðàç ýòîé ãðóïïû � ýòî

öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Âåéëÿ, ïîðîæä¼ííàÿ îáðàçîì àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíè-

óñà. Çíàÿ îáðàç ãðóïïû Ãàëóà â ãðóïïå Âåéëÿ, ìîæíî âîññòàíîâèòü ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ

èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð, íàéòè å¼ äçåòà-ôóíêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ïîäñ÷èòàòü

êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîâåðõíîñòè, îïðåäåë¼ííûõ íàä îñíîâíûì ïîëåì è åãî âñåâîçìîæ-

íûìè êîíå÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: äëÿ

êàêèõ êîíå÷íûõ ïîëåé ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî, ñîîòâåòñòâóþùóþ

çàäàííîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå â ãðóïïå Âåéëÿ.

Îòíîñèòåëüíî íåäàâíî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë èçâåñòåí òîëüêî â íåêîòîðûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, îäíàêî â ðÿäå ðàáîò 2017�2020 ãîäîâ óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðàêòè÷åñêè

ïîëíûé îòâåò äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 è âûøå, çà èñêëþ÷åíèåì ïÿòè

ñëó÷àåâ.

� X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3, à îáðàç ãðóïïû Ãàëóà â

W (E6) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 9 (óíèêàëüíàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ);

� X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2, à îáðàç ãðóïïû Ãàëóà â W (E7) � öèêëè-

÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 9 (óíèêàëüíàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ);

� X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2, à îáðàç ãðóïïû Ãàëóà â

W (E7) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 18 (óíèêàëüíàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæå-

íèÿ);

� X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàçäóòèåì ìèíèìàëüíîé

ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4, îáëàäàþùåé ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè,

â òî÷êå ñòåïåíè 2, à îáðàç ãðóïïû Ãàëóà â W (E7) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà

4;

� X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2, îáëàäàþùàÿ ñòðóêòóðîé

ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè, à îáðàç ãðóïïû Ãàëóà â W (E7) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïî-

ðÿäêà 4.

Â ýòîì ãîäó â ñòàòüå [1] áûëè ïîëó÷åíû ïîëíûå ðåçóëüòàòû, íàä êàêèìè êîíå÷-

íûìè ïîëÿìè ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî. Äëÿ ñëó÷àåâ (1),
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(2) è (3) ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñóùåñòâóþò íàä ëþáûìè êîíå÷íûìè

ïîëÿìè, à äëÿ ñëó÷àåâ (4) è (5) ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñóùåñòâóþò

íàä âñåìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè, êðîìå ïîëÿ èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè èç ñëó÷àÿ (1) â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áûë ïî-

ñòðîåí îïðåäåë¼ííûé íàáîð èç 9 ïðÿìûõ, ïåðåñòàâëÿåìûõ ýëåìåíòîì Ôðîáåíèóñà, è äëÿ

ýòîãî íàáîðà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îí ñîäåðæèòñÿ â îäíîìåðíîì ñåìåéñòâå êóáè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé (òî åñòü ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3). Äàëåå â ýòîì íàáîðå áûëà

íàéäåíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ è òðåáîâàëîñü ïîñòðîèòü. Ñëó÷àé (2) ïîëó÷àåò-

ñÿ èç ñëó÷àÿ (1) ïðè ðàçäóòèè íà ñîîòâåòñòâóþùåé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè òî÷êè, íå

ëåæàùåé íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé ïîâåðõíîñòè. Òàêàÿ òî÷êà âñåãäà ñóùåñòâóåò,

ïîñêîëüêó íà ïîâåðõíîñòÿõ èç ñëó÷àÿ (1) âñåãäà åñòü òî÷êà, ïðè ýòîì íà ïðÿìûõ, ñîäåð-

æàùèõñÿ â ýòîé ïîâåðõíîñòè òî÷åê íåò. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àÿ (3) íóæíî ïðèìåíèòü ê

ïîâåðõíîñòè èç ñëó÷àÿ (2) ñêðóòêó Ãåéçåðà.

Äëÿ ñëó÷àåâ (4) è (5) îñòàâàëîñü íåèçâåñòíûì, ñóùåñòâóþò ëè îíè íàä ïîëåì èç

òð¼õ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ (5) íàä ïîëåì èç òð¼õ ýëåìåíòîâ áûëà ïðåäúÿâëåíà ÿâíàÿ

êîíñòðóêöèÿ òàêîé ïîâåðõíîñòè, à ñëó÷àé (4) ïîëó÷àåòñÿ èç ñëó÷àÿ (5) ïðè ïîìîùè

ñêðóòêè Ãåéçåðà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 è âûøå ïðîáëåìà ïîëíî-

ñòüþ ðåøåíà, à åäèíñòâåííûì íåèññëåäîâàííûì ñëó÷àåì îñòà¼òñÿ ñëó÷àé ïîâåðõíîñòåé

äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

1. D. Loughran, A.Trepalin½ Inverse Galois problem for del Pezzo surfaces over �nite

�elds, Math. Res. Lett., 27:3 (2020), 845�853

4.8 Îñîáåííîñòè ýêñòðåìàëüíûõ òðåõìåðíûõ

òåðìèíàëüíûõ îêðåñòíîñòåé

Þ. Ïðîõîðîâûì ñîâìåñòíî ñ Ñ. Ìîðè (RIMS, Kyoto University) ïðîäîëæàëàñü ðà-

áîòà íàä äîëãîñðî÷íûì ïðîåêòîì ïî êëàññèôèêàöèè àíàëèòè÷åñêèõ òèïîâ ýêñòðåìàëü-

íûõ ñòÿãèâàíèé òðåõìåðíûõ òåðìèíàëüíûõ ñòÿãèâàíèé ñî ñëîÿìè ðàçìåðíîñòè ≤ 1 (ñì.

[4]).

Ýêñòðåìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ (X,C) íàçûâàåòñÿ ðîñòîê òðåõìåðíîãî íîðìàëü-

íîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè âäîëü êîìïàêòíîé

íåïðèâîäèìîé êðèâîé C òàêîé, ÷òî èìååòñÿ ìîðôèçì-ñòÿãèâàíèå f : X → Z 3 o ñ îòíî-
ñèòåëüíî îáèëüíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì äèâèçîðîì −KX è C = f−1(o) [1]. Òàêèå îáúåêòû

î÷åíü âàæíû â òðåõìåðíîé áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè è åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâ-

ëÿþòñÿ â ïðîöåññå îïðåäåëåííûõ áèðàöèîíàëüíûõ ïåðåñòðîåê.

Ïåðâûé øàã â êëàññèôèêàöèè ýêñòðåìàëüíûõ îêðåñòíîñòåé � óñòàíîâèòü ñóùå-

ñòâîâàíèå �õîðîøåãî� ýëåìåíòà â àíòèêàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìå. Ýòî, òàê íàçû-

âàåìàÿ, �ãèïîòåçà îá îáùåì àíòèêàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå�. Â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîé öåí-
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òðàëüíîé êðèâîé C ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà ðàíåå:

Òåîðåìà ([2], [3]). Ïóñòü (X, C) � ðîñòîê ýêñòðåìàëüíîé îêðåñòíîñòè ñ íåïðèâîäè-

ìîé öåíòðàëüíîé êðèâîé C. Òîãäà îáùèé ýëåìåíò D ∈ |−KX | ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé

ïîâåðõíîñòüþ ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â [5].

Òåîðåìà. Ïóñòü (X, C) � ðîñòîê ýêñòðåìàëüíîé îêðåñòíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(X, C) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

� Êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà êðèâîé C ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè èí-

äåêñà > 2.

Òîãäà îáùèé ýëåìåíò D ∈ |−KX | ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ äþâà-

ëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû Ci ⊂ C,

ñîäåðæàùåé äâå íåãîðåíøòåéíîâûõ òî÷åê èëè òî÷êó òèïà (IC) èëè (IIB), äâîéñòâåí-

íûé ãðàô ∆(D, Ci) èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è íåïðèâîäèìûé ðîñòîê ýêñòðåìàëüíîé

îêðåñòíîñòè (X, Ci) [2].
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4.9 Ðàöèîíàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé Ôàíî-Ìóêàè íàä

àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ìíîãîîáðàçèå Ìóêàè � ýòî

(íåîñîáîå) n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ÔàíîX íåêîòîðûì ïîëåì k òàêîå, ÷òî Pic(Xk̄) = Z·H
è −KXk̄ = (n − 2)H. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî X íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ âî

âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî

òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ áûëè êëàññèôèöèðîâàíû Ìóêàåì [3]. Îñíîâíûì èíâàðèàíòîì ìíî-

ãîîáðàçèÿ Ìóêàè X ÿâëÿåòñÿ ðîä g(X), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé 2g(X) − 2 = Hn, ãäå

H � îáèëüíàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Pic(X) è n = dim(X).
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Ïðîñòîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ìóêàè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì

k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ëþáîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî-Ìóêàè ÿâëÿåòñÿ k-ôîðìîé ëèíåé-
íîãî ñå÷åíèÿ îäíîãî èç ìàêñèìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Äî íåäàâíåî âðåìåíè áèðàöèîíàëüíûå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé Ôàíî-Ìóêàè íàä

ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè íå áûëè èçó÷åíû. Öåëü ïðîåêòà � âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë. Ñëó-

÷àé òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî-Ìóêàè ðàíåå áûë èçó÷åí À. Êóçíåöîâûì èÞ. Ïðî-

õîðîâûì â ðàáîòå [1], ãäå äëÿ íèõ â ñëó÷àå g ∈ {7, 9, 10, 12} áûë óñòàíîâëåí êðèòåðèé

óíèðàöèîíàëüíîñòè è ðàöèîíàëüíîñòè íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k (äëÿ g ∈ {6, 8} òðåõ-
ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî-Ìóêàè íåðàöèîíàëüíû äàæå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì

ïîëåì). Â ýòîì ãîäó À. Êóçíåöîâûì è Þ. Ïðîõîðîâûì áûëè ðàññìîòðåíû ìíîãîîáðàçèÿ

Ìóêàè ðàçìåðíîñòè n ≥ 4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî-Ìóêàè ðîäà g = g(X) è ðàçìåðíîñòè n =

dim(X) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

� g ∈ {7, 8, 10} è n ≥ 4 èëè

� g = 9 è n = 5.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

� X ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì;

� X ÿâëÿåòñÿ k-óíèðàöèîíàëüíûì;

� X(k) = ∅.

Â ñëó÷àå (g, n) = (9, 4) èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (ii) ⇐⇒ (iii).
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4.10 Àâòîìîðôèçìû è ãèáêîñòü ìíîãîîáðàçèé Ôàíî

Ïóñòü Y � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå íàä C. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó SAut(Y ) ãðóï-

ïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(Y ), ïîðîæäåííóþ âñåìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè óíèïîòåíòíû-

ìè ïîäãðóïïàìè â Aut(Y ). Ìíîãîîáðàçèå Y íàçûâàåòñÿ ãèáêèì, åñëè SAut(Y ) äåéñòâó-

åò áåñêîíå÷íî òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ òî÷åê Y smooth, òî åñòü m-òðàíçèòèâíî
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äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëàm. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ ãèáêèõ àôôèííûõ ìíî-

ãîîáðàçèé è èññëåäîâàíèÿ íà ýòó òåìó íàõîäÿòñÿ â àêòèâíîé ôàçå. Äëÿ ïðîåêòèâíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ãèáêîñòü àôôèííûõ êîíóñîâ ìîæåò çàâèñåòü îò âûáîðà îáèëüíîé ïîëÿ-

ðèçàöèè.

Äëÿ ïëþðè-àíòèêàíîíè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî V , ãèáêîñòü àô-

ôèííîãî êîíóñà Y íàä V ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì, íî ïîêà ïëîõî èçó÷åííûì ñâîéñòâîì V .

Ñðåäè ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñ èõ ïëþðè-àíòèêàíîíè÷åñêèìè ïîëÿðèçàöèÿìè òîëüêî

ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè ≥ 4 èìåþò ãèáêèå àôôèííûå êîíóñû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìå-

ðîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ ãèáêèìè àôôèííûìè êîíóñàìè, ñì., íàïðèìåð,

îáçîðíóþ ñòàòüþ [5] è ññûëêè â íåé. Îäíàêî èçâåñòíî âñåãî äâà ïðèìåðà òàêèõ ÷åòû-

ðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, è îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîå ÷åòûðåõìåðíîå

ìíîãîîáðàçèå Ôàíî-Ìóêàè ðîäà 10, ñì. [2]. Þ. Ïðîõîðîâ è Ì. Çàéäåíáåðã îáîáùèëè

ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò íà âñå ÷åòûðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî-Ìóêàè ðîäà 10.

Òåîðåìà ([3]). Ïóñòü V = V18 � ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî-Ìóêàè ðîäà 10.

Òîãäà àôôèííûé êîíóñ íàä V ãèáîê äëÿ ëþáîé ïîëÿðèçàöèè V .

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò êðèòåðèè ãèáêîñòè àôôèííûõ êîíóñîâ. Ýòè êðèòåðèè

îñíîâàíû íà ñóùåñòâîâàíèè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ îòêðûòûõ ïîêðûòèé ïîä÷åðêíó-

òîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íàïðèìåð, ïîêðûòèÿ ãèáêèìè àôôèííûìè äèàãðàì-

ìàìè, èëè ïîäõîäÿùèìè òîðè÷åñêèìè àôôèííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, èëè àôôèííûìè

ïðîñòðàíñòâàìè. ×òîáû ïðèìåíèòü ýòè êðèòåðèè, áûëî ïîñòðîåíî òàêîå ïîêðûòèå.

Áûëî òàêæå çàâåðøåíî îïèñàíèå ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãî-

îáðàçèé Ôàíî-Ìóêàè ðîäà 10. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû åäèíèöû ýòèõ ãðóïï áûëè íàéäåíû

â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [2]. Â ýòîì ãîäó áûëè îïèñàíû äèñêðåòíûå ÷àñòè. Ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóþò òðè ñïåöèàëüíûå ÷åòûðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî-Ìóêàè

ðîäà 10 ñ ãðóïïàìè àâòîìîðôèçìîâ GL2(C)oZ/2Z, (Ga×Gm)oZ/2Z è G2
m oZ/6Z ñî-

îòâåòñòâåííî. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî-Ìóêàè V ðîäà

10 âûïîëíåíî Aut(V ) = G2
m o Z/2Z.

Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî õîðîøî èçó÷åíû. Â

÷àñòíîñòè, åñëè X � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî, òî ãðóïïà Aut(X) áåñêîíå÷íà,

åñëè è òîëüêî åñëè X ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêîé. Þ. Ïðîõîðîâ è È. ×åëüöîâ ïîëó÷èëè àíà-

ëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñ äþâàëåâñêàÿ îñîáåííîñòÿìè [4]:

Òåîðåìà. Ïóñòü X � äþâàëåâñêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Òîãäà ãðóïïà Aut(X) áåñ-

êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç 53 ÿâíî îïèñàííûõ

òèïîâ.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë òàêæå íåçàâèñèìî äîêàçàí â ïðåïðèíòå [1] ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñîâåðøåííî äðóãîãî ïîäõîäà, êîòîðûé òàêæå ðàáîòàåò â ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòè-

êå.

Èç ïîëó÷åííîé êëàññèôèêàöèè âûòåêàåò ñëåäóþùåå
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Ñëåäñòâèå 5 ([4]). Ïóñòü X � äþâàëåâñêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Òîãäà ãðóïïà

Aut(X) íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè è òîëüêî åñëè X ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç 23

ÿâíî îïèñàííûõ òèïîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòè, ïåðå÷èñëåííûå â ýòîì ñëåäñòâèè, íå ÿâëÿþòñÿ K-

ïîëèñòàáèëüíûìè, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, áûëî èçâåñòíî ðàíåå.

Ñëåäñòâèå 6 ([4]). Ïóñòü X � äþâàëåâñêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.

� Åñëè K2
X = 1 è Aut(X) áåñêîíå÷íî, òî ρ(X) = 1;

� Åñëè K2
X > 1 è ρ(X) = 1, òî Aut(X) áåñêîíå÷íà;

� Åñëè K2
X ≥ 6 èëè K2

X = 5 è X îñîáà, òî Aut(X) áåñêîíå÷íà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé äþâàëåâñêàÿ äåëü Ïåööî

èçâåñòíà óæå äàâíî. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà î÷åíü âåëèêà è äëÿ

âûáîðà ïîâåðõíîñòåé ñ áåñêîíå÷íîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ îáû÷íî òðåáóåòñÿ î÷åíü

ìíîãî óñèëèé.
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5 Ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

5.1 Ãèïåðêýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ñëîåíèÿ

Â 2020 ãîäó, âûøëà ñîâìåñòíàÿ ñòàòüÿ ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè Å. Àìå-

ðèê è Ì. Âåðáèöêîãî �Collections of Orbits of Hyperplane Type in Homogeneous

Spaces, Homogeneous Dynamics, and Hyperk�ahler Geometry�, International

Mathematics Research Notices, Volume 2020, Issue 1, January 2020, Pages 25�38,

https://doi.org/10.1093/imrn/rnx319. Ýòî ïîñëåäíèé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû î

êîíóñå Êàâàìàòû-Ìîððèñîíà â ãèïåðêýëåðîâîì ñëó÷àå. Òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè

ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü îöåíêè íà êâàäðàò Áîâèëëÿ-Áîãîìîëîâà ïðèìèòèâíîãî êëàññà,

ïîðîæäàþùåãî ýêñòðåìàëüíûé ëó÷, îò ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ (îöåíêà çàâèñèò òîëüêî îò

åãî äåôîðìàöèîííîãî òèïà).

Òàêæå Å. Àìåðèê íàïèñàí îáçîð ðàáîòû ñ Âåðáèöêèì î ðàöèîíàëüíûõ êðè-

âûõ íà ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Rational curves and MBM classes on hyperk�ahler

manifolds: a survey, îí ïîÿâèòñÿ â ñáîðíèêå �Rationality on Algebraic Varieties,

Schiermonnikoog volume� â ñåðèè Progress in Math.

Ñòàòüÿ Å. Àìåðèê �Contraction centers in families of hyperk�ahler manifolds�, òîæå

ñîâìåñòíàÿ ñ Ì. Âåðáèöêèì, ïåðåðàáîòàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ îòçûâîì ðåöåíçåíòà. Ìû

íàäååìñÿ íà ñêîðîå ðåøåíèå æóðíàëà î ïóáëèêàöèè.

Òàêæå ïðîâîäèëàñü ðàáîòà íàä íîâûìè ïðîåêòàìè. Âî-ïåðâûõ, ýòî äîêàçàòåëü-

ñòâî ïîòåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà ìíîãîîáðàçèè Êàëàáè-ßó, ðàñ-

ñëîåííîì íà àáåëåâû ïîâåðõíîñòè (ñîâìåñòíûé ñ Áîãîìîëîâûì). Èçâåñòíî, ÷òî íà òàêèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ âñåãäà åñòü ðàöèîíàëüíûå êðèâûå, íå ñîäåðæàùèåñÿ â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ.

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè íàäåþòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ðàöèîíàëüíûõ èëè ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ äîñòàòî÷íî ìíîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ïëîòíîñòü. Íåòðóäíî

âèäåòü (íàïðèìåð, èç íåäàâíåé ðàáîòû Äèâåðèî-Ôîíòàíàðè-Ìàðòèíåëëè), ÷òî ëèáî åñòü

òðàíñâåðñàëüíîå ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå, è òîãäà ïëîòíîñòü î÷åâèäíà, ëèáî íåêèé äè-

âèçîð ñòÿãèâàåòñÿ íà êðèâóþ. Åñëè êðèâàÿ íå ýëëèïòè÷åñêàÿ, òî ïëîòíîñòü òîæå ëåãêî

âûâîäèòñÿ, è ìû ïûòàåìñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ ïîñëåäíèì ñëó÷àåì. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ ìà-

ëûì ÷èñëîì Ïèêàðà óæå ðàçîáðàëèñü, íî îáùèé ñëó÷àé òðåáóåò äîðàáîòêè.

Âî-âòîðûõ, ýòî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Êàíòà îá ýðãîäè÷íîñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû,

ïîðîæäåííîé äâóìÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè àâòîìîðôèçìàìè ïîâåðõíîñòè Ê3, íà ñëó÷àé ïðî-

èçâîëüíîãî ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ, â ïðåäïîëîæåíèè âåðíîñòè ëàãðàíæåâîé ãèïî-

òåçû. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû áûâàþò ëèøü ó ìíîãîîáðàçèé

ñî ñòðóêòóðîé àáåëåâà ðàññëîåíèÿ. Ìû ìîæåì äîêàçàòü ýðãîäè÷íîñòü â ñëó÷àå, åñëè

àáåëåâî ðàññëîåíèå, îòâå÷àþùåå õîòÿ áû îäíîìó àâòîìîðôèçìó, íå èçîòðèâèàëüíî. Îñ-

íîâíîé ýëåìåíò äîêàçàòåëüñòâà - ðåçóëüòàòû Äåëèíÿ î âàðèàöèÿõ ñòðóêòóð Õîäæà.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è

ñåìèíàðàõ, ê ñîæàëåíèþ, â îíëàéí-ðåæèìå: Workshop on varieties with trivial canonical

class, Luminy, àïðåëü; Åâðîïåéñêî-ÿïîíñêèé ñèìïîçèóì ïî ãèïåðêýëåðîâûì ìíîãîîáðà-
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çèÿì (ìèíèêóðñ), ñåíòÿáðü; ñåìèíàðû â Ìîíðåàëå è Ôîðòàëåçå.

5.2 Íåêýëåðîâû ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ

Öåëüþ èññëåäîâàíèé â ýòîì ãîäó òàêæå áûë åäèíñòâåííûé èçâåñòíûé ïðè-

ìåð íåêýëåðîâà ñèìïëåêòè÷åñêîãî îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (òàê íàçûâàåìîãî ÁÃ-

ìíîãîîáðàçèÿ), âïåðâûå îïèñàííîãî Ãóàíîì è âïîñëåäñòâèè èçó÷åííîãî Áîãîìîëîâûì.

Ðàíåå â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ì. Âåðáèöêèì (2019), ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Í. Êóðíîñîâ

ïîñòðîèë ôîðìó Áîãîìîëîâà-Áîâèëëÿ-Ôóäæèêè íà äàííîì òèïå ìíîãîîáðàçèé, èçó÷èâ

èõ òåîðèþ äåôîðìàöèé, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàâ, ÷òî èõ òåîðèÿ äåôîðìàöèé áåçïðåïÿò-

ñòâåííà.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ô. Áîãîìîëîâûì, À. Êóçíåöîâîé è Å. ßñèíñêèì, Í. Êóð-

íîñîâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå êîíñòðóêöèè Áîãîìîëîâà îòîá-

ðàæåíèå èç ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2n â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè

n ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöèè. Êðîìå òîãî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ãðóïïà ðåãóëÿðíûõ àâòîìîðôèçìîâ ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿ æîðäàíîâà. Òàêæå áûëà ïîëó÷å-

íà ÷àñòè÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé ÁÃ-ìíîãîîáðàçèé.

Ïðè èçó÷åíèè ÁÃ-ìíîãîîáðàçèé áûëà èñïîëüçîâàíà êîíñòðóêöèÿ, îïèñàííàÿ â

êëàññè÷åñêîé ñòàòüå Ô. Áîãîìîëîâà. Òàì îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå íåêýëåðîâà ìíîãî-

îáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ íåêýëåðîâîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, òàê íàçûâàåìîé ïî-

âåðõíîñòè Êîäàèðû. Â ñõåìå Ãèëüáåðòà n òî÷åê ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèå, îíî

ôàêòîðèçóåòñÿ ïî òî÷íîìó äåéñòâèþ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå

íàçûâàåòñÿ áàçîé ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿ è ñàìî ÁÃ-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ åãî êîíå÷íûì

íàêðûòèåì. Èññëåäîâàíèå êîíñòðóêöèè ïîêàçàëî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ ÁÃ-

ìíîãîîáðàçèÿ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêóþ ðåäóêöèþ áàçû è åå îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî ñëîè àëãåáðàè÷åñêèõ ðåäóêöèé îáîèõ ìíîãîîáðà-

çèé ýòî àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ðàññëîåíèÿ íà àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ ëþáûì àâòîìîðôèçìîì, ýòî ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â èññëåäîâà-

íèè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ÁÃ-ìíîãîîáðàçèé.

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî èññëåäîâàíèÿ, áûëî èññëåäîâàíî ìíîæåñòâî âûðîæäåííûõ

ñëîåâ îòîáðàæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöèè è ïîäìíîãîîáðàçèå â ïðîåêòèâíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, íàä òî÷êàìè êîòîðîãî âèñÿò ñëîè. Êàê îêàçàëîñü, ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâ-

ëÿåòñÿ äèâèçîðîì, åãî îñîáåííîñòè ñòðàòèôèöèðîâàíû ñâîèìè êðàòíîñòÿìè. Ìíîæåñòâî

òî÷åê ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòè êîíå÷íî è íå ñîäåðæèòñÿ â ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå.

Ýòî ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ãðóïïà ðåãóëÿðíûõ àâòîìîðôèçìîâ ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿ

æîðäàíîâà.

Èññëåäîâàíèå ïîäìíîãîîáðàçèé ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿ ïðîâîäèëîñü òàêæå ñ èñïîëü-

çîâàíèåì êîíñòðóêöèè Áîãîìîëîâà. Áûëè èçó÷åíû ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ìíîãîîáðàçèÿõ,

âîçíèêàþùèõ íà êàæäîì øàãó êîíñòðóêöèè, íà÷èíàÿ ñ îáùåèçâåñòíîãî ñëó÷àÿ ïîâåðõ-

íîñòè Êîäàèðû. Ýòî ïîçâîëèëî ïîêàçàòü, ÷òî â ÁÃ-ìíîãîîáðàçèè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü
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êàê àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (â ñëîÿõ íàä òî÷êàìè àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöèè), òàê

è íå êýëåðîâûìè (ñëîè íàä ïîäìíîãîîáðàçèÿìè àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè

êàê ìèíèìóì 2).

5.3 Ðàññëîåííèÿ íà ïîâåðõíîñòè Õîïôà

Â ðàáîòå àññîöèèðîâàííîãî ñîòðóäíèêà Ëàáîðàòîðèè À. Ñîëäàòåíêîâà, èçó÷à-

ëèñü ãèïåðêîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ðàññëîåííûõ íàä

êâàòåðíèîííî-êýëåðîâîé áàçîé ñî ñëîåì, èçîìîðôíûì ïîâåðõíîñòè Õîïôà. Òàêèå ðàñ-

ñëîåíèÿ áûëè ïîñòðîåíû Ñàëàìîíîì [5] è, â íåñêîëüêî áîëüøåé îáùíîñòè, Äæîéñîì [2].

Êîðîòêî íàïîìíèì îñíîâíûå øàãè äàííîé êîíñòðóêöèè.

Â êà÷åñòâå áàçû ìû ðàññìàòðèâàåì êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèåX îäíîãî

èç äâóõ òèïîâ:

(1) X � êâàòåðíèîííî-êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, dimR(X) = 4n, n ≥ 2;

(2) X � ÷åòûð¼õìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ àíòèàâòîäóàëüíîé ýéíøòåéíîâîé

ìåòðèêîé.

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè Ëåâè-

×èâèòà ìíîãîîáðàçèÿ X íåïðèâîäèìî. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãðóïïó ãîëîíîìèè ýòîé

ñâÿçíîñòè ÷åðåç G.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèé òèïà (1), ïî îïðåäåëåíèþ, G ⊂ Sp(n)Sp(1),

ãäå Sp(n)Sp(1) = Sp(n)× Sp(1)/{±1}. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ðèìàíîâ òåíçîð êðèâèçíû

R êàíîíè÷åñêè ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó òð¼õ êîìïîíåíò: êðèâèçíû Âåéëÿ W , áåññëåäíîé

÷àñòè êðèâèçíû Ðè÷÷è Ric◦ è ñêàëÿðíîé êðèâèçíû S. Èçâåñòíî (ñì. [1, Chapter 14]), ÷òî

ìíîãîîáðàçèÿ òèïà (1) àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ýéíøòåéíîâûìè, ò.å. äëÿ íèõ Ric◦ = 0.

Äëÿ ìíîãîîáðàçèé òèïà (2) èìååì: G ⊂ SO(4) ' Sp(1)Sp(1), ïðè ýòîì êðèâèçíà

Âåéëÿ èìååò äâå êîìïîíåíòû W = W+ + W−. Óñëîâèå àíòèàâòîäóàëüíîñòè îçíà÷àåò,

÷òîW+ = 0 (çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòûW± ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè X;

íàøå óñëîâèå íåÿâíî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìû ôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ). Ýéíøòåéíîâîñòü

ìåòðèêè íå ñëåäóåò èç àíòèàâòîäóàëüíîñòè àâòîìàòè÷åñêè, è ìû òðåáóåì å¼ äîïîëíè-

òåëüíî; êàê áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ, ìíîãîîáðàçèÿ òèïà (2) ÿâëÿþòñÿ

åñòåñòâåííûì àíàëîãîì êâàòåðíèîííî-êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé â ðàçìåðíîñòè 4.

Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè ìíîãîîáðàçèé X ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèîííûå ïðîåêòèâíûå

ïðîñòðàíñòâà HP n, â ÷àñòíîñòè ÷åòûð¼õìåðíàÿ ñôåðà S4 ' HP 1, à òàêæå êîìïëåêñ-

íàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé CP 2. Çàìåòèì, ÷òî ãðóï-

ïà ãîëîíîìèè G îáû÷íî íå ñîõðàíÿåò íèêàêîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, à íåêîòîðûå

èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîîáðàçèé, íàïðèìåð S4, âîîáùå íå äîïóñêàþò êîìïëåêñíûõ

ñòðóêòóð. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ãëàâíîãî H-ðàññëîåíèÿ

π : X̃ → X, òîòîëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî äîïóñêàåò ãèïåðêîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó,

ãäå H = H∗/{±1}.
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Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè M çàäà¼òñÿ òðîé-

êîé èíòåãðèðóåìûõ ïî÷òè-êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð I, J,K ∈ End(TM), êîòîðûå óäîâëå-

òâîðÿþò ñòàíäàðòíûì êâàòåðíèîííûì ñîîòíîøåíèÿì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ H-ðàññëîåíèÿ

X̃, ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ãðóïï G → H, ïîëó÷àåìûé êîìïîçèöèåé G ↪→
Sp(n)Sp(1)→ Sp(1)/{±1} ↪→ H. Ïîñðåäñòâîì ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, êàíîíè÷åñêîå ãëàâ-

íîå G-ðàññëîåíèå íàäX èíäóöèðóåò ãëàâíîåH-ðàññëîåíèå, êîòîðîå ìû è îáîçíà÷àåì X̃.

Êðîìå òîãî, ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà èíäóöèðóåò ãîðèçîíòàëüíîå H-èíâàðèàíòíîå ïîä-

ðàññëîåíèå â TX̃, è ìû ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó TX̃ = T vX̃ ⊕ T hX̃ âåð-

òèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíò. Ïðè ýòîì T vX̃ òðèâèàëèçóåòñÿ äåéñòâèåì H, à

T hX̃ ' π∗TX. Äåéñòâèå ñîìíîæèòåëÿ Sp(1) ⊂ Sp(n)Sp(1) íà TX çàäà¼ò â End(TX) ïîä-

ðàññëîåíèå ðàíãà 3, êîòîðîå â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå èíäóöèðóåò äåéñòâèå

àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òðèâèàëèçóåòñÿ íàä X. Ïðè ýòîì îáðàò-

íûé îáðàç äàííîãî ïîäðàññëîåíèÿ îòíîñèòåëüíî π óæå òðèâèàëèçóåòñÿ, ïî ïîñòðîåíèþ

X̃, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì òðè àâòîìîðôèçìà Ih, Jh, Kh ∈ End(T hX̃), óäîâëåòâîðÿþùèõ

êâàòåðíèîííûì ñîîòíîøåíèÿì. Àâòîìîðôèçìû Iv, Jv, Kv ∈ End(T vX̃) ïîëó÷àþòñÿ èç

òðèâèàëèçàöèè T vX̃ è åñòåñòâåííîãî îòîæäåñòâëåíèÿ ñëîÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ ñ H. Òàêèì
îáðàçîì, íà X̃ ïîñòðîåíà òðîéêà ïî÷òè-êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð. Äëÿ ïðîâåðêè èõ èíòå-

ãðèðóåìîñòè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò óñëîâèÿ íà êðèâèçíó ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà

íà X, â ÷àñòíîñòè óñëîâèå ýéíøòåéíîâîñòè.

Ïîñòðîåííîå ìíîãîîáðàçèå X̃ íåêîìïàêòíî, íî, ïîñêîëüêó H ' SO(3)×R>0, îíî

äîïóñêàåò äåéñòâèå ãðóïïû Z (÷åðåç âëîæåíèå â R>0); ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò ãèïåð-

êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Îáîçíà÷èâ ôàêòîð ïî ýòîìó äåéñòâèþ ÷åðåçM , ìû âèäèì, ÷òî

M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ãèïåðêîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì ñî ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ

f : M → X ñ ãèïåðêîìïëåêñíûìè ñëîÿìè. Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ äîïóñêàåò íåêîòîðûå

âàðèàöèè. ÌíîãîîáðàçèåM ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåìM ′×U(1).

Äæîéñ [2] çàìåòèë, ÷òî, âûáðàâ íà X ãëàâíîå U(1)-ðàññëîåíèå L ñ àíòèàâòîäóàëüíîé

ñâÿçíîñòüþ, ìîæíîM çàìåíèòü íàM ′×X L, è òàêîå ìíîãîîáðàçèå òîæå áóäåò îáëàäàòü
ãèïåðêîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé. Ïðè ýòîì ÷àñòî ìîæíî âûáðàòü L òàê, ÷òî ïîëó÷åííîå

ìíîãîîáðàçèå áóäåò îäíîñâÿçíûì, ëèáî áóäåò èìåòü êîíå÷íóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóï-

ïó.

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà, ðàññìîòðèì X = CP 2. Â ýòîì ñëó÷àå, îïèñàí-

íàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ äà¼ò ãèïåðêîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ìíîãîîáðàçèèM = SU(3),

ÿâëÿþùèìñÿ ãðóïïîé Ëè, ïðè ýòîì f : M → X ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ôàêòîðèçàöèè

ïî ïîäãðóïïå SU(2) × U(1). Ïîëó÷åííàÿ ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíîé, è å¼ ìîæíî áîëåå ÿâíî îïèñàòü â òåðìèíàõ àëãåáðû Ëè su(3), ñì. [2], [6].

Ïîñòðîåííûå ãèïåðêîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ M èíòåðåñíû ñâîèìè íåîáû÷íû-

ìè ñâîéñòâàìè. Êàê èçâåñòíî (ñì. [1], [6]), íà ëþáîì ãèïåðêîìïëåêñíîì ìíîãîîáðà-

çèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ãèïåðêîìïëåêñíóþ

ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Îáàòû. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâÿçíîñòü

Îáàòû íàM íå ñîõðàíÿåò íèêàêîé ìåòðèêè; êðîìå òîãî, îíà íå ñîõðàíÿåò êàñàòåëüíîãî
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ïðîñòðàíñòâà ê ñëîÿì ðàññëîåíèÿ f . Ýòî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò ïîñòðîåííûå ìíîãî-

îáðàçèÿ îò ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé, òðàäèöèîííî èçó÷àåìûõ â àëãåáðàè÷åñêîé

ãåîìåòðèè. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêîâà ãðóïïà ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè Îáàòû íà M .

Åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè ìàêñèìàëüíàÿ èç

âîçìîæíûõ, òî åñòü ðàâíà GL(m,H), ãäå dimRM = 4m. Â ðàáîòå [6] ýòî áûëî äîêàçàíî

â ñëó÷àå M = SU(3), îïèñàííîì âûøå.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ïîäõîäà, èñïîëüçîâàííîãî â [6] äëÿ M = SU(3), ÿâëÿåòñÿ

èñïîëüçîâàíèå êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ãîëîíîìèé äëÿ ñâÿçíîñòåé áåç êðó÷åíèÿ

[4]. Ïî ñóòè, îäíèì èç øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ ãðóïï

ãîëîíîìèè èç [4] ñ âîñüìèìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ è èñêëþ÷åíèå âñåõ âà-

ðèàíòîâ êðîìå GL(2,H). Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ñëîæíî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíîå M ,

êðîìå òîãî, îíî ïëîõî îòðàæàåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèñõîäÿùåãî. Íàøåé öåëüþ

áûë ïîèñê àëüòåðíàòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå íå èñïîëüçîâàëî áû êëàññèôèêà-

öèþ [4]. Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî íàéäåíî, è â ýòîì íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Èäåÿ

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êàê è â [6], â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåä-

ñòàâëåíèå ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè Îáàòû íà M íåïðèâîäèìî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëü-

çóÿ íåïðèâîäèìîñòü ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà íà áàçå X. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî

ãðóïïà GL(m,H) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé ãðóïïû GL(2m,C), è äîñòàòî÷íî äî-

êàçàòü, ÷òî êîìïëåêñèôèêàöèÿ ãðóïïû ãîëîíîìèè ñîâïàäàåò ñ GL(2m,C). Äëÿ ýòîãî

óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Êîñòàíòà [10]. Ó÷èòûâàÿ íåïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ãîëîíîìèè, èç òåîðåìû Êîñòàíòà ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî â àëãåáðå Ëè ãðóïïû

ãîëîíîìèè íàéòè ýëåìåíò, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì è èìååò ðàíã 1 êàê ýíäî-

ìîðôèçì C2m. Â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêîé ýëåìåíò íåñëîæíî íàéòè, íàïðèìåð äëÿM = SU(3)

åãî ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç íåñëîæíîãî ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ãðóïïû ãîëîíîìèè

ñâÿçíîñòè Îáàòû äëÿ îïèñàííîãî âûøå êëàññà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòîò

ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãèáêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ [6] è äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîáðàçèé îïèñàííîãî êëàññà.
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5.4 Ìåòðèêà Ôåéêñ-Êàëåäèíà è (ãèïåð)êýëåðîâû ôàêòîðû

Îñíîâíîé òåìîé èññëåäîâàíèé ñòàæðà ëàáîðàòîðèè À. Àáàøåâîé â ïîñëåäíèé ãîä

ñòàëî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ìåòðèêè Ôåéêñ�Êàëåäèíà ([7],[10]) íà òîòàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ïðè âçÿòèè ôàêòîðîâ ïî äåéñòâèþ ãðóïï Ëè, à òàêæå

ñâÿçü ñâîéñòâ ýòîé ìåòðèêè ñ ãåîìåòðèåé ìíîãîîáðàçèÿ. Ïî èòîãàì áûë îïóáëèêîâàí

ïðåïðèíò [1]. Òàêæå À. Àáàøåâà ó÷àñòâîâàëà è îðãàíèçîâûâàëà íåñêîëüêî ñåìèíàðîâ.

Â îñíîâå ðàáîòû À. Àáàøåâîé â ýòîì íàïðàâëåíèè ëåæèò òåîðåìà, äîêàçàííàÿ

íåçàâèñèìî Áèðòå Ôåéêñ ([7]) è Äìèòðèåì Êàëåäèíûì ([10]). Ïóñòü M ãëàäêîå êîì-

ïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâîX êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîå-

íèÿ êM . Íà íåì èìååòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà Ω. Â òî âðå-

ìÿ êàê íà êîìïàêòíûõ êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé íàëè÷èå ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêîé

ôîðìû ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå ãèïåðêýëåðîâîé ìåòðèêè ñîãëàñíî òåîðåìå ßó ([12]), íà

íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðèìåíÿòü òåîðåìó ßó íåëüçÿ. Òåîðåìà Ôåéêñ�Êàëåäèíà

äàåò ÷àñòè÷íûé îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãèïåðêýëåðîâîé ìåòðèêè íà òîòàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ê êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèÿì. Ãîâîðÿ êîí-

êðåòíåå, ïóñòü òåïåðü M � êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ñ àíàëèòè÷åñêîé êýëåðîâîé ôîðìîé.

Òîãäà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ X íóëåâîãî ñå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ

U(1)-èíâàðèàíòíàÿ ãèïåðêýëåðîâà ìåòðèêà, êîòîðàÿ äàåò èñõîäíóþ êýëåðîâó ìåòðèêó

ïðè îãðàíè÷åíèè íà M . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ãèïåðêýëåðîâîé ìåòðèêå ãîëîìîðôíî-

ñèìïïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà åñòü íå ÷òî èíîå êàê ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà Ω.

Â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî, ÷òî ìåòðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà îïðåäåëåíà íà âñåì X

([7]). Ïîýòîìó èìååò ñìûñë îïèñàòü ïðèìåðû êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé M , òàêèõ ÷òî íà

X = T ∗M ìåòðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà îïðåäåëåíà ãëîáàëüíî.

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî åñëè M � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ èíâàðèàíòíîé

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ âåùåñòâåííîãî òîðà êýëåðîâîé ôîðìîé, òî íà X îïðåäåëåíà ìåò-

ðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêèå òîðè÷åñêèå êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ

ïîëó÷àþòñÿ êýëåðîâîé ðåäóêöèåé CN ïî äåéñòâèþ òîðà. Àáàøåâîé óäàëîñü îáîáùèòü

ýòîò ðåçóëüòàò íà êýëåðîâû ôàêòîðû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû.

Òåîðåìà: ([1]) Ïóñòü M ãëàäêèé êýëåðîâ ôàêòîð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà CN ñ

ïîñòîÿííîé êýëåðîâîé ôîðìîé ïî ëèíåéíîìó äåéñòâèþ êîìïàêòíîé ãðóïïû K. Òîãäà

íà X := T ∗M îïðåäåëåíà ìåòðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà.

Ïîäîáíîãî ðîäà ðåçóëüòàò áûë òàêæå ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí äëÿ íåãëàäêîãî

ñëó÷àÿ.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: ìíîãîîáðàçèå X

âêëàäûâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïëîòíîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â ãèïåðêýëåðîâ ôàêòîð ìíî-
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ãîîáðàçèÿ T ∗CN ïî äåéñòâèþ K. Ãèïåðêýëåðîâ ôàêòîð X ′ := (T ∗CN)///K, áóäó÷è ïîë-

íûì ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ X

è â òî æå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì. Åãî ãåîìåòðèþ îêàçûâàåòñÿ

èçó÷àòü ïðîùå, ÷åì ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèÿ X. Â ÷àñòíîñòè Àáàøåâîé áûë äîêàçàí

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà: ([1]) Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå X ′ êàê êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîì-

ïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J ∈ H. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò åñòåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé

ñòðóêòóðîé è ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì.

Èíòåðåñåí âîïðîñ, êîãäà ìåòðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà íà X ïîëíà (òî åñòü X = X ′).

Ãèïîòåòè÷åñêè íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ïîëíîòû ìåòðèêè Ôåéêñ�Êàëåäèíà òàêîâî:

Ãèïîòåçà: ([3]) Ïóñòü M êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìåòðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà íà X := T ∗M ñóùåñòâóåò è ïîëíà. Òîãäà êàñàòåëüíîå ðàññëî-

åíèå ê M ÷èñëåííî ýôôåêòèâíî.

Ð. Áåëÿâñêè äîêàçàë ýòó ãèïîòåçó ([3]) ïî ìîäóëþ òîãî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ ãèïîòå-

çû îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ äëÿ äåéñòâèÿ U(1) íà X ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé ôóíêöèåé.

Àáàøåâîé óäàëîñü äîêàçàòü ïîñëåäíèé ôàêò â ñëó÷àå, êîãäàM � êýëåðîâ ôàêòîð, è òåì

ñàìûì ïîäòâåðäèòü ãèïîòåçó Áåëÿâñêîãî â äàííîì ñëó÷àå ([1]).

Âûøåèçëîæåííûå ðåçóëüòàòû âîøëè â áàêàëàâðñêóþ äèïëîìíóþ ðàáîòó À. Àáà-

øåâîé â ÍÈÓ ÂØÝ, è â åå æå ìàãèñòåðñêóþ äèïëîìíóþ ðàáîòó â ÍÌÓ. Îáà äèïëîìà

áûëè óñïåøíî çàùèùåíû â èþíå 2020 ãîäà. Â èþëå ýòè ðåçóëüòàòû áûëè âûëîæåíû â

êà÷åñòâå ïðåïðèíòà íà arxiv. Òåêñò ïðèíÿò ê ïóáëèêàöèè â International Mathematics

Research Notices, è â íàñòîÿùèé ìîìåíò À. Àáàøåâà äîïîëíÿåò åãî â ñîîòâåòñòâèè ñ

çàìå÷àíèÿìè ðåöåíçåíòîâ.

5.5 Ïîëîæèòåëüíîñòü êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ è

ñêðó÷åííûå êîêàñàòåëüíûå

Óïîìèíàåìûå âûøå ðåçóëüòàòû À. Àáàøåâîé óêàçûâàþò íà ñâÿçü ìåæäó ïîëî-

æèòåëüíîñòüþ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ìíîãîîáðàçèþ M , ïîëíîòîé ìåòðèêè Ôåéêñ�

Êàëåäèíà, à òàê æå àôôèííîñòüþ/Øòåéíîâîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ X = T ∗M ñ êîìïëåêñ-

íîé ñòðóêòóðîé J . Ïîñëåäíåå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå íåñëîæíî îïðåäåëèòü òàêæå

è â ñëó÷àå, êîãäà íà X íå îïðåäåëåíà ìåòðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà ([1]), îíî íàçûâàåòñÿ

ñêðó÷åííûì êîêàñàòåëüíûì è çàâèñèò òîëüêî îò âûáîðà êýëåðîâîãî êëàññà.

Ãèïîòåçà: ÏóñòüM êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå (ñîîòâ. ìíîãîîáðàçèå

Ôàíî). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà M ýêâèâàëåíòû:

� Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê M ÷èñëåííî ýôôåêòèâíî (ñîîòâ. ÷èñëåííî ýôôåêòèâíî
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è îáúåìíî);

� Äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî êëàññà íà M ñîîòâåòñòâóþùåå ñêðó÷åííîå êîêàñàòåëüíîå

ÿâëÿåòñÿ Øòåéíîâûì ìíîãîîáðàçèåì (ñîîòâ. àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì);

� Äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî êëàññà íà M ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëÿþùàÿ åãî êýëåðîâà

ôîðìà ω òàêàÿ, ÷òî íà X = T ∗M îïðåäåëåíà ìåòðèêà Ôåéêñ�Êàëåäèíà, äàþ-

ùàÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íà M èñõîäíóþ êýëåðîâó ìåòðèêó. Áîëåå òîãî ýòà ìåòðèêà

Ôåéêñ�Êàëåäèíà ïîëíà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ À. Àáàøåâà ðàáîòàåò íàä òåì, ÷òîáû äîêàçàòü (èëè îïðî-

âåðãíóòü) äàííóþ ãèïîòåçó. Ðàáîòû ðàçíûõ àâòîðîâ ([4],[9],[11]) ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ

ïîäòâåðäèòü äàííóþ ãèïîòåçó äëÿ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Íåäàâíî Àáàøåâîé óäà-

ëîñü äîêàçàòü èìïëèêàöèþ (1) ⇒ (2) äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Â ðàáîòå [8] ÷àñòè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ (2) ⇒ (1), à èìåííî àâòîðàìè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî àôôèí-

íîñòü ñêðó÷åííîãî êîêàñàòåëüíîãî ãàðàíòèðóåò îáúåìíîñòü êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Èõ ðåçóëüòàò ïîìîã Àáàøåâîé äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü (1) è (2) äëÿ ïîâåðõíîñòåé

äåëü Ïåööî. Åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ðàáîòà íàä ýòîé ãèïîòåçîé ìîæåò ïîìî÷ü

ïðîäâèíóòüñÿ â ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Êàìïàíû�Ïåòåðíåëëà ([5]), êîòîðàÿ

óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì êàñàòåëüíûì ðàññëîåíè-

åì ãèïîòåòè÷åñêè ðàöèîíàëüíî îäíîðîäíû.

Êðîìå òîãî, çà ïîñëåäíèé ãîä À. Àáàøåâîé áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå äîêëàäû

íà ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

� Èíòåðåñíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà êàñàòåëüíûõ ãðóïïàõ Ëè, ïî [2] è ÷à-

ñòè÷íûì ñîáñòâåííûì ðåçóëüòàòàì, ñåìèíàð Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ìíî-

ãîîáðàçèÿõ, ìàòôàê ÂØÝ, íîÿáðü 2019;

� Almost Hermitian structures on tangent Lie groups, ïî [2] è ÷àñòè÷íûì ñîáñòâåí-

íûì ðåçóëüòàòàì, Geometric structures on manifolds seminar, IMPA, Rio de Janeiro,

ôåâðàëü 2020;

� Òåîðåìà Àìáðîóçà�Çèíãåðà äëÿ ñåìåéñòâ, ïî [6], ZoomerFest, zoom, ìàé 2020;

� Three pillars of geometric invariant theory, îáçîðíûé äîêëàä, GIT learning seminar,

Columbia University, zoom, ñåíòÿáðü 2020.

Òàêæå äî ÿíâàðÿ 2020 Àáàøåâà ó÷àñòâîâàëà â îðãàíèçàöèè ñåìèíàðà Ëàáîðàòî-

ðèè Àëãåáðàè÷åñêîé Ãåîìåòðèè, à ñ ñåíòÿáðÿ 2020 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îðãàíèçàòîðîâ

GIT learning seminar â Columbia University.
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5.6 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñëîåíèÿ

Â ðàáîòå àññîöèèðîâàííîãî ñîòðóäíèêà Ëàáîðàòîðèè Ð. Àáóãàëèåâà èçó÷àëèñü

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñëîåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé íà ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ.

Ïóñòü (X, σ) ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è Y ãëàäêàÿ ãèïåðïî-

âåðõíîñòü â X. Ïîñêîëüêó ôîðìà σ ñèìëåêòè÷åñêàÿ, TY ñîäåðæèò ñâîé îðòîãîíàë, è

ðàíã ýòîãî îðòîãîíàëà ðàâåí 1 â êàæäîé òî÷êå Y . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ëèíåé-

íîå ïîäðàññëîåíèå F = T⊥Y â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèå ê Y . Ýòî è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèì ñëîåíèåì. Ëþáîå ðåãóëÿðíîå ñëîåíèå ðàíãà 1 ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

âåêòîðíîå ïîëå. Ëèñòàìè ñëîåíèÿ ìû íàçûâàåì òðàåêòîðèè ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Åñëè

âñå ëèñòû ñëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå, ìû íàçûâàåì ñëîåíèå

àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðèðóåìûì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè X ýòî ïîâåðõíîñòü, òî Y ýòî êðè-

âàÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå ñîâïàäàåò ñî âñåì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê Y , à
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Y è ÿâëÿåòñÿ åãî åäèíñòâåííûì ëèñòîì. Ïîýòîìó, èçó÷àòü ëèñòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ñëîåíèÿ èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè dimX ≥ 4.

Ïåðâûìè çàäà÷ó èçó÷åíèÿ ëèñòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñëîåíèÿ íà÷àëè èçó÷àòü

Ý. Ôèâåã è Äæ.-Ì. Õâàíã. Â ðàáîòå [5] èì óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè Y � ìíîãîîáðàçèå

îáùåãî òèïà, òî åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå íå ìîæåò áûòü àëãåáðàè÷åñêè èíòå-

ãðèðóåìûì. Å.Þ. Àìåðèê è Ô. Êàìïàíå â ðàáîòå [2] óäàëîñü óñèëèòü ýòî ðåçóëüòàò.

À èìåííî, èì óäàëîñü äîêàçàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå Y àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðè-

ðóåìî òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðïîâåðõíîñòü Y ïîêðûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì êðèâûìè

(íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îáùåãî òèïà ïîêðûâàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè êðèâûìè íå

ìîæåò).

Åñëè ñëîåíèå íå èíòåãðèðóåìî, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ óçíàòü, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íàè-

ìåíüøèì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ñîäåðæàùèì åãî îáùèé ëèñò. Ô. Êàìïàíà

ïðåäñêàçàë ðàçìåðíîñòü ýòèõ ìíîãîîáðàçèé â çàâèñèìîñòè îò ãèïåðïîâåðõíîñòè Y .

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü X ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîáðàçèå, Y ãëàäêàÿ ãèïåð-

ïîâåðõíîñòü â X è q êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Áîâèëÿ-Áîãîìîëîâà-Ôóäæèêè íà H2(X,Q).

Òîãäà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

� Çíà÷åíèå q(Y ) îòðèöàòåëüíî, è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå Y àëãåáðàè÷åñêè èí-

òåãðèðóåìî.

� Çíà÷åíèå q(Y ) ðàâíî íóëþ, è ðàçìåðíîñòü íàèìåíüøåãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ, ñîäåðæàùåå îáùèé ëèñò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñëîåíèÿ Y , â äâà ðàçà ìåíüøå

ðàçìåðíîñòè X.

� Çíà÷åíèå q(Y ) ïîëîæèòåëüíî, è íàèìåíüøåå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñîäåð-

æàùåå îáùèé ëèñò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñëîåíèÿ Y , è åñòü ãèïåðïîâåðõîñòü Y .

Äîêàçàòü ãèïîòåçó â ïåðâîì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëîæíûì. Ïî ðåçóëüòà-

òàì èç ðàáîòû Ñ. Áóêñîìà [3], â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî q(Y ), ãèïåðïîâåðõíîñòü Y ïî-

êðûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè êðèâûìè. Íå òðóäíî óâèäåòü, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êðèâûå,

çàìåòàþùèå Y è ÿâëÿþòñÿ ëèñòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñëîåíèÿ Y .

Âî âòîðîì ñëó÷àå íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìíîãîîáðàçèÿ X, ñíàáæ¼í-

íûå ëàãðàíæåâûì ðàññëîåíèåì π. Ãèïîòåòè÷åñêè, áàçîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðî-

åêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè Y ýòî ïðîîáðàç, íåêîòîðîé ãèïåðïîâåðõíîñòè D ⊂ Pn (ñì.
äèàãðàììó íèæå), òî å¼ êâàäðàò Áîâèëÿ-Áîãîìîëîâà-Ôóäæèêè ðàâåí íóëþ. Â ðàáîòå

[1] íàì óäàëîñü äîêàçàòü ãèïîòåçó Êàìïàíû äëÿ òàêèõ ãèïåðïîâåðõîñòåé Y . À èìåííî,

íàèìåíüøèì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ñîäåðæàùèì îáùèé ëèñò õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî ñëîåíèÿ Y , ÿâëÿåòñÿ ñëîé ëàãðàíæåâîãî ðàññëîåíèÿ π.

Y

π
��

� � // X

π
��

D �
� // Pn

(5.6.1)
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Íàêîíåö, òðåòèé ñëó÷àé ãèïîòåçû Êàìïàíû òàêæå áûë íàìè èçó÷åí. Ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ãîòîâÿòñÿ ê ïóáëèêàöèè. Â ÷àñòíîñòè, áûëà äîêàçàíà ãèïîòåçà Êàìïàíû

äëÿ ãëàäêîé ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîé è îáú¼ìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Äàëåå ìû îáúÿñíÿ-

åì âàæíîñòü ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûõ è îáú¼ìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñðåäè îñòàëüíûõ

ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñ ïîëîæèòåëüíûì êâàäðàòîì Áîâèëÿ-Áîãîìîëîâà-Ôóäæèêè.

Â ðàáîòå [4] Ä. Ìàòñóøèòà è Ä.-Ê. Æàíã äîêàçàëè, ÷òî èç ëþáîãî íåïðèâîäè-

ìîãî äèâèçîðà â X ñ q(Y ) > 0 ìîæíî ñäåëàòü îáú¼ìíûé è ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé

äèâèçîð ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé "ïåðåñòðîéêè". Òî åñòü, ñóùåñòâóåò òàêîå ãîëîìîðôíî

ñèìëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X ′ áèðàöèîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì ψ â X è ÷èñëåííî ýô-

ôåêòèâíûì äèâèçîðîì Y ′, ÷òî äèâèçîð Y ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì îáðàçîì äèâèçîðà Y ′

(ñì. äèàãðàììó íèæå).

Y ′� _

��

ψ // Y � _

��
X ′

ψ // X

(5.6.2)

Ïîëüçóÿñü ýòèì ðåçóëüòàòîì è òåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ãèïîòåçà Êàìïàíû ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè áèðàöèîíàëüíîì îòîáðàæåíèè, ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî áîëüøèíñòâî ãëàäêèõ ãè-

ïåðïîâåðõíîñòåé ñ q(Y ) > 0 áèðàöèîíàëüíû (êàê íà äèàãðàììå 5.6.2) ãëàäêîé ÷èñëåííî

ýôôåêòèâíîé è îáú¼ìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå ãèïåðïî-

âåðõíîñòè Y ñ îñîáîé ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîé ìîäåëüþ Y ′ (Ïðèìåðû òàêèõ Y è Y ′ íàì

ïîêà íå èçâåñòíû).
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5.7 Òåîðåìû êîíå÷íîñòè äëÿ îðáèò ïàðàáîëè÷åñêîé ãðóïïû

íà ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

Äåéñòâèÿ ðåäóêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ

èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå: â òîì ÷èñëå àëãåáðàè÷åñêîé

ãåîìåòðèè, òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, à òàêæå ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ðàñ-

ñìîòðèì äåéñòâèå àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèè. Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ èññëåäîâàíèÿ òåîðèè äåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ èññëå-

äîâàíèå îðáèò áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû, à èìåííî, ìàêñèìàëüíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû. Â

÷àñòíîñòè èíòåðåñíî èññëåäîâàòü ïîäîáíûå îðáèòû íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî

îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îðáèòû äåéñòâèÿ áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû íà îáîáùåííîì ìíîãî-

îáðàçèè ôëàãîâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë äàþò êëåòî÷-

íîå ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèþ íà B-îðáèòû, îáîáùåííûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ áûëè èññëå-

äîâàíû â ðàáîòàõ Øóáåðòà, Áðþà, Øåâàëëå, Ãåëüôàíäà È.Ì., Ãåëüôàíäà Ñ.È., Áåðí-

øòåéíà, Ðàìàíóäæàìà, Ðàìàíàíà è ìíîãèõ äðóãèõ. Èç ñêàçàííîãî âûøå, åñòåñòâåííî

âîçíèêàåò ïðîáëåìà î ïîëíîì êîìáèíàòîðíîì îïèñàíèè îðáèò áîðåëåâñêîé ãðóïïû íà

ïðîèçâîëüíîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îñìûñëåííîé äëÿ

êëàññà òàê íàçûâàåìûõ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ââåäåííûì Ä.Ëóíîé, Ò.Âþñòîì è

Ì.Áðèîíîì, òî åñòü òàêèõ ìíîãîîáðàçèé, â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ îòêðûòàÿ îðáèòà áîðå-

ëåâñêîé ïîäãðóïïû. Â 1986 Ý.Á.Âèíáåðãîì è íåçàâèñèìî Ì.Áðèîíîì, äëÿ ñôåðè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé, áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î êîíå÷íîñòè ÷èñëà îðáèò áîðåëåâñêîé ïîäãðóï-

ïû. Îáà íåçàâèñèìûõ äîêàçàòåëüñòâà áûëè îñíîâàíû íà ìåòîäå U -èíâàðèàíòîâ, ââåäåí-

íîì Õ.Êðàôòîì, êîòîðûé ëåã â îñíîâó òàê íàçûâàåìîé êîíñòðóêöèè îðèñôåðè÷åñêîãî

ñòÿãèâàíèÿ, ïîñòðîåííîé Â.Ë.Ïîïîâûì. Ïîçäíåå, Ôðèäðèõ Êíîï, îñíîâûâàÿñü íà èäå-

ÿõ Ìàöóêè, ïðåäëîæèë äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, îñíîâàííîå íà ðàçíåñåíèè

îðáèò áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû c ïîìîùüþ ìèíèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Òåêóùèå èññëåäîâàíèÿ ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè ïî ýòîé òåìå íàïðàâëåíû íà èñ-

ñëåäîâàíèÿ äåéñòâèé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà ìíîãîîáðàçèÿõ íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçà-

ìêíóòûìè ïîëÿìè è îáîáùåíèå íà ýòîò ñëó÷àé ðåçóëüòàòîâ ðàíåå èçâåñòíûõ â ñëó÷àå

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé. Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûõ ïîëåé ñóùå-

ñòâóåò àíàëîã ïîíÿòèÿ ñôåðè÷íîñòè, ãäå ðîëü áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû èãðàåò ìèíè-

ìàëüíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ íàä îñíîâíûì ïîëåì. Îíà õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì òî÷êè ìàêñèìàëüíîãî ïîëíîãî îäíîðîäíîãî

ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåííîãî íàä îñíîâíûì ïîëåì k, äîìèíèðóþùåãî âñå ïîëíûå îä-

íîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà äàííîé ãðóïïû. Èòàê ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, îïðåäå-

ëåííàÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûì ïîëåì (íàïðèìåð ïîëåì âåùåñòâåííûõ èëè p-

àäè÷åñêèõ ÷èñåë), äåéñòâóþùàÿ íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, îïðåäåëåííûì íàä k.

È ïóñòü P -ìèíèìàëüíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ íàä ïîëåì k. Ìíîãî-

îáðàçèå íàçûâàåòñÿ k-ñôåðè÷åñêèì, åñëè P èìååò â íåì îòêðûòóþ îðáèòó, è ìíîæåñòâî
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k-òî÷åê ïëîòíî ïî Çàðèññêîìó. Îðáèòû ñ ïëîòíûì ïî Çàðèññêîìó ìíîæåñòâîì k-òî÷åê

íàçîâåì k-ïëîòíûìè. Â ñëó÷àå ñîâåðøåííûõ ïîëåé äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü íàëè÷èå õîòÿ

áû îäíîé òî÷êè, îïðåäåëåííîé íàä k â îòêðûòîé P -îðáèòå. Ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè

Â.Ñ.Æãóíîì ñîâìåñòíî ñ Ô.Êíîïîì äîêàçàíà òåîðåìà êîíå÷íîñòè äëÿ ìíîæåñòâà k-

ïëîòíûõ P -îðáèò íà ñôåðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ ïîëåé, îïóá-

ëèêîâàííàÿ â ðàáîòå Zhgoon V., Knop F. �On the Complexity of Reductive Group Actions

over Algebraically Nonclosed Field and Strong Stability of the Actions on Flag Varieties� //

Doklady Mathematics. 2019. Vol. 99. No. 2. P. 132-136. Â ñâÿçè ñ äàííîé ôîðìóëèðîâêîé

ðåçóëüòàòà âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ïî êàêîé ïðè÷èíå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü

ìíîæåñòâî k-ïëîòíûõ îðáèò. Äåëî â òîì, ÷òî ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð ýêâèâàðèàíòíîãî

âëîæåíèÿ àíèçîòðîïíîé ãðóïïû ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì k-òî÷åê (â ýòîì ñëó÷àå, ñîâ-

ïàäàåò ñî ñâîåé ìèíèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé) ãðàíèöà êîòîðîãî ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò, îäíàêî íè íà îäíîé èç ýòèõ îðáèò íå áóäåò k-òî÷åê. Íåñêîëü-

êî ðàíåå ïîÿâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîëó-

÷åííîå â ðàáîòå Êðåòöà, Øëèõòðóëÿ 2016 ãîäà, îñíîâàííîå íà ïîëíîé êëàññèôèêàöèè

ñôåðè÷åñêèõ ïîäãðóïï íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Â îòëè÷èå îò ýòîé ðàáîòû, íàøå

äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíöåïòóàëüíûì è ïîäõîäèò äëÿ p-àäè÷åñêèõ ïîëåé, ãäå íå

ÿñíî êàê ïîäîéòè ê âîïðîñó êëàññèôèêàöèè. Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé

Ô.Êíîïîì â 1996 ãîäó áûëî ââåäåíî äåéñòâèå ãðóïïû Âåéëÿ W íà ìíîæåñòâå îðáèò

Áîðåëåâñêîé ãðóïïû. Ýòî äåéñòâèå èíòåðåñíî ñ íåñêîëüêèõ òî÷åê çðåíèÿ. Âî-ïåðâûõ

îíî ïîçâîëÿåò îïèñàòü èíòåðåñíûå ïîäìíîæåñòâà â ìíîæåñòâå B-îðáèò. Íàïðèìåð ìîæ-

íî ðàññìîòðåòü W-îðáèòó îòêðûòîé êëåòêè. Ìíîæåñòâî áîðåëåâñêèõ îðáèò, âõîäÿùèõ

â ýòó îðáèòó ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ñìåæíûõ êëàññîâ W/W(X), ÷òî îáîáùàåò çíà-

ìåíèòîå ðàçëîæåíèå Áðþà äëÿ îáîáùåííûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ. Áîëåå òîãî ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îðáèò ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Òàêæå

õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà W(X), ðàçëàãàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïïû

Ëåâè íåêîòîðîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ñâÿçàííîé ñ ìíîãîîáðàçèåì êîòîðàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îòêðûòîé B-îðáèòû, è äðóãîé ãðóïïû, êîòîðàÿ íàçûâåòñÿ ìàëîé

ãðóïïîé Âåéëÿ. Ìàëàÿ ãðóïïà Âåéëÿ ñâÿçàíà ñ ðàçëîæåíèåì Øòåéíà äëÿ îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòîâ äëÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîðîæäåííîé îòðàæåíè-

ÿìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì è ãëóáîêèì ðåçóëüòàòîì.

Â 2020 ãîäó ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè Â.Ñ.Æãóíîì ñîâìåñòíî ñ Ô.Êíîïîì áûëè

ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè îáîáùåíèÿ óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé

àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòîãî ïîëÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: Äëÿ k-ñôåðè÷åñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé íà ìíîæåñòâå k-ïëîòíûõ îðáèò ìèíèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ãðóïïû, îáëà-

äàþùèõ ìàêñèìàëüíûì ðàíãîì, áûëî ïîñòðîåíî äåéñòâèå îãðàíè÷åííîé ãðóïïû Âåéëÿ

(òî åñòü ãðóïïû Âåéëÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàñùåïèìîãî òîðà). Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé îðáèòû ýòîé ãðóïïû, à òàêæå áûëà ïîñòðîåíà åñòå-

ñòâåííàÿ ýêâèâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îãðàíè÷åííîé ãðóïïû Âåéëÿ áèåêöèÿ
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ìåæäó ìíîæåñòâîì k-ïëîòíûõ îðáèò ìèíèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ãðóïïû ìàêñèìàëü-

íîãî ðàíãà è ïîäìíîæåñòâîì êîìïîíåíò ïîëÿðèçîâàííîãî êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Â ñëó÷àå ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áûëî ïîëó÷åíî äåéñòâèå îãðàíè÷åííîé ãðóï-

ïû Âåéëÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ k-ïëîòíûõ îðáèò ìèíèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû

íà k-ñôåðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Êîíñòðóêöèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ îñíîâàíî íà êîíñòðóêöèè

àëãåáðû Ãåêêå. Îãðàíè÷åíèÿ ñâÿçàííûå ñ ïîëåì ÿâëÿþòñÿ òåõíè÷åñêèìè, à èõ ïðè÷è-

íà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àâòîðàì íå èçâåñòíà òåîðèÿ êîãîìîëîãèé, ïîäõîäÿùàÿ äëÿ

ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Òåì íå ìåíåå àâòîðû ðàáîòàþò íàä ïîèñêîì ïîäîáíîé òåîðèè.

Ýòè ðåçóëüòàòû âîøëè â ðàáîòó Æãóí Â. Ñ., Êíîï Ô. Î äåéñòâèè îãðàíè÷åííîé ãðóï-

ïû Âåéëÿ íà ìíîæåñòâå îðáèò ìèíèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû // Äîêëàäû

Àêàäåìèè Íàóê. Ìàòåìàòèêà. 2019. Ò. 490. Ñ. 29-34

Òàêæå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé áûëè äîëîæåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ìåðî-

ïðèÿòèÿõ:

Íàó÷íûé ñåìèíàð (Workshop) �Algebra, Geometry and quantization�, ÌÔÒÈ,

07.12.2019 �Ãåîìåòðèÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ è äåéñòâèå ãðóïïû Âåéëÿ íà îðáè-

òàõ ìèíèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû�

Ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÍÈÓ ÂØÝ (Ìîñêâà). Äîêëàä:

On complexity of algebraic varieties over algebraically non-closed �elds

Âîñüìàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èí-

âàðèàíòîâ� (Ìîñêâà). Äîêëàä: Î äåéñòâèè ãðóïïû Âåéëÿ íà îðáèòàõ áîðåëåâñêîé ïî-

ãðóïïû ïðåäìàêñèìàëüíîãî ðàíãà.

Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÂØÝ Â.Ñ.Æãóíîì áûëè ïðî÷èòàíû ñëåäóþùèå

êóðñû

Algebraic Geometry: A First Geometric Look (Äèñöèïëèíà îáùåôàêóëüòåòñêîãî

ïóëà; ãäå ÷èòàåòñÿ: Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè; 3, 4 ìîäóëü)Àíã Ââåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêèå

ãðóïïû è èõ èíâàðèàíòû (Äèñöèïëèíà îáùåôàêóëüòåòñêîãî ïóëà; ãäå ÷èòàåòñÿ: Ôàêóëü-

òåò ìàòåìàòèêè; 3, 4 ìîäóëü) Ââåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ ÷èñåë (Äèñöèïëèíà

îáùåôàêóëüòåòñêîãî ïóëà; ãäå ÷èòàåòñÿ: Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè; 1, 2 ìîäóëü)

5.8 Ãåññèàíîâû è ñàìîïîäîáíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ãîäó ñòàæåð ëàáîðàòîðèè Ï. Îñèïîâ çàâåðøèë ðàáîòó [1], ïîäàííóþ â

æóðíàë Transforamtion groups. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû òàêîâû.

Ñàìîïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ñ ïîëåì ξ, òà-

êèì ÷òî Lξg = 2g. Ïðèìåðîì ñàìîïîäîáíîãî ãåññèàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâ

êîíóñ (M ×R>0, t2gM + dt2). Â ðàáîòå îïèñàíà ñòðóêòóðó ñàìîïîäîáíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 5.1 ( [1] ). Ëþáîå ãëîáàëüíîå ñàìîïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå (C, g, ξ) èçîìîðôíî

ñëåäóþùåìó:

(i)
(
Rn,

∑n
i=1 (dxi)

2
, ρ+ aη

)
, ãäå a ∈ R, ρ =

∑n
i=1 x

i ∂
∂xi

� ðàäèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå

è η =
∑[n2 ]

i=1

(
x2i−1 ∂

∂x2i − x2i ∂
∂x2i−1

)
;
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(ii)
(
M̂ = M × R>0, ĝ = s2gM + sds · α + ds2, s ∂

∂s

)
, ãäå s � êîîðäèíòà íà R>0, gM �

ðèìàíîâà ìåòðèêà M , α � 1-ôîðìà íà M è

gM(X,X) + 2α(X) + 1 > 0, for any X ∈ TM.

Ëþáîå ñàìîïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî èçîìîðôíî ãëîáàëüíîìó ñàìîïîäîá-

íîìó.

Ñàìîïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå (M, g, ξ) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè ξ ÿâëÿåò-

ñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5.2 ([1]). Ïóñòü (M, g, ξ) ãëîáàëüíîå ïîòåíöèàëüíîå ñàìîïîäîáíîå ìíîãîîá-

ðàçèå.

(i) Åñëè ξ çàíóëÿåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå, òî (M, g, ξ) � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ðà-

äèàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì
(
Rn,

∑n
i=1 (dxi)

2
,
∑
xi ∂

∂xi

)
;

(ii) Åñëè ξ íå çàíóëÿåòñÿ íè â êàêîé òî÷êå, òî (M, g, ξ) ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì êîíóñîì.

Ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå � ýòî ïëîñêîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ðèìàíîâîé

ìåòðèêîé, ëîêàëüíî ÿâëÿþùåéñÿ ãåññèàíîì ôóíêöèè.

Ñàìîïîäîáíûì ãåññèàíîâûì ìíîãîîáðàçèå (M,∇, g, ξ) íàçûâàåòñÿ ãåññèàíîâî

ìíîãîîáðàçèå (M,∇, g)á îñíàù¼ííîå âåêòîðíûì ïîëåì ξ, òàêèì ÷òî ïîòîê âäîëü ξ ñî-

õðàíÿåò àôôèííóþ ñòðóêòóðó è (M, g, ξ) ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïîëå ρ íà ïëîñêîì àôôèííîì ìíîãîîáðàçèå (M,∇) íàçûâàåòñÿ ðàäèàíòíûì, åñëè

∇ρ = Id. Íàçîâ¼ì ñàìîïîäîáíîå ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M,∇, g, ξ) ðàäèàíòíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå λ 6= 0, ÷òî λξ � ðàäèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Òåîðåìà 5.3 ([1]). Ïóñòü (C,∇, ξ) � ñàìîïîäîáíîå ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Ïîëå ξ

ïîòåíöèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (C,∇, ξ) ëîêàëüíî èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèç-
âåäåíèþ ðàäèàíòíûõ ãåññèàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Êðîìå òîãî, åñëè ïîë ξ ïîòåíöèàëüíî

è çàíóëÿåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå, òî (C,∇, g, ξ) ðàäèàíòíîå Ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ

ðàäèàíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì ρ = ξ.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò, Ï. Îñèïîâ ðàáîòàåò ïî äâóì îñíîâíûì òåìàì.

5.8.1 Îäíîðîäíûå ñàìîïîäîáíûå ãåññèàíîâû è ëîêàëüíî êîíôîðìíî

êýëåðîâû ñòðóêòóðû

Îòêðûòûé âûïóêëûé êîíóñ V ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí íå ñîäåð-

æèò íè îäíîé ïîëíîé ïðÿìîé. Òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü ðåãóëÿðíîãî âûïóêëîãî êîíóñà

V +
√
−1Rn ⊂ Cn áèãîëîìîðôíà îãðàíè÷åííî îáëàñòè â Cn. Âñå êîìïëåñêíûå îáëàñòè,

âîçíèêàþùèå òàêèì îáðàçîì, íàçûâàþòñÿ îáëàñòÿìè Çèãåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü àôôèííûå àâòîìîðôèçìû êîíóñîì è êîìïëåêñíûå àôôèííûå àâòîìîð-

ôèçìû ñîîòâåòñòâþùèõ òðóá÷àòûõ îáëàñòåé. Â ýòèõ ñîãëàøåíèÿõ îáëàñòü V +
√
−1
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îäíîðîäíà òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà êîíóñ V îäíîðîäåí. Îäíîðîäíàÿ îáëàñòü Çèãåëÿ

ïåðâîãî ðîäà äîïóñêàåò èíâàðèàíòíóþ êýëåðîâó ñòðóêòóðó ([2]).

Îñèïîâ ìîäèôèöèðóåò êîíñòðóêöèþ èíâàðèàíòíîé êýëåðîâîé ñòðóêòóðû íà îä-

íîðîäíûõ îáëàñòÿõ çèãåëÿ ïåðâîãî ðîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî êëàññà èíâàðèàíò-

íûõ (ãëîáàëüíî) êîíôîðìíî êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, îí ñòðîèò èíâàðè-

àíòíóþ êîíôîðìíî êýëåðîâó ñòðóêòóðó íà îáëàñòÿõ çèãåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü (M,∇, g, ξ) îäíîñâÿçíîå ñàìîïîäîáíîå ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ξ
ïîëíî è G � ãðóïïà àôôèííûõ èçîìåòðèé (M,∇, g) ñîõðàíÿþùèõ ξ. Ïîëîæèì, ÷òî G

äåéñòâóåò ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî íà ëèíèè óðîâíÿ {g(ξ, ξ) = 1}. Òîãäà TM äîïóñêàåò

îäíîðîäíóþ êîíôîðìíî êýëåðîâó ñòðóêòóðóþ

Äëÿ îêîí÷àíèÿ ðàáîòû ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàòü êðèâèçíó ïîëó÷åííûõ êîíôîðì-

íî êýëåðîâûõ ìåòðèêà, à òàê æå ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ ïðè ïåðåõîäå îò

êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðå íà M ê ãåïåðêîìïëåêñíîé íà TM . Ïðåäïîëàãàåìûé ðåçóëüòàò

ñëåäóþùèé: ïóñòü M � îäíîðîäíîå ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, òîãäà

ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ âàéñìàíîâà ëîêàëüíî êîíôîðìíî ãèïåðêýëåðîâà ñòðóêòóðà

íà TM .

5.8.2 Óíèìîäóëÿðíûå ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâû àëãåáðû Ëè

Òî÷íîé ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâîé (l.c.K.) àëãåáðîé ëè íàçûâàåòñÿ íàáîð

(g,Ω = dη + θη, I), ãäå η � 1 ôîðìà, θ � çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà, I � êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-

òóðà è Ω∗, I∗ � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñèìïëåêòè÷åñêèì äèôôåðåíöèðîâàíèå íà

ñèìïëåêòè÷åñêîé àëãåáðå Ëè (g, ω) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå D : g → g óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå óñëîâèÿì D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ] è ω(DX, Y ) + ω(X,DY ) = 0, äëÿ ëþáûõ

X, Y ∈ g. Îñèïîâûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.5. Èìååòñÿ 1-1 ñîîòâåòñòâèå ìåæäó 2n+ 2-ìåðíûìè óíèìîäóëÿðíûìè òî÷-

íûìè l.c.K. àëãåáðàìè Ëè 2n-ìåðíûìè óíèìîäóëÿðíûìè êýåëåðîâûìè àëãåáðàìè ëè,

îñíàù¼ííûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè.

Óíèìîäóëÿðíûå êýëåðîâû àëãåáðû Ëè îïèñàíû. Òàêèì îáðàçîì òðåáóåòñÿ îïè-

ñàòü ñèïëåêòè÷åñêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà óíèìîäóëÿðíûõ êýëåðîâûõ àëãåáðàõ Ëè.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

1. P. Osipov Selfsimilar Hessian manifolds, preprint, arXiv:1908.01731.

2. E. B. Vinberg, S. G. Gindikin, I. I. Piatetskii-Shapiro, Classi�cation and canonical

realization of complex homogeneous domains, Trans. Moscow Math. Soc., 12(1963), 404-437.

5.9 Àâòîìîðôèçìû è âàéñìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñòàæåð ëàáîðàòîðèè Í. Êëåìÿòèí ðàáîòàë ïî äâóì ñâÿçàí-

íûì ìåæäó ñîáîé òåìàì.
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5.9.1 Äåéñòâèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íåêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà

êîãîìîëîãèÿõ Äîëüáî è Áîòòà-×åðíà

Ïóñòü (M,J, ω) � êîìïëåêñíîå ýðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå, íå äîïóñêàþùåå êýëåðîâó

ìåòðèêó. Òàê êàê M íåêýëåðîâî, òî ðàçëè÷íûå ãðóïïû êîãîìîëîãèé (êîãîìîëîãèè äå

Ðàìà, êîãîìîëîãèè Äîëüáî è êîãîìîëîãèè Áîòòà-×åðíà) âîîáùå ãîâîðÿ íå ñîâïàäàþò.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òî, êàêîâû âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó äàííûìè ãðóïïàìè

êîãîìîëîãèé, à òàêæå âñòàåò âîïðîñ òîãî, êàê âû÷èñëèòü ýòè ãðóïïû.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ñäåëàòü ýòî � âû÷èñëÿòü ÷åðåç êîìïëåêñ ôîðì, èíâàðèàíòíûõ

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, ò.å. óñðåäíÿòü êëàññû êîãîìîëîãèé

ïî ãîëîìîðôíîìó äåéñòâèþ êîìïàêòíîé ãðóïïû. Ê ñîæàëåíèþ, êîãîìîëîãèè Äîëüáî è

Áîòòà-×åðíà íå ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, à çíà÷èò òî ðàññóæäåíèå,

êîòîðîå ðàáîòàåò äëÿ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà, íå ïðîõîäèò â íàøåì ñëó÷àå (õîòÿ îíî ïðî-

õîäèò â ñëó÷àå êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ñ ïîìîùüþ òåîðèè Õîäæà). Ïîýòîìó ïåðâûé

øàã íà ýòîì ïóòè � äîêàçàòü òî, ÷òî ìû ìîæåì óñðåäíÿòü ïî äåéñòâèþ ãîëîìîðôíîé

ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Êëåìÿòèíûì â [1] (Òåîðåìà 1.1)

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü G � êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà Ëè, äåéñòâóþùàÿ íà êîìïàêòíîì ýð-

ìèòîâîì ìíîãîîáðàçèè (M,J, ω) ãîëîìîðôíûìè èçîìåòðèÿìè. Òîãäà èíäóöèðîâàííîå

äåéñòâèå G íà êîãîìîëîãèÿõ Äîëüáî è Áîòòà-×åðíà òðèâèàëüíî.

5.9.2 Ïðèëîæåíèå ê âàéñìàíîâûì ìíîãîîáðàçèÿì

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ íåêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî

êîíôîðìíî êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ, à ñðåäè íèõ � âàéñìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãîîáðàçèå (M,J, ω) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûì,

åñëè dω = θ ∧ ω. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìà θ çàìêíóòà. Îíî íàçûâàåòñÿ âàéñìàíîâûì, åñëè
ôîðìà θ ïàðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà íàøåé ýðìèòîâîé ìåòðèêè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñÿêîå âàéñìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî êîíôîðìíî

êýëåðîâî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: ìíîãîîáðàçèå M äîïóñêàåò óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, êîòî-

ðîå êýëåðîâî è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò ãîìîòåòèÿìè íà ýòîì íàêðûâàþùåì

ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåðàìè âàéñìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà.
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Âàéñìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàþò ñïåöèàëüíûì ñëîåíèåì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

êàíîíè÷åñêèì ñëîåíèåì âàéñìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ñëîåíèå îòâå÷àåò èíòåãðèðóåìî-

ìó ðàñïðåäåëåíèþ, êîòîðîå ïîðîæäåíî âåêòîðíûìè ïîëÿìè, äâîéñòâåííûìè ê θ1,0 è θ0,1.

Ïîëüçóÿñü Òåîðåìîé 1, Êëåìÿòèí äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì. òåîðåìó 1.2

â [1])

Òåîðåìà 5.7. Êîãîìîëîãèè Äîëüáî âàéñìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿM óñòðîåíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Hp,q

∂
(M) =


Hp,q

b (M)⊕θ0,1∧Hp,q−1
b (M)

Im(Lω0 )
, p+ q ≤ dimC(M)

Ker(Lω0)Hp,q
b (M)⊕θ0,1∧Hp,q−1

b (M), p+ q > dimC(M)

Çäåñü Hp,q
b (M) îáîçíà÷àåò áàçèñíûå êîãîìîëîãèè Äîëüáî äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ñëî-

åíèÿ íà âàéñìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè.

Ýòà òåîðåìà áûëà ïåðâîíà÷àëüíî äîêàçàíà â [2] ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî òðóäîåìêèõ

âû÷èñëåíèé. Êëåìÿòèíó óäàëîñü äàòü áîëåå êîðîòêîå è êîíöåïòóàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî

äàííîé òåîðåìû.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

1. Nikita Klemyatin, Dolbeault cohomology of compact complex manifolds with an

action of a complex Lie group, J. Geom. Phys., Volume 157, November 2020, 103823.

2. K. Tsukada, Holomorphic forms and holomorphic vector �elds on compact generalized

Hopf manifolds, Compositio Mathematica, Volume 93 (1994) no. 1, 1-22.

5.10 Àâòîìîðôèçìû, ñëîåíèÿ è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ

ãåîìåòðèÿ

Ïðîäîëæàÿ ðàáîòó â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñîâìåñòíî ñ Ì. Ýíòîâûì, ñî-

òðóäíèê ëàáîðàòîðèè Ì. Âåðáèöêèé â îò÷åòíûé ïåðèîä ãîòîâèë 2 ñòàòüè. Â ñòàòüå

�Rigidity of Lagrangian embeddings into symplectic tori and K3 surfaces� äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

êëàññ êîãîìîëîãèé ëàãðàíæåâà òîðà ñ íóëåâûì èíäåêñîì Ìàñëîâà â K3-ïîâåðõíîñòè è

òîðå ïðèìèòèâíûé. Â ñòàòüå �Kahler-type embeddings into symplectic tori and hyperkahler

manifolds� äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñèìïëåêòè÷åñêèõ âëîæåíèé çàäàííîãî íàáîðà

øàðîâ â ãèïåðêýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå èëè òîð ñòÿãèâàåìî.

Ñîâìåñòíî ñ Å. Àìåðèê, Âåðáèöêèé ãîòîâèë ðàáîòó îá ýðãîäè÷íîñòè äåéñòâèÿ

ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íà ãèïåðêýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè, äîïóñêàþùåì íåêîììóòèðó-

þùèå ïàðàáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû.

Ñîâìåñòíî ñ Ëèâèó Îðíåà, Âåðáèöêèé ãîòîâèë ðàáîòó î ÷èñëå çàìêíóòûõ òðàåê-

òîðèé ïîëÿ Ðèáà íà ñàñàêèåâîì ìíîãîîáðàçèè. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî èõ ÷èñëî íå ìåíüøå
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ñóììû ÷èñåë Áåòòè êýëåðîâà îðáèîáðàçèÿ, ïîëó÷åííîãî èç ýòîãî ñàñàêèåâà ìíîãîîáðà-

çèÿ ôàêòîðèçàöèåé ïî äåéñòâèþ îêðóæíîñòè.

Êðîìå òîãî, Âåðáèöêèì îïóáëèêîâàí ïðåïðèíò �Classi�cation of holomorphic Pfa�

systems on Hopf manifolds� (Mauricio Correa, Antonio M. Ferreira, Misha Verbitsky) ïî-

ñâÿùåííûé êëàññèôèêàöèè ãîëîìîðôíûõ ñëîåíèé íà ïîâåðõíîñòè Õîïôà; òàì äîêàçà-

íî, ÷òî äëÿ îáùåé ïîâåðõíîñòè Õîïôà âñå ãîëîìîðôíûå ñëîåíèÿ ëèíåéíû, è ïðåïðèíò

�Sections of Lagrangian �brations on holomorphically symplectic manifolds and degenerate

twistorial deformations� (Fedor Bogomolov, Rodion Deev, Misha Verbitsky), ãäå äîêàçàíî,

÷òî ëþáîå ãëàäêîå ñå÷åíèå ãîëîìîðôíîãî ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ãîëîìîðôíûì

ïîñëå ïîäõîäÿùåé äåôîðìàöèè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû (�âûðîæäåííîé òâèñòîðíîé äå-

ôîðìàöèè�).

Â îò÷åòíûé ïåðèîä Âåðáèöêèì ïïóáëèêîâàíû ñëåäóþùèå ñòàòüè. Âî-ïåðâûõ,

ñòàòüÿ �Algebraically hyperbolic manifolds have �nite automorphism groups� (Fedor A

Bogomolov, Ljudmila Kamenova, Misha Verbitsky, Communications in Contemporary

Mathematics), ãäå äîêàçàí ñëåäóþùèé ðàçóëüòàò. Ïóñòü M - àëãåáðàè÷åñêè ãèïåðáî-

ëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî åñòü òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé êðèâàÿ ñòåïåíè d è

ðîäà g âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî g> c d äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîé êîíñòàíòû c. Òîãäà

ó M êîíå÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî äëÿ ìíîãîîáðàçèé,

ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïî Êîáàÿøè; ãèïîòåòè÷åñêè, óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè ïî Êîáàÿøè

ýêâèâàëåíòíî àëãåáðàè÷åñêîé ãèïåðáîëè÷íîñòè, è íàø ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì

â ïîëüçó ýòîé ãèïîòåçû.

Âî-âòîðûõ, â æóðíàëå Transformation Groups áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ �Twisted

Dolbeault cohomology of nilpotent Lie algebras� (ñîâìåñòíàÿ ñ Liviu Ornea). Â ýòîé ñòà-

òüå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î çàíóëåíèè êîãîìîëîãèé Äîëüáî íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû

Ëè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå. Â ÷èñëå ïðèëîæåíèé, ïîëó÷åíî ïðîñòîå

äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèè ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûõ íèëüìíîãîîáðàçèé, è

êîíòðïðèìåð ê âåðñèè òåîðåìû Êîíñîëå-Ôèíî ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå.

Íàêîíåö, â æóðíàëå Mathematische Annalen (377 (1-2), 115-121) âûøëà ñòàòüÿ

�Multiplicity of singularities is not a bi-Lipschitz invariant� L. Birbrair, A. Fernandes, J.E.

Sampaio, M Verbitsky. Â ýòîé ñòàòüå èñïîëüçîâàíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ 5-

ìíîãîîáðàçèé äëÿ îïèñàíèÿ êëàññîâ áèëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èçîëèðîâàííûõ

îñîáåííîñòåé 6-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïîëó÷åí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå î áèëèïøèöå-

âîé èíâàðèàíòíîñòè êðàòíîñòè òàêîé îñîáåííîñòè.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ ðàáîò, îïèñàííûì â íà-

ñòîÿùåì îò÷åòå, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå êðàòêèå âûâîäû. Âî-ïåðâûõ, âñå çàïëàíèðî-

âàííûå íà ãîä ðàáîòû áûëè Ëàáîðàòîðèåé ïîëíîñòüþ è óñïåøíî ïðîâåäåíû. Âî-âòîðûõ,

ðàáîòû âûïîëíåíû íà ñàìîì âûñîêîì íàó÷íî-òåõíè÷åñêîì óðîâíå, ñðàâíèìûì ñ ëó÷-

øèìè äîñòèæåíèÿìè â äàííîé îáëàñòè è â ÷åì-òî äàæå ïðåâîñõîäÿùåì èõ. Â-òðåòüèõ,

ðàáîòû ìîãóò áûòü è áóäóò óñïåøíî ïðèìåíåíû â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ ïî òåîðåòè÷åñêîé

ìàòåìàòèêå. Â-÷åòâåðòûõ, êàê è ñ ëþáûìè äðóãèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé

ìàòåìàòèêè, íåïîñðåäñòâåííîå âíåäðåíèå èõ â òåêóùóþ òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêóþ äåÿ-

òåëüíîñòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, è â ïëàíû íå âõîäèò.
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