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Математические заметки 
i О I выпуск I январь 1 S J S K 2 

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ФУРЬЕ —ХААРА ОТ ФУНКЦИЙ 
С ОГРАНИЧЕННОЙ ВАРИАЦИЕЙ 

С . Ю. Галкина 

Введение. В работе исследуется вопрос о поведении коэффи­
циентов Фурье по системе Хаара от функций с ограниченной ва­
риацией. 

Пусть \ат (/)}m=i — коэффициенты Фурье — Хаара функции / . 
I I . Л . Ульянов в работе [1] установил следующие оценки: 

ТЕОРЕМА А (см. [1, с. 361]). Пусть функция / (t) e V (О, 1). 
Тогда справедливы неравенства 

v-^n+lV . 37j/ 
> , | a m ( / ) | < — % - (п>0) (1) 

М 

|am(/)i<47^ (m>!)- (2) 
ТЕОРЕМА В (см. [1, с. 372]). Если / ( j ) e V (0, 1), то 

Позже в спецкурсе, прочитанном в Московском университете, 
П . Л . Ульянов улучшил] эти константы: l/j/*2n вместо 3/2}/2п 

ж (1), / 2 / } / " т вместо 3 / / т в (2), 2 + / 2 вместо 3/(2 — >А2) 
ь (3). В настоящей работе получены точные константы в оценках 
(I), (2) и (3). Результаты сформулированы в § 2 в теоремах 1 и 2. 

§ 1. Определения и вспомогательные утверждения. Напомним 
некоторые определения. 

О п р е д е л е н и е 1. Функция, заданная на отрезке [0, 1], 
жазывается функцией с ограниченной вариацией на [0, 1], если су­
ществует постоянная К такая, что для любого разбиения Т: О = 
:= t0 <C tx < . . . < tn-x <C tn = 1 этого отрезка выполнено 
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Число sup 2ii= i I / (ft) — f(ti-i) I называется при этом полной вариа-

i с огр 

2 ;̂ к 

цией функций / на [0,1] и обозначается V\f. Класс функций с огра­
ниченной вариацией на [0, 1] обозначается V (0Я l )V f 

О п р е д е л е н и е 2. Для п = 2к + i (i = 1» • 
= 0, 1, . . .) обозначим 

л1 i — 1 г \ д Г i — 1 i "I 

д£ = 2* 
2i — 1 

2*+i A; = 
2t — 1 

2fr+i 1^ 
: to, и , 
i 0 = 

Система Хаара — это система функций % = {%п (x)}n=i, х 
в которой %г (х) == 1, а функция %п (.г) при га = 2* 
= 1, . . ., 2*; /с = 0, 1, . . .) определяется так: 

[0 при х (5=ДПГ 

2*/2 при ХЕЕАП, . ,У у ' 

| — 2*/2 при ^ G A ; 
Нщ Хп(б) ПрИ £ = 0, , • . - : » . : •-< 

|6->+о \ 
l i m x n ( l — б) при я — 1 , > • 

6->+0 
lim - ^ [Хп (я +S) + Хп («—б)] при остальных же[0>1J-

Группа функций {%п(х)}2
п=2к+1

 = % (ят)}|=11
 ,(А:1 = 0г1^- :- -) 'назыйа-

ется &-й пачкой. Для / (i) G i (0, 1) определяются коэффициенты! 
Фурье — Хаара по формуле \ I 

'Хп(я) = 

м ***#)= £/(*>Хт(') <***.. 7П>1. 
Jf+i. 

Груцду коэффициентов Фурье — Хаара̂ ^̂  { а т ( / ) } т = 2 ^ + 1 также будеш 
называть Ъш пачкой коэффициентов. : 

) О п р е д е л е н и е З . Полиномом порядка N -{N -=*=•'•!. 2 t . i .^ 
по системе Хаара назовем функцию, заданную на отрезке Ю, 11 
и представимую в виде линейных комбинаций функций Хаара 
с номерами не больше, чем 2^. Очевидно, что такие полиномы 
и только они имеют следующий вид .. j 

f . _ / i — 1 
m^ = const, ям 

PNW 

, 2 N ' 
m l r x = 0, 
m2iv, # = 1 , . 

2N )' l ~~ 1,. . . . , 2*" , 

i = l , . . . , 2 ^ — C I . 

(4> 

Полином Pjf(x) имеет скачки bt = m i41 — tfi^ i =± 1, 2^ — i. 
в точках г/2^. 
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Неубывающим полиномом по системе Хаара будем называть 
йшиномщо Системе Хаара, являющийся неубывающей функцией. 
Такой полиноц имеет вид (4), где т1 < т2 < . . . < т N. 

1 Семейство врех неубывающих полиномов порядка N, отличных 
ют постоянной» обозначим PN . 

Докажем несколько лемм. 
ЛЕММА 1. Пусть 

( 0 при г = р / 2 * ; р ' ~ 0 , . . . , 2 \ 
Jkn ^ 1 ;г=0, . . ., 2* — 1, (5) 

l4(t) = < 2*+i ^ 2*« ^ 2* ' 

,: i [линейна на каждом отрезке s ~ , —-— 

Тогда при f E [0, 1] и J: = 0, 1, . . . выполнено равенство 

- C s 2 * xW*)d*=M«)- (6) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Производная функции ф .(.£) — 

= — С V у^{х)Ах по Нравна V . Хь*(0> т. е, совпадает всюду 
кроме конечного числа точек с производной функции lk (t). Атак-
же !ф-"(1) — M l ) = 0 - ; ;^ 

Для абсолютно непрерывных функций / (£), заданных на от­
резке [0, 1], верна формула Ньютона — Лейбница 

/(0 =/ ( ! ) -$ / ( * ) d^ 
Из этой формулы следует, что абсолютно непрерывные функции 
•̂р (t) и 1% (t) совпадают. Лемма доказана. 

; ЛЕММА 2. Пусть PN — неубывающий полином порядка N по 
системе Хаара, заданный в (4) с пц •*= 0; hj -^ скачки полинома 

{ J?JV в точках j/2N (/ == 1, . . ., 2N -г- 1). Ломаная lk (t) задана в (5). 
[Т^огда для k-й пачки коэффициентов Фурье -^\ Хаара-толинома 
MPN верна ̂ равенство < 
! [ - л - ^ ^ с - . . ; . . : . • ^ • ~ • • : • • : - ^ " - • £ • ' 

т = 2 +1 
1<и^)НХ бАбу2^-"'* '=в^^ " - т 

* . , - " — 7 - 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем функцию JLI (х) = 0 при х <С 
~< 0, |ы (х) = 1 при х > 0, ц (0) = 1/2. Легко видеть, что ,. 

2 ^ - 1 

^ ДО = S .=1 . V (* - //2"), .* €= [0, 1 ].. 

Учитывая, что для неубывающих функдиД,щэффици^нть1 Фурье--
Хаара не положительны, при т = ' 2 + i, i = '1*?* ...? ,$*;,'k == 
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= 0, 1, . . . имеем 

I ат (PN) | = — 5о PN {х) Хт {х)Ъ^ 

= - Ц i 2 ] ^ Ь^ (Х - >'/2*)] Ь ' (*) <** = 
= ~ 2 ] = ~ Х &У £ И * - / / 2 N ) Xm (*) dx. 

А для суммы модулей коэффициентов из к-й пачки получим 

Отсюда и из равенства (6) следует, что 

Лемма 2 доказана. 
ЛЕММА 3. Пусть Р^ — неубывающий полином по сштеме 

Хаара, заданный в (4) с т1 = 0. Тогда 

K U I»«. (р*) I = З^Г1 ЬМШ (8) 
где LW(*) = S ^ M * ) . «=[0,1]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Распишем сумму модулей коэффи­
циентов по пачкам: 

SL21 «n, (PN) I -= Kl 21 *«. (Рк) I = %tl 2 ^ + 1 1 «m {Ps)\. 
Подставляя сюда выражение (7), получим 

=sir1 fe/ st,1 ** y/2w)=s;Zr v* o w 
ЛЕММА 4. Верно равенство 

sup - ^ — = max LNt^f 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольный1 %еубы-
вающийполином^]у (^)t*задаваемый в (4). Пусть PN (t) =&' Рк (0 — 
-— тЛ. Тогда .. , 

• • ' • - . I - ' . ' •• , • • * • 
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Если PJS (t) не убывает, то к PN (t) можно применить лемму 3: 

3:=2 I °т (Р») I = S i r ' ЬМ №»)• 

А значит, и для полинома Р^ (t) также 

Очевидно, что V PN — 2 J / = 1 &/• Поэтому 
о 

2 ^ - Ч . Г /,.,9#Ч 2m=»l^<P^'l _ A = 1 WN(H*N) 1 ~ ^- l f c . < , J23L ^ ^ V ^ 2 ^ &* 

br 

^^{jw 

А с другой стороны, если взять полином Р%, у которого &/п \ > 0» 
a bj = 0 при / =̂= /о> т о Д л я этого полинома 

Таким образом, 

2 L » i ^ ^ ) i • /у 
"sup t —-==• max LN Ijfr 
PN^PN у pN i^j&x \* 

Лемма 4 доказана. 
Обозначим символом Тн разбиение ''^N — i-jfl2 ~\ a ^ I v — 

{ J }2N r\ - - ' 

l~jv"f * Отметим следующие свойства: ; 
, -. 0) J ' h %XZ . •-. d~ TNCZ"TN+1 CZ . . . ; 

1) /м (0 = 0 при * ё TN, где М > 2V; 
2) £ м (0 = £ \ (0 при t е 7V, где М > Д ; 

3) ^ W = ^ Г при t <= Г*+1 \ 7>; 

4) LiV (0 - Liv-i (t) + lN-i(t), t e [0, 1]; с 
5) Z/дг (0 линейна на каждом из^)трезков [м, у], где "и,/г; явля­

ются соседними точками разбиения TN. 
Будем искать max Lv U/2N). Из (5) видно, что все . ломаньде 

lK (t) (к = 0, 1, . . .) симметричны относительно оси t = 1/2, по­
этому и коэффициенты LN (j/2N) в формуле (8) будут располагаться 
симметрично, т. е. LN(j/2N) = LN (2 v — /)/2N) (/ = 1, . ' . ., 2 ^ — 1). 
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В силу вышесказанного достаточно исследовать поведение лома­
ной L/v (t) только на отрезке [0, 1/2]. 

ЛЕММА 5. Пусть ZN ЕЕ [0, 1/2] — точка, в которой при N;> 
> 1 достигается max L.v (0 = L^ (zv). Положим z0 = 0, z_i = 

= 1. Тогда при N > 1 верны следующие утверждения: 
a) ziv — единственная точка максимума на [О, 1/2]; 

б) 2 * = 2 ^ . У ) Л ' ; <9> 
R\ r i7 \-^±XL [ (~1)я(У2-1) , п т 
в) / , JV(Z W ) з -$т ^N ' (w> 
г) zN = ~2" (2лг-1 + 2лг-2); (11) 

д) | zN — z.v-i I = -^v . (12) 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводим индукцией по N. 
1) При N = 1 множество 7\ состоит из одной точки 1/2. Она 

и является точкой максимума и Lx (1/2) = Z0 (1/2) = 1/2. Все пунк­
ты а), б), в), г), д) для N = 1 выполнены. 

2) Пусть теперь пункты а) — д) доказаны для случаев <^ N. 
Докажем их для случая N + 1. 

Начнем доказательство с пункта г). Найдем точку ZJV+1, в кото­
рой достигается max LN+I (t). Можно записать 

max LN+l (t) = max {max LN+l (t), max LN+X (t)}. (13) 

По свойству 2) имеем 
max Z/jv+i (£) •= max L, 

I^TN J • t&TN 

Далее, учитывая свойства 4), 3) и 5), имеем 

max LN+i\(t) = max LN (t) + 9N+I = 
t&TN+l\TN) t&TN+1\TN) * 

Из двух соседних точек разбиения Т^ одна входит в более крупное 
разбиение T^-j и LN {t) = £iv-i (0 в этой точке. Поэтому 

1 \ , г /;/ 4-1 
\2* 

а так как по предположению индукции д) точки ZN И ZJV_X являются 
соседними в разбиении TNl то 

= - « - ( ^ ( 2 ^ ) + ^ ( 2 ^ - 0 ) . \ ( 1 б ) 

max Ljy+i (£)••= ш а х LN (t) = L^ (z^). (14) 

^ ( о ? + ^ f
 9JV I ^ ^ T ( z^) + ^ t f - i (zN-i), 
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Подставляя (16) в (15) и учитывая свойство 5), получаем 

«* г££™ LN+1 {t) = LN (-i-{ZN + aw-°) + ^ = 

= £tf+i(—-fav + Ztf-i))- (17) 

Из (13), (14) и (17) видно, что max LJV+I (0 достигается либо 
1 

в точке ZN, либо в -к- (ZN + ^iv-i). Сравним значения LJV+I (0 в этих 
точках. 

Из (17) и свойства 5) видно, что 

^iV+l^-g" (ZW + ZJV-I) I = - у (LJV (2iv) + ^JV-1 (2iV-l)) + дГ+1 • 

Применив (10) для случая N и для iV — 1 (при N = 0 формула (10) 
очевидно, верна), получим 

Г ( 1 (7 4- 7 ^ - * ( i ± £ l * (—1)̂ (̂ 2-1) 

2+X5 1. ( - l ^ O ^ - l ) ^ (/2)ЛГ _ 
3 2^ iV"1) /2 З ^ ^ - 1 7 2 Л + 1 

2-f]/2 1 / 1 1 1 
2 \ 2N/2 2N/2 2iN~il)<2) 

1 /(—1)^(1^2 — 1) . (_l)^-i ( / 2 - 1 ) \ 
з-2лт з-г^"1 

Получаем формулу 
1 Л 2+ У 2 1 (—1)^+1(К2— 1) L^+i(~2~(Ziv + 2 i V - 1 )J = ~V"' 2

(iV+1>/2 з Т ^ : ^ 
Из последнего равенства и (10) следует, что 

1 \ ' \ 1 
^JV+l ( - о - (2JV + 2 j y - i ) Д \ Ч 1 (2jv) = I 

2 V~iv i - i v - i / i ~ i V + i V « i V / I 2JV/2 2
N+1/2 

( _ l ) * ( / 2 - l ) (_l)^+i(l~2—1) \ >2—1 . t - l ^ O ^ - l ) 
3.2iY 3.2^+1 7 2<ЛЧ1)/2 2^+1 >o. 

1 
Поэтому max LJV+I (0 достигается в точке -^ (ZN + ЗД-i) = z/v+i-
Доказан пункт г) и попутно (см. (18)) установлена формула 

2 + ] / 2 1 (-1)N+1(Y2 — 1) 
>ЛЧ1 (ZA4l ) 3 2^+ 1)/2 3-2^+1 

т. е. доказан пункт в). 
Из проведенного выше доказательства для пункта г) видно, что 

1 
max Ljv-i (t) достигается только в одной точке -K-(ZN + ^v-j). 
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А из предположения индукции а), откуда зд и ZN-I определяются 
единственным образом, следует, что точка максимума ZN+I = 
= — (ZN + ZN-I) также единственна на отрезке [0, 1/2]. Доказан 
пункт а). 

1 
В силу (12) имеем для ZN+I = - у (ZN + %N+I) равенство 

17 7 \ - ' ^ " ^ - i l _ 1 

т. е. выполнено д) для N + 1. 
Осталось доказать пункт б). По предположению индукции вер­

ны равенства 

1 (—1)^ 1 (—\)N"1 

ZN = -g- — v ;
N и z j v - i ^ - з 3.2iv-i (ПРИ ^ = 1 также 

верно). 
Тогда из пункта г) следует 

1 / ч 1 1 /2 ( - l ) ^" 1 + (—1)N 
ZN+1 о" (ZN "Ь Z^V-l) 2 ^ ^ "^"^ ~ 3 2 \ 3.2^ 

_ 1 (—1) Л Ч 1 

3 3 . 2 ^ + 1 * 

Лемма 5 доказана полностью. 

ЛЕММА 6. Пусть 5° = Uw=i YN — семейство неубывающих 
полиномов по системе Хаара, отличных от постоянной 
и {ат (P)}m=i — коэффициенты Фурье — Хаара полинома Р. Тогда 

2 * , : а !*'*(*) Г 24-^2 
с = sup = 4s . 

**- V Р 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

с (/V) = sup j — — . 

О 

По лемме 4 и из (10) имеем 

Г / А 7 ч _ 2+ VI 1 (—1)^(1^2 — 1) 
L V i V ' > 3 ' 2N/2 S-2N *' "y -' ''• ' 

Так как P N d Р м при N < M, то £ 

c^ limc(N) = (2 + / 2 ) / 3 . 

Лемма 6 доказана. 
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§ 2. О коэффициентах Фурье — Хаара от функций с ограни­
ченной вариацией. 

ТЕОРЕМА 1. а) Пусть функция f (х) е V (О, 1) и {ат (f)}^i — 
коэффициенты Фурье функции / по системе Хаара. Тогда 

У \ат(П\<-^У f- (19) 
б) Найдется отличная от постоянной функция /0 (х) G F (0, 1) 

такая, что 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем пункт а). 
1) Пусть / ЕЕ V (О, 1). Разложим / на разность двух неубы­

вающих функций следующим образом: 
/ = / i — /2» г Д е / i W = 

= 4 - ( V / + /(*))H /2(*))=4-(V/-/(*))• 
Л' 

Заметим, что f1 -f- /2 = V/> а значит, 
о 

V(/i + /2) = V/- (20) 
о о 

Допустим, что для неубывающих функций оценка (19) доказа­

на, т. е. если / — неубывающая, т о ^ т = 2 \am(f)\^c \ / / , где с = 
_ о 

— (2 + )/Л2)/3. Покажем, что тогда оценка (19) верна и для функ­
ций с ограниченной вариацией. 

Так как коэффициенты Хаара вычисляются по формуле 21—1 

m=2k + i; i = l , . . . , 2 * ; & = 0 , 1 , . . . , 

то у неубывающих функций А и /., коэффициенты не положитель­
ны. Поэтому 

I а™ (/) I = I am (A - ft) I = I ат (А) — ат (/,) | < 
< I а« (Л) I + I ат (/2) | = | ат (А) + am (/2) | = | am (А + /2) |. 

Отсюда, учитывая (20) и то, что функция A + /2 не убывает, имеем 

2~=2 I «« (/) | < 2 L , I «m (А + « К С V (А + А) = С V/• 
о о 

Таким образом, если оценка (19) доказана для неубывающих 
функций, то она доказана и для функций с ограниченной вариа­
цией. 
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2) Докажем (19) для неубывающих функций: Приближаем 
неубывающую функцию / таким полиномом Хаара: v . 

Р * ( * ) = У ( ^ ) при * е ( - ^ - , ^ ) , Z=l,..-.,2iV; 

^ ( 0 ) = / < 0 ) ; ,. 

•Mw) = Mf(^)+f{w))при Z==1'-'2JV-1; ... 

Будем оценивать модуль разности 

I 2 U , I ^ (/) | - 2 m e a I ат (PN) || < 5 U 2 II вда (/) I ~ I' «m M II-
Пусть m = 2* + Y; i - 1, . . ., 2*; ft = 0 , i , . . ., N — 1 и тог­
да для неубывающих функций / (х) и Рд* (я) имеем 
: II ? т (/) | - . | am (fy) || = , | - A m (/) + Um (PN) | = | am (ф) | , (21) 

где ф = / — PN > 0 на [0, 1]. Поэтому 
• / . 

I I . ; _ 

I-flm (Ф) I = | J - ^ X n i d* | < f 2* J .^ Ф (0 dt. (22) 
2 * • 2 * 

Теперь разобьем интеграл по отрезку — 1 
на сумму интег-7] 

1 • - , . 

ралов по отрезкам длины — (таких интегралов ^2N~k_ штук). 
Оценим интеграл лы> 

., ^ Ф ^ а ^ д ^ s^ ^(/w-.^w)d*.<... v.;", 
2ft 2 * ^ 2 * 

^ 2* Z j ^ ! '/ I 2* ' 2* j ' \ 2* 2v 

Из (21), (22) и (23) вытекает, что 

: II ^ ( / ) I — I «„ C îv) II <: - ^ г - (/ (^г) —7 (~1i^± 

Тогда для /с-й пачйи коэффициентов имеем 
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Для всей суммы получим следующую оценку: 

V 2 II ап (/) | - 1 ат (Ps) II = У N~* V 2 || ат (/) | -

З Г о 2 * ' 2 1 1 2 ^ - 1 1 

—к(р«)н<—^—Y / = "^/2- i Y/">0 приЛГ^°°-
Отметим также, что из (3) вытекает ^ | а т (/) | -> О {N ->• 
-> эо). Поэтому 

2С=« I От (/) | = К>=2 I а - (Piv) | + е (N), где 8 (7V)->0 при Л'-> *о. 
Для неубывающих функций / и PN имеем 

V / -- / 0 ) - / (0); V Р* --- PN (1) - Ps (0). 
0 О -Л 1 

Из определения PN (х) следует, что PN (0) = / (0)7lr> Рм (1) <; 
1 * i *' <; / (1) и \ / P/v <̂  V /• В итоге получаем, учитывая лемму 6, о о 

2 L 2 I й - (Л I = X L I «m <Р") | + 8 (/V)< 
< с \ / ^ у + е(ЛО<су/-Ье(^) , 

о о 

где е (TV) -> 0 при N -»- 0, с = (2 + | /2)/3. Устремляя TV -*- оо, 
имеем 

A-Jw i=2 0 

Пункт а) теоремы 1 доказан. ,г 
Докажем пункт б). Пусть /0 (t) = 1 при * е Ю, 1/3), /0 (1/3) = 

= 1/2, /0 (0 = 0 при / е (1/3, 11. Подсчитаем S " = 2 | a w (/0) |. Ра­
зобьем всю сумму на пачки. Сумму в одной пачке можно записать 
так: 

2 w l «>*+< (/о) I = I v+ . - . (/о) I = \] /о (*) х2*+,„ (0 it (к - о, 1 , . . .)* 
,где ^/определяется условием: 1/3 ЕЕ i(i0 — l)/2k

t i0/2k]. 
*•"" Дв!р1ичБое разложение числа 1/3 выглядит так: 

3 22 "^ 24 "+-•••"+" 227г v : < v 

поэтому при разбиении отрезка [0, 1] на 22П (п i= 1, 2Г . . .) час­
тей точка 1/3 попадает в отрезок 

I 2а • • " • | 22П ' 22 * " * 22?l 2 2 п 

44 1 1 . ' 2 
3-2ап *' 3 ' .3;22п 
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Видно, что точка 1/3 лежит в левой половине этого отрезка и 
1 

3 3 - 2 а П 

Следовательно, сумма модулей коэффициентов в пачке с четнык 
номером 2п равна 1/(3 -2П) (гс = 1, 2, . . .). 

Теперь возьмем в 2 раза более мелкое разбиение на 22П+1 

частей. Точка 1/3 при этом лежит в правой половине отрезка 
[ 1 1 1 1 1 

"3 TW у ~ + 3.2^-и j ' П о э т о м У 

2 +г 
\ ~ Л 2 г - /(* 3 " 2 Г* 

У' |a2i„+1+. (/„)] = 2 " / 2 ( \ d * _ \ . d* 

/ 2 

1 
3 

1 
3 

1 

3 - 2 2 П + 2 

1 

3 - 2 2 П 

d*- •i 
l 
3 

l 
3 

3 # 2 n + i » 

Vl т. е. Суммы в пачках с номерами 2и'Ч- 1 равны 2 т т (п = 1,2,. ..). 
Теперь посчитаем суммы в нулевой и первой пачках. В нуле­

вой пачке один коэффициент | a2 (/0) | = 1/3. В первой пачке 
два коэффициента 

1 * 3 ( /о ) 1 + 1 М / о ) 1 = : 1 * з ( / о ) | = У ^ " / 6 . 

Складывая результаты для всех пачек, получим * 

2-f Y2 

что и требовалось показать. Теорема 1 доказана. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть / е V (0, 1), {am (/)}m=i - коэффициен­

ты Фурье — Хаара функции /. Тогда 

• а) .£,„,,j°-<"i<.^pv/ №-о,.,...), 
' б) | a w ( / ) « ~ ^ = - V / , to = 2fc + i, 1 = 1 , . . . Ж ° ; Л « 0 , 1 , . . . , 

2|/2* о -Нь 

и найдется отличная от постоянной функция /0< для которой 
V а) и б) достигается равенство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложим / в разность двух неубы­
вающих функций так же/как в теореме 1/ 

/ = / , - / 2 . где Ш = ' 4 - ( \ / / + /(*)) и"/,(*) = 
2 о 

•4-(v/-/w)-2 о 
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: И м е е м ( ., 
Jf+i Jf+i Je+i 

(24) 
Обозначим fp — /i + /2. Функция (р не убывает. Для нее выпол­
нено ' ; 

2 i — 1 -•• : ' ••: 

\ <^£>^-^)b|i- <25) 
Учитывая (20), (24) и (25), получаем утверждение пункта а). 

Оценка достигается, например, на функции /0 (t) = 1 при 
. Д л я нее *е[-°'^Ц(1^) = -э-' М*)-о-пря « e ^ . i 

) / 0 = , 1 ; Л * + . ( / 0 ) ; == 0 . i = ' 2 , • • -, # • « : . ,.,, .. • •.•>.• • - - . -

1 1 ''''' " 

_ , 2 f r + 1 • - , ' V / . ' 
IV+l(/o)l = / 2 M . ./o(*)d* = - 7 = . = -^7=, , (26> 

\ V + 1 1 х - ••• ! " 
'am(fo)\ = r=fV/o-: ' =; ' " : . . m=2A+i 2-У 2* о 

Оценка б) следует из оценки а), так как 

>* J # m ( / ) | < V 1#т($|> Гг - Л •.-' . Л . ' Л ' - - \ 

m = 2k + i, i = l , . . . , 2 f c , Л: = 0, 1, . . . , ,^ 
Оценка достигается на приведенной выше функции /0 (см. (26)). 
Теорема 2 доказана. 

В заключение автор выражает благодарность Ш JJ. Ульянову 
за постановку задачи и внимание к работе. Ч; 
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