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ÐÅÃÓËßÒÎÐ Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ ÈÇÌÅÍßÅÌÛÌÈ 
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ1

Â.Í. Àôàíàñüåâ, À.À. Ñåìèîí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Сëожностü ìноãих совреìенных систеì управ-
ëения за÷астуþ не позвоëяет поëу÷итü заранее поë-
ное описание проöессов, протекаþщих в систеìе,
и ее взаиìоäействия со среäой. Достато÷но ÷асто
ìатеìати÷еская ìоäеëü систеìы управëения у÷и-
тывает ëиøü äопустиìые обëасти изìенения пара-
ìетров управëяеìой систеìы и характеристик ее
отäеëüных эëеìентов без конкретизаöии саìих
этих параìетров и характеристик. Указанные об-
ëасти ìоãут опреäеëятüся, наприìер, интерваëüны-
ìи оãрани÷енияìи, соответствуþщиìи заäанныì
техни÷ескиì äопускаì на систеìу. В этих усëовиях
поëу÷итü анаëити÷еское реøение оптиìаëüной за-
äа÷и управëения не преäставëяется возìожныì.

Пробëеìа управëения при реøении таких заäа÷
äëя поëу÷ения ãарантируþщеãо резуëüтата ìожет
бытü сфорìуëирована в терìинах äифференöиаëü-
ных иãр, при÷еì иãра рассìатривается с оäниì иã-
рокоì, вторыì же иãрокоì сëужит возìущение,
äействуþщее на объект.

На÷аëо развития теории äифференöиаëüных
иãр относят к 1965 ã., коãäа быëа опубëикована ра-
бота Р. Айзекса (на русскоì языке — в 1967 ã.) [1].

В работах Н.Н. Красовскоãо и еãо у÷еников ìетоä
äифференöиаëüных иãр разрабатываëся не тоëüко
äëя заäа÷ пресëеäования и навеäения, но и äëя за-
äа÷ ìиниìаксноãо управëения [2, 3] — управëения
с ãарантируþщиì резуëüтатоì. В поäобных рабо-
тах иãра рассìатривается с оäниì иãрокоì, вто-
рыì же иãрокоì явëяется возìущение, äействуþ-
щее на объект. Основная пробëеìа, возникаþщая
при реаëизаöии теорети÷еских поëожений äиф-
ференöиаëüных иãр, связана с труäностяìи поиска
реøений уравнения Гаìиëüтона — Якоби — Айзек-
са — скаëярноãо уравнения в ÷астных произвоä-
ных. Поэтоìу в основных работах теории äиффе-
ренöиаëüных иãр конфëиктуþщие у÷астники иãры
описываþтся ëинейныìи äифференöиаëüныìи
уравненияìи и функöионаëы заäаþтся кваäрати-
÷ескиìи [4]. Попуëярные ìетоäы синтеза управ-
ëяþщих возäействий äëя неëинейных систеì свя-
заны с приеìаìи ëинеаризаöии неëинейных урав-
нений с поìощüþ ряäов Тейëора, преäставëения
неëинейных уравнений в эквиваëентной форìе
ëинейных уравнений, но с параìетраìи, завися-
щиìи от состояния, ëинеаризаöией неëинейных
систеì обратной связüþ по состояниþ иëи по вы-
хоäу. В настоящей статüе пробëеìа управëения
форìуëируется äëя кëасса неëинейных объектов,
преäставиìых в виäе объектов с ëинейной струк-
турой и параìетраìи, зависящиìи от состояния
(State Dependent Coefficients — SDC). Линейностü

Дëя кëасса äинаìи÷еских неëинейных объектов, поäверãаþщихся неконтроëируеìыì
оãрани÷енныì возìущенияì, преäпоëаãается возìожностü эквиваëентноãо преäставëе-
ния таких объектов в виäе ìоäеëей с ëинейной структурой и параìетраìи, зависящиìи
от состояния. Пробëеìа управëения форìуëируется в кëþ÷е äифференöиаëüных иãр,
при÷еì иãра рассìатривается с оäниì иãрокоì, вторыì же иãрокоì явëяется возìуще-
ние, äействуþщее на объект. Линейностü структуры преобразованной неëинейной систе-
ìы и кваäрати÷ный функöионаë ка÷ества позвоëяþт при синтезе оптиìаëüноãо управ-
ëения перейти от необхоäиìости поиска реøений уравнения Гаìиëüтона — Якоби —
Айзекса к уравнениþ типа Риккати с параìетраìи, зависящиìи от состояния. Основ-
ной пробëеìой реаëизаöии поëу÷енных при синтезе управëений явëяется невозìож-
ностü (в общеì сëу÷ае) реøения аëãебраи÷ескоãо уравнения типа Риккати с параìетра-
ìи, зависящиìи от состояния, в теìпе функöионирования объекта.

Ключевые слова: неëинейная непрерывная äинаìи÷еская систеìа, äифференöиаëüные иãры, урав-
нение Гаìиëüтона — Якоби — Айзекса, уравнение Риккати.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Проãраì-
ìы «Нау÷ный фонä НИУ ВШЭ» в 2014/2015 ãã.».
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структуры преобразованной неëинейной систеìы
и кваäрати÷ный функöионаë ка÷ества позвоëяþт
при синтезе оптиìаëüноãо управëения перейти
от необхоäиìости поиска реøений уравнения Га-
ìиëüтона — Якоби — Айзекса к уравнениþ типа
Риккати с параìетраìи, зависящиìи от состояния
(State Dependent Riccati Equation — SDRE). Это и
составëяет основу SDRE-ìетоäа синтеза субопти-
ìаëüных неëинейных систеì управëения [5, 6].

Несìотря на иìеþщиеся äостато÷но убеäитеëü-
ные приìеры приìенения SDRE-ìетоäа [7—11],
остается ìножество пробëеì, связанных с оãрани-
÷енияìи, наëаãаеìыìи на систеìу, неоäнозна÷-
ностüþ эквиваëентных преобразований исхоäной
систеìы, построениеì эффективных аëãоритìов
реøений ìатри÷ных уравнений Риккати с пара-
ìетраìи, зависящиìи от состояния, в теìпе функ-
öионирования систеìы управëения.

В äанной статüе заäа÷а управëения неëиней-
ныì объектоì, поäверãаþщиìся возäействиþ не-
контроëируеìых возìущений, буäет рассìатри-
ватüся в боëее общеì виäе, а иìенно в терìинах
äифференöиаëüной иãры, ÷то позвоëит обобщитü
ряä ранее опубëикованных теорети÷еских ре-
зуëüтатов и поëу÷итü äостато÷но конструктивные
реøения в ряäе постановок заäа÷ управëения.
Реаëизаöиþ поëу÷енных при синтезе управëений
преäëожено осуществëятü реøениеì уравнения
Риккати с постоянныìи параìетраìи в с÷етноì
коëи÷естве то÷ек траектории систеìы. Такиì об-
разоì, параìетры реãуëятора нахоäятся äëя каж-
äоãо проìежутка вреìени ìежäу текущиì зна÷е-
ниеì состояния и сëеäуþщиì за ниì.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü äетерìинированная неëинейная систеìа
описывается уравнениеì

x(t) = f(x) + D(x)w(t) + B(x)u(t),  x(t
0
) = x

0
,

y(t) = Cx(t), (1)

u(t) ∈ U,  w(t) ∈ W,  t ∈ [t
0
, T ],

ãäе x(·) ∈ C1([t
0
, T], Rn), u(·) ∈ C1([t

0
, T], R r),

w(·) ∈ C1([t
0
, T], Rk). Зäесü x(t) — состояние систе-

ìы, x(·) ∈ Ω
x
; X

0
 ∈ Ω

x
 — ìножество возìожных на-

÷аëüных усëовий систеìы; y ∈ Rm, m Ј n — выхоä
систеìы; u(t) — управëение; w(t) — возìущение;
f(x), D(x) и B(x) — непрерывные ìатриöы-функ-
öии. Преäпоëаãается, ÷то äëя всех x систеìа (1) уп-
равëяеìа и набëþäаеìа [12, 13]. Кроìе тоãо, буäеì
поëаãатü, ÷то функöии f(x), D(x) и B(x) äостато÷но
ãëаäкие такие, ÷то из ëþбых то÷ек (t

0
, x

0
) ∈ R

+
 Ѕ Ω

x

выхоäиëо бы оäно и тоëüко оäно реøение уравне-
ния (1) x(t, t

0
, x

0
) и быë бы еäинственныì соответс-

твуþщий выхоä систеìы y(t) = Cx(t, x
0
).

Преäпоëаãается, ÷то неконтроëируеìое возìу-
щение w(t), которое ìожет бытü как äетерìиниро-
ванныì, так и стохасти÷ескиì, характеризуется
отноøениеì:

|w(t)| ≤ y(x(t)),  ∀t ≥ 0,

ãäе |w
i
(t)| ≤ σ

i
(x(t)), i = , t ≥ 0, σ

i
(x(t)) ≥ 0 äëя всех

x(t) ∈ Ω
x
 иëи в общеì виäе w(t) ∈ W.

Рассìатривая возìущение w(t) как äействие
некотороãо иãрока, противоäействуþщеãо успеø-
ноìу выпоëнениþ заäа÷и управëения, сфорìуëи-
руеì заäа÷у управëения в терìинах äифференöи-
аëüной иãры äвух иãроков G

u
 и G

w
. Управëения

u(t) ∈ U и w(t) ∈ W буäут орãанизовыватüся с по-
ìощüþ принöипа обратной связи по состояниþ.

Цеëü управëения u(t) при противоäействии
проöесса w(t) состоит в построении такоãо уп-
равëяþщеãо возäействия ξ = (x(t), u(t), w(t)), ко-
торое обеспе÷ит выпоëнение заäанноãо усëовия

|Ψ(x(T ))| ≤ d, d > 0, Ψ(x(T)) ∈ Rq.
Ввеäеì функöионаë ка÷ества äифференöиаëü-

ной иãры

J(x, u, w) = {yT(t)Qy(t) + uT(t)Ru(t) –

– wT(t)Pw(t)}dt. (2)

Зäесü ìатриöа Q, по крайней ìере, поëожи-
теëüно поëуопреäеëенная, ìатриöы R и P — поëо-
житеëüно опреäеëенные. Преäпоëаãается, ÷то оã-
рани÷ения, наëоженные на проöессы u(t) и w(t),
ìожно у÷естü соответствуþщиì назна÷ениеì ìат-
риö R и P. Относитеëüно верхнеãо преäеëа функ-
öионаëа (2) буäеì с÷итатü, ÷то вреìя T заäано, но
такое, ÷то заäа÷а äифференöиаëüной иãры в пери-
оä [t

0
, T] выпоëнена.

При такоì назна÷ении верхнеãо преäеëа
функöионаëа (2) (интерваëа управëения, в кото-
роì ìожет бытü заверøена äифференöиаëüная
иãра) заäа÷а построения управëяþщеãо проöесса
ξ = (x(t), u(t), w(t)) ìожет рассìатриватüся как за-
äа÷а синтеза оптиìаëüноãо управëения с беско-
не÷ныì интерваëоì управëения (T → ∞) [12].

Допустиìыìи эëеìентаìи ξ = (x(t), u(t), w(t))
в поставëенной заäа÷е буäеì с÷итатü функöии

кëасса x(·) ∈ C1([t
0
, T], Rn), u(·) ∈ C([t

0
, T], R r),

w(·) ∈ C([t
0
, T], Rk).

Определение. Буäеì называтü управëяþщий
проöесс ξ

ã
 = (x

ã
(t), u

ã
(t), w

ã
(t)), t ∈ [t

0
, T

ã
], T

ã
 ≤ T,

ãарантируþщиì выпоëнение заäа÷и äифференöи-

d
dt
-----

1 k,

1
2
---

t
0

T

∫
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аëüной иãры, закëþ÷аþщейся в äостижении öеëи
|Ψ(x

ã
(T

ã
))| ≤ d, d > 0, есëи ξ

ã
 äоставëяет ëокаëüный

ìиниìуì функöионаëу (2) на реøениях систеìы
(1) при ëþбых возìущениях w(t), уäовëетворяþ-
щих оãрани÷ениþ |w(t)| ≤ σ(x(t)), ∀t ≥ 0. ♦

Отìетиì ÷то, J(ξ
ã
) ≥ J(ξ) äëя ëþбых управëяþ-

щих проöессов ξ = (x(t), u(t), w(t)), t ∈ [t, T
ã
], äëя

которых |Ψ(x
ã
(T

ã
))| – |Ψ(x(T

ã
))| ≥ 0.

В основе необхоäиìоãо äëя äаëüнейøих иссëе-
äований преобразования ìатеìати÷еской ìоäеëи
объекта (1) ëежит ìетоäоëоãия «расøиренной ëи-
неаризаöии», называеìой также как «параìетри-
заöия систеìы коэффиöиентаìи, зависящиìи от
состояния» (SDC-ëинеаризаöия) [10].

Предположение 1. Функöии f(t) и дf(x)/дx
i
,

i = 1, ..., n, непрерывны по x ∈ Ω
x
 и f(0) = 0.

Предположение 2. Матриöы D(x), B(x) и
дD(x)/дx

i
, дB(x)/дx

i
, i = 1, ..., n, непрерывны по

x ∈ Ω
x
 и D(x) ≠ 0, B(x) ≠ 0, x ∈ Ω

x
. ♦

При выпоëнении преäпоëожений 1 и 2 с поìо-
щüþ SDC-ëинеаризаöии исхоäнуþ неëинейнуþ
систеìу (1) ìожно преäставитü в виäе

x(t) = A(x)x(t) + D(x)w(t) + B(x)u(t),

x(t
0
) = x

0
,  y(t) = Cx(t), (3)

ãäе A(x)x(t) = f(x), A(x), D(x), B(x): x ∈ Ω
x
 → Rn.

2. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÐÈÊÊÀÒÈ Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ,
ÇÀÂÈÑßÙÈÌÈ ÎÒ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Предположение 3. Пустü f(x), D(x) и B(x) äоста-
то÷но ãëаäкие функöии такие, ÷то функöия V(x),
опреäеëенная как

V(x)  J(x, u, w), (4)

äифференöируеìая функöия при ëþбых äопусти-
ìых стратеãиях иãроков G

w
, G

u
 ∈ L

2
(0, ∞).

Предположение 4. Функöия V(x), опреäеëенная
выражениеì (4), ëокаëüно ëипøиöева в Ω

x
. ♦

Оптиìаëüные стратеãии с обратной связüþ в
äифференöиаëüной иãре äëя иãроков G

u
 и G

w
 в за-

äа÷е, в которой вреìя окон÷ания перехоäноãо
проöесса боëüøое по сравнениþ с äинаìикой сис-
теìы, опреäеëяþтся выраженияìи [12]

u(t) = –R–1BT(x) ,

w(t) = P–1DT(x) , (5)

ãäе вектор дV(x)/дx опреäеëяется реøениеì урав-
нения Гаìиëüтона — Якоби — Айзекса

f(x) + xTCT(t)QCx(t) –  Ѕ

Ѕ [BT(x)R–1B(x) – DT(x)P–1D(x)]  = 0

с ãрани÷ныì усëовиеì V(0) = 0  при управëе-
ниях (5), обеспе÷иваþщих устой÷ивостü систеìе,

x(t) = 0.

Исхоäная систеìа с управëенияìи (5) опреäе-
ëяется выражениеì

x(t) = f(x) – [BT(x)R–1B(x) –

– DT(x)P–1D(x)] ,  x(t
0
) = x

0
, (6)

Есëи опреäеëитü (дV(x)/дx(t))T как S(x)x(t), т. е.

(дV(x)/дx(t))T = S(x)x(t), то, как показано в работе
[10], субоптиìаëüные законы управëения w(t) и
u(t) с обратной связüþ в рассìатриваеìой заäа÷е
опреäеëяþтся выраженияìи

u(t) = –R–1B(x)S(x)x(t),

w(t) = P–1D(x)S(x)x(t), (7)

ãäе поëожитеëüно опреäеëенная ìатриöа S(x) яв-
ëяется пото÷е÷ныì реøениеì ìатри÷ноãо уравне-
ния типа Риккати с параìетраìи, зависящиìи от
состояния

S(x)A(x) + AT(x)S(x) – S(x)[BT(x)R–1B(x) –

– DT(x)P–1D(x)]S(x) + CTQC = 0. (8)

Тоãäа уравнение систеìы (6) ìожно переписатü
в виäе

x(t) = f(x) – Π(x)S(x)x(t), x(t
0
) = x

0
,

y(t) = Cx(t), (9)

ãäе

Π(x) = BT(x)R–1B(x) – DT(x)P–1D(x).

Отìетиì, ÷то систеìа (9) устой÷ива, есëи ìат-
риöа Π(x), по крайней ìере, поëожитеëüно поëу-
опреäеëена äëя ∀x ∈ Ω

x
. Это нетруäно показатü,

приìеняя вторуþ теореìу Ляпунова. Ввеäеì фун-
кöиþ Ляпунова V

1
(x) такуþ, ÷то

ω
1
{|x |} ≤ V

1
(x) ≤ ω

2
{|x|},  dV

1
(x)/dt ≤ –ω

3
{|x |},

∀x ∈ Ω
x
,

d
dt
-----

=
Δ

inf
u U∈

sup
w W∈

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------
1
2
---

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

t ∞→

lim

d
dt
-----

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

d
dt
-----
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ãäе ω
i
{|x |}, i = 1, 2, 3, ω

i
(0) = 0, ω

i
{|x |} > 0, скаëярные

неубываþщие функöии. Как сëеäует из второй те-

ореìы Ляпунова, ÷то есëи выпоëняется усëовие

 =  ≤ –ω
3
{|x |}, (10)

то систеìа устой÷ива. Приниìая во вниìание вы-

ражение (9), перепиøеì усëовие (10):

{ f(x) – Π(x)S(x)x(t)} ≤ –ω
3
{|x |}. (11)

Назна÷иì функöиþ V
1
(x) в виäе V

1
(x) =

= xT(t)S(x)x(t) и ω
3
{|x |} в виäе ω

3
{|x |} = xT(t)CTQCx(t).

Посëе ряäа трансфорìаöий неравенство (11)

буäеì иìетü виä

V
1
(x) = –xTS(x)[BT(x)R–1B(x) – DT(x)P–1D(x)] Ѕ

Ѕ S(x)x(t) = –xTS(x)Π(x)S(x)x(t)} ≤ 0,  ∀x,

÷то озна÷ает, ÷то ìатриöа Π(x) = [g
2
(x)R–1 (x) –

– g
1
(x)P–1 (x)] äоëжна бытü äëя всех x ∈ Ω

x
, по

крайней ìере, поëожитеëüно поëуопреäеëенной.

Такиì образоì, обеспе÷ение поëожитеëüной

опреäеëенности ìатриöы Π(х) бëаãоäаря соответс-

твуþщеìу назна÷ениþ в функöионаëе ка÷ества (2)

ìатриö øтрафа P и R явëяется кëþ÷евыì äëя вы-

поëнения заäа÷и управëения в постановке äиффе-

ренöиаëüной иãры, ÷то ãарантирует [2] успеøное

выпоëнение исхоäной заäа÷и управëения неопре-

äеëенныì неëинейныì объектоì.

Рассìотриì вопрос об испоëüзовании äоступ-

ной инфорìаöии о неконтроëируеìоì возìуще-

нии. Эту инфорìаöиþ уìестно испоëüзоватü при

назна÷ении в функöионаëе ка÷ества (2) ìатриöы

øтрафа P. Есëи иìеется такое , ÷то  ≥ σ
i
(x(t)),

i = , то äиаãонаëüные эëеìенты ìатриöы P äëя

наиìенее бëаãоприятноãо сëу÷ая ìожно назна÷итü

в виäе p
ii
 = 1/ , т. е. P = P(σ*) = P *. Тоãäа, с у÷е-

тоì посëеäнеãо, ìатриöа R äоëжна назна÷атüся

так, ÷тобы выпоëняëосü усëовие поëожитеëüной

поëуопреäеëенности ìатриöы Π(x), ∀x ≠ 0.

На÷аëüные усëовия систеìы x(0) сëеäует при-

нятü во вниìание при назна÷ении ìатриöы Q,

т. е., с у÷етоì тоãо, ÷то эта ìатриöа äоëжна бытü,

по крайней ìере, поëожитеëüно поëуопреäеëен-

ной, то Q = Q(|x(0)|).

3. ÐÅÃÓËßÒÎÐ Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ ÈÇÌÅÍßÞÙÈÌÈÑß 
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

3.1. Ñòðàòåãèè äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû

Как виäно, реаëизаöия субоптиìаëüных уп-
равëений виäа (7) в заäа÷ах äифференöиаëüных
иãр в неëинейной постановке заäа÷и требует ре-
øения уравнения (8) в теìпе функöионирования
объекта. Дëя заäа÷ äостато÷но боëüøой разìер-
ности реøение этоãо уравнения, ìатриöы которо-
ãо явëяþтся функöияìи состояния объекта, преä-
ставëяется сëожной пробëеìой.

Сäеëаеì преäпоëожение о построении реãуëя-
тора с äискретно изìеняþщиìися параìетраìи.
Разобüеì интерваë [t

0
, T] на N отрезков. На÷аëо

кажäоãо отрезка иìеет ноìер i
0
, i

1
, ..., i

N – 1
, которо-

ìу соответствует состояние систеìы x
0
, x

1
, ..., x

N – 1
.

Зна÷ения состояния систеìы x
i
, соответствуþщие

на÷аëу кажäоãо из отрезков, опреäеëяþт зна÷ения
параìетров ìатриö A(x

i
), D(x

i
), B(x

i
). Эти ìатриöы

испоëüзуþтся äëя вы÷исëения поëожитеëüно оп-
реäеëенной ìатриöы S(x

i
):

S(x
i
)A(x

i
) + AT(x

i
)S(x

i
) – S(x

i
)[BT(x

i
)R–1B(x

i
) –

– DT(x
i
)P–1D(x

i
)]S(x

i
) + CTQC = 0. (12)

Такиì образоì, ìатриöа S(x
i
) вы÷исëяется в

интерваëе [t
0
, T] в с÷етноì коëи÷естве зна÷ений

траектории x
i
, i = 0, 1, 2, ..., N – 1. Вы÷исëенное

зна÷ение ìатриöы в i-й ìоìент испоëüзуется в ре-
ãуëяторе на всеì интерваëе γ

i
 – γ

i + 1
, i = 0, 1, ..., N.

Управëения на кажäоì интерваëе γ
j – 1

 – γ
j
, j =

= 1, ..., N, опреäеëяþтся выраженияìи

w
i
(t) = P–1DT(x)S(x

i
)x(t),

u
i
(t) = –R–1BT(x)S(x

i
)x(t). (13)

Траектория äвижения объекта с управëенияìи
(16) опреäеëяется реøениеì уравнения

x(t) = f(x) – [B(x)R–1BT(x) – D(x)P–1DT(x)] Ѕ

Ѕ S(x
i
)x(t),  x(t

0
) = x

0
, i = 0, ..., N – 1.

Отìетиì, ÷то интерваë [t
0
, T ] зависит от воз-

ìожностей устройства, реаëизуþщеãо вы÷исëение
ìатриöы S(x

i
) по форìуëе (12).

О÷евиäно, ÷то при τ = t
i + 1

 – t
i
 → 0, i = 0, 1,

2, ..., N – 1, т. е. при уìенüøении интерваëов раз-

биения, S(x(t
i
)) → S(x(t

i + 1
)), i = 0, 1, ..., N – 1.

dV1 x( )
dt

------------------

V1 x( )∂
x∂

-----------------
dx t( )
dt

-------------

V1 x( )∂
x∂

-----------------

d
dt
-----

g2
T

g1
T

σi
* σi

*

1 k,

σi
*

d
dt
-----

τ 0→

lim
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3.2. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñ ðàçîìêíóòûì êîíòóðîì
ïî âîçìóùåíèÿì

Рассìотриì вëияние возìущений на резуëüтат
управëения объектоì, испоëüзуя еãо ìоäеëü (3).
Пустü в ка÷естве возìущений, äействуþщих на
вхоäе объекта, буäет беëый øуì w(t) с характерис-
тикаìи

M[w(t)] = 0,  M[w(t)wT(τ)] = Wδ(t – τ),

M[x(t
0
)wT(t)] = 0

и пустü реøение уравнения, описываþщее исхоä-
нуþ систеìу с изìеняþщиìися от интерваëа к ин-
терваëу зна÷енияìи параìетров реãуëятора, опи-
сывается выражениеì

(t) = f( ) – B( )R–1BT( )S( ) (t) +

+ D( )w(t), (t
0
) = x

0
, 

y(t) = C (t) ,  i = 0, ..., N – 1,

ãäе ìатриöа S( ) вы÷исëяется в кажäый ìоìент i
в соответствии с уравнениеì

S( )A( ) + AT( )S( ) –

– S( )V( )R–1BT( )S( ) + CTQC = 0 

и сохраняет свое зна÷ение в реãуëяторе u(t) =

= –R–1BT( )S( ) (t) äо сëеäуþщеãо ìоìента i + 1.

Уравнение äëя ковариаöионной ìатриöы

(t) = M[ (t
0
) (t

0
)] состояния объекта буäет

описыватüся соотноøениеì [3]:

(t) = A( ) – B( )R–1BT( )  +

+ (t) A( ) – B( )R–1BT( )  +

+ D( )WDT( ),

(t
0
) = M[x(t

0
)xT(t

0
)].

Отìетиì, ÷то при τ = t
i + 1

 – t
i
 → 0, i = 0, 1,

2, ..., N – 1 зна÷ения параìетров ìатриöы (t)
буäут стреìитüся к зна÷енияì ìатриöы X(t), т. е.

(t) → X(t), которая опреäеëяется реøениеì урав-
нения

(t) = {A(x) – B(x)R–1BT(x)S(x)}X(t) +

+ X(t){A(x) – B(x)R–1BT(x)S(x)}T + D(x)WDT(x),

X(t
0
) = M[x(t

0
)xT(t

0
)].

4. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì приìер из работы [14] (коорäинатное
управëение спутникоì), усëожнив еãо ввеäениеì пара-
ìетри÷еских возìущений. Иссëеäуеìый неëинейный
объект описывается äифференöиаëüныì уравнениеì

 =  +

+  + w(t),

x
1
(0) = 40,  x

2
(0) = 30,  x

3
(0) = 20.

Ноìинаëüные зна÷ения параìетров объекта: a
1
 = 3,

a
2
 = 1, a

3
 = 1, b

1
 = 25, b

2
 = 5, b

3
 = 20, d

1
(t) = d

2
(t) =

= d
3
(t) = 1.

Возìущение: w(t) = 15ω(t), ãäе ω(t) — беëый øуì.
Функöионаë

J(x, u, ω) = {  +  – }dt,

Q = diag[|x
1
(0)|, |x

2
(0)|, |x

3
(0)|],  R = 1,  P = 1.

SDC-преäставëение исхоäной систеìы:

 =  +

+  + w(t).

d
dt
----- xˆ xˆ xˆ xˆ xˆi xˆ

xˆ xˆ

xˆ

xˆi

xˆi xˆi xˆi xˆi

xˆi xˆi xˆi xˆi

xˆ xˆi xˆ

Xˆ xˆ xˆ
T

d
dt
----- Xˆ

⎩
⎨
⎧

xˆ xˆ xˆ 1
N 1–
------------- Si

i 0=

N 1–

∑
⎭
⎬
⎫

Xˆ

⎩
⎨
⎧

xˆ xˆ xˆ 1
N 1–
------------- Si

i 0=

N 1–

∑
⎭
⎬
⎫
T

xˆ xˆ

Xˆ

Xˆ

Xˆ

Xˆ

Рис. 1. График изменения коэффициентов регулятора

d

dt
-----

x
1

t( )

x
2

t( )

x
3

t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ a

1
t( )

3
------------x

2
t( )x

3
t( )

a
2

t( )x
1

t( )x
3

t( )–

a
3

t( )x
1

t( )x
2

t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

b
1

t( )u
1

t( )

b
2

t( )u
2

t( )

b
3

t( )u
3

t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ d

1
t( )

d
2

t( )

d
3

t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1
2
---

0

T

∫ x t( ) Q
2

u t( ) R
2

w t( ) P
2

d

dt
-----

x
1

t( )

x
2

t( )

x
3

t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0 0 x

2
t( )

x
3

t( )– 0 0

0 x
1

t( ) 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ x

1
t( )

x
2

t( )

x
3

t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

25u
1

t( )

5u
2

t( )

20u
3

t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1

1

1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Без у÷ета нахожäения зна÷ения ìатриöы S(x
0
) реãу-

ëятор описывается уравнениеì

u(t
i + 1

, t
i + 2

) = –R
–1

g
2
(x)S(x

i
)x(t),

ãäе ìатриöа S( ) отыскивается на отäеëüных интерва-
ëах перехоäноãо проöесса реøениеì уравнения

S(x
i
)A(x

i
) + AT(x

i
)S(x

i
) – S(x

i
)[ (x

i
)R–1

g
2
(x

i
) –

– (x
i
)P–1

g
1
(x

i
)]S(x

i
) + CT

QC = 0,

в котороì

A(x
i
) = ,  B = .

Графики перехоäных проöессов в систеìе преäстав-
ëены на рис. 1—3.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен ìетоä реаëизаöии аëãоритìа уп-
равëения неëинейныì неопреäеëенныì äинаìи-

÷ескиì объектоì с поìощüþ реøения уравнения
Риккати с квазипостоянныìи зна÷енияìи пара-
ìетров на отäеëüных этапах перехоäноãо проöесса.
С увеëи÷ениеì вы÷исëитеëüной ìощности про-
öессоров интерваëы, äëя которых вы÷исëяþтся
параìетры реãуëятора, ìоãут уìенüøатüся, при-
бëижая реøение заäа÷и управëения неëинейныì
объектоì к оптиìаëüноìу.
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Рис. 3. График изменения состояний системы

Рис. 2. График изменения управления
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