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УПРАВЛЕНИЕ ОБЪЕКТОМ В УСЛОВИЯХ ЗАПАЗДЫВАНИЯ
И ПОСЛЕДЕЙСТВИЯ С ИНТЕРВАЛЬНОЙ ДЛИТЕЛЬНОСТЬЮ

Рассмотрена задача оптимального управления динамическим объектом, функционирующим в ус-
ловиях запаздывания и последействия. Описан метод получения наихудших величин длительности 
запаздывания и последействия. Приведён алгоритм синтеза робастного регулятора, учитывающего 
наихудший случай задержки.

Ключевые слова: теория автоматического управления; нелинейные системы; системы с запаз-
дыванием; последействие; гарантирующее управление; уравнение Риккати.

The optimal control problem of a dynamic object functioning under conditions of delay and aftereffect is con-
sidered. A method for obtaining the worst values of the delay duration and aftereffect is described. An algorithm 
for the synthesis of a robust controller that takes into account the worst case of delay is introduced.

Keywords: automatic control theory; nonlinear systems; delay systems; aftereffect; guaranteeing control; 
Riccati equation.

Введение. Во многих системах, нуждаю-
щихся в управлении, проявляется эффект за-
паздывания, заключающийся в том, что со-
стояние объекта начинает изменяться толь-

ко через некоторое время, после изменения 
входного воздействия. Так, например, при 
заражении клетки вирусом иммунодефицита 
человека (ВИЧ) существует инкубационный 
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период, длительность которого необходимо 
учитывать при лечении [1]. В подобных усло-
виях регуляторы, синтезированные без учёта 
запаздываний, могут оказаться недостаточно 
эффективными для выполнения поставлен-
ной задачи [2].

В современных исследованиях делается 
упор на доказательство устойчивости системы 
на всём интервале возможных задержек, для 
чего интервал разбивается на дискреты [3]. 
Предлагается исследовать данный интервал и 
выделить наихудшее значение задержки.

Объекты непременно возникают в задачах 
управления, как реальными установками и ма-
шинами, так и в биомедицинских приложени-
ях. Другим примером может являться задерж-
ка получаемого несколькими фотодетекторами 
сигнала от лазера [4]. Заметим, что величина 
запаздывания не обязательно должна быть 
фиксирована и может изменяться в некотором 
заранее заданном интервале. Примером подоб-
ных процессов, протекающих в системе, могут 
служить задержки в сетях, возникающие из-за 
переменной скорости обработки информации 
в каждом узле сети [5]. Важно понимать, что 
не во всех системах максимальная задержка из 
интервала является наименее благоприятным 
случаем. Задачей, решаемой авторами статьи, 
является синтез регулятора, способного ста-
билизировать систему в окрестности нуля при 
наличии в системе запаздывания.

Так как наихудшая величина задержки не-
известна на этапе синтеза регулятора, пред-
лагается предварительно провести анализ 
системы в целях выявления наименее благо-
приятного значения запаздывания. В данной 
статье предлагается один из возможных спо-
собов подобного анализа. Анализ проводился 
с использованием метода функций Ляпунова.

На следующем этапе по начальной системе 
строится вспомогательная линейная система, 
использующая параметры задержки, полу-
ченные на предыдущем этапе синтеза. На фи-
нальном этапе синтезируются коэффициенты 
регулятора с использованием вспомогатель-
ной системы.

Проверка полученного алгоритма синтеза 
управления проведена путём математического 
моделирования простой двухмерной системы, 
имеющей задержку по состоянию. Для систе-
мы была построена функция Ляпунова и вы-
брана наихудшая задержка с учётом началь-
ных условий.

Постановка задачи. Пусть нелинейный не-
стационарный управляемый объект с нали-

чием запаздывания описывается векторным 
дифференциальным уравнением

 

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , );

( ) ,

d
x t f x B x u t

dt
x t X

= τ + γ

∈
 (1)

где x(t0) ⊂ Rn — вектор начальных условий со-
стояния объекта; X0 — множество возможных 
начальных состояний объекта; u ⊂ Rr — вектор 
управляющих воздействий; τ ⊂ τu ⊂ R+ — после-
действие; γ ⊂ Γ ⊂ R+ — запаздывание управления.

Пусть задан функционал качества

 т т

0

( , ) lim .{ ( ) ( ) ( ) ( )}
T

T
J x u x t Qx t u t R u t dt

→∞

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  (2)

Задача управления объектом (1) заключа-
ется в построении вектора u(t), обеспечиваю-
щего минимум функционала (2).

Синтез управления. Предположим, что 
fi[x(t), τ], bi,j[x(t)], i = 1, ..., n, j = 1, ..., r — элемен-
ты матриц f и B соответственно — непрерыв-

ны относительно x(t) и t; 
[ ( )]

,
( )

i

k

f x t
x t

∂
∂

 
[ ( )]

,if x t
t

∂
∂[ ( )]

,
( )

ij

k

b x t

x t

∂

∂
 

[ ( )]ijb x t

t

∂

∂
 — непрерывны по x(t) и t 

для i, k = 1, ..., n, j = 1, ..., r; управление есть
линейная функция состояния объекта (1), т. е. 
u(t) = Kx(t – γ).

Данные предположения позволяют пред-
ставить исходное уравнение объекта в окрест-
ности точки x = 0 в виде

 1 1

1

( ) [ ( , )] ( ) [ ( , )]

( ) ( ) [ , ( ), ( ), , ].

d
x t A x x t B x Ѕ

dt
Ѕ Kx t A x t x x xτ

= + α τ + + β γ

− γ + − τ + ℑ α β τ γ

С учётом того, что в окрестности точки
x = 0

 ( ) ( ) ( ) ,x t l x t x t l− = − �  где ,l R +⊂

окончательно получаем

1
1

1 1

( ) [ ] {[ ( , )] ( )

[ ( , )] ( ) [ , ( ), ( ), , ]}

d
x t I A B K A A x x t

dt
B x Kx t x x x

−
τ γ τ= + τ + + + α τ +

+ + β γ + ℑ α β τ γ

или, упростив:

 
( ) [ ( , )] ( ) [ ( , )] ( )

[ , ( , ), ( , ), , ].

d
x t A x x t B x Kx t

dt
x x x

= + α τ + + β γ +

+ ℑ α τ β γ τ γ
 (3)

Пусть начальное состояние объекта при-
надлежит области замыкания множества на-
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чальных состояний *
0 0,х X∈  при которых ус-

ловия выполнения поставленной задачи яв-
ляются «наихудшими».

Пусть Ω — множество возможных траекто-
рий α[x(t), τ] и β[x(t), γ], т. е. α[x(t)], β[x(t)] ∈ Ω 
и α*, β* — «наихудшие» значения параметров 
матриц, лежащих на границе замыкания мно-
жества возможных значений параметрических 
возмущений и начальных состояний, т. е. α*, 
β* ∈ ∂Ω, при которых удаётся выполнить по-
ставленную задачу управления объектом:

* * * *

*
0 0 0

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( , , ),

( ) .

d
z t A z t B u t z a

dt

z t x X

= + α + + β + ℑ β

= ∈
 (4)

Синтез регулятора, т. е. поиск матрицы K, 
будем осуществлять с использованием линей-
ной модели объекта (5), которая имеет вид

 
* *

0 0

( ) [ ] ( ) [ ] ( ),

( ) .

М М M

М

d
z t A z t B u t

dt
z t x

= + α + + β

=
 (5)

Функционал (2) также видоизменится:

 т т

0

( , )

lim .{ ( ) ( ) ( ) ( )}
T

M M M M
T

J x u

z t Qz t u t R u t dt
→∞

=

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

 (6)

Оптимальное управление для модели (5) 
с функционалом (6) будет иметь вид

 * 1 * т( ) ( ) [ ] ( ),М Мu t Kz t R B Sz t−= = − + β  (7)

где положительно определённая матрица S 
есть решение уравнения Риккати—Лурье:

 
* * т

* 1 * т

[ ] [ ]

[ ] [ ] 0.

S A A S

S B R B S Q−

+ α + + α −

− + β + β + =
 (8)

Нетрудно убедиться, что синтезированное 
управление (7) обеспечивает отрицательность 
вещественных частей корней характеристиче-
ского уравнения системы первого приближения:

 ( ) ( ),М М
d

z t z t
dt

= π  (9)

где

 * * 1 * т[ ] [ ] ,A B R B S−π = + α − + β + β  (10)

что является необходимым и достаточным ус-
ловием её асимптотической устойчивости.

Очевидно, что решение уравнения (9) при 
успешном выполнении задачи управления бу-
дет являться мажорантой для всех возможных 
решений уравнения (3) при α[x(t)], β[x(t)] ∈ Ω.

Нахождение мажоранты системы. Для на-
хождения α*, β* ∈ Ω проведём следующие опе-
рации.

На первом этапе рассмотрим линеаризо-
ванный объект (5) без управления:

 1
1( ) ( ) [ ] [( ) ( )],z

d
z t A z t I A A A z t

dt
−

τ τ= = + τ +  (11)

считая τ ⊂ τu неизвестной.
Заметим, что объект (5) может быть как 

устойчивым, так и неустойчивым. Будем счи-
тать, что в случае устойчивости объекта, мажо-
рирующим параметром τ будет являться такой, 
при котором система позже приходит к поло-
жению равновесия. В случае неустойчивости 
объекта выберем такое значение τ, при кото-
ром система обладает наибольшей скоростью.

На рис. 1 показаны примеры траекторий 
устойчивых и неустойчивых одномерных си-
стем при различных параметрах. Искомые 
параметры соответствуют траекториям, обо-
значенным пунктирными линиями.

Для нахождения мажорирую-
щих параметров можно рассмо-
треть корни λi характеристического 
уравнения det(Az – λI). Необходи-
мо выбрать параметр таким обра-

зом, чтобы *Re[ ( )] Re[ ( )],i iλ τ λ τl  
*, ,i∀ ∀τ ≠ τ  *, .u uτ ⊂ τ τ ⊂ τ

В тех же случаях, когда исполь-
зовать метод корней характеристи-
ческого уравнения по каким-либо 
причинам неудобно, предлагается 
использовать следующий метод.

Рассмотрим норму

 2 т1
( , ) ( , ) ( , ).

2
X t Z t Z tΜ = τ = τ τ  (12)Рис. 1. Примеры различных траекторий устойчивых (а) и неустойчи-

вых (б) систем
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Нетрудно убедиться, что искомые траектории 
системы соответствуют наибольшей произво-
дной по времени нормы M для выражения (11): 

* * *( ) ( ), , , ,u uΜ τ > Μ τ ∀τ ≠ τ τ ⊂ τ τ ⊂ τ� �  найдя ко-
торую, получим такую величину последей-
ствия τ*, при которой система без управления 
обладает наихудшей устойчивостью.

После нахождения мажоранты (11) исполь-
зуем структуру управления (7) для построе-
ния управления объектом (5):

 1 * т( ) [ ] ( ).u t R B Sz t−= − + β  (13)

Заметим, что при синтезе управления (13) 
учитывалось только запаздывание, но не за-
держка по управлению.

Для учёта задержки по управлению рас-
смотрим систему вида

 

1
1

1

( )

[ ] {[ ( , )] ( )

[ ( , )] ( )},

d
x t

dt

I A B K A A x x t

B x Kx t

−
τ γ τ

=

= + τ + + + α τ +

+ + β γ  (14)

где 1 * т[ ] .K R B S−= − + β

Здесь матрица S — решение уравнения Рик-
кати (8) с параметром τ = τ*, найденным на 
предыдущем этапе.

Для нахождения наихудшего значения за-
держки γ* воспользуемся любым приёмом из 
предыдущего этапа. Считая τ = τ* известной, 
а γ ⊂ Γ неизвестной, найдём мажорирующую 
величину задержки, используя один из пред-
ложенных методов для системы (11).

Для полученных величин последейст-
вия τ* и задержки γ* решается уравнение 
Риккати (8), которое используется в конечном 
алгоритме управления.

Пример. Рассмотрим систему с запаздыва-
нием следующего вида:

 0

т т

0

0 1
( ) ( )

1 2

0 1 0
( ) ( );

2 0 1

( ) [1; 1], 0 3,0 0,3;

( , )

1 0
lim ( ) ( ) ( ) ( ) .

0 1

T

T

d
x t x t

dt

x t u t

x t

J x u

x t x t u t u t dt
→∞

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − τ + − γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= < τ γ
=

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

∫

m m m  (15)

В данном примере

 
0 1 0 0 1

; ; .
1 2 1 2 0

A B Aτ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

На начальном этапе примем γ = 0. Соот-
ветственно, норма (12) принимает вид

 2

3 2 21
( ) ( ).

3 4 22 1

d
z t z t

dt

⎡ ⎤τ τ +⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟− τ −τ + ⎝ ⎠⎣ ⎦

Производная нормы (14) по времени при-
нимает следующий вид:

 

( )

( )

21
1 2 2

21
2 2 2

2 23

2 1 2 1

4 23
.

2 1 2 1

zd z
z

dt

zz
z

⎛ ⎞+ ττ
Μ = + +⎜ ⎟

τ + τ +⎝ ⎠
⎛ ⎞τ −τ

+ − +⎜ ⎟
τ + τ +⎝ ⎠

Для начальных условий z(t0) = [1; 1] график 

( )
d
dt

Μ τ  выглядит, как показано на рис. 2.

В результате получаем наихудшее время 
запаздывания τ = 1,115 и мажоранту решения

0,959 1,213 0,319
( ) ( ) ( ).

0,86 0,705 0,286
d

z t z t u t
dt

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (16)

Продемонстрируем получение мажоранты 
с помощью корней характеристического урав-
нения

 
2 2 2

2

2 7 2 6
det( ) .

2 1
zA I

λ τ + λ − λτ + λ +
− λ =

τ +
Корни характеристического уравнения бу-

дут иметь вид

 
2

1,2 2

7 2 28 20
( ) .

4 2

τ − ± τ − τ −
λ τ =

τ +

График их вещественной составляющей 
представлен на рис. 3, а график производной 

1,2( )
∂

λ τ
∂τ

 — на рис. 4.

Рис. 2. График производной нормы
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Используя данный метод, получаем такое 
же наихудшее время запаздывания τ = 1,115.

Соответствующее уравнение Риккати—
Лурье (8) будет иметь решение

 
19,0395    21,7962

,
21,7962    66,7307

S
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

а управление примет вид (13)

 [ ] ( )( ) 0,1623  12,1679 ( ).u x t x t=  (17)

С учётом найденного управления мажо-
ранта выражение (11) примет вид

 
1,1217     1,2132

( ) ( ).
0,8603  12,8735

d
z t z t

dt
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 (18)

На рис. 5 представлен график x(t) с управ-
лением (17) и фактическим τ = 1,115 без влия-
ния задержки по управлению.

График мажоранты z(t) представлен на рис. 6.
Проведём сравнение регулятора, постро-

енного при τ = 1,115 и τ = 2, для чего сравним 
функционалы качества регуляторов при τ = 2 
(рис. 7).

На графике (см. рис. 7) видно, что пред-
ложенный регулятор, построенный при наи-
худшем значении величины последействия, 
достигает меньших значений функционала 
качества. К сожалению, полученное управле-

Рис. 3. График вещественной части корней характери-
стического уравнения

Рис. 4. График производной вещественной части корней 
характеристического уравнения

Рис. 5. График x(t) при t = 1,115

Рис. 7. График функционалов регуляторов, построен-
ных при разных задержках

Рис. 6. График мажоранты z(t)
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ние не способно стабилизировать систему при 
наличии задержки по управлению.

Величина наихудшего запаздывания 
управления обусловлена полученным на пре-
дыдущем этапе значением последействия и 
решением уравнения Риккати. Представим 

( ) ( ) ( ),u t KZ t KZ t− γ = − + γ �  где 1 ,K R BS−=  тогда

 1( ) ( ) ( ) ( ).Z t I A BK A A BK Z t−
τ τ= + τ − γ + −�

График производной нормы M(τ) (12) пред-
ставлен на рис. 8.

В качестве наихудшей величины задерж-
ки по управлению выберем верхнюю границу 
интервала γ = 0,3.

Используя полученные значения длительно-
сти последействия τ = 1,115 и задержки γ = 0,3, 
найдём решение уравнения Риккати для ма-
жорирующей динамической системы (9):

 
1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( );

Z t I A BK A A Z t

I A BK BU t

−
τ τ

−
τ

= + τ − γ + +

+ + τ − γ

�

 
1,3146  1,4777

.
1,4777  1,6769

S
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Полученное таким способом управление 
способно стабилизировать исходную систему 
(15) с последействием и задержкой по управ-
лению. График переходного процесса показан 
на рис. 9.

Заключение. Предложен алгоритм синтеза 
робастного регулятора, учитывающий воз-
никающие задержки в нелинейной системе. 
Приведён пример, когда максимальная за-
держка не является наихудшей ситуацией. 
Данное наблюдение может быть полезно из-
за своей неочевидности при проектировании 

систем управления нелинейными системами 
в условиях, когда величина задержки входит 
в дифференциальную систему нелинейно. 
Проведены моделирование нелинейной си-
стемы второго порядка и сравнение эффек-
тивности предложенного регулятора с линей-
но-квадратичным регулятором.

Работа выполнена при поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований 
(проект 19-8-00535).
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Рис. 8. График производной нормы M(t) 
для мажоранты с задержкой

Рис. 9. График траектории системы с последействием и задержкой


