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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÈÃÐÛ ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈß 
Ñ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÌÈ ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÒÅËßÌÈ 

È ÎÄÍÈÌ ÓÊËÎÍßÞÙÈÌÑß1

В.Н. Афанасьев, А.А. Семион

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Теория äифференöиаëüных иãр как направëе-
ние ìатеìати÷еской теории управëения тесно свя-
зана с ìатеìати÷еской теорией оптиìаëüных про-
öессов, теорией иãр, вариаöионныì ис÷исëениеì
и теорией äифференöиаëüных уравнений. Пробëе-
ìы теории äифференöиаëüных иãр иìеþт своиì
исто÷никоì такие актуаëüные прикëаäные заäа-
÷и, как пресëеäование оäноãо управëяеìоãо объ-
екта äруãиì, привеäение управëяеìоãо объекта в
заäанное состояние при неизвестных заранее воз-
ìущаþщих сиëах, заäа÷и военноãо характера, эко-
ноìи÷еские заäа÷и и äр. Становëение теории äиф-
ференöиаëüных иãр связано с иìенаìи R.P. Isaacs
[1, 2], J.V. Breakwell [3], Л.С. Понтряãина [4, 5],
Е.Ф. Мищенко [6], Б.Н. Пøени÷ноãо [7] и ìноãих

äруãих зарубежных и советских у÷еных. С конöа
70-х ãоäов проøëоãо века появиëасü своеãо роäа
саìостоятеëüная ÷астü прикëаäной теории äиф-
ференöиаëüных иãр, в которой рассìатриваþтся
заäа÷и пресëеäования, заäа÷и убеãания, заäа÷и за-
щиты öеëи [8—19]. В работах Л.С. Понтряãина и
Е.Ф. Мищенко [4—6] поëу÷ены äостато÷ные усëо-
вия заверøения пресëеäования в ëинейных äиффе-
ренöиаëüных иãрах. В иссëеäованиях Н.Н. Красов-
скоãо, А.И. Субботина [8], их у÷еников и сотруäни-
ков изу÷аþтся позиöионные äифференöиаëüные
иãры, äëя которых сфорìуëированы заäа÷и сбëи-
жения и укëонения, преäëожены реаëизуеìые на
ЭВМ проöеäуры управëения. Некоторое поäвеäе-
ние итоãов развития теории äифференöиаëüных
иãр в приëожении к конфëиктно-управëяеìыì
систеìаì на сереäину 70-х ãоäов проøëоãо века
соäержится в книãе Л.А. Петросяна [9]. Сущест-
венное развитие теория äифференöиаëüных иãр в
приëожении к заäа÷аì «пресëеäования» претер-
пеëа всëеäствие работ А.А. Меëикяна, Л.С. Виø-
невеöкоãо, Н.В. Овакиìян [10—13], В.С. Паöко,

Аннотация. Рассìатривается äифференöиаëüная иãра, в которой у÷аствуþт нескоëüко иã-
роков. Преäпоëаãается, ÷то иìеется некоторое пространство, в которое проникает некий
иãрок-зëоуìыøëенник, оäновреìенно с этиì появëяþтся нескоëüко иãроков, заäа÷а ко-
торых закëþ÷ается в тоì, ÷тобы перехватитü зëоуìыøëенника. Зëоуìыøëенник при об-
наружении пресëеäоватеëей пытается укëонитüся от встре÷и с ниìи. Динаìика кажäоãо
объекта описывается стаöионарной ëинейной систеìой. С ввеäениеì кваäрати÷ескоãо
функöионаëа и при рассìотрении заäа÷и äифференöиаëüной иãры как пробëеìы опти-
ìаëüноãо управëения реøаþтся äве поäзаäа÷и: первая — построение стратеãии пресëе-
äования зëоуìыøëенника с нескоëüкиìи иãрокаìи, иìеþщиìи равнуþ поëнуþ инфор-
ìаöиþ об иãре, вторая — при непоëной инфорìаöии о зëоуìыøëеннике, активно про-
тивоäействуþщеì поëу÷ениþ пресëеäоватеëяìи поëной инфорìаöии о себе. Привеäены
резуëüтаты ìоäеëирования. Поëу÷енные резуëüтаты рассìотренной заäа÷и äифференöи-
аëüной иãры с нуëевой суììой ìоãут бытü поëезныìи äëя иссëеäования коне÷ной стаäии
пресëеäования, в которой у÷аствуþт нескоëüко пресëеäуþщих и оäин укëоняþщийся.

Ключевые слова: äифференöиаëüные иãры, ëинейная äинаìика, оптиìаëüное управëение с обрат-
ной связüþ, функöии Ляпунова, уравнение Риккати.

1 Работа выпоëнена при поääержке Российскоãо Фонäа
Фунäаìентаëüных иссëеäований (Проект 19-8-00535).
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С.С. Куìкова [14, 15]. На 18-ì и 19-ì ìежäуна-
роäных конãрессах по автоìати÷ескоìу управëе-
ниþ (International Federation of Automatic Control
World Congress, IFAC WC) иìеëисü отäеëüные сек-
öии, на которых рассìатриваëисü äокëаäы, свя-
занные с теорией äифференöиаëüных иãр и прак-
тикой приìенения этой теории к заäа÷аì управ-
ëения в конфëиктных состояниях [15—19].

В настоящей статüе рассìатривается äиффе-
ренöиаëüная иãра, в которой у÷аствуþт нескоëü-
ко иãроков. Преäпоëаãается, ÷то иìеется некото-
рое пространство, в которое проникает иãрок-
зëоуìыøëенник, оäновреìенно с этиì появëяþтся
нескоëüко иãроков, заäа÷а которых закëþ÷ается
в тоì, ÷тобы перехватитü зëоуìыøëенника. Зëо-
уìыøëенник при обнаружении пресëеäоватеëей
пытается укëонитüся от встре÷и с ниìи. Динаìика
кажäоãо объекта описывается стаöионарной уп-
равëяеìой ëинейной систеìой. Отìетиì, ÷то та-
кая постановка заäа÷и иãры äостато÷но попуëяр-
на. Так, наприìер, в пубëикаöиях [19, 20] преä-
ставëены разработанные и проанаëизированные
распреäеëенные иãровые стратеãии äëя поäобных
заäа÷. Преäëаãаеìые реøения основаны на интеã-
раöии кооперативной теории управëения и äиф-
ференöиаëüной теории иãр. В этих работах пока-
зано, ÷то преäëаãаеìые иãровые стратеãии с нену-
ëевой суììой преäставëяþт собой реøения Нэøа
по отноøениþ к ввеäенныì функöионаëаì ка÷ест-
ва, оöениваþщиì äействия иãроков. В настоящей
статüе с ввеäениеì кваäрати÷ескоãо функöионаëа
ка÷ества заäа÷а äифференöиаëüной иãры рассìат-
ривается как пробëеìа оптиìаëüноãо управëения
[21], т. е. äифференöиаëüной иãры с нуëевой суì-
ìой. Реøаþтся поäзаäа÷и построения стратеãии
пресëеäования зëоуìыøëенника с нескоëüкиìи
иãрокаìи, иìеþщиìи равнуþ поëнуþ инфорìа-
öиþ об иãре, и при непоëной инфорìаöии о зëо-
уìыøëеннике, активно противоäействуþщеì по-
ëу÷ениþ пресëеäоватеëяì поëной инфорìаöии о
себе. Привеäены резуëüтаты ìоäеëирования. Ис-
сëеäуеìая иãра с нуëевой суììой ìожет бытü по-
ëезна äëя иссëеäования коне÷ной стаäии пресëе-
äования, в которой у÷аствуþт нескоëüко пресëе-
äуþщих объектов и оäин укëоняþщийся.
Материаë статüи структурирован сëеäуþщиì

образоì. В § 1 осуществëена постановка заäа÷и, в
которой нескоëüко пресëеäоватеëей и оäин зëо-
уìыøëенник. Пресëеäоватеëи пытаþтся пойìатü
зëоуìыøëенника, в то вреìя как посëеäний пы-
тается скрытüся от них. Кажäый из иãроков спо-
собен обнаружитü äруãоãо иãрока в своеì раäиусе
÷увствитеëüности. Такиì образоì, иãра преäстав-
ëяет собой иãру с распреäеëенной инфорìаöией.
Сäеëаны преäпоëожения, искëþ÷аþщие сëу÷аи,
коãäа зëоуìыøëенник не набëþäает ни оäноãо пре-

сëеäоватеëя, иëи пресëеäоватеëи не набëþäаþт ни
оäин объект в своеì раäиусе ÷увствитеëüности.

Дëя оöенки äействий пресëеäоватеëей и зëо-
уìыøëенника, укëоняþщеãося от встре÷и с пре-
сëеäоватеëяìи, в заäа÷е с нуëевой суììой воäится
общий функöионаë ка÷ества, который пресëеäо-
ватеëи стреìятся ìиниìизироватü, а укëоняþщий-
ся зëоуìыøëенник — ìаксиìизироватü.
В § 2 рассìатривается кëасси÷еская äифферен-

öиаëüная иãра, преäставëяþщая собой äифферен-
öиаëüнуþ иãру с ãëобаëüной инфорìаöией. Резуëü-
тат такой иãры основан на теории оптиìаëüноãо
управëения. Доказывается теореìа об усëовиях
существования реøений äифференöиаëüной иãры
с нуëевой суììой. В этоì же разäеëе рассìатри-
вается äифференöиаëüная иãра с распреäеëенной
инфорìаöией.

В § 3 рассìатривается ситуаöия, коãäа укëоня-
þщийся зëоуìыøëенник созäает искусственные
поìехи с öеëüþ поìеøатü пресëеäоватеëяì и по-
ëу÷итü преиìущество в иãре. Это озна÷ает, ÷то
пресëеäоватеëи буäут поëу÷атü инфорìаöиþ о
поëожении укëоняþщеãося с øуìаìи. А зна÷ит,
и управëения, построенные äëя пресëеäоватеëей,
буäут соäержатü этот øуì. Такиì образоì, траек-
тории, по которыì пресëеäоватеëи буäут настиãатü
укëоняþщеãося, явëяþтся субоптиìаëüныìи. К то-
ìу же, зëоуìыøëенник строит своþ стратеãиþ от-
носитеëüно всех пресëеäоватеëей, которых он «ви-
äит», т. е. старается убежатü от öентра ìасс всех
пресëеäоватеëей, а так как их поëожения явëяþтся
сëеäствиеì возäействия øуìов, то и траектория
зëоуìыøëенника буäет соäержатü øуìовуþ со-
ставëяþщуþ.

В § 4 преäставëены резуëüтаты ìатеìати÷еско-
ãо ìоäеëирования заäа÷ äифференöиаëüной иãры
«пресëеäования» в разëи÷ных постановках, рас-
сìотренных в преäыäущих разäеëах статüи.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

В рассìатриваеìой заäа÷е ÷исëо иãроков равно
n + 1: n пресëеäоватеëей и оäин зëоуìыøëенник,
укëоняþщийся от пресëеäоватеëей. Кажäый из иã-
роков способен обнаружитü äруãоãо иãрока в сво-
еì раäиусе ÷увствитеëüности. Такиì образоì, иãра
явëяется иãрой с распреäеëенной инфорìаöией.
Сäеëаеì нескоëüко преäпоëожений.

Предположение 2.1. Пустü набëþäение ìежäу
ëþбой парой «пресëеäоватеëü — зëоуìыøëенник»
взаиìное, а набëþäение ìежäу äвуìя пресëеäова-
теëяìи не обязатеëüно взаиìное.

Предположение 2.2. Пустü существует по край-
ней ìере оäна пара «пресëеäоватеëü — зëоуìыø-
ëенник», такая ÷то кажäый ÷ëен этой пары набëþ-
äает äруãоãо и кажäый пресëеäоватеëü набëþäает
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по крайней ìере оäноãо äруãоãо партнера по пре-
сëеäованиþ.

Без этих преäпоëожений в рассìатриваеìой за-
äа÷е возìожны сëеäуþщие нежеëатеëüные сëу÷аи:
зëоуìыøëенник не набëþäает ни оäноãо пресëе-
äоватеëя, иëи пресëеäоватеëи не набëþäаþт ни
зëоуìыøëенника, ни оäноãо из пресëеäоватеëей.

Преäпоëожиì, ÷то äифференöиаëüная иãра
«заäа÷а пресëеäования» иìеет ìесто в m-ìерноì
Евкëиäовоì пространстве, ãäе поëожения иãро-
ков ìоãут бытü записаны ÷ерез векторы: y(t) =

= [y1(t), y2(t), ..., ym
(t)]T, т. е. y(t) ∈ Rm, — äëя зëо-

уìыøëенника и x
j
(t) = [x

j1(t), xj2(t), ..., xjm
(t)]T, т. е.

x
j
(t) ∈ Rm, ãäе j = 1, 2, ..., n, — äëя пресëеäоватеëей

соответственно. Ввеäеì вектор z
j
(t) ∈ Rm

z
j
(t) = x

j
(t) – y(t),  j = 1, 2, 3, ..., n,

зна÷ение котороãо соответствует расстояниþ ìеж-
äу зëоуìыøëенникоì и j-ì пресëеäоватеëеì. Этот
вектор опреäеëяет «раäиус ÷увствитеëüности» каж-
äоãо из иãроков.

В боëее коìпактноì виäе, есëи xT = [ , , ...,

] и zT = [ , , ..., ], то

z(t) = x(t) – 1
n
 ⊗ y(t).

Зäесü 1
n
 — вектор-стоëбеö разìера nЅ1 с эëе-

ìентаìи, равныìи 1, и сиìвоë ⊗ обозна÷ает про-
извеäение Кронекера. В рассìатриваеìых äаëее
заäа÷ах t ∈ [t0, tf].

Предположение 2.3. Сфорìуëируеì öеëи äиф-
ференöиаëüной иãры. Пустü иìеется некоторое
поëожитеëüное ÷исëо ε < 1 такое, ÷то:

— есëи в некоторый ìоìент t1, t0 ≤ t1 ≤ t
f
, в сиëу

äействий оäноãо иëи нескоëüких пресëеäоватеëей

выпоëняется усëовие ||z
j
(t1)||

2 ≤ ε, то иãра останав-
ëивается, так как в резуëüтате пресëеäования осу-
ществëен перехват зëоуìыøëенника. Это явëяется
öеëüþ иãры äëя пресëеäоватеëей;

— есëи же при ëþбоì t, ãäе t0 ≤ t ≤ t
f
, ||z(t)||2 > ε,

т. е. усëовие перехвата не выпоëняется, то при
t = t

f
 иãра останавëивается по исте÷ении назна-

÷енноãо вреìени окон÷ания иãры. Это явëяется
öеëüþ иãры äëя зëоуìыøëенника.
Пустü äинаìика äифференöиаëüной иãры опи-

сывается обыкновенныì ëинейныì äифференöи-
аëüныì уравнениеì [9, 10]

z(t) = u
p
(t) – 1

n
 ⊗ u

e
(t), (1)

ãäе u
p
(t) = x(t) — вектор скоростей пресëеäова-

теëей и u
e
(t) = y(t) — вектор скорости зëоуìыø-

ëенника.
В сëу÷ае иãры с ненуëевой суììой äëя систе-

ìы (1) ìожно записатü äва функöионаëа ка÷ества
[19] — пресëеäоватеëи ìиниìизируþт первый, а
зëоуìыøëенник ìаксиìизирует второй функöио-
наë ка÷ества:

J
p
(z(�), u

p
(�)) = k

pf
z
T(t

f
)z(t

f
) +

+ dt (2)

— äëя ãруппы из n пресëеäоватеëей,

J
e
(z(�), u

e
(�)) = – k

ef
z
T(t

f
)z(t

f
) +

+ dt (3)

— äëя укëоняþщеãося зëоуìыøëенника, ãäе k
pf

,

k
ef
, q

p
, q

e
, r

p
, r

e
 — поëожитеëüны.

Так как первое сëаãаеìое функöионаëа (2)
характеризует коне÷нуþ «стоиìостü» äифферен-
öиаëüной иãры, а параìетр ε опреäеëяет ìоìент
успеøноãо перехвата, т. е. выпоëнение усëовия

||z(t1)||
2 ≤ ε, t0 ≤ t1 ≤ t

f
, то с позиöии пресëеäоватеëей

невыпоëнение заäа÷и перехвата äоëжно оöени-
ватüся высоко. У÷итывая посëеäнее, в сëу÷ае есëи
ε < 1, параìетр k

pf
 ìожет бытü назна÷ен в виäе

k
pf

= 1/ε. Дëя убеãаþщеãо зëоуìыøëенника зна÷е-
ние первоãо сëаãаеìоãо функöионаëа (3) оöенива-
þщеãо «стоиìостü» еãо иãры в коне÷ный ìоìент
вреìени, äоëжно бытü низкиì, т. е. параìетр k

ef

ìожет бытü назна÷ен из усëовия k
ef
 = ε.

Функöионаëы ка÷ества, записанные выøе, оз-
на÷аþт, ÷то пресëеäоватеëи пытаþтся ìиниìи-
зироватü взвеøенные расстояния ìежäу ниìи и
убеãаþщиì зëоуìыøëенникоì с ìиниìаëüной за-
тра÷енной энерãией, в то вреìя как убеãаþщий
зëоуìыøëенник стреìится ìаксиìизироватü взве-
øенные расстояния ìежäу ниì и пресëеäоватеëя-
ìи, затра÷ивая как ìожно ìенüøуþ энерãиþ.
В отëи÷ие от работ [19, 20], в настоящей статüе

рассìатривается äифференöиаëüная иãра с нуëевой
суììой. Преäпоëаãается, ÷то существует общий
функöионаë ка÷ества, такой ÷то n пресëеäовате-
ëей стреìятся ìиниìизироватü еãо, а зëоуìыø-

x1
T

x2
T

xn
T

z1
T

z2
T

zn
T

d

dt
-----

d

dt
-----

d

dt
-----

1
2
---

1
2
---

t0

tf

∫
z t( )
up t( )

1n ue t( )⊗

T
qpI 0 0

0 rpI 0

0 0 0

z t( )
up t( )

1n ue t( )⊗

1
2
---

1
2
---

t0

tf

∫
z t( )
up t( )

1n ue t( )⊗

T
qeI– 0 0

0 0 0

0 0 reI
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up t( )

1n ue t( )⊗
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ëенник, убеãаþщий от пресëеäования, — ìакси-
ìизироватü еãо. Рассìатривая äифференöиаëüнуþ
иãру как пробëеìу оптиìаëüноãо управëения [21],
объеäиниì функöионаëы (2) и (3):

JΣ(z(�), u
p
(�), u

e
(�)) = J

p
(z(�), u

p
(�)) – J

e
(z(�), u

e
(�)) =

= z
T(t

f
)Fz(t

f
) + {zT(t)Qz(t) + (t)Ru

p
(t) –

– (1
n
 ⊗ u

e
(t))TP(1

n
 ⊗ u

e
(t))}dt, (4)

ãäе F = [k
pf
 + k

ef
]I

n
, Q = [q

p
 + q

e
]I

n
, R = r

p
I
n
, P = r

e
I
n
,

k
pf
, k

ef
, q

p
, q

e
, r

p
, r

e
 поëожитеëüны, I

n
 — еäини÷ная

ìатриöа разìерности nЅn.

Существование оптиìаëüных управëений рас-
сìатриваеìой äифференöиаëüной иãры устанав-
ëивается поëожитеëüной опреäеëенностüþ ìатриö
F, Q, R и P [22]. Как буäет показано ниже, назна-
÷ение параìетров r

p
 и r

e
 таких, ÷тобы выпоëняëосü

усëовие r
p
 < nr

e
, соответствует сëу÷аþ «сиëüных»

пресëеäоватеëей, коãäа пресëеäоватеëи превосхо-
äят убеãаþщеãо по своиì äинаìи÷ескиì возìож-
ностяì.

Есëи иãра преäставëяется иãрой с распреäеëен-
ной инфорìаöией, то äëя ìатеìати÷ескоãо описа-
ния ситуаöий иëи этапов äифференöиаëüной иãры
ввеäеì, по анаëоãии с работой [19], «ìатриöу ÷ув-
ствитеëüности»

S(t) = , (5)

ãäе инäекс 0 соответствует укëоняþщеìуся зëо-
уìыøëеннику, а инäекс 1 ∼ n соответствует n пре-
сëеäоватеëяì. Параìетр s

ij
(t), t ∈ [t0, tf ], i, j = 0, 1,

2, ..., n (0 ≤ s
ij
(t) ≤ 1), озна÷ает степенü важности äëя

i-ãо иãрока инфорìаöии, испоëüзуеìой иì при
выпоëнении заäа÷и äифференöиаëüной иãры, о
состоянии j-ãо иãрока в ìоìент вреìени t. В сëу-
÷ае, есëи 0 < s

ij
(t) ≤ 1, то i-й иãрок набëþäает j-ãо

иãрока, и есëи s
ij
(t) = 0, то i-й иãрок не набëþäает

j-ãо иãрока. Поскоëüку кажäый из иãроков всеãäа
набëþäает саìоãо себя, то äиаãонаëüные эëеìен-
ты ìатриöы (5) всеãäа постоянны и равны еäини-
öе. Такиì образоì, на отäеëüных этапах инфорìа-
öия, испоëüзуеìая иãрокаìи äëя выпоëнения за-
äа÷и äифференöиаëüной иãры, ìожет ìенятüся,
÷то отображается в соответствуþщих управëяþ-
щих возäействиях зëоуìыøëенника и пресëеäова-
теëей. Способы «опреäеëения степени важности»,
т. е. заäа÷а нахожäения параìетров ìатриöы S(t) в
зависиìости от усëовий иãры, в äанной статüе не

рассìатриваþтся. Функöионаë (4) äëя äифферен-
öиаëüной иãры с нуëевой суììой и распреäеëен-
ной инфорìаöией буäет записан в п. 2.2.

В сëу÷ае иãры с ãëобаëüной инфорìаöией ìат-
риöа ÷увствитеëüности буäет постоянна, а ее эëе-
ìенты — равны еäиниöе.

2. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÈÃÐÀ 
È ÈÃÐÀ Ñ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÅÉ

2.1. Êëàññè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà

Кëасси÷еская äифференöиаëüная иãра преä-
ставëяет собой äифференöиаëüнуþ иãру с ãëобаëü-
ной инфорìаöией. Резуëüтат такой иãры основан
на теории оптиìаëüноãо управëения, заäа÷ей кото-

рой явëяется синтез таких управëений (t) и (t),

при которых

JΣ(z, (t), u
e
(t)) ≤ JΣ(z, (t), (t)) ≤

≤ JΣ(z, up
(t), (t)).

Дëя кëасси÷еской äифференöиаëüной иãры с
нескоëüкиìи пресëеäоватеëяìи и ëинейной об-
ратной связüþ резуëüтат преäставëяется сëеäуþ-
щей теореìой.

Теорема 3.1. Дана дифференциальная игра с n
преследователями и одним уклоняющимся от пресле-
дования злоумышленником с динамикой (1) и функ-
ционалом (4). Игра имеет цену при условии r

p
 < nr

e
,

если стратегии игроков определяются выражениями

(t) = – K(t)z(t),

(t) = – ( ⊗I
m
)K(t)z(t), (6)

ãäе

K(t) = –K(t) K(t) –

– [q
p
 + q

e
]I

n
,

K(t
f
) = [k

pf
 + k

ef
]I

n
. (7)

Доказатеëüство этоãо утвержäения соäержится
в Приëожении.

Как виäно из уравнения (7), ìатриöа K(t) сиì-
ìетри÷еская. Из äвух возìожных реøений урав-
нения (7) выбирается поëожитеëüно опреäеëенная
ìатриöа K(t). Посëеäнее устанавëивается при оп-
реäеëении усëовий существования оптиìаëüных
управëений в кëасси÷еской äифференöиаëüной
иãре. Дëя этоãо ввеäеì в рассìотрение функöиþ

1
2
---

1
2
---

t0

tf

∫ up
T

1 s01 t( ) s02 t( ) ... s0n t( )

s10 t( ) 1 s12 t( ) ... s1n t( )

sn0 t( ) sn1 t( ) sn2 t( ) ... 1
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ue
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Ляпунова с поëожитеëüно опреäеëенной сиììет-
ри÷еской ìатриöей K(t):

V(z(t)) = zT(t)K(t)z(t).

В соответствии с теореìой Ляпунова, устой÷и-

вое реøение ìатри÷ноãо уравнения (7) буäет, есëи
выпоëняется усëовие

V(z(t)) = zT(t) z(t) + K(t)z(t) +

+ z
T(t)K(t)  ≤ –z

T(t)[q
p
 + q

e
]z(t). (8)

Уравнение (1) с управëенияìи (6) иìеет виä:

z(t) = K(t)z(t). (9)

Перепиøеì неравенство (8) с у÷етоì уравне-
ния (9):

z
T(t) K(t)+K(t) K(t)+

+ [q
p
 + q

e
]I

n
z(t) –

– z
T(t)K(t) K(t)z(t) ≤ 0.

У÷итывая уравнение (7), поëу÷иì усëовие су-
ществования оптиìаëüных управëений äифферен-

öиаëüной иãры:

z
T(t)K(t) K(t)z(t) ≥ 0.

О÷евиäно, ÷то это усëовие выпоëняется, есëи
ìатриöа, стоящая в кваäратных скобках, буäет по-
ëожитеëüно опреäеëенной, т. е.

 > , (10)

÷то ìожно поëу÷итü соответствуþщиì назна÷ени-

еì параìетров r
p
 и r

e
, иëи ìатриö øтрафа R = r

p
I
n

и P = nr
e
I
n
.

Посëеäнее сфорìуëируеì в виäе сëеäуþщей те-
ореìы.

Теорема 3.2. Дифференциальная игра (1), (4) име-
ет цену, если матрицы штрафа функционала качес-
тва (4) R и P связаны соотношением R ≺ P.

Отìетиì, ÷то при выпоëнении усëовия (10) уп-
равëения (6) обеспе÷иваþт äостижение функöио-
наëа ка÷ества сеäëовой то÷ки, т. е.

JΣ(z(�), (�), u
e
(�)) ≤ 

≤ JΣ(z
0(�), (�), (�)) ≤ JΣ(z(�), u

p
(�), (�)).

Из усëовия (10) сëеäует ëоãи÷ный с то÷ки зре-
ния иãры вывоä, ÷то ÷еì боëüøе иãроков-пресëе-
äоватеëей, теì успеøнее äëя них ìожет оказатüся
исхоä иãры.

Теорема 3.3. Дана дифференциальная игра с n
преследователями и одним уклоняющимся от пре-
следования с динамикой (1) и функционалом (4).

Обозначим через (t, z(�)) минимаксную величину,

достигаемую функционалом JΣ(z(�), (�), u
e
(�)) при

оптимальных управлениях, реализованных с исполь-
зованием обратной связи. Эта величина равна

(t, z(t)) = z
T(t)K(t)z(t),  t0 ≤ t ≤ t

f
,

где K(t) — симметрическая положительно опреде-
ленная матрица, являющаяся решением уравнения (7)
с краевым условием, заданным на правом конце.
Доказатеëüство этоãо утвержäения соäержится

в Приëожении.
В сëу÷ае, коãäа n = 1, т. е. пресëеäоватеëü оäин,

управëения (6) становятся равныìи

(t) = – z(t),  (t) = – z(t),

ãäе параìетры k
p
(t) и k

e
(t) нахоäятся из реøений

уравнений (7), коãäа K(t) = [k
p
(t) + k

e
(t)]I

m
 и n = 1:

k
p
(t) – (t) – k

p
(t)k

e
(t) + q

p
 = 0,

k
p
(t

f
) = k

pf
, (11)

k
e
(t) – (t) + k

p
(t)k

e
(t) + q

p
 = 0,

k
e
(t

f
) = k

ef
. (12)

2.2. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà 
ñ ðàñïðåäåëåííîé èíôîðìàöèåé

Основной иäеей построения стратеãий äëя äиф-
ференöиаëüной иãры с распреäеëенной инфорìа-
öией явëяется то, ÷то кажäый иãрок приниìает ре-
øение на основе ëиøü той инфорìаöии, которая
äоступна еìу в äанный ìоìент вреìени. Динаìи-
ка изìенения инфорìаöии, которой распоëаãаþт
иãроки относитеëüно äруã äруãа и которая ис-
поëüзуется при форìировании соответствуþщих
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управëяþщих возäействий зëоуìыøëенника и пре-
сëеäоватеëей, отображается «ìатриöей ÷увстви-
теëüности» (5).
Запиøеì в общеì виäе форìуëу äëя вектора,

обозна÷аþщеãо расстояние ìежäу j-ì пресëеäова-
теëеì, зëоуìыøëенникоì и остаëüныìи пресëеäо-
ватеëяìи:

(t) = x
j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) – f

j
(t)y(t). (13)

Есëи убеãаþщий зëоуìыøëенник набëþäает
äействия нескоëüких пресëеäоватеëей, то еìу ìо-
жет бытü äоступна инфорìаöия

(t) = e
i
(t)x

i
(t) – y(t). (14)

В выражениях (13) и (14), так же, как и в работе
[20], d

ij
(t), f

j
(t), e

i
(t) — коэффиöиенты, составëен-

ные из эëеìентов ìатриöы (5), характеризуþщие
соответствуþщуþ ситуаöиþ набëþäений иãроков
относитеëüно äруã äруãа:

d
ij
(t) = [1 – s0j(t)] ,  f

j
(t) = s0j(t),

e
j
(t) = .

Стратеãии äëя пресëеäоватеëей буäут выãëяäетü
так:

(t) = – (t) =

= – x
j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) – f

j
(t)y(t) (15)

äëя j = 1, 2, ..., n.

Убеãаþщий зëоуìыøëенник форìирует управ-
ëение, испоëüзуя äоступнуþ инфорìаöиþ (14):

(t) = – (t) =

= – e
i
(t)x

i
(t) – y(t) . (16)

Параìетры k
p
(t) и k

e
(t) в выражениях (15) и (16)

нахоäятся из реøений уравнений (11), (12), коãäа
K(t) = [k

p
(t) + k

e
(t)]I

n
 и n = 1.

Отìетиì, ÷то привеäенные выражения äëя уп-
равëяþщих возäействий поëу÷ены соответствуþ-
щиì синтезоì с испоëüзованиеì äинаìики сис-

теìы (1) и соответствуþщиìи кваäрати÷ескиìи
функöионаëаìи (2) и (3).
Перепиøеì выражения (15) и (16) в боëее коì-

пактной форìе с поìощüþ произвеäения Кроне-
кера:

(t) = –R
–1

K(t){x(t) – [D(t) ⊗ I
m
]x(t) –

– F(t) ⊗ y(t)}, (17)

(t) = –P
–1(  ⊗ I

m
) Ѕ

Ѕ K(t){[ET(t) ⊗ I
m
]x(t) – y(t)}. (18)

Зäесü K(t) — реøение уравнения (7), E(t) =

= [e1(t)...en
(t)]T, F(t) = [ f1(t)...fn(t)]

T, D(t) = [d
ij
(t)] ∈

∈ R
nЅn.
Поäстановкой оптиìаëüных управëений (15) и

(16) в функöионаë (4) найäеì выражение äëя этоãо
функöионаëа. Посëе ряäа преобразований поëу-
÷иì:

(z(t), x(t), y(t)) = z(t
f
)Fz(t

f
) +

+ {xT(t)H(D(t), E(t))x(t)}dt +

+ {xT(t)L(D(t), E(t))y(t) +

+ y
T(t)W(F(t))y(t)}dt, (19)

ãäе

H(D(t), E(t), K(t)) = Q + K(t)R–1
K(t) –

– K(t)R–1
K(t)D(t) ⊗ I

m
 – [D(t) ⊗ I

m
]TK(t)R–1

K(t) +

+ [D(t) ⊗ I
m
]TK(t)R–1

K(t)D(t) ⊗ I
m
 –

– n[F(t) ⊗ I
m
]T[(  ⊗ I

m
)K(t)]T Ѕ

Ѕ P
–1[(  ⊗ I

m
)K(t)]F(t) ⊗ I

m
,

L(D(t), E(t), F(t)) = 2[D(t) ⊗ I
m
]TK(t)R–1

K(t) Ѕ

Ѕ [F(t) ⊗ I
m
] – 2K(t)R–1

K(t)[F(t) ⊗ I
m
] –

– 2(  ⊗ I
m
)TQ + 2n[ET(t) ⊗ I

m
)T Ѕ

Ѕ [(  ⊗ I
m
)K(t)]TP–1[(  ⊗ I

m
)K(t)],

W(F(t), K(t)) = nQ + [F(t) ⊗ I
m
]TK(t)R–1

K(t) Ѕ

Ѕ F(t) ⊗ I
m
 – n[(  ⊗ I

m
)K(t)]TP–1(  ⊗ I

m
)K(t).

Из преäставëенноãо выøе виäно, ÷то поäынтеã-
раëüное выражение функöионаëа (19) у÷итывает
как поëожения пресëеäоватеëей и укëоняþщеãо-
ся, так и взаиìное распоëожение пресëеäовате-
ëей и укëоняþщеãося. Отìетиì, ÷то зна÷ение это-
ãо функöионаëа при оптиìаëüных управëениях за-
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висит от коëи÷ества иãроков, а также от эëеìентов
d

ij
(t), f

i
(t), e

i
(t) соответствуþщих ìатриö D(t), F(t),

E(t), т. е. от тоãо, как и какая инфорìаöия äоступ-
на иãрокаì на протяжении иãры.
В сëу÷ае иãры с оäниì пресëеäоватеëеì и оä-

ниì убеãаþщиì зëоуìыøëенникоì и с ãëобаëüной
инфорìаöией (т. е. в сëу÷ае кëасси÷еской äиффе-
ренöиаëüной иãры, сì. п. 2.1) параìетры n = 1,
D(t) = 0, E(t) = 1, и тоãäа управëения (17) и (18)
становятся такиìи же, как и (6). Функöионаë в
этоì сëу÷ае приниìает виä

(z(t)) = z(t
f
)Fz(t

f
) + z

T(t){Q + K(t)R–1
K(t) –

– K(t)P–1
K(t)}z(t)dt

и (t, z(t)), в соответствии с теореìой 3.3, равен

(t, z(t)) = z
T(t)K(t)z(t),  t0 ≤ t ≤ t

f
.

Рассìотриì ÷астный сëу÷ай, возникаþщий в
äифференöиаëüной иãре с распреäеëенной инфор-
ìаöией и бинарной ìатриöей ÷увствитеëüности (5).
Выражение s

ij
(t) в этой ìатриöе озна÷ает набëþäе-

ние иãрокоì i иãрока j в ìоìент вреìени t. Так как
ìатриöа бинарная, то есëи s

ij
(t) = 1, то иãрок i на-

бëþäает иãрока j, и есëи s
ij
(t) = 0, то иãрок i не на-

бëþäает иãрока j. Поскоëüку кажäый из иãроков
всеãäа набëþäает саìоãо себя, то äиаãонаëüные
эëеìенты ìатриöы (5) всеãäа постоянны и равны
еäиниöе.

Случай 1. Пустü j-й иãрок-пресëеäоватеëü не на-
бëþäает убеãаþщеãо зëоуìыøëенника, т. е. s0j = 0,

f
j
 = 0, и из выражения (17) иìееì:

(t) = – x
j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) .

Это озна÷ает, ÷то в этоì сëу÷ае j-й иãрок-пресëе-
äоватеëü буäет сëеäоватü за набëþäаеìыìи бëи-
жайøиìи пресëеäоватеëяìи.

Случай 2. Есëи j-й иãрок-пресëеäоватеëü на-
бëþäает убеãаþщеãо зëоуìыøëенника, т. е. s0j = 1,

f
j
 = 1, и äопустиì, ÷то этот иãрок не иìеет инфор-

ìаöии о äруãих пресëеäоватеëях, т. е. d
ij
 = 0, то из

выражения (16) иìееì:

(t) = – [x
j
(t) – y(t)].

Это озна÷ает, ÷то j-й иãрок буäет пресëеäоватü
убеãаþщеãо зëоуìыøëенника саìостоятеëüно.
При рассìотрении стратеãии äëя убеãаþщеãо

зëоуìыøëенника (18) отìетиì, ÷то в сëу÷ае, есëи

убеãаþщий буäет набëþäатü нескоëüких пресëеäо-
ватеëей в своеì раäиусе ÷увствитеëüности, то он
сфорìирует такое управëение, ÷тобы попытатüся
«убежатü» от öентра ìасс всех обнаруженных пре-
сëеäоватеëей.

3. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÈÃÐÀ Ñ ÏÎÌÅÕÀÌÈ

Рассìотриì ситуаöиþ в äифференöиаëüной иã-
ре пресëеäования, коãäа зëоуìыøëенник созäает
искусственные поìехи с öеëüþ поìеøатü пресëе-
äоватеëþ и поëу÷итü преиìущество в иãре. Это бу-
äет озна÷атü, ÷то пресëеäоватеëи буäут поëу÷атü
инфорìаöиþ о поëожении укëоняþщеãося зëо-
уìыøëенника с øуìаìи. А зна÷ит и управëения,
построенные äëя пресëеäоватеëей, буäут соäер-
жатü этот øуì. Такиì образоì, траектории, по ко-
торыì пресëеäоватеëи буäут настиãатü зëоуìыø-
ëенника, явëяþтся субоптиìаëüныìи. Кроìе тоãо,
укëоняþщийся зëоуìыøëенник строит своþ стра-
теãиþ относитеëüно всех пресëеäоватеëей, кото-
рых он «виäит», т. е. старается убежатü от öентра
ìасс всех пресëеäоватеëей, а так как их поëожения
явëяþтся сëеäствиеì возäействия øуìов, то и саì
зëоуìыøëенник буäет иìетü траекториþ, иìеþ-
щуþ øуìовуþ составëяþщуþ. Отìетиì, ÷то на
саìоãо укëоняþщеãося зëоуìыøëенника не буäут
возäействоватü созäаваеìые иì поìехи, и еãо стра-
теãия управëения по-прежнеìу зависит тоëüко
ëиøü от поëожений саìих пресëеäоватеëей.

Управëения äëя пресëеäоватеëя и зëоуìыøëен-
ника в äифференöиаëüной иãре с ãëобаëüной ин-
форìаöией буäут опреäеëятüся соответствуþщиìи
выраженияìи

u
p
(t) = – z(t),  u

e
(t) = y(t).

Пустü n(t) — поìеха, созäаваеìая укëоняþщиì-
ся зëоуìыøëенникоì. Пустü эта поìеха явëяется
«беëыì øуìоì» с характеристикаìи M[n(t)] = 0,

M[nT(t)n(τ)] = N(t)δ(t – τ). С новыìи усëовияìи в
äифференöиаëüной иãре пресëеäоватеëи буäут
«виäетü» укëоняþщеãося по траектории y *(t) =
= y(t) + n(t). Сëеäует отìетитü, ÷то при наëи÷ии
øуìов ìожет возникнутü пробëеìа с выпоëнени-
еì усëовия заäа÷и перехвата, сфорìуëированноãо
в Преäпоëожении 2.3. Ввеäеì äëя рассìатривае-
ìоãо сëу÷ая новое усëовие выпоëнения заäа÷и пе-
рехвата:

E[|| (t1)||
2] ≤ ε,

ãäе E[|| (t1)||
2] — среäнекваäрати÷еское расстояние

ìежäу зëоуìыøëенникоì и j-ì пресëеäоватеëеì,
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иëи E[||z
j
(t) – n(t)||2] ≤ ε. У÷итывая тот факт, ÷то

øуì, выставëяеìый зëоуìыøëенникоì, «беëый»,

поэтоìу E[nT(t)z
j
(t)] = 0, усëовие перехвата буäет

иìетü виä:

E[||z(t)||2] ≤ ε – N.

Из посëеäнеãо выражения виäно, ÷то при N > ε
заäа÷а перехвата невыпоëниìа.
Запиøеì виä стратеãий управëения в сëу÷ае

кëасси÷еской äифференöиаëüной иãры:

u
p
(t) = – z*(t) = – [z(t) – n(t)].

Запиøеì уравнения стратеãий иãроков äëя сëу-
÷ая äифференöиаëüной иãры с распреäеëенной ин-
форìаöией:

u
e
(t) = – e

i
(t)x

i
(t) – y(t) ,

u
pj
(t) = – x

j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) – f

j
(t)y*(t) . 

Заìетиì, ÷то в сëу÷ае, коãäа пресëеäоватеëü
«не виäит» укëоняþщеãося зëоуìыøëенника, а
зна÷ит, строит своþ стратеãиþ управëения на ос-
нове тех пресëеäоватеëей, которые виäят укëоня-
þщеãося зëоуìыøëенника, то еãо траектория все
же буäет иìетü заøуìëенный виä всëеäствие за-
øуìëенности траекторий пресëеäоватеëей, на ко-
торые ориентируется этот пресëеäоватеëü.

4. ÏÐÈÌÅÐ

4.1. Êëàññè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà

Сìоäеëируеì äифференöиаëüнуþ иãру, в которой
кажäый иãрок иìеет поëнуþ инфорìаöиþ, т. е. иãру с
ãëобаëüной инфорìаöией. Пустü иìеется оäин зëоуìыø-
ëенник, три пресëеäоватеëя. Тоãäа äинаìика äифферен-
öиаëüной иãры при испоëüзовании синтезированных
управëений описывается обыкновенныì ëинейныì äиф-
ференöиаëüныì уравнениеì

x1(t) = – (x1(t) – y(t)),  x1(t0) = [–3, 0]T,

x2(t) = – (x2(t) – y(t)), x2(t0) = [3, 0]T,

x3(t) = – (x3(t) – y(t)),  x3(t0) = [4, 1]T,

y(t) = – ,

y(t0) = [0, 3]T.

Зäесü параìетры k
p
(t) и k

e
(t) опреäеëяþтся реøенияìи

уравнений

k
p
(t) = –q

p
 + (t) – k

p
(t)k

e
(t),

k
p
(t

f
) = k

pf
 = 1/ε,

k
e
(t) = –q

e
 – (t) + k

p
(t)k

e
(t),

k
e
(t

f
) = k

ef
 = ε.

Параìетры r
p
 = 1, r

e
 = 2, q

p
 = 1, q

e
 = 2, k

pf
 = 20,

k
ef

= 0,05 — коэффиöиенты функöионаëа ка÷ества виäа

(4); параìетр, опреäеëяþщий усëовие прекращения пре-
сëеäования, ε = 0,04; t ∈ [0,4].

На рис. 1. Преäставëены проöессы изìенения пара-
ìетров k

p
(t) и k

e
(t).

На посëеäуþщих рисунках преäставëены ãрафики
перехоäных проöессов разëи÷ных рассìотренных выøе
заäа÷. На рис. 2 показаны траектории пресëеäоватеëей
и укëоняþщеãося в кëасси÷еской иãре без øуìов и с
øуìаìи. Обе иãры закон÷иëисü перехватоì зëоуìыø-
ëенника, т. е. выпоëняется усëовие ||z(t1)|| ≤ ε, t1 < 4 c (на

рис. 2, а t1 = 3,58 c, на рис. 2, б t1 = 3 c, ãäе с — усëовное

ìаøинное вреìя).
При ìоäеëировании кëасси÷еской äифференöиаëü-

ной иãры с öентрированныìи øуìаìи приìеняется ис-
хоäная ìоäеëü с теìи же на÷аëüныìи усëовияìи.

4.2. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà 
ñ ðàñïðåäåëåííîé èíôîðìàöèåé

Преäпоëожиì, ÷то на÷аëüное поëожение иãроков
не изìениëосü и явëяется такиì же, как в п. 4.1. Про-
веäеì ìоäеëирование äифференöиаëüной иãры, в кото-
рой кажäый иãрок иìеет оãрани÷еннуþ инфорìаöиþ о
äруãих иãроках, у÷аствуþщих в той же иãре. Пустü ìат-
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риöа ÷увствитеëüности изìеняется три раза во вреìени,
÷то ìожно выразитü такиì образоì:

S1 = ,  S2 = ,  S3 = .

В первый периоä вреìени зëоуìыøëенника «виäит»
тоëüко оäин возìожный пресëеäоватеëü, äвое äруãих
пресëеäоватеëей, не «виäя» зëоуìыøëенника, «виäят»
первоãо пресëеäоватеëя и сëеäуþт за ниì; в сëеäуþщий
периоä вреìени укëоняþщеãося зëоуìыøëенника виäят

уже äва пресëеäоватеëя и пытаþтся «пойìатü» еãо, в то
вреìя как оставøийся пресëеäоватеëü сëеäует за äруãи-
ìи пресëеäоватеëяìи. В коне÷ный периоä вреìени каж-
äый из иãроков «виäит» äруã äруãа и саìа äифференöи-
аëüная иãра становится иãрой с ãëобаëüной инфорìаöи-
ей, т. е. кëасси÷еской äифференöиаëüной иãрой.

Как и в п. 4.1, воспоëüзуеìся сëу÷аеì äифференöи-
аëüной иãры с распреäеëенныìи стратеãияìи, взятыì в
ка÷естве базовоãо, и äобавиì øуìы. Все операöии по
поëу÷ениþ реøения провоäятся анаëоãи÷но операöияì
в преäыäущеì разäеëе. На рис. 3 показаны траектории
пресëеäоватеëей и укëоняþщеãося в иãре с распреäеëен-
ныìи стратеãияìи без øуìов и с øуìаìи.

1 0 0 1

0 1 1 1

0 0 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

1 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

Рис. 2. Переходные процессы «задачи преследования» в простой
игре: а — без øуìов (вреìя окон÷ания иãры — 3,58 с); б — с øу-
ìаìи (вреìя окон÷ания иãры — 3 с)

Рис. 3. Переходные процессы «задачи преследования» в игре с
распределенной информацией: а — без øуìов (вреìя окон÷ания
иãры — 3,88 с); б — с øуìаìи (вреìя окон÷ания иãры — 4 с)
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На преäставëенных ãрафиках рис. 3 показаны ìо-
ìенты поäкëþ÷ения к пресëеäованиþ укëоняþщеãося
зëоуìыøëенника при вхожäении в зоны ÷увствитеëü-
ности пресëеäоватеëей, т. е. в ìоìенты еãо обнаруже-
ния. Графики, поìещенные на рис. 3, а, показываþт ус-
пеøное выпоëнение заäа÷и перехвата, т. е. выпоëняется

усëовие ||z
j
(t1)||

2 ≤ ε, t1 < 4 c, t1 = 3,88 с. На рис. 3, б äе-

ìонстрируется неуспеøное выпоëнение заäа÷ перехвата,

т. е. усëовия ||z(t)||2 > ε, t0 ≤ t ≤ t
f
, и иãра останавëивается

по исте÷ении назна÷енноãо вреìени иãры t = t
f
 = 4 c.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В статüе рассìотрена äифференöиаëüная иãра
«пресëеäование», в которой у÷аствуþт нескоëüко
иãроков. Преäпоëаãается, ÷то в некотороì про-
странстве иìеется иãрок-зëоуìыøëенник, который
при обнаружении äруãих иãроков, выпоëняþщих
роëи пресëеäоватеëей, преäприниìает попытки
укëонитüся от встре÷и с посëеäниìи. Динаìика
кажäоãо объекта описывается стаöионарной ëи-
нейной систеìой общеãо типа. В статüе преäстав-
ëены реøения построения стратеãий äëя нескоëü-
ких пресëеäоватеëей и оäноãо укëоняþщеãося зëо-
уìыøëенника äëя äвух поäзаäа÷ — стратеãии в
ситуаöии, коãäа все иãроки иìеþт поëнуþ ин-
форìаöиþ о состоянии всех у÷астников иãры, и
при непоëной инфорìаöии об укëоняþщеìся зëо-
уìыøëеннике, активно противоäействуþщеì по-
ëу÷ениþ защитникаìи поëной инфорìаöии о себе.
Рассìотрены также распреäеëенные стратеãии и
некоторые ÷астные сëу÷аи äифференöиаëüной иã-
ры «пресëеäования». Основной иäеей построения
стратеãий äëя этой иãры явëяется то, ÷то кажäый
иãрок приниìает реøение на основе ëиøü той ин-
форìаöии, которая äоступна еìу в äанный ìоìент
вреìени. Поëу÷енные в работе теорети÷еские по-
ëожения проиëëþстрированы резуëüтатаìи ìате-
ìати÷ескоãо ìоäеëирования.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  Теореìы 3.1. Запиøеì ãаìиëü-
тониан систеìы

H(z, u
p
, u

e
, λ) = {zT(t)[q

p
 + q

e
]z(t) + r

p
(t)u

p
(t) –

– nr
e
(1

n 
⊗ u

e
(t))T(1

n 
⊗ u

e
(t))} + λT(t)[u

p
(t) – 1

n 
⊗ u

e
(t)].

Зäесü λ(t) — сопряженная переìенная [22], которая оп-
реäеëяется как реøение уравнения

λ(t) = –  = –[q
p
 + q

e
]z(t) (П.1)

с краевыì усëовиеì

λ(t
f
) =  = [k

pf
 + k

ef
]z(t

f
).

Оптиìаëüные управëения и явëяþтся то÷каìи ста-
öионарности ãаìиëüтониана, т. е.

 = 0,   = r
p
 > 0, (П.2)

 = 0,   = –nr
ep
 < 0. (П.3)

Усëовия (П.2) и (П.3) опреäеëяþт виä оптиìаëüных
управëений

(t) = – λ(t),  (t) = – (  ⊗ λ(t)). (П.4)

С у÷етоì поëу÷енноãо, переìенная λ(t) опреäеëяет-
ся из реøения äвухто÷е÷ной краевой заäа÷и (уравнения
Эйëера — Лаãранжа)

z(t) = λ(t),

z0(t) = z0,

λ(t) = –[q
p
 + q

e
]z(t),

λ(t
f
) = [k

pf
 + k

ef
]z(t

f
).

Поиск вспоìоãатеëüной переìенной λ(t) буäеì вы-
поëнятü, приìеняя ìетоä проãонки [22]. Опреäеëиì λ(t)
с то÷ностüþ äо ìатриöы K(t) в виäе

λ(t) = K(t)z(t). (П.5)

Поëная произвоäная выражения (П.5) буäет иìетü
виä

λ(t) = z(t) + K(t)  =  +

+ K(t) K(t) z(t). (П.6)

Приравнивая выражения (П.1) и (П.6), буäеì иìетü:

K(t) = –K(t) K(t) –

– [q
p
 + q

e
]I

m
,

K(t
f
) = [k

pf
 + k

ef
]I

m
.  

У÷итывая выражения (П.4) и (П.5), управëения при-
ниìаþт виä:

(t) = – K(t)z(t),  (t) = – (  ⊗ I
m
)K(t)z(t). ♦
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Д о к а з а т е ë ü с т в о  Теореìы 3.3. Поäставиì в по-
äынтеãраëüнуþ ÷астü функöионаëа

JΣ(z(�), u
p
(�), u

e
(�)) = z

T(t
f
)Fz(t

f
) + {zT(t)Qz(t) +

+ (t)Ru
p
(t) – (1

n 
⊗ u

e
(t))TP(1

n 
⊗ u

e
(t))}dt

выражение d[zT(t)K(t)z(t)]/dt, коìпенсировав еãо вне ин-

теãраëа соотноøениеì 0,5[zT(t)K(t)z(t) – z
T(t

f
)K(t

f
)z(t

f
)].

Буäеì иìетü:

JΣ(z(�), u
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(�), u

e
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T(t
f
)Fz(t

f
) + [zT(t)K(t)z(t) –

– z
T(t

f
)K(t

f
)z(t

f
)] + {zT(t)Qz(t) + (t)Ru

p
(t) –

– (1
n 

⊗ u
e
(t))TP(1

n 
⊗ u

e
(t))}dt + z

T(t) z(t) +

+ K(t)z(t) + zT(t)K(t) dt. (П.7)

Заìетиì, ÷то при оптиìаëüных управëениях

(t) = –R
–1

K(t)z(t),

(t) = –P
–1(  ⊗ K(t)z(t)), (П.8)

ãäе

K(t) + K(t)[–R
–1 + P–1(1

n
 ⊗ )]K(t) + Q = 0, 

K(t
f
) = F, (П.9)

уравнение äинаìики систеìы описывается выражениеì

z(t) = [–R
–1 + P–1(  ⊗ I

m
)]K(t)z(t),

z(t0) = z0. (П.10)

Так как ÷ерез (t, z(t)) быëа обозна÷ена ìиниìакс-

ная веëи÷ина функöионаëа JΣ(z(t), up
(t), u

e
(t)), то выраже-

ние (П.7) при соответствуþщей поäстановке выражений
(П.8) и (П.10) с у÷етоì уравнения (П.9) приниìает виä:

(t, z(t)) = z
T(t)K(t)z(t),  t0 ≤ t ≤ t

f
. ♦
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DIFFERENTIAL GAMES OF PURSUIT 
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Abstract. A differential game of several players is considered as follows. One player (attacker) pene-
trates some space, and several other players (pursuers) appear simultaneously to intercept the attacker.
Upon detecting the pursuers, the attacker tries to evade them. The dynamics of each player are de-
scribed by a time-invariant linear system of a general type with scalar control. A quadratic functional
is introduced, and the differential game is treated as an optimal control problem. Two subproblems
are solved as follows. The first subproblem is to construct a strategy for pursuing the attacker by several
players who have complete equal information about the game. The second subproblem is to construct
such a strategy under incomplete information about the attacker who is actively opposing the pursuers.
The simulation results are presented. The zero-sum differential game solution can be used for studying
the final stage of pursuit, in which several pursuers and one evader participate.

Keywords: differential games, linear dynamics, optimal feedback control, Nash equilibrium, Lyapunov functions,
Riccati equation.
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