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О НУЛЕВЫХ МНОЖЕСТВАХ МЕДЛЕННО УБЫВАЮЩИХ
ФУНКЦИЙ

Н.Ф. Абузярова
abnatf@gmail.com

УДК 517.547.2, 517.538.2, 517.984.26

Свойство медленного убывания элемента весового пространства це-
лых функций 𝑃 характеризует делители этого пространства. С учетом
того, что функция sin𝜋𝑧 является медленно убывающей во многих
важных в приложениях весовых пространств целых функций, рас-
сматривается вопрос: в какой мере можно сдвигать целочисленные
точки (нули функции sin𝜋𝑧), чтобы возмущенная таким образом по-
следовательность оставалась множеством нулей медленно убывающей
функции в 𝑃?

Ключевые слова: целая функция, нулевое множество, теорема деления

On zero sets of slowly decreasing functions

Given a weighted space of entire functions 𝑃 and a function 𝑓 in 𝑃 , 𝑓 is
slowly decreasing in 𝑃 iff it is a divisor of 𝑃 . It is known that sin𝜋𝑧 is
slowly decreasing in many spaces of entire functions that are important
in applications. To get an information on zero sets of slowly decreasing
functions we study the following question: what perturbations of the set
of integers preserve the property ”to be slowly decreasing” for a function
𝑓 ∈ 𝑃 which zeros are perturbed integers?

Keywords: entire function, zero set, division theorem

Ïóñòü 𝜔 : R→ R � канонический вес, òî åñòü ÷åòíàÿ, íåîòðèöàòåëüíàÿ,
íåóáûâàþùàÿ íà [0;∞) ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî 𝜔(1) = 0,ôóíêöèÿ 𝑓(𝜉) := 𝜔(𝑒𝜉)

âûïóêëà íà [0;∞), ln𝑥 = 𝑜(𝜔(𝑥)), 𝜔(2𝑥) = 𝑂(𝜔(𝑥)), 𝑥→∞,
∞∫︀
1

𝜔(𝑥)
𝑥2 d𝑥 <∞.

Êàíîíè÷åñêèé âåñ 𝜈 íàçûâàåòñÿ строгим, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 𝐾 > 1

lim
𝑡→∞

𝜈(𝐾𝑡)
𝜈(𝑡) < 𝐾 (ñì. [1, 1.3.5]).

Äëÿ ëþáûõ 𝑎 > 0, 𝑟 > 0 îïðåäåëèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíê-

öèé 𝑃𝑎,𝑟 =

{︂
𝜙 ∈ 𝐻(C) : ‖𝜙‖𝑎,𝑟 = sup

𝑧∈C

|𝜙(𝑧)|
exp (𝑎|Im 𝑧|+𝑟𝜔(|𝑧|)) <∞

}︂
.

Ïîëîæèì 𝑃(𝜔) =
⋃︀
𝑟>0

⋃︀
𝑎>0

𝑃𝑎,𝑟 è íàäåëèì ýòî ïðîñòðàíñòâî òîïîëîãèåé

èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ 𝑃𝑎,𝑟. 𝑃(𝜔) � òîïîëîãè÷åñêàÿ
àëãåáðà.

Ôóíêöèÿ 𝜓 ∈ 𝑃(𝜔) íàçûâàåòñÿ делителем àëãåáðû 𝑃(𝜔), åñëè âåðíà èì-
ïëèêàöèÿ: Φ ∈ 𝑃(𝜔),

Φ
𝜓 ∈ 𝐻(C) =⇒ Φ

𝜓 ∈ 𝑃(𝜔).
Àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜙 ∈ 𝑃(𝜔) ÿâëÿåòñÿ äåëèòå-

ëåì 𝑃(𝜔) äîêàçàí â [2, Òåîðåìà 2.6]:

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 22-
21-00026), https://rscf.ru/en/project/22-21-00026/.

Абузярова Наталья Фаирбаховна, к.ф.-м.н., доцент, Башкирский госуниверситет
(Уфа, Россия); Natalia Abuzyarova (Bashkir State University, Ufa, Russia)
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Теорема B. Функция 𝜙 ∈ 𝑃(𝜔) является делителем пространства 𝑃(𝜔)

тогда и только тогда, когда она является медленно убывающей в 𝑃(𝜔), то
есть
∃𝐴 > 0 : ∀𝑥 ∈ R ∃𝑥′ ∈ R : |𝑥′ − 𝑥| 6 𝐴𝜔(|𝑥|) и ln |𝜙(𝑥′)| > −𝐴𝜔(|𝑥′|).

Êàê ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äåëèòåëè 𝑃(𝜔) â òåðìèíàõ èõ íóëåâûõ ìíî-
æåñòâ? Çàìåòèì, ÷òî sin𝜋𝑧 ∈ 𝑃(𝜔) è íóëåâîå ìíîæåñòâî ýòîé ôóíêöèè åñòü
Z. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà 𝛼𝑘 ∈ R, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{𝑘 + 𝛼𝑘}, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . ,

áóäåò íóëåâûì ìíîæåñòâîì äåëèòåëÿ àëãåáðû 𝑃(𝜔)?
Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑙 : [0; +∞)→ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

𝑙(𝑡)− 𝑙(𝑠) = 𝑂(𝑡𝛼 − 𝑠𝛼), 𝑡, 𝑠→∞, ïðè íåêîòîðîì 𝛼 ∈ (0; 1). (1)

Ïîëîæèì 𝜆(𝑡) = 𝑡+ 𝑙(|𝑡|), 𝑡 ∈ R,

𝜆𝑘 = 𝜆(𝑘), 𝑘 = ±1,±2, . . . ,

è îïðåäåëèì öåëóþ ôóíêöèþ 𝜙 ôîðìóëîé

𝜙(𝑧) = lim
𝑅→∞

∏︁
|𝜆𝑘|<𝑅

(︂
1− 𝑧

𝜆𝑘

)︂
, (2)

Теорема 1. Предположим, что существуют дифференцируемая функ-
ция 𝜇 : [0; +∞)→ R и строгий вес 𝜈, со свойствами:

𝜇′(𝑡) = 𝑂
(︁
𝜇(𝑡)
𝑡

)︁
, 𝑡→∞,

∞∫︀ 𝜈(𝑡)𝑙(𝑡)
𝑡2 d𝑡 <∞;

при этом 𝑙(𝑡)− 𝑙(𝑠) = 𝑂(𝜇(𝑡)− 𝜇(𝑠)), 𝜇(𝑡) = 𝑂(𝜈(𝑡)), 𝑡, 𝑠→∞.
Тогда для любого канонического веса 𝜔, такого, что

𝜈(𝑥) = 𝑂(𝜔(𝑥)) 𝑥 → ∞, функция 𝜙, определенная формулой (2), принад-
лежит 𝑃(𝜔) и является медленно убывающей в 𝑃(𝜔) (то есть делителем
𝑃(𝜔)).

Литература
1. Абанин А.В. Ультрадифференцируемые функции и ультрараспределения.

— Москва: Наука, 2007.
2. Абанин А.В., Абанина Д.А. Теорема деления в некоторых весовых про-

странствах целых функций // Владикавк. матем. журн., 12:3 (2010), 3-20.
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ОБ УРАВНЕНИЯХ ТИПА ХОПФА, ВОЗНИКАЮЩИХ В
ЗАДАЧЕ ОБ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ

ПОТОКАХ
С.В. Агапов

agapov.sergey.v@gmail.com, agapov@math.nsc.ru

УДК 517.938

При поиске дополнительных интегралов многих гамильтоновых си-
стем зачастую удивительным образом возникает уравнение Хопфа
(или некоторые близкие к нему уравнения). В докладе будет расска-
зано о некоторых следствиях этого неожиданного явления.

Ключевые слова: магнитный геодезический поток, уравнение Хопфа,
разрушение решений

On Hopf-type equations arising in the problem of integrable
geodesic flows

When searching for additional integrals of many Hamiltonian systems,
the Hopf equation (or certain similar equations) often arises surprisingly.
In the talk we will describe some consequences of this unexpected phe-
nomenon.

Keywords: magnetic geodesic flow, inviscid Burgers’ equation, blow up

Çàäà÷à îá èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêàõ èìååò äàâíþþ èñòî-
ðèþ. Êàê èçâåñòíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé ãåî-
äåçè÷åñêèõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.
Íàëè÷èå òàêèõ èíòåãðàëîâ ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèé íåêîòî-
ðûõ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ. Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè ãëîáàëüíîãî àñïåêòà ýòîé çàäà÷è ïî-
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñëåäèòü çà ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î òîì, êàê â çàäà÷å îá èíòåãðèðóåìûõ ãåî-
äåçè÷åñêèõ ïîòîêàõ (â òîì ÷èñëå â ìàãíèòíîì ïîëå) íà äâóìåðíîì òîðå
âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ, áëèçêèå ê óðàâíåíèþ Õîïôà, è î òîì, êàêèå ðåçóëü-
òàòû â èñõîäíîé çàäà÷å ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ýòèõ
óðàâíåíèé (ñì. [1] � [3]).

Литература
1. Тайманов И.А. О первых интегралах геодезических потоков на двумерном

торе // Совр. пробл. механ. Сборник статей, Труды МИАН, 295 (2016), 241–260.
2. Agapov, S., Valyuzhenich, A. Polynomial integrals of magnetic geodesic flows

on the 2-torus on several energy levels // Disc. Cont. Dyn. Syst. - A, 39:11 (2019),
6565-6583.

3. Агапов С.В., Валюженич А.А., Шубин В.В. Некоторые замечания о поли-

номиальных интегралах высокой степени магнитного геодезического потока на

двумерном торе // Сиб. матем. журн., 62:4 (2021), 715-720.

Доклад подготовлен при поддержке Математического Центра в Академгородке, со-
глашение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации №075-
15-2022-282.

Агапов Сергей Вадимович, к.ф.-м.н., НГУ, ИМ СО РАН (Новосибирск, Россия);
Sergei Agapov (Novosibirsk State University, Sobolev Institute of Mathematics SB RAS,
Novosibirsk, Russia)
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МИРОВОЕ РАЗВИТИЕ И “ПРЕДЕЛЫ РОСТА” В XXI ВЕКЕ:
МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРОГНОЗ

А.А. Акаев, В.А. Садовничий

askarakaev@mail.ru, info@rector.msu.ru

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìèðîâîé äèíàìèêè
çà ÕÕ âåê è ïðîãíîçèðîâàíèÿ å¼ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ â ÕÕI âåêå. Â îò-
ëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ìèðîâîé äèíàìèêè Ôîððåñòåðà �Ìåäîóçà,
ïðåäñòàâëÿâøèõ ñèñòåìó îäíîòèïíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè, àâòîðàìè ðàçðàáîòàíû ñòðóêòóðíûå ìî-
äåëè, ó÷èòûâàþùèå ýíäîãåííûå ìåõàíèçìû âçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâíûõ ôàê-
òîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äèíàìèêó ãëîáàëüíûõ ïðîöåññîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìè-
ðîâóþ äèíàìèêó � èíôîðìàöèîííóþ, äåìîãðàôè÷åñêóþ, òåõíîëîãè÷åñêóþ,
ýíåðãåòè÷åñêóþ è ýêîíîìè÷åñêóþ, à òàêæå ýêîëîãè÷åñêèõ, êëèìàòè÷åñêèõ
è ãåîïîëèòè÷åñêèõ èçìåíåíèé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîëó÷åíà ñèñòåìà èç 10
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàþ-
ùèõ ìèðîâóþ äèíàìèêó â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå. Ãëàâíàÿ öåëü àâòîðîâ,
ïðè ðàçðàáîòêå ýòîé ìîäåëè, ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü ïðè êàêèõ
ñöåíàðèÿõ òåõíîëîãè÷åñêîãî, ýíåðãåòè÷åñêîãî è ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ
÷åëîâå÷åñòâî äîáü¼òñÿ íåïðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ Öåëåé óñòîé÷èâîãî ðàçâè-
òèÿ ÎÎÍ äî 2050 ãîäà è îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè ïîòåïëåíèÿ êëèìàòà
íà óðîâíå 1,5�2 ãðàäóñîâ Öåëüñèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè Ïàðèæ-
ñêîãî êëèìàòè÷åñêîãî ñîãëàøåíèÿ 2015 ãîäà. Îáùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñî-
ñòàâèëè îñíîâó äëÿ äîêëàäà Ðèìñêîìó êëóáó, êîòîðûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ïå÷àòàåòñÿ èçäàòåëüñòâîì Øïðèíãåð.

Â äîêëàäå ïîäðîáíî áóäóò èçëîæåíû ìîäåëè äëÿ ïðîãíîçíûõ ðàñ÷¼òîâ
êëèìàòè÷åñêèõ èçìåíåíèé è ñöåíàðèåâ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïåðåõîäà ê ïðåèìó-
ùåñòâåííî íèçêîóãëåðîäíûì è áåçóãëåðîäíûì èñòî÷íèêàì ýíåðãèè, ïîçâî-
ëÿþùèõ äîáèòüñÿ Öåëåé èñòîðè÷åñêîãî Ïàðèæñêîãî ñîãëàøåíèÿ 2015 ãîäà.
Àâòîðàìè íà îñíîâå �áîëüøèõ äàííûõ� ìèðîâîãî ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ óñòà-
íîâëåíà íîâàÿ ïàðàäèãìà ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü çàäà÷ó äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçíîãî ðàñ÷¼òà äèíàìèêè ýíåðãîïî-
òðåáëåíèÿ êàê ðàçâèòûõ, òàê è ðàçâèâàþùèõñÿ ñòðàí. Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè
ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ â óñëîâèÿõ íîâîé ïàðàäèãìû ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷¼òó äåìî-
ãðàôè÷åñêîé äèíàìèêè, äëÿ êîòîðîé àâòîðàìè ðàçðàáîòàíà âåñüìà ýôôåê-
òèâíàÿ ìîäåëü ñ çàïàçäûâàíèÿìè, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîãíîçèðîâàòü âñå ñöåíà-
ðèè ðîñòà, à òàêæå ðîñòà ñ âîçâðàòîì ê íèæåëåæàùåìó ñòàöèîíàðíîìó óðîâ-
íþ êàê àïåðèîäè÷åñêèì, òàê è êîëåáàòåëüíûì ñïîñîáîì. Äàëåå èçëàãàþòñÿ
ìîäåëè äëÿ ðàñ÷¼òîâ îáú¼ìîâ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó ïàðíèêîâûõ ãàçîâ è èõ
íàêîïëåííûõ ÷àñòåé â àòìîñôåðå, âûçûâàþùèõ ïîòåïëåíèå êëèìàòà. Çàòåì

Акаев Аскар Акаевич, д.т.н., профессор, иностранный член РАН, главный научный
сотрудник ИМИССМГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Россия); Askar Akaev (Moscow
State University, Institute of Complex Systems Mathematical Research Moscow, Russia)

Садовничий Виктор Антонович, д.ф.-м.н., профессор, академик РАН, ректор МГУ
имени М.В. Ломоносова (Москва, Россия); Victor Sadovnichii (Lomonosov Moscow State
University, Moscow, Russia)
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ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî ðàñ÷¼òó ñöåíàðèåâ ýíåðãîïåðåõîäà, ïîçâîëÿþ-
ùèõ äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè ïîòåïëåíèÿ êëèìàòà íà óðîâíå 1,5�2 ãðàäóñîâ
Öåëüñèÿ.

НОВЫЕ ОЦЕНКИ 𝑑2,1 и 𝑑3,2
А.А. Алиев

arkadiy.aliev@gmail.com

УДК 514

В работе [1] доказана гипотеза, поставленная Эндрэ Макаи сорок лет
назад: для выпуклого тела 𝐾 ⊂ R𝑛 определим 𝑑𝑛,𝑛−1(𝐾) как наи-
меньшую плотность несепарабельной решетки трансляций 𝐾, тогда

𝑑2,1 6 𝜋
√

3
8
, причем равенство достигается на круге. Так же в работе

[1] предложен новый метод получения верхних оценок на 𝑑3,2 с помо-
щью тел проекций и доказано неравенство 𝑑3,2 6 𝜋

4
√
3

Ключевые слова: геометрия чисел, несепарабельные решетки, выпук-
лая геометрия, тела проекций

New estimates for 𝑑2,1 and 𝑑3,2

Let 𝐾 be a convex body in R𝑛. Let 𝑑𝑛,𝑛−1(𝐾) be the smallest possible
density of a non-separable lattice of translates of 𝐾. In [1] we prove the

estimate 𝑑2,1(𝐾) 6 𝜋
√

3
8

for 𝐾 ⊂ R2, with equality if and only if 𝐾 is an
ellipse, which was conjectured by E. Makai. Also we prove the estimate
𝑑3,2(𝐾) 6 𝜋

4
√
3
for 𝐾 ⊂ R3 using projection bodies.

Keywords: geometry of numbers, non-separable lattice, convex geometry,
projection bodies

Âíà÷àëå íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ äàííîãî âûïóêëîãî òå-
ëà 𝐾 ðàññìîòðèì âñå åãî ïåðåíîñû âäîëü íåêîòîðîé ðåø¼òêè Λ. Ïîëó÷åííîå
ìíîæåñòâî 𝐾+Λ íàçûâàþò ðåøåòêîé òðàíñëÿöèé. Åñëè âíóòðåííîñòè ïîëó-
÷åííûõ êîïèé𝐾 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî𝐾+Λ íàçûâàþò ðåøåòî÷íîé óïàêîâêîé
𝐾. Åñëè ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåñåêàåò îäíó èç êîïèé 𝐾,
òî 𝐾+Λ íàçûâàåòñÿ íåñåïàðàáåëüíîé. Ïëîòíîñòüþ ðåøåòêè òðàíñëÿöèé íà-
çûâàåòñÿ îòíîøåíèÿ îáúåìà òåëà 𝐾 ê îïðåäåëèòåëþ ðåøåòêè.

Ãèïîòåçà Ðåéíõàðòà ýòî èçâåñòíûé âîïðîñ î íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ìàê-
ñèìàëüíîé ïëîòíîñòè óïàêîâêè öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òå-
ëà íà ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ñãëàæåííîì
âîñüìèóãîëüíèêå, êîíñòàíòà óïàêîâêè êîòîðîãî ðàâíà 8−

√
32−ln 2√
8−1

≈ 0.902414,

÷òî ëèøü íà 0.004 ìåíüøå, ÷åì ó îêðóæíîñòè. Ñãëàæåííûé âîñüìèóãîëü-
íèê áûë ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè çíà÷èòåëüíîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé è ðåøåíèÿ

Алиев Аркадий Артемович, Санкт-Петербургский государственный университет
(Санкт-Петербург, Россия); Arkadiy Aliev, Saint Petersburg State University (Saint
Petersburg, Russia)
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óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ãèïîòåçû, âåäü íåò óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî òåëî ñ ìèíèìàëüíîé
ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòüþ óïàêîâêè áóäåò ãëàäêèì. Ëó÷øåé ÿâíîé îöåíêîé
â ýòîé ãèïîòåçå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ îöåíêà Ï.Ï. Òàììåëû: ëþ-
áîå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå òåëî íà ïëîñêîñòè ìîæíî óïàêîâàòü ñ ïëîò-
íîñòüþ õîòÿ áû 0.8926....

Â ðàáîòå [1] äîêàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííàÿ ãèïîòåçà. Ïðåæäå âñåãî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûå òåëà.
Äàëåå äëÿ Λ = Z𝑛 õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 𝐾 + Z𝑛 íåñåïàðàáåëüíà â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå êîãäà 1

4 (𝐾)∘ + Z𝑛 ÿâëÿåòñÿ ðåøåòî÷íîé óïàêîâêîé.
Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, ó êàêîãî òåëà íàèìåíüøàÿ ïëîòíîñòü
íåñåïàðàáåëüíîé ðåøåòêè òðàíñëÿöèé áóäåò ìàêñèìàëüíà. Ãèïîòåçà Ýíäðý
Ìàêàè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà êðóãå è ðàâåí
𝜋
√

3

8
= 0.68017.... Èç óñëîâèÿ äâîéñòâåííîñòè âèäåí åñòåñòâåííûé ïîäõîä

ê ðåøåíèþ: óïàêóåì äâîéñòâåííîå òåëî íàñòîëüêî ïëîòíî, íàñêîëüêî ïîçâî-
ëÿåò îöåíêà Ï.Ï.Òàììåëû, äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ñàíòàëî-
Áëÿøêå è ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ýíäðý Ìà-
êàè è ïîëó÷åííàÿ èì îöåíêà î÷åíü áëèçêà ê ïðåäïîëàãàåìîé. Ê ñîæàëåíèþ,
äàæå åñëè äîêàçàòü ãèïîòåçó Ðåéíõàðòà, íåëüçÿ ñ åå ïîìîùüþ ïîëó÷èòü
òî÷íóþ îöåíêó, âåäü îïòèìàëüíîå òåëî â ãèïîòåçå Ðåéíõàðòà ýòî íå êðóã.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Ýíäðå Ìàêàè íåîáõîäèìî
îöåíèâàòü êðèòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü äëÿ äâîéñòâåííîãî òåëà íàïðÿìóþ ÷å-
ðåç îáúåì èñõîäíîãî òåëà. Òàêîé ñïîñîá áûë íàéäåí è áûë ïîëó÷åí ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò:

Теорема 1. Пусть 𝑑2,1(𝐾) - наименьшая плотность несепарабельной
решетки трансляций 𝐾 ⊂ R2. Тогда

𝑚𝑎𝑥{𝑑2,1(𝐾)|𝐾 – плоское выпуклое тело} =
𝜋
√

3

8
= 0.68017...

Кроме того, если 𝑑2,1(𝐾) =
𝜋
√

3

8
, то 𝐾 является эллипсом.

Следствие. Пусть 𝛿𝐿(𝐾) — максимальная плотность упаковк цен-
трально симметричного выпуклого тела 𝐾 ⊂ R2. Тогда

𝛿𝐿(𝐾) >
1

2𝜋
√

3
|𝐾||𝐾∘|,

Кроме того, равенство достигается только если 𝐾 является эллипсом.

Ðàçóìååòñÿ, èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ íèæíèõ îöåíîê íà ïëîòíîñòü óïàêîâêè
äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê â äâîéñòâåííîé çàäà÷å ìîæåò áûòü ïðèìåíå-
íà â ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Â ðàçìåðíîñòè òðè ëó÷øàÿ îöåíêà ïðèíàäëåæèò
Ýäó Ñìèòó: ëþáîå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå òåëî â R3 ìîæíî óïàêîâàòü ñ
ïëîòíîñòüþ õîòÿ áû 0.53835.... Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîñòè
ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó 𝑑3,2(𝐾) 6 0.509251....

Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåíà èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåë ïðîåêöèé äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà âåðõíèõ îöåíîê íà 𝑑3,2 è ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
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Теорема 2. Пусть 𝑑3,2(𝐾) - наименьшая плотность несепарабельной
решетки трансляций 𝐾 ⊂ R3. Тогда

𝑚𝑎𝑥{𝑑3,2(𝐾)|𝐾 ⊂ R3 – выпуклое тело} 6 𝜋

4
√

3
= 0.453449...

Пример. Пусть 𝐵 это единичный шар в R3. Тогда

𝑑3,2(𝐵) =
𝜋

6
√

2
= 0.37024....
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ВЫЧИСЛЕНИЕ КОГОМОЛОГИЙ КОНФОРМНОЙ АЛГЕБРЫ
ЧЕРЕЗ СООТВЕТСТВИЕ МОРСА

Х. Алхуссейн, П.С. Колесников, В.Е. Лопаткин
hassanalhussein2014@gmail.com, pavelsk77@gmail.com, wickktor@gmail.com

УДК 512.664

Хорошо известно, что для «обычной» алгебры Ли g, действующей на
модуле 𝑉 , группы когомологий 𝐻𝑛(g, 𝑉 ) совпадают с группами ко-
гомологий Хохшильда универсальной ассоциативной обертывающей
𝑈(g) со значениями в 𝑉 . Для конформных алгебр картина существен-
но иная. Мы использовали дискретную алгебраическую теориюМорса
для построения метода, позволяющего вычислить когомологии реду-
цированного комплекса для ассоциативной конформной алгебры. В
качестве примера данный метод позволил вычислить все группы ко-
гомологий Хохшильда для универсальной ассоциативной обертываю-
щей 𝑈(3) конформной алгебры Вирасоро со значениями в скалярном
модуле.

Ключевые слова: когомология Хохшильда, конформная алгебра, со-
ответствие Морса
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Computation of cohomologies of conformal algebras via Morse
matching

We apply discrete algebraic Morse theory to the computation of
Hochschild cohomologies of associative conformal algebras. As an ex-
ample, we evaluate the dimensions of the universal associative conformal
envelope 𝑈(3) of the Virasoro Lie conformal algebra relative to the asso-
ciative locality 𝑁 = 3 on the generator with scalar coefficients.

Keywords: Hochschild cohomology, conformal algebra, Morse matching

Ïîíÿòèå êîíôîðìíîé àëãåáðû áûëî ââåäåíî â [1] êàê àëãåáðàè÷åñêèé
ÿçûê äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (OPE) êèðàëüíûõ ïîëåé â 2-ìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïî-
ëÿ. Êîãîìîëîãèè êîíôîðìíûõ àëãåáð (àññîöèàòèâíûõ è ëèåâûõ) áûëè ââå-
äåíû â [2], êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà äëÿ àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð
èçó÷àëèñü â [3,4].

Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì k. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 𝑛-ÿ ãðóïïà
êîãîìîëîãèé àëãåáðû Ëè g, îïðåäåëåííàÿ ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî êîì-
ïëåêñà Ýéëåíáåðãà, ñîâïàäàåò ñ 𝑛-é ãðóïïîé êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà óíè-
âåðñàëüíîé àññîöèàòèâíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Ëè 𝑈(g).

Äëÿ êîíôîðìíûõ àëãåáð íåò îáùåãî ïîíÿòèÿ óíèâåðñàëüíîé àññîöèàòèâ-
íîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû. Íàïðèìåð, ïóñòü Vir � êîíôîðìíàÿ àëãåáðà
Âèðàñîðî. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì k[𝜕], ïî-
ðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì 𝑣, ñ îïåðàöèåé

[𝑣(𝜆)𝑣] = (𝜕 + 2𝜆)𝑣.

Àëãåáðà Âèðàñîðî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èñêëþ÷èòåëüíîé ïðîñòîé êîí-
ôîðìíîé àëãåáðîé Ëè êîíå÷íîãî òèïà. Ó ýòîé àëãåáðû ñóùåñòâóåò ñåìåé-
ñòâî ¾óñëîâíî óíèâåðñàëüíûõ¿ àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ îáåðòûâàþùèõ
𝑈(𝑁), 𝑁 > 2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé â êëàññå àññîöè-
àòèâíûõ îáåðòûâàþùèõ ñ óñëîâèåì deg𝜆(𝑣(𝜆)𝑣) < 𝑁 . Â ÷àñòíîñòè, àëãåáðà
𝑈(2) èçâåñòíà êàê êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Âåéëÿ.

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îáû÷íûõ àëãåáð, êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà ¾óñëîâíî
óíèâåðñàëüíîé¿ àññîöèàòèâíîé îáåðòûâàþùåé êîíôîðìíîé àëãåáðû ìîãóò
íå ñîâïàäàòü ñ êîãîìîëîãèÿìè èñõîäíîé êîíôîðìíîé àëãåáðû Ëè. Íàïðè-
ìåð, â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî 2-ÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà
äëÿ 𝑈(2) ñî çíà÷åíèÿìè â ëþáîì áèìîäóëå òðèâèàëüíà, â òî âðåìÿ êàê Vir
èìååò íåòðèâèàëüíûå öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ [2]. Â ðàáîòå [5] áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî âñå êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ
𝑈(2) íóëåâûå.

Ïîÿâëåíèå àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð â îñíîâíîì ìîòèâèðîâà-
íî èçó÷åíèåì êîíå÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíôîðìíûõ àëãåáð Ëè � êàæäîå
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîäõîäÿùåé àññîöèàòèâíîé
îáåðòûâàþùåé. Äëÿ êîíôîðìíîé àëãåáðû Vir ñïåöèôèêà êîíå÷íûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, îïèñàííûõ â [5], òàêîâà, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé îáåð-
òûâàþùåé 𝑈(3) îïèñûâàþò âñå íåïðèâîäèìûå êîíå÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ Vir.
Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå àëãåáðû 𝑈(3) ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.
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Êîíôîðìíàÿ îáåðòûâàþùàÿ 𝑈(3) òàêæå ïîçâîëÿåò áîëåå àäåêâàòíî îò-
ðàçèòü ãîìîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôîðìíîé àëãåáðû Âèðàñîðî Vir. Â ðà-
áîòå [5] áûëà âû÷èñëåíà 2-ÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà ñî ñêàëÿðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè äëÿ 𝑈(3), êîòîðàÿ îêàçàëàñü 1-ìåðíîé.

Ìû èñïîëüçîâàëè äèñêðåòíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ Ìîðñà äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìåòîäà, ïîçâîëÿþùåãî âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà àññî-
öèàòèâíîé êîíôîðìíîé àëãåáðû. Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òîáû çà-
ìåíèòü íåðåäóöèðîâàííûé êîìïëåêñ àëãåáðû êîýôôèöèåíòîâ èç [2] íà êîì-
ïëåêñ Àíèêà, ïîñòðîåííûé ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâèÿ Ìîðñà, à çàòåì ðå-
äóöèðîâàòü êîìïëåêñ Àíèêà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïëåêñà, ãîìîòîïè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíîãî êîìïëåêñó Õîõøèëüäà àññîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé àëãåáðû.
Ïîñòðîåííûé ìåòîä ïîçâîëèë âû÷èñëèòü âñå ãðóïïû êîãîìîëîãèé Õîõøèëü-
äà äëÿ 𝑈(3) ñî çíà÷åíèÿìè â ñêàëÿðíîì ìîäóëå è ïîëó÷èòü, ÷òî

dim𝐻𝑛(𝑈(3),k) =

{︃
1, 𝑛 = 2, 3,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ МОМЕНТА МАКСИМУМА
СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ, ДОСТИГАЮЩЕГО

ФИКСИРОВАННОГО УРОВНЯ
М.А. Анохина

anokhina.mary1@gmail.com

УДК 519.214.4

Рассматривается случайное блуждание 𝑆𝑛 = 𝑋1 + ... + 𝑋𝑛, 𝑛 ∈ N,
𝑆0 = 0, где 𝑋1, 𝑋2, . . . — независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины с E𝑋1 = 0. Обозначим 𝜏𝑀− — момент первого до-
стижения максимума блужданием 𝑆𝑛, а 𝑀𝑛 = 𝑆𝜏𝑀− . Будет получена
асимптотика вероятности P(𝜏𝑀−/𝑛 6 𝑥|𝑀𝑛 = 𝑘), 𝑥 ∈ [0, 1] для ариф-
метического случайного блуждания в случае нормальных уклонений
для случаев конечной и бесконечной дисперсии, а также умеренных и
больших уклонений при конечной дисперсии и выполнении правосто-
роннего условия Крамера.

Ключевые слова: случайные блуждания, предельные теоремы, момент
максимума

A Limit Theorem for the Moment of Maximum of a Random
Walk Reaching a Fixed Level

Consider a random walk 𝑆𝑛 = 𝑋1 + ... + 𝑋𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑆0 = 0, where
𝑋1, 𝑋2, . . . are independent identically distributed random variables with
E𝑋𝑖 = 0. By 𝜏𝑀− denote the first moment of the maximum of 𝑆𝑛 and
by 𝑀𝑛 denote 𝑆𝜏𝑀− . We get an asymptotic of P(𝜏𝑀−/𝑛 6 𝑥|𝑀𝑛 = 𝑘),
𝑥 ∈ [0, 1] for arithmetic random walk with finite or infinite variance in the
case of normal deviations, under right-hand Cramer condition in the case
of moderate or large deviations

Keywords: random walks, limit theorems, moment of maximum

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå 𝑆𝑛 = 𝑋1 + · · · + 𝑋𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑆0 = 0,
ãäå𝑋1, 𝑋2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (í.î.ð.) ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû (ñ.â.). Äëÿ ýòîãî áëóæäàíèÿ õîðîøî èçâåñòåí çàêîí àðêñèíóñà:
P(𝜏𝑀−/𝑛 6 𝑥) → 2 arcsin(

√
𝑥)/𝜋, 𝑛 → ∞, 𝑥 ∈ [0, 1], ãäå 𝜏𝑀− � ìîìåíò

ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà áëóæäàíèåì 𝑆𝑛. Íàñ èíòåðåñóþò òàêèå æå
ðåçóëüòàòû, íî äëÿ P(𝜏𝑀−/𝑛 6 𝑥|𝑀𝑛 = 𝑘), 𝑥 ∈ [0, 1], ãäå 𝑀𝑛 = 𝑆𝜏𝑀− .

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå òåîðåìû îïèñûâàþò èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå â çîíå
íîðìàëüíûõ óêëîíåíèé â ñëó÷àÿõ êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè (òåî-
ðåìû 1 è 2), â çîíå óìåðåííûõ óêëîíåíèé (òåîðåìà 3) è çîíå áîëüøèõ óêëî-
íåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 2, ïî ñóùåñòâó, ïîëó÷åí â [1], à
ðåçóëüòàò òåîðåìû 4 � â [2].

Анохина Мария Андреевна, аспирант 1-го года обучения, МГУ имени М.В. Ломо-
носова (Москва, Россия); Mariia Anokhina (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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Теорема 1. Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . — н.о.р. арифметические с.в. с E𝑋1 = 0
и 0 < E𝑋2

1 = 𝜎2 < ∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 < 1, {𝑘𝑛} — некоторая последователь-
ность: 𝑘𝑛/

√
𝑛 → 𝑦 > 0, 𝑛 → ∞ (далее для краткости мы будем опускать

индекс 𝑛 у параметра 𝑘). Тогда

P
(︁ 𝜏𝑀−

𝑛
∈ [𝑎, 𝑏]

⃒⃒⃒
𝑀𝑛 = 𝑘

)︁
→ 𝑦√

2𝜋𝜎

𝑏∫︁
𝑎

𝑒−
𝑦2

2𝜎2 ( 1
𝑡−1)

𝑡
√︀
𝑡(1− 𝑡)

𝑑𝑡, 𝑛→∞.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò â ñëó-
÷àå áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè. Îáîçíà÷èì 𝒜 := {0 < 𝛼 < 1; |𝛽| < 1}∪ {1 < 𝛼 <
2; |𝛽| 6 1} ∪ {𝛼 = 1, 𝛽 = 0} ∪ {𝛼 = 2, 𝛽 = 0} ⊂ R2. Äëÿ (𝛼, 𝛽) ∈ 𝒜 è ñ.â
𝑋 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 𝑋 ∈ 𝒟(𝛼, 𝛽), åñëè ðàñïðåäåëåíèå 𝑋 ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

𝐺𝛼,𝛽(𝑡) := exp

{︂
−𝑐|𝑡|𝛼

(︂
1− 𝑖𝛽 𝑡

|𝑡|
tan

𝜋𝛼

2

)︂}︂
, 𝑐 > 0,

è, ê òîìó æå, E𝑋 = 0, åñëè îíî ñóùåñòâóåò.

Теорема 2. Пусть 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — н.о.р. арифметические с.в. и
𝑋𝑖 ∈ 𝒟(𝛼, 𝛽). Пусть 𝑘 ∈ (0,∞) ∩ Z, 𝐿(𝑛) — медленно меняющаяся на
бесконечности функция, 𝑐𝑛 = 𝑛1/𝛼𝐿(𝑛), 𝑘/𝑐𝑛 → 𝑦 > 0, 𝑛→∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 <
1. Тогда при 𝑛→∞

P
(︁ 𝜏𝑀−

𝑛
∈ [𝑎, 𝑏]

⃒⃒⃒
𝑀𝑛 = 𝑘

)︁
→

𝑏∫︀
𝑎

𝑝𝛼,𝛽
(︀
𝑦𝑡−1/𝛼

)︀
𝑡𝜌−1−1/𝛼(1− 𝑡)−𝜌 𝑑𝑡

1∫︀
0

𝑝𝛼,𝛽
(︀
𝑦𝑡−1/𝛼

)︀
𝑡𝜌−1−1/𝛼(1− 𝑡)−𝜌 𝑑𝑡

,

гду 𝑝𝛼,𝛽(𝑥) — плотность соответствующего меандра Леви, а

𝜌 =

{︃
1/2, 𝛼 = 1;

1/2 + arctan(𝛽 tan(𝜋𝛼/2))/(𝜋𝛼), иначе.

Теорема 3. Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . — н.о.р. арифметические с.в. с E𝑋1 = 0
и 0 < E𝑋2

1 = 𝜎2 < ∞, {𝑘𝑛} — некоторая последовательность: 𝑘𝑛/𝑛
𝛼 → 𝑦,

𝑛 → ∞, 1/2 < 𝛼 < 1, 𝑦 > 0, 𝜏𝑀+ — последний момент достижения
максимума случайным блужданием 𝑆𝑛. Тогда

P

(︂
𝑛− 𝜏𝑀+

𝑛𝛽
6 𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑀𝑛 = 𝑘

)︂
=

1 + 𝑜(1)√
𝜋

𝑐2𝑥∫︁
0

𝑒−𝑢√
𝑢
𝑑𝑢, 𝑛→∞, 𝑥 > 0,

где 𝑀𝑛 = 𝑆𝜏𝑀+
, 𝛽 = 2− 2𝛼, 𝑐 = 𝑦/

√
2𝜎2, 𝑜(1) равномерно мало по 𝑥 > 0.

Теорема 4. Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . — н.о.р. арифметические с.в. с E𝑋1 = 0
и 0 < E𝑋2

1 = 𝜎2 < ∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 < 1, 𝑘/𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ (0,𝑚+), где 𝑚+
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— некоторая константа, 𝑅(ℎ) = E𝑒ℎ𝑋1 < ∞ для 0 < ℎ < ℎ+. Тогда при
𝑛→∞

P (𝑛− 𝜏𝑀− = 𝑗|𝑀𝑛 = 𝑘)→
(1−𝑅(ℎ𝑘/𝑛))𝑅(ℎ𝑘/𝑛)−𝑗P(𝑆𝑖 6 0, 𝑖 6 𝑗)

exp

(︃
−

∞∑︀
𝑗=1

𝑅(ℎ𝑘/𝑛)−𝑗P(𝑆𝑗 > 0)

)︃ ,

где 𝑗 ∈ Z+, ℎ𝑥/𝑛 — некоторая функция.

Литература
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ БЛИЗОСТИ РЕШЕНИЙ ПРИ
РАЗЛИЧНЫХ ТИПАХ ВОЗМУЩЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО
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Изучается асимптотическая близость на бесконечности решений ли-
нейного уравнения высокого порядка с младшими производными и
уравнения, полученного из него добавлением нелинейного слагаемо-
го, а также решений полученного уравнения и его возмущения правой
частью экспоненциальной или степеннoй малости на бесконечности.

Ключевые слова: Нелинейное дифференциальное уравнение, малые
возмущения, асимптотическая эквивалентность

On asymptotic proximity of solutions to various types of
perturbations to high-order nonlinear differential equations

We study asymptotic proximity at infinity of solutions to a high-order
linear equation with lower derivatives and the equation obtained from it
by adding a nonlinear term, as well as solutions of the resulting equation
and its perturbation by a right-hand side exponentially or power-law small
at infinity.
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Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ áëèçîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ

𝑦(𝑛)(𝑥) +

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑥)𝑦(𝑗)(𝑥) + 𝑝(𝑥) |𝑦(𝑥)|𝑘 sign 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) (1)

è íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

𝑧(𝑛)(𝑥) +

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑥)𝑦(𝑗)(𝑥) + 𝑝(𝑥) |𝑧(𝑥)|𝑘 sign 𝑧(𝑥) = 0, (2)

ãäå 𝑛 > 2, 𝑘 > 1, à 𝑝, 𝑓 , 𝑎𝑗 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå (2), â ñâîþ
î÷åðåäü, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ

𝑢(𝑛)(𝑥) +

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑥)𝑢(𝑗)(𝑥) = 0, (3)

è äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé òàêæå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ áëèçîñòü.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè, íàõîäèòü àñèìïòîòè-

êó ðåøåíèé âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé (1) è (2), åñëè èçâåñòíà àñèìïòîòèêà
ðåøåíèé íåâîçìóùåííûõ óðàâíåíèé (2) è (3). Â [1] äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòà-
òû îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (1) è (2) ïðè 𝑎𝑗 = 0 â
ñëó÷àå âîçìóùåíèé 𝑓 ýêñïîíåíöèàëüíîé èëè ñòåïåííîé ìàëîñòè; â [2] ïðè
𝑓 = 0 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ðàçëè÷íûõ òèïàõ àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (2) è åãî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò [2, Cor.4].

Теорема 1. Если непрерывные функции 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1 и 𝑝 удовлетворяют
условиям

∞∫︁
𝑥0

𝑥𝑛−𝑗−1|𝑎𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞ для всех 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1} (4)

и, для некоторого целого числа 𝑚 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1}, условию

∞∫︁
𝑥0

𝑥𝑛−1+(𝑘−1)𝑚 |𝑝(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞,

то для любого 𝐶 ̸= 0 существует решение 𝑦 уравнения (2) удовлетворяю-
щее, при 𝑥→∞, условиям

𝑦(𝑗)(𝑥) ∼ 𝐶𝑚!𝑥𝑚−𝑗

(𝑚− 𝑗)!
для всех 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}

и, для всех 𝑗 ∈ {𝑚+ 1, . . . , 𝑛− 1}, условиям

𝑦(𝑗)(𝑥) = 𝑜
(︀
𝑥𝑚−𝑗)︀ и

∞∫︁
𝑠𝑗−𝑚−1

⃒⃒⃒
𝑦(𝑗)(𝑠)

⃒⃒⃒
𝑑𝑠 <∞.
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Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðåøåíèé
óðàâíåíèé (2) ñ ýêñïîíåíöèàëüíî áëèçêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Теорема 2. Если 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑝, 𝑓1 и 𝑓2 — непрерывные функции, за-
данные в окрестности∞, причем 𝑝, 𝑓1 и 𝑓2 ограничены, 𝑎𝑗 удовлетворяют
неравенствам (4), а 𝑦 – стремящееся при 𝑥 → +∞ к нулю решение урав-
нения (2), где 𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥) 𝑒−𝛾𝑥, то существует единственное решение 𝑧
уравнения (2), где 𝑓(𝑥) = 𝑓2(𝑥) 𝑒−𝛾𝑥, удовлетворяющее соотношению

|𝑦(𝑥)− 𝑧(𝑥)| = 𝑂(𝑒−𝛾𝑥), 𝑥→ +∞. (5)

Следствие. Если функция 𝑓 в уравнении (1) непрерывна и

|𝑓(𝑥)| 6 𝐶𝑒−𝛾𝑥, 𝐶 > 0, 𝛾 > 0,

функция 𝑝 непрерывна и ограничена, а функции 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1 непрерывны и
удовлетворяют неравенствам (4), то для любого стремящегося на беско-
нечности к нулю решения 𝑦 уравнения (1) найдется единственное решение
𝑧 уравнения (2), удовлетворяющее (5), и наоборот, для любого стремяще-
гося на бесконечности к нулю решения 𝑧 уравнения (2) найдется един-
ственное решение 𝑦 уравнения (1), удовлетворяющее (5).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ 𝑓 ñòåïåííîé ìàëîñòè â óðàâíå-
íèè (1) (äëÿ 𝑎𝑗 = 0 ñì. [1]).
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БЛУЖДАНИЙ И ИХ ЛОКАЛЬНЫХ ВРЕМЕН

В.И. Афанасьев
viafan@mail.ru

УДК 519.214

Для остановленных случайных блужданий с нулевым сносом, рас-
сматриваемых при различных условиях, доказаны функциональные
предельные теоремы. Соответствующие результаты установлены для
локальных времен этих блужданий.

Ключевые слова: случайные блуждания, локальные времена, функци-
ональные предельные теоремы

Работа выполнена в МЦМУМИАН при финансовой поддержке Минобрнауки России
(соглашение № 075-15-2019-1614).

Афанасьев Валерий Иванович, д.ф.-м.н., Математический институт им. В.А. Стек-
лова РАН (Москва, Россия); Valeriy Afanasyev (Steklov Mathematical Institute of RAS,
Moscow, Russia)



25

Conditional limit theorems for random walks and their local
times

Functional limit theorems are proved for stopped random walks with zero
drift considered under various conditions. The corresponding results are
established for the local times of these walks.

Keywords: random walks, local times, functional limit theorems

Ïóñòü 𝑋1, 𝑋2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäèíàêîâûì
àðèôìåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ìàêñèìàëüíûì øàãîì 1, ïðè÷åì E𝑋1 =
0, E𝑋2

1 := 𝜎2 ∈ (0,+∞). Ïîëîæèì 𝑆0 = 0, 𝑆𝑖 =
∑︀𝑖
𝑗=1𝑋𝑗 ïðè 𝑖 ∈ N.

Ïóñòü 𝑇= min {𝑖 > 0 : 𝑆𝑖 6 0}. Ââåäåì остановленное случайное блуждание̃︀𝑆𝑖 = 𝑆𝑖 ïðè 𝑖 < 𝑇 è ̃︀𝑆𝑖 = 0 ïðè 𝑖 > 𝑇 . Ïîëîæèì ̃︀𝜉 (𝑘) =
⃒⃒⃒{︁
𝑖 > 0 : ̃︀𝑆𝑖 = 𝑘

}︁⃒⃒⃒
.

Ïóñòü {𝑊 (𝑡) , 𝑡 > 0} � ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ïîëîæèì
{𝜏 ′0 = sup 𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑊 (𝑡) = 0} è 𝜏 ′′0 = inf {𝑡 > 1 : 𝑊 (𝑡) = 0}. Броуновской
экскурсией íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ 𝑊+

0 (𝑡) =
⃒⃒
𝑊
(︀
𝜏 ′0 + 𝑡𝑇+

0

)︀⃒⃒
/
√︁
𝑇+
0 , 𝑡 ∈ [0, 1],

ãäå 𝑇+
0 = 𝜏 ′′0 − 𝜏 ′0. Броуновской извилиной íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ 𝑊+ (𝑡) =

|𝑊 (𝜏 ′0 + 𝑡 (1− 𝜏 ′0))| /
√︀

1− 𝜏 ′0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇+], ãäå 𝑇+ = 𝑇+
0 / (1− 𝜏 ′0). Ââåäåì ëî-

êàëüíîå âðåìÿ ïðîöåññà 𝑊+:

𝑙+ (𝑢) = lim
𝜀→0

𝜀−1

∫︁ 𝑇+

0

𝐼[𝑢,𝑢+𝜀]
(︀
𝑊+ (𝑠)

)︀
𝑑𝑠, 𝑢 > 0.

Ïóñòü ñèìâîë
𝐷→ îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ â 𝐷 [0,+∞) ñ

òîïîëîãèåé Ñêîðîõîäà.

Теорема 1. При 𝑛→∞{︁ ̃︀𝑆⌊𝑛𝑡⌋/
(︀
𝜎
√
𝑛
)︀
, 𝑡 > 0

⃒⃒⃒
𝑇 > 𝑛

}︁
𝐷→
{︀
𝑊+ (𝑡) , 𝑡 > 0

}︀
.

Теорема 2. При 𝑛→∞{︁
𝜎̃︀𝜉 (︀⌊︀𝑢𝜎√𝑛⌋︀)︀ /√𝑛, 𝑢 > 0

⃒⃒⃒
𝑇 > 𝑛

}︁
𝐷→
{︀
𝑙+ (𝑢) , 𝑢 > 0

}︀
.

Ïóñòü 𝜏𝑥 = inf {𝑡 > 0 : 𝑊 (𝑡) = 𝑥} ïðè 𝑥 ∈ R. Ïîëîæèì

𝜏
(1)
0 = sup {𝑡 ∈ [0, 𝜏1] : 𝑊 (𝑡) = 0} , 𝜏

(2)
0 = inf {𝑡 > 𝜏1 : 𝑊 (𝑡) = 0} .

Броуновским прыжком в высоту íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ 𝑊 ↑
0 (𝑡) =

𝑊
(︁
𝜏
(1)
0 + 𝑡

)︁
, 𝑡 ∈

[︁
0, 𝑇 ↑

0

]︁
, ãäå 𝑇 ↑

0 = 𝜏
(2)
0 − 𝜏

(1)
0 . Ââåäåì ëîêàëüíîå âðå-

ìÿ ïðîöåññà 𝑊 ↑
0 :

𝑙↑0 (𝑢) = lim
𝜀→0

𝜀−1

∫︁ 𝑇↑
0

0

𝐼[𝑢,𝑢+𝜀]

(︁
𝑊 ↑

0 (𝑠)
)︁
𝑑𝑠, 𝑢 > 0.
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Ïóñòü 𝑇𝑥 = min
{︁
𝑖 : ̃︀𝑆𝑖 > 𝑥

}︁
ïðè 𝑥 > 0.

Теорема 3. При 𝑛→∞{︁ ̃︀𝑆⌊𝑛𝑡⌋/
(︀
𝜎
√
𝑛
)︀
, 𝑡 > 0

⃒⃒⃒
𝑇𝜎

√
𝑛 < +∞

}︁
𝐷→
{︁
𝑊 ↑

0 (𝑡) , 𝑡 > 0
}︁
.

Теорема 4. При 𝑛→∞{︁
𝜎2̃︀𝜉 (⌊𝑢𝑛⌋) /𝑛, 𝑢 > 0

⃒⃒⃒
𝑇𝑛 < +∞

}︁
𝐷→
{︁
𝑙↑0 (𝑢) , 𝑢 > 0

}︁
.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
𝑋1 ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåðåøåò÷àòûì, ëèáî öåíòðàëüíî ðåøåò÷àòûì.

Теорема 5. При 𝑛→∞{︀
𝑆⌊𝑛𝑡⌋/

(︀
𝜎
√
𝑛
)︀
, 𝑡 > 0

⃒⃒
𝑇 = 𝑛

}︀ 𝐷→
{︀
𝑊+

0 (𝑡) , 𝑡 > 0
}︀
.

Òåîðåìà 1 óñòàíîâëåíà â [1,2], òåîðåìà 2 â [4,5], òåîðåìà 3 â [3], òåîðåìà
4 â [6], òåîðåìà 5 â [7].
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О ТОЧНОЙ ОЦЕНКЕ ПОКАЗАТЕЛЯ РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНОГО АВТОНОМНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА
А.С. Баландин

balandin-anton@yandex.ru

УДК 517.929

Для экспоненциально устойчивого линейного автономного дифферен-
циального уравнения нейтрального типа найдена точная оценка пока-
зателя экспоненты в зависимости от значения коэффициентов.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение, ней-
тральное уравнение, экспоненциальная устойчивость

On the exact estimation for the exponent of solutions
of a linear autonomous differential equation

of neutral type

For an exponentially stable linear autonomous differential equation of neu-
tral type, an exact estimate of the exponent is found depending on the
value of the coefficients.

Keywords: functional differential equation, neutral equation, exponential
stability

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íåé-
òðàëüíîãî òèïà

(𝐼 − 𝑎𝑆)�̇�(𝑡)− 𝑏(𝑆𝑥)(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (1)

â ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ: 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝐼 � åäèíè÷íûé
(òîæäåñòâåííûé) îïåðàòîð,

(𝑆𝑦)(𝑡) =

{︃
𝑦(𝑡− 1), åñëè 𝑡 > 1,

0, åñëè 𝑡 < 1,

ôóíêöèÿ 𝑓 : R+ → R ëîêàëüíî ñóììèðóåìà.
Ïîä решением óðàâíåíèÿ (1) áóäåì ïîíèìàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ

íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå ôóíêöèþ 𝑥 : R+ → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ (1)
ïî÷òè âñþäó íà R+. Êàê èçâåñòíî (ñì. [1, ñ. 84, òåîðåìà 1.1], [2]), óðàâíå-
íèå (1) ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî è åãî
ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R+. (2)

Работа выполнена в рамках госзадания Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (задание FSNM-2020-0028).
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Ôóíêöèÿ 𝑋 íàçûâàåòñÿ фундаментальным решением, ôóíêöèÿ 𝑌 � функ-
цией Коши. Ôóíêöèÿ Êîøè è ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì (ñì. [2]): 𝑋(𝑡) = (𝐼 − 𝑆)𝑌 (𝑡).

Íàñ èíòåðåñóåò íàëè÷èå ó ôóíêöèè 𝑌 ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè:

|𝑌 (𝑡)| 6𝑀𝑒−𝛾𝑡, 𝑀, 𝛾 > 0. (3)

Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò âûïîëíåíèå òàêîé æå îöåíêè äëÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîãî ðåøåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî ÷èñåë 𝛾 ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (3). Íàçîâ¼ì ÷èñëî 𝜔 , sup{𝛾 : 𝛾 ∈ Γ} точным показателем ôóíê-
öèè Êîøè.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂𝑢𝑣 ââåäåì ôóíêöèþ 𝑣 = 𝜂(𝑢), çàäàííóþ ïàðà-
ìåòðè÷åñêè ïî ïðàâèëó: 𝑢 = cos 𝜃, 𝑣 = 𝜃 sin 𝜃; 𝜃 ∈ (0, 𝜋). Äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
èçâåñòåí êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè: ôóíêöèÿ Êîøè óðàâíå-
íèÿ (1) èìååò îöåíêó (3), åñëè è òîëüêî åñëè 𝑏 < 0 è 𝑏 > 𝜂(𝑎) (ñì. [3]). Äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) ìû íàøëè òî÷íóþ îöåíêó ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ýêñïîíåíòû â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé 𝑎 è 𝑏.

Çàäàäèì 𝑤 = 𝜁(𝑢, 𝑣) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑢 = 𝑒−𝑤
(︂

cos 𝑦 − 𝑤 sin 𝑦

𝑦

)︂
, 𝑣 = −𝑒−𝑤

(︂
𝑤2

𝑦
+ 𝑦

)︂
sin 𝑦, 𝑦 ∈ (0, 𝑦𝜔),

ãäå 𝑦𝜔 � êîðåíü óðàâíåíèÿ 𝑦 ctg 𝑦
2 = 𝜔, è 𝑣 = (𝑢 − 𝑒−𝑤)𝑤 ïðè 𝑎 ∈

[−𝑒−𝑤, (1− 𝑤)𝑒−𝑤], 𝑤 ∈ [0, 2]. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ïîâåðõíîñòü 𝜔 = 𝜁(𝑎, 𝑏).

Ðèñ. 1: 𝜔 = 𝜁(𝑎, 𝑏)

Теорема. Если 𝜂(𝑎) < 𝑏 < 0, то точный показатель 𝜔 функции Коши
уравнения (1) определяется равенством 𝜔 = 𝜁(𝑎, 𝑏).
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АНОСОВСКИЙ ТОР КАК ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЙ
АТТРАКТОР МНОГОМЕРНОГО А-ДИФФЕОМОРФИЗМА

М.К. Баринова
mkbarinova@yandex.ru

УДК 517.938

В 1971 году Моррис Хирш предположил, что если Λ — компактное
гиперболическое множество диффеоморфизма 𝑓 :𝑀𝑛 →𝑀𝑛, которое
является инвариантным гладким подмногообразием Λ ⊂𝑀𝑛, то огра-
ничение 𝑓 |Λ : Λ → Λ — диффеоморфизм Аносова. Мы обобщаем про-
блему Хирша для базисных множеств A-диффеоморфизмов, предпо-
лагая, что базисное множество Λ A-диффеоморфизмов 𝑓 :𝑀𝑛 →𝑀𝑛

принадлежит 𝑓 -инвариантному замкнутому 𝑘-многообразию 𝑀𝑘
Λ, то-

пологически (необязательно гладко) вложенному в 𝑀𝑛.

Ключевые слова: А-диффеоморфизм, гиперболическое множество, ат-
трактор, базисное множество

Anosov torus as a hyperbolic attractor of a multidimensional
A-diffeomorphism

In 1971, Morris Hirsch conjectured that if Λ is a compact hyperbolic set
of diffeomorphism 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 which is an invariant smooth sub-
manifold Λ ⊂ 𝑀𝑛, then the restriction 𝑓 |Λ : Λ → Λ is an Anosov dif-
feomorphism. We generalize Hirsch’s problem for basic sets of axiom
A-diffeomorphisms (in short, A-diffeomorphisms) assuming that a basic
set Λ of A-diffeomorphism 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 belongs to 𝑓 -invariant closed
𝑘-manifold𝑀𝑘

Λ topologically (not necessary, smoothly) embedded to𝑀𝑛.

Keywords: A-diffeomorphism, hyperbolic set, attractor, basic set
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Âÿ÷åñëàâîì Çèãìóíäîâè÷åì Ãðèíåñîì,
Åâãåíèåì Âèêòîðîâè÷åì Æóæîìîé è Îëüãîé Âèòàëüåâíîé Ïî÷èíêîé.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå À (A-ñèñòåìû), áû-
ëè ââåäåíû Ñìåéëîì [1]. Ïî îïðåäåëåíèþ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî À-
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è íà-
äåëåíî ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü A-
äèôôåîìîðôèçìû, ÿâëÿþùèåñÿ A-ñèñòåìàìè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Âåç-
äå íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝑀𝑛 � ñâÿçíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 𝑛-
ìíîãîîáðàçèå.

Â ñèëó òåîðåìû Ñìåéëà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ëþáîãî A-äèôôåîìîðôèçìà 𝑓 íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀𝑛

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ,
èíâàðèàíòíûõ è òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ ба-
зисными множествами [1].

Индекс Морса 𝑖Λ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ åñòü ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ åãî òî÷êè, ò.å. 𝑖Λ = dim𝑊𝑢

𝑥 , 𝑥 ∈ Λ.
Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñÿ аттрактором, åñëè ñóùåñòâóåò çà-

ìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü 𝑈 ìíîæåñòâà Λ òàêàÿ, ÷òî 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑖𝑛𝑡 𝑈 è
⋂︀
𝑗>0

𝑓 𝑗(𝑈) =

Λ. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ репеллером, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àò-
òðàêòîðîì äëÿ 𝑓−1.

Íàçîâåì áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 𝑘 > 2 ано-
совским тором, åñëè 𝑓 |Λ ñîïðÿæåíî ãèïåðáîëè÷åñêîìó àëãåáðàè÷åñêîìó àâ-
òîìîðôèçìó 𝑘-ìåðíîãî òîðà T𝑘. Êàê ñëåäñòâèå, Λ ãîìåîìîðôíà T𝑘. Íà-
çîâåì 𝑘-ìåðíîå (2 6 𝑘 6 𝑛) áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ 𝐴-äèôôåîìîðôèçìà
𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 гиперповерхностным, åñëè ñóùåñòâóåò 𝑓 -èíâàðèàíòíîå çà-
ìêíóòîå 𝑘-ìíîãîîáðàçèå 𝑀𝑘

Λ ⊃ Λ, íàçûâàåìîå носителем, òîïîëîãè÷åñêè
âëîæåííîå â 𝑀𝑛.

Ãðèíåñ, Ìåäâåäåâ è Æóæîìà [2] äîêàçàëè, ÷òî âñÿêèé ïîâåðõíîñòíûé
(ãèïåðïîâåðõíîñòíûé ïðè 𝑘 = 2) äâóìåðíûé ñâÿçíûé àòòðàêòîð Λ ñ èíäåê-
ñîì Ìîðñà 𝑖Λ = 1 A-äèôôåîìîðôèçìà 𝑓 : 𝑀3 → 𝑀3 � àíîñîâñêèé òîð.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì [2] äëÿ 𝑛 > 3.

Теорема 1. Пусть 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛, 𝑛 > 3, — 𝐴-диффеоморфизм и Λ —
связный 𝑘-мерный гиперповерхностный аттрактор с индексом Морса 𝑖Λ =
𝑘 − 1 (2 6 𝑘 6 𝑛). Тогда Λ = 𝑀𝑘

Λ и это аносовский тор.
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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С

КОЭФФИЦИЕНТАМИ-РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ
Н.П. Бондаренко

bondarenkonp@info.sgu.ru

УДК 517.984

Доклад посвящен обратным задачам спектрального анализа для
дифференциальных операторов порядка 𝑛 > 2 с коэффициентами-
распределениями (обобщенными функциями). Будут даны постанов-
ки обратных задач, рассмотрены вопросы единственности и конструк-
тивного решения.

Ключевые слова: обратные спектральные задачи, дифференциаль-
ные операторы высших порядков, коэффициенты-распределения, кон-
структивное решение, метод спектральных отображений

Inverse problems for higher-order differential operators with
distribution coefficients

This talk is devoted to inverse problems of spectral analysis for differential
operators of order 𝑛 > 2 with distribution coefficients (generalized func-
tions). We will give inverse problem statements and consider the issues of
uniqueness and constructive solution.

Keywords: inverse spectral problems, higher-order differential operators,
distribution coefficients, constructive solution, method of spectral map-
pings

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè
âûðàæåíèÿìè âèäà

ℓ𝑛(𝑦) :=𝑦(𝑛) +

⌊𝑛/2⌋−1∑︁
𝑘=0

(𝜏2𝑘(𝑥)𝑦(𝑘))(𝑘)

+

⌊(𝑛−1)/2⌋−1∑︁
𝑘=0

(︀
(𝜏2𝑘+1(𝑥)𝑦(𝑘))(𝑘+1) + (𝜏2𝑘+1(𝑥)𝑦(𝑘+1))(𝑘)

)︀
, 𝑥 ∈ (0, 1),

ê êîòîðûì ïðèìåíèì ðåãóëÿðèçàöèîííûé ïîäõîä [1]. À èìåííî, ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèå

ℓ𝑛(𝑦) = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ (0, 1),

Работа выполнена в Саратовском государственном университете при финансовой
поддержке РНФ (проект № 21-71-10001, https://rscf.ru/project/21-71-10001/).
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ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå âèäà

𝑌 ′(𝑥) = (𝐹 (𝑥) + Λ)𝑌 (𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),

ãäå 𝑌 (𝑥) � âåêòîð-ôóíêöèÿ (ñòîëáåö) ðàçìåðà 𝑛, 𝜆 � ñïåêòðàëüíûé ïàðà-
ìåòð, Λ � ìàòðèöà ðàçìåðà (𝑛×𝑛) ñ ýëåìåíòîì 𝜆 â ïîçèöèè (𝑛, 1) è íóëåâûìè
îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè, 𝐹 (𝑥) = [𝑓𝑘,𝑗(𝑥)]𝑛𝑘,𝑗=1 � àññîöèèðîâàííàÿ ìàòðèöà
äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ ℓ𝑛(𝑦). Êîýôôèöèåíòû {𝜏𝜈}𝑛−2

𝜈=0 ìîãóò áûòü
êàê ñóììèðóåìûìè, òàê è îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè (ðàñïðåäåëåíèÿìè).

Â äîêëàäå áóäóò äàíû ïîñòàíîâêè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, êîòî-
ðûå ñîñòîÿò â âîññòàíîâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ {𝜏𝜈}𝑛−2

𝜈=0 ïî ìàòðèöå Âåéëÿ-
Þðêî è ïî äèñêðåòíûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì. Âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ðàññìîòðåíû â [2,3]. Â [4] ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê
êîíñòðóêòèâíîìó ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ñïåê-
òðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [5].
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ С
ПОДВИЖНОЙ ГРАНИЦЕЙ И УСЛОВИЯМИ ТИПА
ХЕЛЕ-ШОУ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ АКТИВНОГО

ДВИЖЕНИЯ КЛЕТКИ
П.О. Буклемишев, В.В. Черник

pavel.buklemishev@gmail.ru, gungho424@gmail.com

УДК 517.518

Механизм подвижности живых клеток является предметом исследо-
вания для широкого круга учёных: биологов, физиков, математиков.
В работе представлена двумерная модель клетки со свободной грани-
цей, движущейся по однородной поверхности. Динамика рассматри-
ваемого актомиозинового комплекса подчиняется закону Дарси, и он
определяет подвижность клеточной мембраны, которая в модели яв-
ляется границей двумерной области. Распределение миозина описыва-
ется уравнением адвекции-диффузии. Граничные условия включают
уравнение Юнга-Лапласа c нелокальным членом, условие непрерыв-
ности нормальной составляющей скорости и условие непротекания.

Ключевые слова: математическое моделирование, уравнения с част-
ными производными, задача с подвижной границей, разностные схе-
мы на неравномерных сетках

The numerical solution of the 2D free-boundary cell motility
problem with Hele-Shaw type boundary

The cell motility problem is being widely investigated by various scientists:
biologists, physicists and mathematicians. A simple 2D-model of a free-
boundary cell moving on the homogeneous surface is introduced in this
work. The dynamics of the actomyosin complex, whose special properties
impact the cell motility, is described by the Darcy’s law. The myosin
density changes according to the advection-diffusion equation. Boundary
conditions include Young-Laplace equation with the non-local term, the
velocity of the liquid at the boundary is equal to the normal component of
the cell membrane velocity and no flux through the membrane equation.

Keywords: mathematical modeling, partial differential equations, free
boundary problems, finite differences, non-uniform grid

Êëåòî÷íàÿ ïîäâèæíîñòü - ýòî âàæíåéøèé áèîëîãè÷åñêèé ôåíîìåí, îïðå-
äåëÿþùèé ïðèðîäó åå æèçíåäåÿòåëüíîñòè. Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíèçìîâ òàêîãî äâèæåíèÿ âîçìîæíî âíåñòè íåîöåíèìûé
âêëàä â èçó÷åíèå ôåíîìåíà. Ñåãîäíÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ ìî-
äåëåé [2], êîòîðûå òàê èëè èíà÷å, îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ
êëåòêè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ïðåäëîæåííóþ â [1].

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации АААА-А20-
120011690138-6), при поддержке гранта Министерства науки и высшего образования РФ
075-15-2019-1621
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆𝜙 = 𝜁𝜙−𝑄(𝑚) â Ω(𝑡)
𝜕𝑚
𝜕𝑡 +∇(𝑚∇𝜙) = ∆𝑚 â Ω(𝑡)

𝜁𝜙 = 𝛾𝜅+ 𝑝𝑒𝑓𝑓 (|Ω(𝑡)|) íà 𝛿Ω(𝑡)

𝑉𝜈 = 𝜕𝜙 íà 𝛿Ω(𝑡)

𝜕𝜈𝑚 = 0 íà 𝛿Ω(𝑡)

Çäåñü: 𝜑 � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè àêòîìèîçèíîâîé æèäêîñòè, 𝑚 � ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ìèîçèíà, 𝑡 - âðåìÿ, 𝜁 � àäãåçèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
𝛾 � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, 𝜅 � êðèâèçíà ãðàíèöû,
𝑝𝑒𝑓𝑓 = 𝑝ℎ + 𝑘𝑒(

|Ω0|−|Ω(𝑡)|
|Ω0| ), 𝑝ℎ � ãîìåîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, 𝑘𝑒 � êîýôôè-

öèåíò óïðóãîñòè, |Ω0| � ïëîùàäü êëåòêè â ïîêîå, |Ω(𝑡)| � ïëîùàäü êëåòêè
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡, 𝑉 � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìåìáðàíû, 𝜈 � âåêòîð íîðìà-
ëè, 𝑄(𝑚) � ðåãóëÿðèçèðóþùèé ÷ëåí. Ω(𝑡) è 𝛿Ω(𝑡) îáîçíà÷àþò âíóòðåííþþ
îáëàñòü êëåòêè è åå ãðàíèöó.

Óêàçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ ê äèíàìè÷åñêîé êðèâîëè-
íåéíîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé êðàåâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷åé ñ íåïîäâèæíîé ãðàíèöåé (àíàëîãè÷íî [3]). Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ 𝑟 = 𝜌 (𝜃, 𝑡), îïèñûâàþùàÿ ãðàíèöó îáëàñòè
êëåòêè, âìåñòå ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè. Ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå [4] îáëàäàåò âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Íà ÿçû-
êå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python íàïèñàí ïðîãðàììíûé ìîäóëü, ðåàëèçóþùèé
ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è è ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ñòàáèëü-
íûé ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñ ðàñ÷¼òíîé òî÷íîñòüþ ñõîäÿòñÿ ê àíàëèòè÷åñêèì
ðåøåíèÿì. Áûëè ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð âèçóàëèçàöèè ïîäâèæíîé êëåòêè â ìîìåíò âðåìåíè t = 6.8



35

Литература

1. Berlyand L. Bifurcation of traveling waves in a Keller-Segel type free boundary
model of cell motility // J. Commun. Math. Sci. 16 (2018), 735-762.

2. Mogilner A. Mathematics of cell motility: have we got its number?// J. Math
Biol 58 (2009) 105–134.

3. Самарский А.А. Вычислительная теплопередача // УРСС. Москва. 2003

4. Тихонов А.Н. Однородные разностные схемы на неравномерных сетках //

Журнал вычислительной математики и математической физики, 1(1962), 927–953

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ПОКАЗАТЕЛЯ ПЕРРОНА
ПО РЕШЕНИЯМ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

Е.А. Барабанов, В.В. Быков
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УДК 517.926.4, 517.925.51

Нижний характеристический показатель решения линейной одно-
родной дифференциальной системы рассматривается как функ-
ция начального вектора решения. Получено полное теоретико-
множественное описание класса всех таких функций, отвечающих си-
стемам с (вообще говоря) неограниченными коэффициентами.

Ключевые слова: линейная дифференциальная система, устойчивость,
показатели Ляпунова, показатели Перрона

The distribution of values of the Perron exponent over
solutions to a linear system

The lower characteristic exponent of a solution to a linear homogeneous
differential system is treated as a function of the initial data. We ob-
tain a complete set-theoretic description of the class of all such functions
corresponding to systems with (generally) unbounded coefficients.

Keywords: linear differential system, stability, Lyapunov exponents, Per-
ron exponents
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Äëÿ çàäàííîãî 𝑛 ∈ N ÷åðåç ̃︁ℳ𝑛 îáîçíà÷èì êëàññ ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñèñòåì

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷åðåç ℳ𝑛 � åãî ïîäêëàññ, êî-
ýôôèöèåíòû ñèñòåì êîòîðîãî îãðàíè÷åíû íà ïîëóîñè, à ÷åðåç 𝑥(·; 𝜉) � ðå-
øåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì 𝑥(0; 𝜉) = 𝜉 ∈ R𝑛. Îáîçíà÷èì
÷åðåç R := R

⨆︀
{−∞,+∞} ðàñøèðåííóþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ñ åñòåñòâåííûì

ïîðÿäêîì è ïîðÿäêîâîé òîïîëîãèåé.
Нижним показателем (показателем Перрона) íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ 𝑥(·)

ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ [1] âåëè÷èíà

𝜋[𝑥(·)] = lim
𝑡→+∞

1

𝑡
ln ‖𝑥(𝑡)‖, (2)

à ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà 𝜋𝐴 : R𝑛 ∖ {0} → R, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåí-
ñòâîì 𝜋𝐴(𝜉) = 𝜋[𝑥(·; 𝜉)], � показателем Перрона ñèñòåìû (1). Íèæíèé ïî-
êàçàòåëü Ïåððîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç ïðèìåðîâ ìíîãî÷èñëåííûõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê � ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåë¼ííûõ íà ðåøå-
íèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì è îòðàæàþùèõ òå èëè èíûå êà÷åñòâåííûå
èëè àñèìïòîòè÷åñêèå èõ ñâîéñòâà. Âàæíåéøèé èç íèõ � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà (åãî îïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé â (2) íèæ-
íåãî ïðåäåëà âåðõíèì). Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëÿ
Ïåððîíà, ïîêàçûâàþùèå åãî ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ îò ïîêàçàòåëÿ Ëÿïó-
íîâà.

À.Ì. Ëÿïóíîâûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà ñèñòåìû èç ℳ𝑛 íå ïðåâîñõîäèò å¼ ðàçìåðíîñòè 𝑛. Î. Ïåððîí îá-
íàðóæèë [1], ÷òî äëÿ íèæíèõ ïîêàçàòåëåé ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Äëÿ
äèàãîíàëüíûõ ñèñòåì èç ℳ𝑛 êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ
Ïåððîíà íå ïðåâîñõîäèò 2𝑛 − 1 [2] è ìîæåò áûòü ëþáûì òàêèì íàòóðàëü-
íûì ÷èñëîì [3]. Ó íåäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé
Ïåððîíà ìîæåò áûòü óñòðîåíî ãîðàçäî ñëîæíåå: â ðàáîòå [4] ïîñòðîåíà ñè-
ñòåìà, íèæíèå ïîêàçàòåëè ðåøåíèé êîòîðîé çàïîëíÿþò öåëûé îòðåçîê, à
â [5] äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑃 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ïîêàçàòå-
ëåé Ïåððîíà íåêîòîðîé ñèñòåìû èçℳ𝑛 â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà 𝑃 � îãðà-
íè÷åííîå ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñâîþ òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî îïèñàíèÿ äëÿ êàæäîãî íà-
òóðàëüíîãî 𝑛 êëàññà ôóíêöèé ̃︀𝒫𝑛 = {𝜋𝐴 : 𝐴 ∈ ̃︁ℳ𝑛}. Èçâåñòíî, ÷òî ̃︀𝒫𝑛 �
ïîäêëàññ âòîðîãî, íî íå ïåðâîãî, êëàññà Áýðà [6].

Â [7, 8] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑛 > 2 êëàññ ̃︀𝒫𝑛 ñîäåðæèò âñå íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 ∖ {0} → R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

𝑓(𝑐𝜉) = 𝑓(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ {0}, 𝑐 ∈ R ∖ {0}. (3)

Ïîëíîå îïèñàíèå êëàññà ̃︀𝒫𝑛 äëÿ ëþáîãî 𝑛 > 2 äà¼ò ñëåäóþùàÿ

Теорема. Функция 𝑓 : R𝑛 ∖ {0} → R принадлежит классу ̃︀𝒫𝑛 при 𝑛 > 2
тогда и только тогда, когда она удовлетворяет условию (3) и для любого
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𝑟 ∈ R прообраз 𝑓−1
(︀
[−∞, 𝑟]

)︀
является 𝐺𝛿-множеством. Класс ̃︀𝒫1 состоит

из всех постоянных функций R1 ∖ {0} → R.
Следствие. Для любого 𝑛 > 2 непустое подмножество 𝑃 расширенной

числовой прямой R является множеством значений показателя Перрона
некоторой системы из ̃︁ℳ𝑛, если и только если оно суслинское.
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Optimization inverse spectral problem for the first eigenvalue
of the matrix Sturm-Liouville operator

The optimization inverse spectral problem is considered in the paper: for
a given matrix potential 𝑉0 find the matrix function 𝑉 closest to it, such
that the first eigenvalue of the Sturm–Liouville matrix operator with
potential 𝑉 coincides with the given values 𝜆1 ∈ R.
Keywords: differential equations, spectral theory, convex optimization, in-
verse spectral problem

Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2
𝑛(0, 1) = 𝐿2(0, 1)× ..×𝐿2(0, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííûé îïåðàòîð Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ℒ[𝑉 ], ïîðîæäåííûé äèôôåðåí-
öèàëüíûì âûðàæåíèåì

𝑙(�⃗�) ≡ − 𝑑2

𝑑𝑥2
�⃗�(𝑥) + 𝑉 (𝑥)�⃗�(𝑥), 0 < 𝑥 < 1

è ñàìîñîïðÿæåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

�⃗�(0)− ℎ�⃗�(0) = 0, �⃗�(1) +𝐻�⃗�(1) = 0,

ãäå 𝜆 � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, 𝑉 (𝑥) ∈ ℳ2
𝑛(0, 1) � ýðìèòîâà ìàòðèöà,

ℎ,𝐻 � ñàìîñîïðÿæåííûå ìàòðèöû. Ïóñòü

𝜆1(𝑉 ) 6 𝜆2(𝑉 ) 6 ...𝜆𝑘(𝑉 ) 6 ...

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà ℒ[𝑉 ]. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èñ-
ñëåäîâàíèþ ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

Для заданного вещественного числа 𝜆*1 и матричного эрмитового по-
тенциала 𝑉0(𝑥) ∈ℳ2

𝑛(0, 1), требуется найти потенциал 𝑉 (𝑥) ∈ℳ2
𝑛(0, 1)

такой, что

∙ ‖𝑉0 − 𝑉 ‖2𝐿2 = inf
𝑉 ∈ℳ2

𝑛(0,1)

{︁
‖𝑉0 − 𝑉 ‖2ℳ2

𝑛(0,1)
: 𝜆1(𝑉 ) = 𝜆*1

}︁
.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè:
Теорема 1. Пусть 𝜆1(𝑉0) 6 𝜆*1. Тогда оптимизационная обратная

спектральная задача имеет единственное решение.
Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è

ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè, ñ êðàòíîñòüþ 𝑚, 1 6 𝑚 6 𝑛.
Теорема 2. Пусть 𝜆1(𝑉0) 6 𝜆*1 и 𝑉 -решение оптимизационной обрат-

ной спектральной задачи. Если 𝜆1(𝑉 ) собственное значение кратности m,
тогда справедливо представление

𝑉 (𝑥) = 𝑉0(𝑥) +

𝑚∑︁
𝑘,𝑗=1

𝛼𝑘,𝑗 �⃗�𝑘(𝑥)⊗ �⃗�𝑗(𝑥),

где �⃗�𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, ..,𝑚- ортонормированная система собственных функций
оператора ℒ[𝑉 ] соответствующих первому собственному значению рав-
ному 𝜆*1, ‖𝛼𝑘,𝑗‖𝑚𝑘,𝑗=1 — эрмитова матрица
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Â îñíîâíîì ðåçóëüòàòå ðàáîòû ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îï-
òèìèçàöèîííàÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ ñèñòåìàìè
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà è íåêîòîðûìè îáðàòíûìè ñïåêòðàëü-
íûìè çàäà÷àìè ñ íåïîëíûìè äàííûìè äëÿ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ.
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Рассматривается семейство операторов специального типа, образован-
ное псевдодифференциальными операторами. Такое семейство гене-
рирует один оператор, действующий в некотором функциональном
пространстве. Изучаются элементы этого семейства как в непрерыв-
ной, так и дискретной ситуациях.

Ключевые слова: псевдодифференциальное уравнение, разрешимость,
краевая задача.

Elliptic equations, model domains and boundary value
problems

We consider an operator family of a special type which is generated by
pseudo-differential operators. Such a family generates single operator act-
ing in a certain functional space. Elements of this family are stutied both
in continuous and discrete situations.

Keywords: pseudo-differential equation, solvability, boundary valur prob-
lem.
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1. Ëîêàëüíûé ïðèíöèï, ïðèìåíåííûé äëÿ îïðåäåëåííûõ êëàññîâ îïå-
ðàòîðíûõ óðàâíåíèé, ñâîäèò çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ôðåäãîëüìîâîñòè òàêîãî
óðàâíåíèÿ ê îïèñàíèþ óñëîâèé îáðàòèìîñòè ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñïå-
öèàëüíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè. Òàêàÿ êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíóñ â 𝑚-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è, ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíîé îáúåêò
� ýòî óðàâíåíèå â êîíóñå. Àáñòðàêòíûé ïîäõîä îïèñàí â ðàáîòàõ [1,2], äâó-
ìåðíàÿ ñèòóàöèÿ ïîäðîáíî îïèñàíà â [3].

2. Îòïðàâíîé òî÷êîé èññëåäîâàíèÿ ñëóæèò ìîäåëüíîå ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå â êîíóñå 𝐶 ⊂ R𝑚

(𝐴𝑢)(𝑥) = 𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐶, 𝑥 ∈ 𝐶, (1)

ãäå 𝐴 : 𝐻𝑠(𝐶)→ 𝐻𝑠−𝛼(𝐶) � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì
𝐴(𝜉), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

𝑐1(1 + |𝜉|)𝛼 6 |𝐴(𝜉)| 6 𝑐2(1 + |𝜉|)𝛼, 𝛼 ∈ R.

Êîíêðåòíûé êîíóñ 𝐶 îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, íàïðèìåð,
óãîë íà ïëîñêîñòè 𝐶𝑎+ = {𝑥 ∈ R2 : 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑥2 > 𝑎|𝑥1|, 𝑎 > 0} èìååò "ðàñ-
òâîð" 𝑎, à ïðîñòðàíñòâåííûé êîíóñ 𝐶𝑎,𝑏+ = {𝑥 ∈ R3 : 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3 >
𝑎|𝑥1| + |𝑥2|, 𝑎, 𝑏 > 0} èìååò 2 ïàðàìåòðà 𝑎, 𝑏. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì è
åñòåñòâåííûì âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) (â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îíî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî), êîãäà íåêîòîðûå ïàðàìåòðû
ñòðåìÿòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì 0 èëè ∞. Ïîëó÷åíû îòâåòû íà
íåêîòîðûå èç ýòèõ âîïðîñîâ [4].

3. Ìîæíî ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ (1) ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ êîíñòðóêöèé äëÿ ôóíêöèé äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà 𝑢𝑑(�̃�), �̃� ∈
ℎZ𝑚, ℎ > 0. Ïóñòü 𝐶𝑑 = ℎZ𝑚 ∩ 𝐶, ~ = ℎ−1,T = [−𝜋, 𝜋] è 𝐴𝑑(𝜉) � èçìåðèìàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R𝑚 ñ îñíîâíûì êóáîì ïåðèîäîâ
~T𝑚. Äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì 𝐴𝑑 ñ ñèìâîëîì
𝐴𝑑(𝜉) â äèñêðåòíîì êîíóñå 𝐶𝑑 íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

(𝐴𝑑𝑢𝑑)(�̃�) =
∑︁

𝑦∈ℎZ𝑚

ℎ𝑚
∫︁

~T𝑚

𝐴𝑑(𝜉)𝑒
𝑖(�̃�−𝑦)·𝜉�̃�𝑑(𝜉)𝑑𝜉, �̃� ∈ 𝐶𝑑,

ãäå �̃�𝑑(𝜉) îáîçíà÷àåò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè 𝑢𝑑.
Ââîäèòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã 𝐻𝑠-ïðîñòðàíñòâ è äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó-

÷àÿ 𝐶 = R𝑚+ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà [5]
óðàâíåíèÿ (1). Ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíûå ðåøåíèÿ îáëàäàþò àïïðîêñèìà-
öèîííûìè ñâîéñòâàìè [6] ïðè ìàëûõ ℎ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
äëÿ äèñêðåòíîãî êâàäðàíòà íà ïëîñêîñòè.
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ПОПЕРЕЧНИКИ ПО КОЛМОГОРОВУ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ
ДВУХ ШАРОВ В СМЕШАННОЙ НОРМЕ

А.А. Васильева
vasilyeva_nastya@inbox.ru

УДК 517.518.224

Получены порядковые оценки колмогоровских поперечников пересе-
чения двух конечномерных шаров в смешанной норме при некоторых
условиях на параметры.

Ключевые слова: колмогоровские поперечники, конечномерные про-
странства со смешанной нормой.

Kolmogorov widths of an intersection of two balls in a mixed
norm

Order estimates for the Kolmogorov widths of an intersection of two fi-
nite?dimensional balls in a mixed norm are obtained under some condi-
tions on the parameters.

Keywords: Kolmogorov widths, finite?dimensional spaces with a mixed
norm.

Ïóñòü 𝑚, 𝑘 ∈ N, 1 6 𝑝 <∞, 1 6 𝜃 <∞. ×åðåç 𝑙𝑚,𝑘𝑝,𝜃 îáîçíà÷èì ïðîñòðàí-
ñòâî R𝑚𝑘 ñ íîðìîé

‖(𝑥𝑖,𝑗)16𝑖6𝑚, 16𝑗6𝑘‖𝑙𝑚,𝑘
𝑝,𝜃

=

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=1

(︃
𝑚∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖,𝑗 |𝑝
)︃𝜃/𝑝⎞⎠1/𝜃

.

Äëÿ 𝑝 =∞ èëè 𝜃 =∞ îïðåäåëåíèå ìîäèôèöèðóåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
×åðåç 𝐵𝑚,𝑘𝑝,𝜃 îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà 𝑙𝑚,𝑘𝑝,𝜃 .
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Ïóñòü 𝑋 � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, 𝑀 ⊂ 𝑋, 𝑛 ∈ Z+. Êîëìîãîðîâ-
ñêèì 𝑛-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâà𝑀 â ïðîñòðàíñòâå 𝑋 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

𝑑𝑛(𝑀, 𝑋) = inf
𝐿∈ℒ𝑛(𝑋)

sup
𝑥∈𝑀

inf
𝑦∈𝐿
‖𝑥− 𝑦‖;

çäåñü ℒ𝑛(𝑋) � ñîâîêóïíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ â 𝑋 ðàçìåðíîñòè íå âûøå 𝑛.
Çàäà÷à î êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêàõ 𝑑𝑛(𝐵𝑚,𝑘𝑝,𝜃 , 𝑙

𝑚,𝑘
𝑞,𝜎 ) èçó÷àëàñü â [1�8].

Â ÷àñòíîñòè, â [8] ïîðÿäêîâûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû ïðè 2 6 𝑞, 𝜎 <∞, 1 6
𝑝 6 𝑞, 1 6 𝜃 6 𝜎, 𝑛 6 𝑎(𝑞, 𝜎)𝑚𝑘; ýòîò ðåçóëüòàò íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà ñëó÷àé 𝑛 6 𝑚𝑘

2 .

Çäåñü ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè âåëè÷èí 𝑑𝑛(𝜈1𝐵
𝑚,𝑘
𝑝1,𝜃1

∩𝜈2𝐵𝑚,𝑘𝑝2,𝜃2
, 𝑙𝑚,𝑘𝑞,𝜎 )

ïðè 2 6 𝑞, 𝜎 <∞, 1 6 𝑝𝑖 6 𝑞, 1 6 𝜃𝑖 6 𝜎, 𝑖 = 1, 2, 𝑛 6 𝑚𝑘
2 . Èç-çà îãðàíè÷åíèÿ

íà îáúåì òåçèñîâ ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò òîëüêî äëÿ îäíîãî èç ñëó÷àåâ.
Теорема 1. Пусть 𝜈1 > 0, 𝜈2 > 0, 𝑚, 𝑘 ∈ N, 𝑛 ∈ Z+, 𝑛 6 𝑚𝑘

2 , 2 < 𝑞 <∞,

2 < 𝜎 <∞, 𝑝1 ∈ [2, 𝑞], 𝜃1 ∈ [2, 𝜎], 𝑝2, 𝜃2 ∈ [1, 2]. Определим числа �̃� ∈ [0, 1],

�̃� ∈ [0, 1], 𝜃 и 𝑝 равенствами 1
2 = 1−�̃�

𝑝1
+ �̃�

𝑝2
, 1
𝜃

= 1−�̃�
𝜃1

+ �̃�
𝜃2
, 1

2 = 1−�̃�
𝜃1

+ �̃�
𝜃2
,

1
𝑝 = 1−�̃�

𝑝1
+ �̃�

𝑝2
.

Предположим, что выполнено одно из следующих условий: 1)
1/𝑝1−1/𝑞
1/2−1/𝑞 < 1/𝜃1−1/𝜎

1/2−1/𝜎 , �̃� > �̃�, 2) 1/𝑝1−1/𝑞
1/2−1/𝑞 > 1/𝜃1−1/𝜎

1/2−1/𝜎 , �̃� < �̃�.

Определим также числа 𝜆 ∈ [0, 1], 𝑝 и 𝜃 равенствами 1
𝑝 = 1−𝜆

𝑝1
+ 𝜆

𝑝2
,

1
𝜃 = 1−𝜆

𝜃1
+ 𝜆

𝜃2
, 1/𝑝−1/𝑞

1/2−1/𝑞 = 1/𝜃−1/𝜎
1/2−1/𝜎 . Тогда

𝑑𝑛(𝜈1𝐵
𝑚,𝑘
𝑝1,𝜃1

∩ 𝜈2𝐵𝑚,𝑘𝑝2,𝜃2
, 𝑙𝑚,𝑘𝑞,𝜎 ) ≍

𝑞,𝜎

≍ min{𝑑𝑛(𝜈1𝐵
𝑚,𝑘
𝑝1,𝜃1

, 𝑙𝑚,𝑘𝑞,𝜎 ), 𝑑𝑛(𝜈2𝐵
𝑚,𝑘
𝑝2,𝜃2

, 𝑙𝑚,𝑘𝑞,𝜎 ),

𝑑𝑛(𝜈1−�̃�1 𝜈�̃�2𝐵
𝑚,𝑘

2,𝜃
, 𝑙𝑚,𝑘𝑞,𝜎 ), 𝑑𝑛(𝜈1−�̃�1 𝜈�̃�2𝐵

𝑚,𝑘
𝑝,2 , 𝑙

𝑚,𝑘
𝑞,𝜎 ), 𝑑𝑛(𝜈1−𝜆1 𝜈𝜆2𝐵

𝑚,𝑘
𝑝,𝜃 , 𝑙

𝑚,𝑘
𝑞,𝜎 )}.
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ЭВОЛЮЦИОННЫЕ БИЛЛИАРДЫ КАК СПОСОБ
РЕАЛИЗАЦИИ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СЛУЧАЕВ ЭЙЛЕРА И

ЛАГРАНЖА
В.В. Ведюшкина, А.Т. Фоменко

aivenirra@gmail.com

УДК 517.938.5

Академиком А.Т. Фоменко был открыт новый класс интегрируемых
биллиардов, а именно, эволюционные биллиарды. Они представляют
собой биллиарды, положение стенок которых зависит от энергии бил-
лиардной частицы, т.е. чем больше скорость, тем больше область, в
которую при движении может попасть биллиардный шар. Как оказа-
лось, с помощью нового класса биллиардов удается промоделировать
слоение Лиувилля сразу на нескольких изоэнергетических многооб-
разиях разных областей энергии — например, в известных интегри-
руемых случаев Эйлера и Лагранжа и интегрируемых геодезических
потоков на поверхностях постоянной энергии с интегралом малой сте-
пени. .

Ключевые слова: интегрируемые системы, биллиард

Evolutionary billiards as a way to model the Euler and
Lagrange integrable cases

Academician A.T.Fomenko discovered a new class of integrable billiards,
namely, evolutionary billiards. They are billiards, the position of the walls
of which depends on the energy of the billiard particle, i.e. the greater the
speed, the larger the area into which the billiard ball can fall when moving.
As it turned out, with the help of a new class of billiards, it is possible
to model the Liouville foliation on several isoenergy manifolds of different
energy domains at once, for example, in the well-known integrable cases of
Euler and Lagrange and integrable geodesic flows on surfaces of constant
energy with an integral of small degree.

Keywords: integrable systems, billiard
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Íàçîâåì íîñèòåëåì ñèëîâîãî áèëëèàðäà êîíå÷íûé ñâÿçíûé äâóìåðíûé
ëîêàëüíî-ïëîñêèé (ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé âíóòðè 2-êëåòîê) êëåòî÷íûé
êîìïëåêñ 𝑋. Åãî 2-ëèñòû 𝐿𝑖 ãîìåîìîðôíû çàìêíóòûì îäíîñâÿçíûì îá-
ëàñòÿì 𝑅2 è îãðàíè÷åíû äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Ñêëåéêà íåñêîëü-
êèõ 2-ëèñòîâ ïðîèñõîäèò ïî èçîìåòðèè èõ îáùåé ãëàäêîé ãðàíè÷íîé äóãè
(êîðåøêà êíèæêè). Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà-ýíåðãèè 𝐻 = ℎ > 0
ðàññìîòðèì â íîñèòåëå 𝑋 çàìêíóòûé ïîäêîìïëåêñ 𝑋(ℎ), âîçìîæíî íå ñâÿç-
íûé. Íàçîâåì åãî состоянием силового биллиарда, îòâå÷àþùèì çíà÷åíèþ
ℎ. Ïðè ýòîì 𝑋(ℎ1) ⊂ 𝑋(ℎ2) äëÿ ëþáûõ ℎ1 < ℎ2 è 𝑋 = ∪𝑋(ℎ) ïî âñåì ℎ.
Òåì ñàìûì ñ ðîñòîì ℎ ñîñòîÿíèå 𝑋(ℎ) "ðàçðàñòàåòñÿ". Êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
çíà÷åíèé ℎ = 1...𝑁 ýíåðãèè 𝐻, ïðè êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ òîïîëîãèÿ ñòîëà èëè
çàêîí îòðàæåíèÿ-ïðåëîìëåíèÿ íà ðåáðàõ ãðàíèöû, íàçîâåì особыми (син-
гулярными), à îñòàëüíûå - регулярными. Закон отражения-преломления
íà ðåáðå-êîðåøêå 𝑟 â ñîñòîÿíèè 𝑋(ℎ) îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑍(ℎ, 𝑟). Îí çàäàåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé íà 𝑛 ëèñòàõ, ñêëåèâàåìûõ ïî ðåáðó 𝑟 è îïðåäå-
ëÿåò äèíàìèêó ÷àñòèöû ïîñëå óäàðà î ãðàíèöó. Ïóñòü 𝑍(ℎ) = {𝑍(ℎ, 𝑟)} �
íàáîð òàêèõ çàêîíîâ - åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ýíåðãèè, èçìåíå-
íèÿ êîòîðîé ìîãóò áûòü ëèøü ïðè îñîáûõ çíà÷åíèÿõ ℎ. Ðàçðåøèì ðåáðàì-
êîðåøêàì ñîñòîÿíèÿ 𝑋(ℎ) ãëàäêî ìåíÿòüñÿ â êëàññå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê
áåç âûðîæäåíèé.

Êàê îêàçàëîñü, ââåäåííûé êëàññ áèëëèàðäîâ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü
èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè Ýéëåðà è Ëàãðàíæà.

Теорема 1. Для интегрируемых случаев Эйлера и Лагранжа алгорит-
мически строятся эволюционные биллиарды E и L, их реализующие (т.е.
лиувиллево эквивалентные для всех регулярных 3-поверхностей). Эта ре-
ализация происходит сразу на всем фазовом многообразии 𝑀4, т.е. на
всех его регулярных изоэнергетических 3-поверхностях для всех регуляр-
ных значений интегралов энергии и площадей. В случае Эйлера биллиарды
ограничены софокусными эллипсами и гиперболами, в случае Лагранжа –
концентрическими окружностями. При стремлении фокусов друг к другу
набор регулярных изоэнергетических поверхностей биллиарда E переходит
в набор изоэнергетических поверхностей, слоения которых соответству-
ют всевозможным слоениям биллиарда L. В этом смысле случаи Эйлера
и Лагранжа биллиардно эквивалентны.

Ôàêò áèëëèàðäíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçûâàåòñÿ âåðåí è äëÿ äðóãèõ ñè-
ñòåì, à èìåííî, ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà ñôåðå, îáëàäàþùèõ ëèíåéíûìè è
êâàäðàòè÷íûìè èíòåãðàëàìè. Âñå ýòè ïîòîêè áûëè ðåàëèçîâàíû â ñëåäóþ-
ùåì ñìûñëå. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíî èíòåãðèðóåìîãî ïîòîêà íà ñôåðå àëãîðèò-
ìè÷åñêè ñòðîèòñÿ èíòåãðèðóåìûé òîïîëîãè÷åñêèé áèëëèàðä, ëèñòû êîòîðî-
ãî îãðàíè÷åíû êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè. Äëÿ ëþáîãî êâàäðàòè÷íî-
èíòåãðèðóåìîãî ïîòîêà íà ñôåðå àëãîðèòìè÷åñêè ñòðîèòñÿ èíòåãðèðóåìûé
òîïîëîãè÷åñêèé áèëëèàðä, ëèñòû êîòîðîãî îãðàíè÷åíû äóãàìè ñîôîêóñíûõ
ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë. Ïðè óñòðåìëåíèè ôîêóñîâ äðóã ê äðóãó òàêîé áèëëè-
àðä ïåðåõîäèò â áèëëèàðä, ìîäåëèðóþùèé ëèíåéíî èíòåãðèðóåìûé ãåîäåçè-
÷åñêèé ïîòîê íà äâóìåðíîé ñôåðå. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ñèñòåìû áèëëèàðäíî
ýêâèâàëåíòíû.
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Г.В. Воскресенская
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В докладе будет рассказано об изучении структуры пространств мо-
дулярных форм методом рассечения, то есть представления их в виде
𝑓(𝑧)𝑊 ⊕ 𝑈, где 𝑓(𝑧) — некоторая модулярная форма, 𝑊 — простран-
ство модулярных форм меньшего веса, 𝑈 — дополнительное простран-
ство. Если 𝑈 = {0}, то рассечение называется точным. Доказаны тео-
ремы о точном рассечении и о природе дополнительных пространств.

Ключевые слова: модулярная форма, эта-функция Дедекинда, пара-
болические вершины

The method of cutting in spaces of modular forms

In the report we speak about study of structure of spaces of modular
form by the method of cutting. It means that we consider such space as
𝑓(𝑧)𝑊 ⊕𝑈, where 𝑓(𝑧) is a modular form, 𝑊 is a space of modular forms
of smaller weight, 𝑈 is an additional space . If 𝑈 = {0}, then the cutting
is called the exact one. The theorems about the exact cutting and the
nature of additional spaces.

Keywords: modular form, Dedekind eta-function, cusps

Воскресенская Галина Валентиновна, д.ф.-м.н., профессор, Самарский университет
имени С.П. Королева (Самара, Россия); (Samara University,Samara, Russia)



46

Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ìîäóëÿðíûõ ôîðì [3].
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî 𝑉 = 𝑀𝑘(Γ0(𝑁), 𝜒) èëè 𝑆𝑘(Γ0(𝑁), 𝜒).

Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâ 𝑓(𝑧)𝑊, ãäå 𝑓(𝑧) �
ìîäóëÿðíàÿ ( â ÷àñòíîñòè, ïàðàáîëè÷åñêàÿ) ôîðìà íåáîëüøîãî âåñà, à 𝑊 �
ïðîñòðàíñòâî ìîäóëÿðíûõ ôîðì ìåíüøåãî âåñà òîãî æå óðîâíÿ è äîïîëíè-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑈 . Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑧) íàçûâàåòñÿ ðàññåêàþùåé ôóíêöè-
åé. Åñëè 𝑉 = 𝑓(𝑧)𝑊, òî ðàññå÷åíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.

Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé
ôàêò � òî÷íîå ðàññå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ôîðì óðîâíÿ 1
ôóíêöèåé ∆(𝑧) = 𝜂24(𝑧). Ïðîñòðàíñòâà äðóãèõ óðîâíåé ìàëî èçó÷åíû. Àâ-
òîðîì [4] ïîëíîñòüþ èññëåäîâàí ñëó÷àé òî÷íîãî ðàññå÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ñ òðèâèàëüíûìè èëè êâàäðàòè÷íûìè õàðàêòåðàìè.Ïðè òî÷íîì ðàññå÷åíèè
ðàññåêàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî÷òè âñåãäà ïðîïîðöèîíàëüíà ýòà-ïðîèçâåäåíèþ ñ
ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îòìåòèì íåñêîëüêî âîçíèêàþùèõ çäåñü çàäà÷:
1) Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî 𝑈 . Ðàçìåðíîñòü 𝑈 ïðè âîçðàñòàíèè âåñà 𝑉 ñòà-

íîâèòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðíîñòüþ 𝑉.
2) Ïðåäñòàâèòü 𝑉 â âèäå 𝑉 = ∪𝑠𝑗=1𝑓𝑗(𝑧)𝑊 ïðè íåáîëüøèõ s. Â ÷àñòíîñòè,

èçó÷àþòñÿ ðàçëîæåíèÿ 𝑉 â ïðÿìûå ñóììû ðàññå÷åííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
3) Èñïîëüçîâàòü ðàññå÷åíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì è áà-

çèñîâ (ýòî ñëîæíåå) â 𝑉. Â ýòîì êîíòåêñòå îòìåòèì ïðîáëåìó Êåíà Îíî:
îïèñàòü âñå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëÿðíûõ ôîðì, ïîðîæäåííûå ýòà-÷àñòíûìè.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî áàçèñ äîïîëíèòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâà ïàðàáîëè÷åñêèõ
ôîðì ìàëîãî âåñà (÷àñòî íå áîëåå ÷åì âåñà 4).

Теорема 1. Пусть
1) 𝑁 — такое натуральное число, что сравнения 𝑥2+1 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑𝑁), 𝑥2+

𝑥+ 1 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑𝑁) не имеют решений,
2) 𝑘, 𝑙 — положительные целые четные числа , 𝑘 > 𝑙 + 8,
3) параболическая форма 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆𝑙(Γ0(𝑁)) и не имеет нулей в точках

римановой поверхности (𝐻/Γ0(𝑁))* , эквивалентных 𝑖 или 𝜔 относитель-
но Γ,

4) {𝑢1(𝑧), ..., 𝑢𝑡(𝑧)} - базис ортогонального дополнения 𝑈0 к простран-
ству 𝑔(𝑧)𝑀2(Γ0(𝑁)) в пространстве 𝑆𝑙+2(Γ0(𝑁)).

Тогда

𝑆𝑘(Γ0(𝑁)) = 𝑓(𝑧)𝑀𝑘−𝑙(Γ0(𝑁))⊕ 𝑈,

где 𝑈 = ℎ(𝑧) · 𝑈0,

ℎ(𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸

𝑘−𝑙−2
4

4 (𝑧), 𝑘 ≡ 𝑙 + 2(4),

𝐸
𝑘−𝑙−8

4
4 (𝑧) · 𝐸6(𝑧), 𝑘 ≡ 𝑙(4).

Äëÿ íå÷åòíîãî âåñà ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó . Ðàññåêàþ-
ùèå ôóíêöèè 𝑓(𝑧) ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî â âèäå ýòà-ïðîèçâåäåíèé. Âåñ 𝑙
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íå ïðåâîñõîäÿùèì 12 è ÷àñòî ðàâíûì 2.
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КРУГОВАЯ СХЕМА ФЛЕЙТАС ДЛЯ
ГРАДИЕНТНО-ПОДОБНЫХ ПОТОКОВ ПОВЕРХНОСТИ

В.Д. Галкин, Е.В. Ноздринова, О.В. Починка
vgalkin@hse.ru, enozdrinova@hse.ru, olga-pochinka@yandex.ru

УДК 517.9

В настоящей работе получена классификация градиентно-подобных
потоков на произвольных поверхностях посредством обобщения кру-
говой схемы Флейтас. В 1975 году она доказала, что такая схема яв-
ляется полным инвариантом топологической эквивалентности для по-
лярных потоков на 2- и 3-многообразиях. В настоящей работе мы обоб-
щаем понятие круговой схемы на произвольные градиентно-подобные
потоки на поверхностях. Доказываем, что класс изоморфности таких
схем является полным инвариантом топологической эквивалентности.
Также в работе исчерпывающим образом решен вопрос реализуемо-
сти абстрактной круговой схемы градиентно-подобным потоком на по-
верхности. Кроме того, построен эффективный алгоритм различения
изоморфности круговых схем.

Ключевые слова: математика, динамические системы, градиентно-
подобные потоки, классификация потоков
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Fleitas circular scheme of gradient-like flows on surface

In this paper, a classification of gradient-like flows on arbitrary surfaces is
obtained by generalizing the circular scheme of Flutes. In 1975, she proved
that such a scheme is a complete invariant of topological equivalence for
polar flows on 2- and 3-manifolds. In this paper, we generalize the concept
of a circular circuit to arbitrary gradient-like flows on surfaces. We prove
that the isomorphism class of such schemes is a complete invariant of
topological equivalence. The paper also exhaustively solves the question
of the feasibility of an abstract circular scheme with a gradient-like flow
on the surface. In addition, an efficient algorithm for distinguishing the
isomorphism of circular schemes is constructed.

Keywords: mathematics, dynamical systems, gradient like flows, flows
classification

Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü градиентно-подобные потоки
íà ïîâåðõíîñòÿõ𝑀2, òî åñòü ïîòîêè ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðå-
êóððåíòíûì ìíîæåñòâîì, èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê êî-
òîðîãî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì êëàññ òàêèõ ïîòîêîâ ÷åðåç 𝐺. Ïîòîêè
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà èìåþò íàèáîëåå ïðîñòóþ äèíàìèêó, ÷òî âäîõíîâ-
ëÿëî ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ íà ïîèñêè èíâàðèàíòîâ èõ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî åñëè 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺, òîãäà ìíîæåñòâî 𝐴𝛿 ÿâëÿåòñÿ àò-
òðàêòîðîì ïîòîêà 𝑓 𝑡 è îáëàäàåò çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòüþ 𝑈𝛿, ãðàíèöó
êîòîðîé Σ𝛿 êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà 𝑓 𝑡|𝑊 𝑠

Ω𝛿
∖Ω𝛿

ïåðåñåêàåò â òî÷íîñòè â

îäíîé òî÷êå. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ïîòîêà 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
𝛿* ⊂ Ω1

𝑓𝑡 òàêîå, ÷òî 𝑈𝛿* ∼= D2 è Σ𝛿*
∼= S1 (ñì. Òåîðåìà 1 [5]). Ïîëîæèì

𝐿𝑠𝛿* = {𝑊 𝑠
𝜎 ∩ Σ𝛿* , 𝜎 ∈ 𝛿*}, 𝐿𝑢𝛿* = {𝑊𝑢

𝜎 ∩ Σ𝛿* , 𝜎 ∈ (Ω1
𝑓𝑡 ∖ 𝛿*)}.

Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà 𝐿𝑠𝛿* (𝐿𝑢𝛿*) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè Σ𝛿* ñ óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíîãîîáðàçèåì
ñåäëà 𝑊 𝑠

𝜎 (𝑊𝑢
𝜎 ), êîòîðûå ïîìå÷åíû ñïèíîì +, åñëè îáúåäèíåíèå äèñêà 𝑈𝛿*

ñ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ìíîãîîáðàçèÿ 𝑊𝑢
𝜎

(𝑊 𝑠
𝜎) ãîìåîìîðôíî êîëüöó, è ñïèíîì -, åñëè ýòî îáúåäèíåíèå ãîìåîìîðôíî

ïëåíêå Ì¼áèóñà. Íàáîð

𝑆𝛿* = (Σ𝛿* , 𝐿
𝑠
𝛿* , 𝐿

𝑢
𝛿*)

íàçîâåì круговой схемой ïîòîêà 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺. Äâå êðóãîâûå ñõåìû 𝑆𝛿* è 𝑆𝛿′* íà-
çîâåì эквивалентными, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì 𝜙 : Σ𝛿* → Σ𝛿′* , ïå-
ðåâîäÿùèé ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâ 𝐿𝑠𝛿* , 𝐿

𝑢
𝛿*
â ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâ 𝐿𝑠𝛿′* , 𝐿

𝑢
𝛿′*
,

ñîîòâåòñòâåííî, ñ ñîõðàíåíèåì ñïèíîâ.
Òàê êàê âûáðàòü 𝐴𝛿* ìîæíî íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, òî îáîçíà÷èì

÷åðåç 𝑆𝑓𝑡 íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ êðóãîâûõ ñõåì ïîòîêà 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺. Íàáîðû 𝑆𝑓𝑡

è 𝑆𝑓 ′𝑡 ïîòîêîâ 𝑓 𝑡 è 𝑓
′𝑡 èç êëàññà 𝐺 íàçîâåì эквивалентными, åñëè êðóãîâûå

ñõåìû â íàáîðàõ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Теорема. Потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐺 топологически эквивалентны тогда и
только тогда, когда множества их круговых схем 𝑆𝑓𝑡 , 𝑆𝑓 ′𝑡 эквивалентны.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò ñëåäîâàòü èç äâóõ íèæåñëåäóþùèõ ëåìì.

Лемма 1. Множества круговых схем топологически эквивалентных
потоков 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐺 эквивалентны.

Лемма 2. Если для потоков 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐺 множества круговых схем 𝑆𝑓𝑡 ,
𝑆𝑓 ′𝑡 эквивалентны, то потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 топологически эквивалентны.
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УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ
ФЕРМА-ШТЕЙНЕРА В ГИПЕРПРОСТРАНСТВАХ НАД

КОНЕЧНОМЕРНЫМИ НОРМИРОВАННЫМИ
ПРОСТРАНСТВАМИ

А.Х. Галстян
ares.1995@mail.ru

УДК 515.124.4, 519.176

Проблема Ферма–Штейнера состоит в поиске всех точек метриче-
ского пространства 𝑌 таких, что сумма расстояний от каждой из
них до точек из некоторого фиксированного конечного подмножества
𝐴 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} пространства 𝑌 минимальна [1]. Мы рассматриваем
эту проблему в случае, когда 𝑌 — это пространство непустых ком-
пактных подмножеств конечномерного нормированного пространства
𝑋, наделённое метрикой Хаусдорфа, то есть 𝑌 является гиперпро-
странством над 𝑋. В данной работе изучается вопрос устойчивости
решения проблемы Ферма–Штейнера при переходе от границы из ко-
нечных компактов к границе, состоящей из их выпуклых оболочек.

Ключевые слова: проблема Штейнера, проблема Ферма–Штейнера,
экстремальные сети, расстояние Хаусдорфа.
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Stability of the solution of the Fermat-Steiner problem in
hyperspaces

The Fermat–Steiner problem is to find all points of the metric space 𝑌
such that the sum of the distances from each of them to points from
some fixed finite subset 𝐴 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} of the space 𝑌 is minimal [1].
We consider this problem in the case when 𝑌 is the space of non-empty
compact subsets of a finite-dimensional normed space 𝑋 endowed with
the Hausdorff metric, i.e. 𝑌 is a hyperspace over 𝑋. In this paper, we
study the question of the stability of the solution of the Fermat–Steiner
problem when passing from a boundary consisting of finite compact sets
to a boundary consisting of their convex hulls.

Keywords: Steiner problem, Fermat–Steiner problem, extremal networks,
Hausdorff distance.

Â ñëó÷àå, êîãäà 𝑌 ÿâëÿåòñÿ ãèåðïðîñòðàíñòâîì íàä äðóãèì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, èçíà÷àëüíî çàäàííîå ìíîæåñòâî 𝐴 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} îáû÷íî
íàçûâàþò границей, âñå 𝐴𝑖 � граничными множествами, à ïîäìíîæåñòâà,
êîòîðûå ðåàëèçóþò ìèíèìóì ñóììû ðàññòîÿíèé äî ãðàíè÷íûõ êîìïàêòîâ �
компактами Штейнера. Ãðàíèöó 𝐴 íàçîâ¼ì устойчивой, åñëè ïðè ïåðåõîäå
ê âûïóêëûì îáîëî÷êàì ãðàíè÷íûõ êîìïàêòîâ ìèíèìóì ñóììû ðàññòîÿíèé
äî íèõ íå èçìåíèòñÿ.

Ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòîâ Øòåéíåðà ÷åðåç Σ(𝐴).
Îíî ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû Σ𝑑(𝐴), ãäå 𝑑 =
(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), à 𝑑𝑖 � ýòî ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà îò êîìïàêòà 𝐾 ∈ Σ𝑑(𝐴) äî 𝐴𝑖,
òî åñòü 𝑑𝑖 = 𝑑𝐻(𝐴𝑖,𝐾). Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ðåøåíèé 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛),
äëÿ çàäàííîé ãðàíèöû 𝐴 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ω(𝐴). Èçâåñòíî [2], ÷òî êàæäûé
êëàññ Σ𝑑(𝐴) ñîäåðæèò â ñåáå åäèíñòâåííûé êîìïàêò 𝐾𝑑, êîòîðûé ìàêñèìà-
ëåí ïî âêëþ÷åíèþ, à òàêæå íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷å-
íèþ êîìïàêòîâ. ×åðåç 𝐵𝑟(𝑦) ⊂ 𝑋 ìû îáîçíà÷àåì çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì

â òî÷êå 𝑦 ðàäèóñà 𝑟. Â ñòàòüå [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî 𝐾𝑑 =
𝑛⋂︀
𝑖=1

𝐵𝑑𝑖(𝐴𝑖),

ãäå 𝑑 ∈ Ω(𝐴). Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ãðàíèöû èç êîíå÷íûõ
êîìïàêòîâ ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàíè÷íûé êîìïàêò 𝐴𝑖 è òàêàÿ òî÷êà 𝑎𝑖𝑗 â
í¼ì, ÷òî 𝐵𝑑𝑖(𝑎

𝑖
𝑗) ∩ 𝐾𝑑 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, îíî îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç HP𝑑(𝑎
𝑖
𝑗). Åñëè 𝐵𝑑𝑖(𝑎

𝑖
𝑗) ∩ 𝐾𝑑 áåñêîíå÷íî, òî ïîëàãàþò äëÿ óäîáñòâà,

÷òî HP𝑑(𝑎
𝑖
𝑗) = ∅. Ìíîæåñòâî

⋃︀
𝑖,𝑗

HP𝑑(𝑎
𝑖
𝑗) îáîçíà÷àåòñÿ HP(𝐴).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû Ôåðìà�Øòåéíåðà ñîõðàíÿåòñÿ íå òîëüêî çíà÷åíèå ìèíèìóìà
ñóììû ðàññòîÿíèé äî ãðàíè÷íûõ êîìïàêòîâ, íî îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì ñàì
âåêòîð ðàññòîÿíèé (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛). Òàêæå ìû ïðèâîäèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ôåðìà�Øòåéíåðà. Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå

Conv : 𝑌 → 𝑌,

êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó ãèïåðïðîñòðàíñòâà 𝑌 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî

âûïóêëóþ îáîëî÷êó. Îáîçíà÷èì òàêæå
𝑛⋂︀
𝑖=1

𝐵𝑑𝑖
(︀
Conv(𝐴𝑖)

)︀
÷åðåç 𝐾Conv

𝑑 , à

âíóòðåííîñòü 𝐾Conv
𝑑 ÷åðåç 𝑈Conv

𝑑 .
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Утверждение 1. Для всех 𝑖 выполняется

𝑑𝐻
(︀
Conv(𝐴𝑖),𝐾

Conv
𝑑

)︀
6 𝑑𝑖.

Óòâåðæäåíèå 1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìèíèìóì ñóììû ðàññòîÿíèé ïðè ïå-
ðåõîäå ê âûïóêëûì îáîëî÷êàì ìîæåò ëèøü óìåíüøèòüñÿ, è åñëè îí ñî-
õðàíèëñÿ, òî èñõîäíûé âåêòîð (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) áóäåò âåêòîðîì, ðåàëèçóþùèì
ðåøåíèå ïðîáëåìû Ôåðìà�Øòåéíåðà äëÿ ãðàíèöû èç âûïóêëûõ îáîëî÷åê
èçíà÷àëüíûõ êîíå÷íûõ ãðàíè÷íûõ êîìïàêòîâ. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå óñòîé-
÷èâîñòè 𝐾Conv

𝑑 áóäåò ìàêñèìàëüíûì êîìïàêòîì Øòåéíåðà â êëàññå Σ𝑑(𝐴)
äëÿ íîâîé ãðàíèöû èç âûïóêëûõ êîìïàêòîâ.

Теорема 2. [Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè] Пусть норма про-
странства 𝑋, над которым было построено гиперпространство 𝑌 , строго
выпукла, граница 𝐴 состоит из конечных компактов, все 𝑑𝑖 положитель-
ны и 𝑈Conv

𝑑 ̸= ∅. Тогда граница 𝐴 является неустойчивой, если существует
номер 𝑠 такой, что (︁𝑚𝑠⋃︁

𝑗=1

𝜕𝐵𝑑𝑠(𝑎𝑠𝑗)
)︁
∩HP𝑑(𝐴) ⊂ 𝑈Conv

𝑑 ,

где 𝑚𝑠 — количество точек в компакте 𝐴𝑠.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì, ïðîôåñ-
ñîðó À. À. Òóæèëèíó è ïðîôåññîðó À. Î. Èâàíîâó, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê íåé â ïðîöåññå ñîâìåñòíîé ðàáîòû.
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Пусть 𝐺 — конечная группа лиева типа и 𝑇 — некоторый максималь-
ный тор группы 𝐺. Мы завершаем исследование вопроса о существо-
вании дополнения для тора 𝑇 в его алгебраическом нормализаторе
𝑁(𝐺,𝑇 ).

Ключевые слова: конечная группа лиева типа, скрученная группа ли-
ева типа, группа Вейля, максимальный тор

On splitting of the normalizer of a maximal torus in groups of
Lie type

Let 𝐺 be a finite group of Lie type and 𝑇 be a maximal torus of 𝐺. We
complete the problem of the existence of a complement for the torus 𝑇 in
its algebraic normalizer 𝑁(𝐺,𝑇 ).

Keywords: finite group of Lie type, twisted group of Lie type, Weyl group,
maximal torus

Çàäà÷à î ðàñùåïëÿåìîñòè íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà âïåðâûå
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå Æ. Òèòñà [1]. Ïóñòü 𝐺 � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ
ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì F𝑝 ïðî-
ñòîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 𝑝. Ïóñòü 𝜎 � ýíäîìîðôèçì Ñòåéíáåðãà è 𝑇 �
ìàêñèìàëüíûé 𝜎-èíâàðèàíòíûé òîð ãðóïïû 𝐺. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå
ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîïðÿæåíû â 𝐺 è ôàêòîðãðóïïà 𝑁𝐺(𝑇 )/𝑇 èçîìîðô-
íà ãðóïïå Âåéëÿ 𝑊 ãðóïïû 𝐺. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ
ãðóïï 𝐺 íîðìàëèçàòîð 𝑁𝐺(𝑇 ) ðàñùåïëÿåòñÿ íàä 𝑇 . Îòâåò áûë íåçàâèñèìî
ïîëó÷åí â ðàáîòå [2] è, êàê ñëåäñòâèå, â ñåðèè ðàáîò àâòîðà [3�6]. Â ñëó÷àå
ãðóïï Ëè äàííàÿ ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [7].

Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï
ëèåâà òèïà. Ïóñòü 𝐺 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà, òî åñòü 𝑂𝑝

′
(𝐺𝜎) 6

𝐺 6 𝐺𝜎. Ïóñòü 𝑇 = 𝑇 ∩ 𝐺 � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû 𝐺 è 𝑁(𝐺,𝑇 ) =
𝑁𝐺(𝑇 ) ∩ 𝐺 � àëãåáðàè÷åñêèé íîðìàëèçàòîð â 𝐺 òîðà 𝑇 . Èçâåñòíî, ÷òî â
ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï ìàêñèìàëüíûå òîðû íå îáÿçàíû áûòü ñîïðÿæåííû-
ìè â ãðóïïå 𝐺. Îáùàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè òàêèõ ãðóïï 𝐺 è èõ
ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ 𝑇 , ÷òî ãðóïïà 𝑁(𝐺,𝑇 ) ðàñùåïëÿåòñÿ íàä 𝑇 . Äàííàÿ
ïðîáëåìà ðåøåíà äëÿ ãðóïï ëèåâûõ òèïîâ 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷𝑛, 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8 è
𝐹4 â ðàáîòàõ [4�6, 8�10]. Áîëåå òîãî, äëÿ ãðóïïû 𝐹4(𝑞) â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
äîïîëíåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîì íîðìàçèëàòîðå äëÿ ìàêñèìàëüíîãî òîðà íàé-
äåíû äîáàâëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà.

Доклад выполнен при поддержке Математического Центра в Академгородке, согла-
шение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации №075-15-
2022-282.

Гальт Алексей Альбертович, к.ф.-м.н., доцент, НГУ (Новосибирск, Россия); Alexey
Galt (Novosibirsk State University, Moscow, Russia)
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Äæ.Àäàìñ è X.Õå â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåëè ñìåæíûé âîïðîñ: êàêîâ ïî-
ðÿäîê ïîäíÿòèÿ ýëåìåíòà 𝑤 ∈ 𝑊 â ãðóïïå 𝑁𝐺(𝑇 )? Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè
ïîðÿäîê ýëåìåíòà 𝑤 ðàâåí 𝑑, òî ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäíÿòèÿ äëÿ 𝑤 ðà-
âåí ëèáî 𝑑, ëèáî 2𝑑. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè 𝑁𝐺(𝑇 ) ðàñùåïëÿåòñÿ íàä 𝑇 , òî
ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ðàâåí 𝑑.

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï 𝐺 ëèåâà òèïà 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8 èëè 𝐹4 íîðìàëè-
çàòîð òîðà íå ðàñùåïëÿåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, â ðàáîòàõ [8, 9] äîêàçàíî, ÷òî â
ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï 𝐸6(𝑞), 𝐸7(𝑞), 𝐸8(𝑞) ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäíÿòèÿ
âñåãäà ðàâåí 𝑑. Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäíÿòèÿ ðàâåí 𝑑 äëÿ
ñîîòâåòñâóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Äëÿ ãðóïï ëèåâà òèïà 𝐹4 â ðàáîòå [2] íàéäåíû ìèíèìàëüíûå ïîðÿäêè
ïîäíÿòèé äëÿ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ òàê íàçûâàåìûì ðåãóëÿðíûì èëè
ýëëèïòè÷åñêèì êëàññàì ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû𝑊 . Â ÷àñòíîñòè, Äæ.Àäàìñ
è X.Õå ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëëèïòè÷åñêèé ýëåìåíò ïîðÿäêà 4 äëÿ
êîòîðîãî ëþáîå åãî ïîäíÿòèå èìååò ïîðÿäîê 8. Â ðàáîòå [10] íàéäåíû ìè-
íèìàëüíûå ïîðÿäêè ïîäíÿòèé äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â ãðóïïå
𝐹4(𝑞).

Ìû çàâåðøàåì èññëåäîâàíèå ïîñòàâëåííîãî âîïðîñà î ðàñùåïëÿåìîñòè
íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà äëÿ îñòàâøèõñÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà
òèïà.

Теорема. Пусть 𝐺 ∈ {𝐺2(𝑞), 2𝐺2(𝑞), 3𝐷4(𝑞), 2𝐹4(𝑞), 2𝐵2(𝑞)}. Пусть 𝑇 —
максимальный тор группы 𝐺 и 𝑁 — алгебраический нормализатор тора
𝑇 . Тогда 𝑁 расщепляется над 𝑇 .
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В тезисах даны теоремы о разложении действительных чисел по муль-
типликативной системе чисел, по последовательности Фибоначчи и по
целочисленной последовательности, удовлетворяющей рекуррентным
соотношениям и связанной с числами Пизо–Виджаярагхавана.

Ключевые слова: математика, теория чисел, системы счисления, муль-
типликативная последовательность чисел, числа Фибоначчи, числа
Пизо–Виджаярагхавана

On scales of notation and there generalizations

In this abstracts theorems on the expression of real numbers on multiplica-
tive number system, Fibonacci sequence and integral valued sequences sat-
isfiing recurrent correlations and connected with Pisot–Vidgajraghavan,
are given.

Keywords: mathematics, theory of numbers, scales of notation, Fibonacci
numbers, Pisot–Vidgajaraghavan numbers

Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè äàíû îáîáùåíèÿ òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîì ïðåä-
ñòàâëåíèè â âèäå ðÿäà â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà è ôîðìóëû À.Î. Ãåëüôîíäà ñ íåöåëûì îñíîâàíèåì, áîëüøèì åäèíè-
öû.

Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
𝑞𝑘 > 2, 𝑟 > 1. Îïðåäåëèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñèñòåìó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
𝑚𝑘, 𝑘 > 0, âèäà

𝑚0 = 1,𝑚𝑘 = 𝑚𝑘−1𝑞𝑘, 𝑘 > 1. (1)

Ïóñòü 𝑎 � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1). Ãîâîðÿò,
÷òî 𝑎 ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà

𝑎 =

∞∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘
𝑚𝑘

, 0 6 �̄�𝑘 6 𝑞𝑘 − 1, (2)

ãäå ïðè 𝑘 > 0 ÷èñëà �̄�𝑘 � öåëûå è �̄�0 ìîãóò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ ëèáî 0,
ëèáî 1, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 𝑛 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝑎−
𝑛∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘
𝑚𝑘

< 𝑚−1
𝑛 . (3)
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(Allameh Tabataba’i University, Teheran, Iran)

Михайлов Илья Петрович, Казанский авиационный институт (Лениногорск, Россия);
(Tupolev Kazan National Research Technical University, Leninigorsk, Russia)

Чубариков Владимир Николаевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоно-
сова (Москва, Россия); Vladimir Chubarikov (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)



55

Теорема 1. Любое действительное число единственным образом пред-
ставимо в виде (2) и (3).

Ïðîñòåéøåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ �ôàêòîðèàëüíàÿ�
ñèñòåìà 𝑚𝑛 = (𝑛 − 1)!, 𝑞𝑛 = 𝑛, 0! = 1, 𝑛 > 1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 î åäèí-
ñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà ïî îáðàòíûì çíà÷åíèÿì 𝑚𝑛, îöåíèì 𝑥𝑛 äëÿ
÷èñëà 𝑒. Èìååì

𝑥𝑛
𝑛!

= 𝑒−
𝑛∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
, 1 = �̄�𝑘 = [𝑞𝑘𝑥𝑘−1] = [𝑘𝑥𝑘−1],

1 6 𝑞𝑘𝑥𝑘−1 < 2,
1

𝑛+ 1
6 𝑥𝑛 <

2

𝑛+ 1
.

Òàêèì îáðàçîì,

𝑒 =

𝑛∑︁
𝑘=0

1

𝑛!
+
𝑥𝑛
𝑛!
,

1

𝑛+ 1
6 𝑥𝑛 <

2

𝑛+ 1
.

Çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ñâåðõó: 𝑥𝑛 < 1
𝑛 . Ñëåäîâàòåëüíî,

1

𝑛+ 1
6 𝑥𝑛 <

1

𝑛
.

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

𝐹0 = 𝐹1 = 1, 𝐹𝑘+1 = 𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1(𝑘 > 1).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî 𝑎 > 0 ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà

𝑎 = 𝑎0 +

∞∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘
𝐹𝑘
, (4)

ãäå 𝑎0 = [𝑎] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà 𝑎, öåëûå ÷èñëà �̄�𝑘, 𝑘 > 1, ìîãóò ïðèíè-
ìàòü âñåãî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1, è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 6 𝑎− 𝑎0 −
𝑛∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘
𝐹𝑘

< 𝐹−1
𝑛 . (5)

Теорема 2. Любое действительное число единственным образом пред-
ставимо в виде (4) и (5).

Ïóñòü 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè 𝑛 > 0 ëèíåéíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ ñ öå-
ëûìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝑢𝑛+𝑟 = 𝑎1𝑢𝑛+𝑟−1 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑢𝑛, 𝑎𝑟 ̸= 0,

è ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑟 − 𝑎1𝑥𝑟−1− · · · − 𝑎𝑟 ðåêóð-
ðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå íà ëèíåéíûå ìíîæè-
òåëè

𝑓(𝑥) = (𝑥− 𝛼1)𝑒1 . . . (𝑥− 𝛼𝑠)𝑒
𝑠

, 𝑒1 + · · ·+ 𝑒𝑠 = 𝑟.
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Òîãäà 𝑢𝑛 êàê ôóíêöèÿ îò àðãóìåíòà 𝑛 > 0 èìååò âèä

𝑢𝑛 =

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘(𝑛)𝛼𝑛𝑘 ,

ãäå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà 𝑃𝑘(𝑛) íå ïðåâîñõîäèò 𝑒𝑘 − 1, à åãî êîôôèöèåí-
òû îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑟−1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{𝑢𝑛}. ×èñëî 𝛼 = 𝛼1 > 1 íàçûâàþò ÷èñëîì Ïèçî�Âèäæàÿðàãõàâàíà (𝑃𝑉 -
÷èñëî), åñëè âñå åãî ñîïðÿæåííûå, îòëè÷íûå îò 𝛼, ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî
êðóãà |𝑧| < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑛 > 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
𝑢𝑛

𝑢𝑛−1
< 𝛼. Ëþáîå 𝑎 ∈ [0, 1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝑎 =

∞∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘
𝑢𝑘
, 0 6 �̄�𝑘 < 𝛼,

ãäå �̄�𝑘, 𝑘 > 1, � öåëûå ÷èñëà.
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ОПЕРАТОРЫ РОТЫ-БАКСТЕРА НА АЛГЕБРАХ ХОПФА
М.Е. Гончаров
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В данном докладе вводится понятие оператора Роты-Бакстера на ко-
коммутативных алгебрах Хопфа. Данное понятие обобщает понятие
оператора Роты-Бакстера на группах и оператора Роты-Бакстера веса
1 на алгебрах Ли. Изучаются основные свойства введенного операто-
ра. Показывается, что произвольный оператор Роты-Бакстера веса 1
на алгебре Ли g (на группе 𝐺) можно единственным образом продол-
жить до оператора Роты-Бакстера на универсальную обертывающую
алгебру 𝑈(g) (соответственно, на групповую алгебру 𝐹 [𝐺]).

Ключевые слова: оператор Роты-Бакстера, алгебра Хопфа, универ-
сальная обертывающая алгебра, групповая алгебра

Rota-Baxter operator on Hopf algebras

In this talk, we introduce and study the notion of a Rota-Baxter operator
on a cocommutative Hopf algebra that generalizes notions of a Rota-
Baxter operator on a group and a Rota-Baxter operator of weight 1 on
a Lie algebra. We show that every Rota-Baxter operator (of weight 1)
on a Lie algebra g (resp., on a group 𝐺) can be uniquely extended to a
Rota-Baxter operator on the universal enveloping algebra 𝑈(g) (resp., on
the group algebra 𝐹 [𝐺]).

Keywords: Rota-Baxter operator, Hopf algebra, universal enveloping al-
gebra, group algebra

Ïóñòü 𝐴 � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì 𝐹 . Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
𝑅 : 𝐴 ↦→ 𝐴 íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ðîòû-Áàêñòåðà âåñà 𝜆 ∈ 𝐹 , åñëè äëÿ
ëþáûõ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴:

𝑅(𝑎)𝑅(𝑏) = 𝑅(𝑅(𝑎)𝑏+ 𝑎𝑅(𝑏) + 𝜆𝑎𝑏). (1)

Ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð ìîæíî âûäåëèòü äâà ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ Ðîòû-Áàêñòåðà: ñëó÷àé íóëåâîãî âåñà è âåñà 1.

Îïåðàòîðû Ðîòû-Áàêñòåðà âïåðâûå âîçíèêëè êàê îïåðàòîðû íà àññîöèà-
òèâíûõ àëãåáðàõ â ðàáîòå Ã. Áàêñòåðà â ñåðåäèíå 20-ãî âåêà êàê èíñòðóìåíò
ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòàòèñòèêè [1].

Íåçàâèñèìî îò ýòîãî, îïåðàòîðû Ðîòû-Áàêñòåðà âîçíèêëè â íà÷àëå 80-
õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ À.À. Áåëàâèíà, Â.Ã. Äðèíôåëüäà è
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шение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации №075-15-
2022-282
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Ì.À. Ñåì¼íîâà-Òÿí-Øàíñêîãî ïðè èçó÷åíèè ðåøåíèé êëàññè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè íà àëãåáðå Ëè çàäàíà íåâûðîæ-
äåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àññîöèàòèâíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, òî êîñîñèììåò-
ðè÷åñêèå ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íàõîäÿòñÿ âî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîñîñèììåòðè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî
äàííîé ôîðìû îïåðàòîðàìè Ðîòû-Áàêñòåðà âåñà 0, à ñòðóêòóðû ôàêòîðè-
çóåìûõ áèàëãåáð Ëè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îïå-
ðàòîðàìè Ðîòû-Áàêñòåðà âåñà 1, óäîâëåòâîðÿþùèì 𝑅+𝑅* + 𝜆𝑖𝑑 = 0.

Ïåðâûì øàãîì ïðè ïîñòðîåíèè êâàíòîâîé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé
àëãåáðû äëÿ äàííîé áèàëãåáðû Ëè (g, 𝛿) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå êîóìíîæå-
íèÿ 𝛿 äî ñòðóêòóðû êî-Ïóàññîíîâîé êîñêîáêè íà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþ-
ùåé àëãåáðå 𝑈(g). Â ýòî ñâÿçè åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè
ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðà Ðîòû-Áàêñòåðà 𝑅 ñ àëãåáðû Ëè g äî êàêîãî-íèáóäü
ðàçóìíîãî îïåðàòîðà íà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå 𝑈(g). Ê ñî-
æàëåíèþ, íåâîçìîæíî ïðîäîëæèòü 𝑅 äî îïåðàòîðà 𝐵 : 𝑈(g) ↦→ 𝑈(g), óäî-
âëåòâîðÿþùåãî (1).

Â ñâîåé íåäàâíåé ðàáîòå Ë. Ãóî, Õ. Ëàíã è Þ. Øåíã [2] äàëè îïðåäåëå-
íèå îïåðàòîðà Ðîòû-Áàêñòåðà íà ãðóïïàõ. Äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ
ñ îáû÷íûì ïîíÿòèåì îïåðàòîðà Ðîòû-Áàêñòåðà íà àëãåáðàõ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: åñëè 𝐺 � ýòî ãðóïïà Ëè è 𝐵 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ðîòû-Áàêñòåðà
íà ãðóïïå 𝐺, òî îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ êàñàòåëüíûì ê 𝐵 â 1, ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì Ðîòû-Áàêñòåðà âåñà 1 íà ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè ãðóïïû
𝐺.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü óíèâåðñàëüíóþ îáåðòû-
âàþùóþ àëãåáðó íå ïðîñòî êàê àëãåáðó, à êàê êîêîììóòàòèâíóþ àëãåáðó
Õîïôà. Â ýòî ñâÿçè ìû äàåì ñëåäóþùåå

Определение. Пусть 𝐻 = (𝐻,𝜇,∆, 𝜂, 𝜖, 𝑆) — кокоммутативная ал-
гебра Хопфа. Линейное отображение 𝐵 : 𝐻 ↦→ 𝐻 называется операто-
ром Роты-Бакстера, если 𝐵 является морфизмом коалгебр и для любых
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻:

𝐵(𝑥)𝐵(𝑦) = 𝐵(𝑥(1)𝐵(𝑥(2))𝑦𝑆(𝐵(𝑥(3)))),

где ∆(𝑥) = 𝑥(1) ⊗ 𝑥(2) — обозначение Свидлера.
Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ðÿä óòâåðæäåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè èç-

âåñòíûõ óòâåðæäåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ Ðîòû-Áàêñòåðà íà àëãåáðàõ è ãðóï-
ïàõ. Êðîìå òîãî, óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó îïåðàòîðàìè Ðîòû-Áàêñòåðà íà àëãåáðàõ (ãðóïïàõ) è îïåðàòîðàìè
Ðîòû-Áàêñòåðà íà ñîîòâåòñâòóþùèõ óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâàþùèõ àëãåá-
ðàõ(ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê êîêîììóòàòèâíûå àëãåáðû
Õîïôà.
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Аксиальные алгебры — это класс неассоциативных коммутативных
алгебр, свойства которых определяются в терминах закона слияния.
Когда этот закон слияния градуирован, алгебра имеет естественно
связанную группу автоморфизмов, и, таким образом, аксиальные ал-
гебры неотъемлемо связаны с теорией групп. Примеры аксиальных
алгебр включают большинство йордановых алгебр и алгебру Грайса.
В этом докладе мы введем понятие аксиальной алгебры и сконцен-
трируемся на аксиальных алгебрах йорданова типа.

Ключевые слова: неассоциативная алгебра, йорданова алгебра, группа
автоморфизмов

Axial algebras of Jordan type

Axial algebras are a class of non-associative commutative algebras whose
properties are defined in terms of the fusion law. When this fusion law
is graded, the algebra has a naturally associated automorphism group,
and thus axial algebras are related to group theory. Examples of axial
algebras include most Jordan algebras and the Grice algebra. In this talk,
we introduce the notion of axial algebra and concentrate on axial algebras
of Jordan type.

Keywords: non-associative algebra, Jordan algebra, automorphism group

Íàèáîëüøàÿ ïðîñòàÿ ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà𝑀 , êîòîðóþ íàçûâàþò Ìîí-
ñòðîì â ñèëó îãðîìíîãî ïîðÿäêà, áûëà ïîñòðîåíà êàê ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ àëãåáðû Ãðèññà 𝑉 � 196884-ìåðíîé êîììóòàòèâíîé íåàññîöèàòèâíîé
àëãåáðû íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äæ. Êîíâåé äîêàçàë, ÷òî êàæäîé
èíâîëþöèè èç 𝑀 , ëåæàùåé â òàê íàçûâàåìîì êëàññå ñîïðÿæåííîñòè 2𝐴,
ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåíóëåâîé èäåìïîòåíò èç 𝑉 , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îñüþ.
Ïîçäíåå Äæ. Õîëë, Ñ. Øïåêòîðîâ è Ô. Ðåõðåí ðàñøèðèëè òåîðèþ. Îíè
ââåëè ïîíÿòèå àêñèàëüíîé àëãåáðû � êîììóòàòèâíîé íåàññîöèàòèâíîé àë-
ãåáðû, ïîðîæäåííîé èäåìïîòåíòàìè, ñ äàííîé òàáëèöåé ñëèÿíèÿ. Â îòëè÷èå
îò êëàññà ëèåâûõ àëãåáð, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó âîçíèêàþò àëãåáðàè÷åñêèå
ãðóïïû è ãðóïïû Øåâàëëå, àêñèàëüíûå àëãåáðû ìîãóò íåñòè ãðóïïû ñà-
ìîé ðàçíîé ïðèðîäû: êëàññè÷åñêèå è èñêëþ÷èòåëüíûå ãðóïïû, ìíîãèå ñïî-
ðàäè÷åñêèå ãðóïïû è ãðóïïû 3-òðàíñïîçèöèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ
íàäåæäà íàéòè íåêîòîðóþ åäèíóþ òåîðèþ äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ãðóïï.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ââåäåì ïîíÿòèå àêñèàëüíîé àëãåáðû è ñêîí-
öåíòðèðóåìñÿ íà àêñèàëüíûõ àëãåáðàõ éîðäàíîâà òèïà.

Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, согла-
шение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации №075-15-
2022-282
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БИНАРНАЯ АДДИТИВНАЯ ЗАДАЧА С ПРОСТЫМИ
ЧИСЛАМИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

С.А. Гриценко, А.К. Эминян
s.gritsenko@gmail.com, ibhayk@gmail.com

УДК 511.34

Получены верхняя и нижняя оцинки для числа решений проблемы
делителей Титчмарша с простыми числами специального вида.

Ключевые слова: Бинарные аддитивные задачи теории чисел, пробле-
ма делителей Титчмарша, простые числа специального вида.

On the binary additive problems with primes of a special type

Upper and lower estimates for the number of solutions of the divisor prob-
lem of Titchmarsh with primes of a special type got in this paper.

Keywords: Binary additive problems of Number Theory, Divisor Problem
of Titchmarsh, Primes of a special type.

Â 1940 ãîäó È.Ì. Âèíîãðàäîâ ïîëó÷èë [1] äëÿ 𝜋2(𝑁) � ÷èñëà ïðîñòûõ
÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 𝑁 è ëåæàùèõ â ïðîìåæóòêàõ ((2𝑛)2, (2𝑛 + 1)2)
ïðè íàòóðàëüíûõ 𝑛 � ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

𝜋2(𝑁) =
𝜋(𝑁)

2
+𝑂(𝑁1−0,1+𝜀).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë èç ïðîìåæóòêîâ ((2𝑛)2, (2𝑛+ 1)2)
áóêâîé 𝑉 .

Â 1980�1990 ãîäàõ ïåðâûé àâòîð ðåøèë òåðíàðíóþ ïðîáëåìó Ãîëüäáàõà
è ïðîáëåìó Âàðèíãà�Ãîëüäáàõà ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà 𝑉 [2,3].

Ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ êðóãîâûì ìåòîäîì ïî ñõåìå ðåøåíèÿ
òåðíàðíîé çàäà÷è íà îñíîâå îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñïåöèàëüíîãî
âèäà.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 𝐼(𝑥) — число решений уравнения

𝑝− 1 = 𝑢𝑣

в простых числах из множества 𝑉 , не превосходящих 𝑥, и натуральных
числах 𝑢,𝑣.

Тогда при 𝑥 > 𝑥0 справедливы неравенства

0, 333
315𝜁(3)

2𝜋4
𝑥 6 𝐼(𝑥) 6 0, 666

315𝜁(3)

2𝜋4
𝑥
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АЛГЕБРЫ РОТЫ — БАКСТЕРА И ДВОЙНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ
В.Ю. Губарев

wsewolod89@gmail.com

УДК 512.6

Известная связь между конечномерными двойными алгебрами Ли
и операторами Роты — Бакстера нулевого веса на алгебре матриц
была обобщена в двух направлениях. Во-первых, она была продлена
на бесконечномерный случай, что позволило построить пример про-
стой двойной алгебры Ли. Во-вторых, эта связь была перенесена на
случай операторов Роты — Бакстера ненулевого веса. Таким образом,
введено новое понятие двойной алгебры Ли ненулевого веса, которое
оказалось тесно связано с модифицированными двойными алгебрами
Пуассона. В частности, была доказана гипотеза С. Артамонова.

Ключевые слова: оператор Роты — Бакстера, двойная алгебра Ли,
двойная алгебра Пуассона

Rota—Baxter algebras and double Lie algebras

We extend the known connection between double Lie algebras and Rota—
Baxter operators on the matrix algebra in two directions. Firstly, we
adopt it to the infinite-dimensional case, hence, we construct the example
of a simple double Lie algebra. Secondly, we generalize the connection to
Rota—Baxter operators of nonzero weight. Thus, we define a new notion
of a double Lie algebra of nonzero weight, which is deeply connected with
modified double Poisson algebras. In particular, we confirm the conjecture
of S. Arthamonov.

Keywords: Rota—Baxter operator, double Lie algebra, double Poisson
algebra
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Â 2008 ãîäó Ì. Âàí äåí Áåðã â êà÷åñòâå íåêîììóòàòèâíîãî àíàëîãà àëãåá-
ðû Ïóàññîíà ââ¼ë ïîíÿòèå äâîéíîé àëãåáðû Ïóàññîíà [6]. Ïî îïðåäåëåíèþ
äâîéíàÿ àëãåáðà Ïóàññîíà ñíàáæåíà àññîöèàòèâíûì óìíîæåíèåì è äâîéíîé
ñêîáêîé Ëè, êîòîðûå ñâÿçàíû àíàëîãîì òîæäåñòâà Ëåéáíèöà. Âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà í¼ì äâîéíîé ñêîáêîé Ëè íàçûâàåòñÿ äâîéíîé
àëãåáðîé Ëè.

Èçâåñòíî [4], ÷òî äâîéíûå ñêîáêè Ëè íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉
íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîñîñèììåòðè÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè Ðîòû � Áàêñòåðà âåñà 0 íà àëãåáðå End(𝑉 ). Äàííîå ñîîòâåòñòâèå
ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí ïåðâûé
ïðèìåð ïðîñòîé äâîéíîé àëãåáðû Ëè [5].

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ì.Å. Ãîí÷àðîâûì [3] ââåäåíî ïîíÿòèå äâîé-
íîé àëãåáðû Ëè âåñà 𝜆, êîòîðîå ïðè 𝜆 = 0 ñîâïàäàåò ñ óæå èçâåñòíûì
ïîíÿòèåì äâîéíîé àëãåáðû Ëè. Ïîêàçàíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó äâîéíûìè ñêîáêàìè Ëè íåíóëåâîãî âåñà 𝜆 íà ïðîñòðàíñòâå 𝑉
è 𝜆-êîñîñèììåòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè Ðîòû � Áàêñòåðà âåñà 𝜆 íà àëãåáðå
End(𝑉 ). Óñòàíîâëåíî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå íóëåâîãî âåñà [4], ïðîñòûõ êîíå÷-
íîìåðíûõ äâîéíûõ àëãåáð Ëè íå ñóùåñòâóåò.

Â 2015 ãîäó Ñ. Àðòàìîíîâ îïðåäåëèë ïîíÿòèå ìîäèôèöèðîâàííîé äâîé-
íîé àëãåáðû Ïóàññîíà [1] ñ îñëàáëåííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äâîéíûìè àëãåá-
ðàìè Ïóàññîíà âåðñèÿìè àíòèêîììóòàòèâíîñòè è òîæäåñòâà ßêîáè. Â ðà-
áîòå [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ äâîéíàÿ ñêîáêà Ëè âåñà 𝜆, çàäàííàÿ íà
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 , åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîäè-
ôèöèðîâàííîé äâîéíîé ñêîáêè Ïóàññîíà íà ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àë-
ãåáðå As(𝑉 ). Ýòîò ðåçóëüòàò, â ÷àñòíîñòè, ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó Ñ. Àðòà-
ìîíîâà [1].
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ПОСТРОЕНИЕ НЕЕВКЛИДОВЫХ МОДЕЛЕЙ СПЛОШНОЙ
СРЕДЫ

М.А. Гузев
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Показано, что для построения неевклидовой модели сплошной среды
при расширении модели упругой сплошной среды достаточно ввести
единственную дополнительную функцию, которая вычисляется как
решение бигармонического уравнения через скалярную кривизну .

Ключевые слова:

Construction of non-Euclidean models of continuum

To construct a non-Euclidean model of a continuum when expanding the
model of the elastic continuum, we introduce a single additional function,
which is calculated as a solution of the biharmonic equation in terms of
the scalar curvature.

Keywords: non-Euclidean model, biharmonic equation, stress function.

Èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïëàñòè÷åñêîå
äåôîðìèðîâàíèå òâåðäîãî òåëà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â íåì âíóòðåííå-
ãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíî îïðåäåëÿþò-
ñÿ íàëè÷èåì â ìàòåðèàëå äåôåêòíûõ ñòðóêòóð, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå
êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà íååâêëèäîâà õàðàêòåðà âíóòðåí-
íåé ãåîìåòðèè ìàòåðèàëà. Ñ ýòîé öåëüþ â ìîäåëÿõ ñïëîøíîé ñðåäû ââîäÿò
äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
âíóòðåííèõ âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö ñðåäû ìåæäó ñîáîé: òåíçîð Ðèìàíà,
òåíçîð êðó÷åíèÿ è òåíçîð íåìåòðè÷íîñòè (ñì., íàïðèìåð, [1]). Äëÿ ìîäåëè
óïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû ýòè îáúåêòû ðàâíû íóëþ, à âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ñ ó÷åòîì íååâêëèäîâûõ õàðàêòåðèñòèê ìîæíî íàéòè
â [2-3]. Çàïàñ ââîäèìûõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî âåëèê, ïîýòîìó ïîñòàâèì çà-
äà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî íàáîðà òàêèõ ôóíêöèé äëÿ íååâêëèäîâûõ
ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå òâåðäîãî òåëà ïðè îòñóòñòâèè ìàñ-
ñîâûõ ñèë âíóòðè îáúåìà, òîãäà ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ Êîøè:

𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

= 0.

Ïóñòü ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïîëÿ íàïðÿæåíèé
𝜎𝑖𝑗 è äåôîðìàöèé 𝜀𝑖𝑗 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì (çàêîí Ãóêà): 𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝜀𝑘𝑘+2𝜇𝜀𝑖𝑗 ,
ãäå 𝜆, 𝜇 - ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû Ëàìå. Òåíçîð 𝜀𝑖𝑗 íå ïîðîæäàåòñÿ

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-19-00447,
https://rscf.ru/project/22-19-00447/.
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â îáùåì ñëó÷àå ïîëåì ñìåùåíèé, ò.å. êîìïîíåíòû 𝜀𝑖𝑗 ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñò-
íûìè, òîãäà õàðàêòåðèñòèêîé íåñîâìåñòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

𝑆𝑖𝑗,𝑘𝑙 =
𝜕2𝜀𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙

+
𝜕2𝜀𝑙𝑗
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

− 𝜕2𝜀𝑙𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

− 𝜕2𝜀𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙

.

Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ âåëè÷èíû 𝑆𝑖𝑗,𝑘𝑙 ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè òåíçî-
ðà êðèâèçíû 𝑅𝑖𝑗,𝑘𝑙, êîòîðûé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ðè÷÷è.

Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ 𝜎𝑖𝑗 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ïîëå óïðó-
ãèõ 𝜏𝑖𝑗 è ñàìîóðàâíîâåøåííûõ íàïðÿæåíèé 𝑇𝑖𝑗 : 𝜎𝑖𝑗 = 𝜏𝑖𝑗 +𝑇𝑖𝑗 . Êîìïîíåíòû
𝑇𝑖𝑗 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ Êîøè è óñëîâèþ, ÷òî ñóììàðíàÿ
ñèëà è ìîìåíò, äåéñòâóþùèå íà òåëî, ðàâíû íóëþ (ñâîéñòâî ñàìîóðàâíîâå-
øåííîñòè). Ïðåäñòàâèì 𝑇𝑖𝑗 â âèäå:

𝑇𝑖𝑗 =
𝜎0𝑙

2

4

(︂
𝛿𝑖𝑗∆𝐹 −

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
,

ãäå 𝐹 - ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé, ïîñòîÿííûå 𝜎0 è 𝑙 èìåþò ðàçìåðíîñòü íàïðÿ-
æåíèÿ è äëèíû, ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïîñêîëüêó ìû ïîñòàâèëè çàäà÷ó ââå-
ñòè ìèíèìàëüíûé íàáîð õàðàêòåðèñòèê äëÿ íååâêëèäîâîé ìîäåëè ñïëîøíîé
ñðåäû, òî åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïàðàìåòðèçîâàòü 𝐹 ÷å-
ðåç îäèí èç èíâàðèàíòîâ òåíçîðà Ðè÷÷è. Âûáåðåì ñëåä 𝑅 òåíçîðà Ðè÷÷è â
êà÷åñòâå òàêîãî ïàðàìåòðà, òîãäà ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ îí ðàâåí

𝑅

2
=

𝜕2𝜀𝑘𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

− 𝜕2𝜀𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êîìïîíåíòû 𝜀𝑖𝑗 , âûðàæåííûå ÷åðåç 𝜎𝑖𝑗 , ïîëó÷àåì íåîäíî-
ðîäíîå áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 𝐹 :

∆2𝐹 =
𝐸

(1− 𝜈)𝜎0𝑙2
𝑅, 𝐸 = 𝜇

3𝜆+ 2𝜇

𝜆+ 𝜇
, 𝜈 =

𝜆

2(𝜆+ 𝜇)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ââåëè ñëåä òåíçîðà Ðè÷÷è â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-
íîãî ïàðàìåòðà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íååâêëèäîâîé ìîäåëè ñïëîøíîé
ñðåäû. Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû ìîæíî âûïîëíèòü
âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïðè çàäàíèè âíóòðåííåé ýíåðãèè (ñì., íàïðèìåð,
[5]).
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ПРИМЕРЫ КОММУТИРУЮЩИХ ОПЕРАТОРОВ В ПЕРВОЙ
АЛГЕБРЕ ВЕЙЛЯ НАД Q
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УДК 517

Группа автоморфизмов первой алгебры Вейля над Q действует на
коммутирующие дифференциальные операторы с полиномиальными
коэффициентами над Q. Мы доказываем, что для фиксированной эл-
липтической спектральной кривой над Q, имеющей хотя бы одну ра-
циональную точку, множество орбит бесконечно.

Ключевые слова: автоморфизмы первой алгебры Вейля, коммутиру-
ющие дифференциальные операторы с полиномиальными коэффици-
ентами над Q, эллиптическая спектральная кривая

Examples of commuting operators in the first Weyl algebra
over Q

The group of automorphisms of the first Weyl algebra over Q acts on com-
muting ordinary differential operators with polynomial coefficients over Q.
We prove that for fixed elliptic spectral curve over Q having at least one
rational point the set of orbits is infinite.

Keywords: commuting differential operators with polynomial coefficients
over Q, automorphisms of the first Weyl algebra, elliptic spectral curve.

Ïóñòü 𝐾 - ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, 𝐴1(𝐾) == 𝐾[𝑥][𝜕𝑥] � ïåðâàÿ àëãåáðà
Âåéëÿ íàä 𝐾. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(𝐾))
äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 𝑓(𝑃,𝑄) = 0, ò. å. åñëè 𝑃,𝑄 ∈
𝐴1(𝐾), 𝑓(𝑃,𝑄) = 0 è 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(𝐾)), òî 𝑓(𝜙(𝑃 ), 𝜙(𝑄)) = 0, 𝑓(𝑃,𝑄) = 0

Èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâà îðáèò
äåéñòâèÿ 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(𝐾)) íàM. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè óðàâíåíèÿ 𝑄(𝑧, 𝑤) = 0,
äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî îðáèò êîíå÷íî, íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ ãèïîòåçîé Äèêñ-
ìüå ([1]), â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî 𝐸𝑛𝑑(𝐴1(𝐾)∖{0}) = 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(𝐾)). Åñëè
òàêîå óðàâíåíèå ñóùåñòâóåò, òî ãèïîòåçà Äèêñìüå âåðíà.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑔 ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ, çà-
äàííàÿ óðàâíåíèåì

𝑤2 = 𝑧2𝑔+1 + 𝑐2𝑔𝑧
2𝑔 + ...+ 𝑐1𝑧 + 𝑐0,

äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî îðáèò áåñêîíå÷íî. Â [3] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè
âñåõ ñïåêòðàëüíûõ êðèâûõ ðîäà 2 ÷èñëî îðáèò áåñêîíå÷íî.

Â ñëó÷àå 𝐴1(Q) è 𝐴1(Z) âîïðîñ î êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà îðáèò ñòàíîâèò-
ñÿ ñëîæíåå, òàê êàê ñâîäèòñÿ ê ðàçðåøèìîñòè äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé íàä
Q è Z.

Доклад подготовлен при поддержке Математического центра в Академгородке, со-
глашение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации № 075-
15-2022-282.
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Ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî êîììóòèðóþùèå ñàìîñîïðÿæåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ðàíãà 2 ïîðÿäêîâ 4 è 6 ñ ýëëèïòè÷åñêîé ñïåêòðàëü-
íîé êðèâîé

𝑤2 = 𝑧3 + 𝑐2𝑧
2 + 𝑐1𝑧 + 𝑐0. (1)

Òàêèå îïåðàòîðû áûëè íàéäåíû È. Ì. Êðè÷åâåðîì è Ñ. Ï. Íîâèêîâûì.
Êîýôôèöèåíòû ýòèõ îïåðàòîðîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíê-
öèè, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
ïàðàìåòðà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà êîììóòèðó-
þùèõ ïàð îïåðàòîðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ ýëëèïòè÷åñêîé
ñïåêòðàëüíîé êðèâîé.

Теорема 1. ([4]) Пусть эллиптическая спектральная кривая, заданная
уравнением (1) с рациональными коэффициентами 𝑐𝑖 ∈ Q, содержит хотя
бы одну точку (𝑧0, 𝑤0) с рациональными координатами. Тогда существует
счетное семейство коммутирующих дифференциальных операторов, пара-
метризованное рациональными числами 𝛼 ∈ Q: {(𝐿4,𝛼, 𝐿6,𝛼) ∈ Q[𝑥][𝜕𝑥]} со
спектральной кривой (1) такое, что для различных 𝛼, 𝛼′ ∈ Q пары опера-
торов (𝐿4,𝛼, 𝐿6,𝛼), (𝐿4,𝛼′ , 𝐿6,𝛼′) не переводятся друг в друга элементами
из 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(Q)).

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(C)) íà ìíîæåñòâå
ðåøåíèé (1) áåñêîíå÷íî, òåîðåìà 1 äàåò îòâåò â ñëó÷àå 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(Q)).

Следствие 1.1. Множество орбит действия 𝐴𝑢𝑡(𝐴1(Q)) на множе-
стве решений уравнения (1) бесконечно.
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О КЛАССИФИКАЦИИ ГРАДИЕНТНО-ПОДОБНЫХ СИСТЕМ
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В докладе изучается связь между топологическим типом несущего
многообразия размерности 𝑛 > 4 градиентно-подобных потоков и кас-
кадов без гетероклинических пересечений и приводятся результаты о
топологической классификации таких систем.

Ключевые слова: градиентно-подобные системы, системы Морса-
Смейла, топологическая классификация

On topological classification of gradient-like systems with
multidimensional phase space

We study the relationship between the topological type of the carrier
manifold of dimension 𝑛 > 4 of gradient-like flows and cascades without
heteroclinic intersections and presents results on the topological classifi-
cation of such systems.

Keywords: gradient-like systems, Morse-Smale systems, topological clas-
sification

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐺(𝑀𝑛) êëàññ ãëàäêèõ ïîòîêîâ íà çàìêíóòîì ãëàäêîì
ìíîãîîáðàçèè 𝑀𝑛, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿõ ñåäëîâûõ
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêèå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî-
óñòîé÷èâûìè è ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî èíäåêñîì Ìîðñà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè åãî íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç 𝑘𝑓𝑡 ÷èñëî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà 𝑓 𝑡, èìåþùèõ èíäåêñ
Ìîðñà ðàâíûé 1 èëè (𝑛−1), è ÷åðåç 𝑙𝑓𝑡 ÷èñëî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, èíäåêñ

Ìîðñà êîòîðûõ ðàâåí íóëþ èëè 𝑛. Ïîëîæèì 𝑔𝑓𝑡 =
𝑘𝑓𝑡−𝑙𝑓𝑡+2

2 .
Èç ðàáîò [1], [2] âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Теорема 1. Пусть 𝑓 𝑡 ∈𝑀𝑛.

1. если индекс Морса любого состояния равновесия принимает значения
{0, 1, 𝑛 − 1, 𝑛}, то 𝑀𝑛 гомеоморфно связной сумме 𝒮𝑛𝑔𝑓𝑡

сферы и 𝑔𝑓𝑡

копий многообразий S𝑛−1 × S1;

2. если 𝑀𝑛 гомеоморфно связной сумме 𝒮𝑛𝑔𝑓𝑡
сферы и 𝑔 > 0 копий мно-

гообразий S𝑛−1 × S1, то индекс Морса любого состояния равновесия
принимает значения {0, 1, 𝑛− 1, 𝑛} и 𝑔𝑓𝑡 = 𝑔.

Работа выполнена при поддержке Лаборатории динамических систем и приложений
НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования РФ соглашение № 075-
15-2022-1101.
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Êàæäîìó ïîòîêó 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺(𝒮𝑛𝑔 ) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâóõöâåòíûé ãðàô
Γ𝑓𝑡 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℒ𝑓𝑡 ìíîæåñòâî âñåõ çàìûêàíèé
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ðàçìåðíîñòè
(𝑛−1) è ÷åðåç 𝒟𝑓𝑡 ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åí-
íîãî èç 𝑀𝑛 óäàëåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà ℒ𝑓𝑡 .

Двуцветным графом потока 𝑓 𝑡 íàçîâåì ãðàô Γ𝑓𝑡 ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) ìíîæåñòâî 𝑉 (Γ𝑓𝑡) âåðøèí ãðàôà Γ𝑓𝑡 íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì 𝒟𝑓𝑡 , ìíîæåñòâî 𝐸(Γ𝑓𝑡) ðåáåð
ãðàôà Γ𝑓𝑡 íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæå-
ñòâîì ℒ𝑓𝑡 ;

2) âåðøèíû 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 èíöèäåíòíû ðåáðó 𝑒𝑖,𝑗 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì îáëàñòè 𝐷𝑖, 𝐷𝑗 èìåþò îáùóþ ãðàíèöó;

3) ðåáðî 𝑒𝑖,𝑗 èìååò öâåò 𝑠 (𝑢) åñëè îíî ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîîáðàçèþ
𝑐𝑙𝑊 𝑠

𝑝 ∈ ℒ𝑓𝑡 (𝑐𝑙𝑊𝑢
𝑞 ∈ ℒ𝑓𝑡).

Теорема 2 ([3]). Потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐺(𝒮𝑛𝑔 ) топологически эквивалентны
тогда и только тогда, когда их графы Γ𝑓𝑡 ,Γ𝑓 ′𝑡 изоморфны посредством
изоморфизма, сохраняющего цвет ребер.
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КВАЗИ-КЭЛЕРОВЫ СТРУКТУРЫ НА ШЕСТИМЕРНОЙ
СФЕРЕ

Н.А. Даурцева
n.daurtseva@g.nsu.ru

УДК 514.74

В докладе я расскажу о том, как можно построить семейство квази-
кэлеровых структур на 6-мерной сфере, используя структуры инва-
ринатные относительно действия группы 𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2). А также о
том, как эти структуры связаны со структурой Кэли и косимплекти-
ческими структурами на сфере.

Ключевые слова: почти эрмитовы многообразия, квази-кэлеровы
структуры, структуры кооднородности 1

Quasi-kähler structures on 6-sphere

I will talk how to construct a family of quasi-kähler sturctures on the 6-
sphere, using 𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2)-invariant structures. Also I explain how are
these structures related to Cayley structure and cosymplectic structure
on the sphere.

Keywords: almost hermitian manifolds, quasi-kähler structures, cohomo-
geneity one structures

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà øåñòèìåðíîé ñôåðå îïðåäåëåíà ïî÷òè êîì-
ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, èíäóöèðîâàííàÿ âëîæåíèåì ñôåðû â R7. Ýòó ñòðóêòó-
ðó ÷àñòî íàçûâàþò ñòðóêòóðîé Êýëè, îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû 𝐺2 íà 𝑆6 è â ïàðå ñ ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (êðóãëîé
ìåòðèêîé íà ñôåðå) çàäàåò ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâó ñòðóêòóðó íà 𝑆6. Îò-
íîñèòåëüíî äðóãèõ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð íà êðóãëîé ñôåðå èçâåñòíî,
÷òî âñå îíè íå ìîãóò áûòü ýðìèòîâûìè [1]. Áîëåå òîãî, ýðìèòîâûìè íå ìî-
ãóò áûòü ñòðóêòóðû, äëÿ êîòîðûõ ìåòðèêà �äîñòàòî÷íî áëèçêà� ê êðóãëîé
[2]. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñâîéñòâ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð
íà 𝑆6 ïîëó÷åí â 2017 Ìàðêîì Õàñêèíñîì è Ëîðåíöî Ôîñêîëî [3] è óòâåð-
æäàåò ñóùåñòâîâàíèå íåîäíîðîäíîé ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîé ñòðóêòóðû,
îòëè÷íîé îò ñòðóêòóð Êýëè. Îíà ñòðîèòñÿ íà ìíîæåñòâå ïî÷òè ýðìèòîâûõ
ñòðóêòóð èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ êîîäíîðîäíîñòè 1 ãðóïïû
𝑆𝑈(2)× 𝑆𝑈(2) íà ñôåðå.

Â äîêëàäå ÿ ðàññêàæó î òåõ êëàññàõ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð êîòîðûå
óäàåòñÿ ïîñòðîèòü íà 6-ñôåðå, îãðàíè÷èâøèñü ñòðóêòóðàìè êîîäíîðîäíîñòè
1.
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ОБ ОЦЕНКАХ БЫКОВСКОГО ДЛЯ МЕРЫ КАЧЕСТВА
ОПТИМАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

А.Н. Кормачева, Н.Н. Добровольский, И.Ю. Реброва,
Н.М. Добровольский

dobrovol@tsput.ru

УДК 511.3,511.4

В докладе будут даны оценки сверху и снизу меры качества оптималь-
ных коэффициентов через сумму по множеству Быковского. Множе-
ство Быковского было определено в 2002 году В. А. Быковским и
состоит из минимальных решений линейного сравнения с оптималь-
ными коэффициентами.

Ключевые слова: функция качества, обобщённая параллелепипедаль-
ная сетка, множество Быковского, сумма Быковского, локальные ми-
нимумы решётки, минимальные решения сравнения

On Bykovsky estimates for a measure of the quality of optimal
coefficients

The report will give top and bottom estimates of the quality measures of
optimal coefficients through the sum over the Bykovsky set. The Bykovsky
set was defined in 2002 by V. A. Bykovsky and consists of minimal solu-
tions of linear comparison with optimal coefficients.

Keywords: quality function, generalized parallelepipedal grid, Bykovsky
set, Bykovsky sum, local lattice minima, minimal comparison solu-
tionsquality function, generalized parallelepipedal grid, Bykovsky set,
Bykovsky sum, local lattice minima, minimal comparison solutions
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Ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûå ñåòêè 𝑀 (⃗𝑎, 𝑝), ñîñòîÿùèå èç òî÷åê

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑝

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑝

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑝),

èìåþò ïðîñòîé âèä è òðåáóåòñÿ íå òîëüêî óñëîâèå âçàèìíîé ïðîñòîòû êî-
ýôôèöèåíòîâ ñåòêè ((𝑎𝑗 , 𝑝) = 1 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠)), íî è âûïîëíåíèå ïðèí-
öèïèàëüíîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ
îñíîâíîé ìåðû êà÷åñòâà 𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠).
𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñóììó

𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝛿𝑝(𝑧1𝑚1 + . . .+ 𝑧𝑠𝑚𝑠)

𝑚1 . . .𝑚𝑠
,

ãäå 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 � ïðîèçâîëüíûå öåëûå,𝑚 = max(1, |𝑚|) äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-
íîãî 𝑚, 𝑝1 =

[︀
𝑝−1
2

]︀
, 𝑝2 =

[︀
𝑝
2

]︀
è ñèìâîë Êîðîáîâà 𝛿𝑝(𝑏) çàäàí ðàâåíñòâàìè

𝛿𝑝(𝑏) =

{︂
0, åñëè 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑝),
1, åñëè 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑝).

Êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé êà÷åñòâà íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ 𝑎0, 𝑎1,. . . , 𝑎𝑠 ïà-
ðàëëåëåïèïåäàëüíîé ñåòêè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

𝐻(𝑝, �⃗�) =
3𝑠+1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑠∏︁
𝑗=0

(︂
1− 2 ·

{︂
𝑎𝑗 · 𝑘
𝑝

}︂)︂2

,

êîòîðàÿ ðàâíà ïðèáëèæåííîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà îò ôóíêöèè ℎ(�⃗�) =

= 3𝑠+1

𝑝

𝑠∏︀
𝑗=0

(1− 2𝑥𝑗)
2 ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå ñ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíîé ñåò-

êîé

1 =

∫︁ 1

0

. . .

∫︁ 1

0

ℎ(�⃗�)𝑑�⃗� =
3𝑠+1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑠∏︁
𝑗=0

(︂
1− 2 ·

{︂
𝑎𝑗 · 𝑘
𝑝

}︂)︂2

−𝑅𝑝[ℎ],

ãäå 𝑅𝑝[ℎ] � ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñðàâíåíèå

𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑁) (1)

îòíîñèòåëüíî öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠. Åãî íåíóëåâîå ðåøå-
íèå íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî ðå-
øåíèÿ (𝑚′

1, . . . ,𝑚
′
𝑠), äëÿ êîòîðîãî

|𝑚′
1| 6 |𝑚1|, . . . , |𝑚′

𝑠| 6 |𝑚𝑠|; |𝑚′
1|+ . . .+ |𝑚′

𝑠| < |𝑚1|+ . . .+ |𝑚𝑠|.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (1) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç 𝐵𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠).

Здесь и далее
∑︀′ означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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Íàçîâ¼ì ñóììîé Áûêîâñêîãî âûðàæåíèå âèäà

𝑆𝐵𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
.

Теорема 1. Пусть �⃗�𝑗 = (𝑥1 𝑗 , . . . , 𝑥𝑠 𝑗) (1 6 𝑗 6 𝑟) — все локальные ми-
нимумы из 𝐵(Λ), причём �⃗�𝑗 ∈ 𝐵*(Λ) (𝑗 = 1, . . . , 𝑟*) и �⃗�𝑗+𝑟* = −�⃗�𝑗 ∈
−𝐵*(Λ) (𝑗 = 1, . . . , 𝑟*). Тогда справедливы неравенства

2𝑆𝐵𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝑆𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 2𝑠 ln𝑠𝑁 · 𝑆𝐵𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠).

Íàçîâ¼ì ñóììîé Áûêîâñêîãî âòîðîãî ïîðÿäêà âûðàæåíèå âèäà

𝑆𝐵
(2)
𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

(𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗)2
.

Теорема 2. Справедлива оценка⃒⃒⃒⃒
𝐻(𝑁, �⃗�)−

(︂
1 +

2

𝑁2

)︂𝑠 ⃒⃒⃒⃒
6

𝜋2𝑠

2𝑠−1
· 𝑆𝐵(2)

𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠).
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О ДВУМЕРНЫХ РЕШЕТКАХ СРАВНЕНИЙ
Н.Н. Добровольский
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В докладе будут даны с помощью теории наилучших приближений
второго рода описание множества Быковского, состоящие из локаль-
ных минимумов решетки приближений Дирихле для рационального
числа. В явном виде описано множество Быковского для двумерной
решетки решений линейного сравнения. Получена формула, выра-
жающая гиперболический параметр этой решётки через знаменатели
подходящих дробей и скобки Эйлера и позволяющая вычислять его
за 𝑂(ln𝑁) арифметических операций.

Ключевые слова: наилучшие приближения второго рода, множества
Быковского, решетки приближений Дирихле для рационального чис-
ла.

On two-dimensional comparison lattices

The report will give, using the theory of best approximations of the second
kind, a description of the Bykovsky set consisting of local minima of the
lattice of Dirichlet approximations for a rational number. The Bykovsky
set for a two-dimensional lattice of linear comparison solutions is explicitly
described. A formula is obtained expressing the hyperbolic parameter
of this lattice in terms of denominators of suitable fractions and Euler
brackets and allowing it to be calculated in 𝑂(ln𝑁) arithmetic operations.

Keywords: the best approximations of the second kind, the Bykovsky set,
the lattice of Dirichlet approximations for a rational number.

Ìåòîä îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîÿâèëñÿ â 1959 ãîäó è ïåðâûå ïóá-
ëèêàöèè Í. Ì. Êîðîáîâà è Í. Ñ. Áàõâàëîâà áûëè ñäåëàíû â 4 âûïóñêå Âåñò-
íèêà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Â ðàáîòå áûëà ðåøåíà çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàìåò-
ðà ðåø¼òêè ðåøåíèé ëèíåéíîãî ñðàâíåíèÿ 𝑚+ 𝑎𝑛 ≡ 0 (mod 𝑁) äëÿ ñëó÷àÿ
(𝑎,𝑁) = 1. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ðåø¼-
òîê, äëÿ êîòîðûõ 𝑎 è 𝑁 íåâçàèìíî ïðîñòû, ïîëó÷àþòñÿ õîðîøèå çíà÷åíèÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàìåòðà.

Êà÷åñòâî îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî îöåíèâàòü ïî âåëè÷èíå
êîíñòàíòû Áàõâàëîâà, êîòîðóþ îïðåäåëÿþò êàê îòíîøåíèå ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî ïàðàìåòðà ê ìîäóëþ 𝑁 : 𝐶𝐵(𝑎,𝑁) = 𝑞(Λ(𝑎,𝑞))

𝑁 . Èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî
î âûïóêëîì òåëå ñëåäóåò, ÷òî ýòà êîíñòàíòà íå ïðåâîñõîäèò 0,5.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïåðåíåñòè ðåçóëüòàòû ðàáîòû íà ñëó÷àé ðåø¼òêè
ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ 𝑚 + 𝑑𝑎𝑛 ≡ 0 (mod 𝑑)𝑁 äëÿ (𝑎,𝑁) = 1, 𝑑 > 1 è äàòü
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû Áàõâàëîâà.
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Ðåø¼òêà Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) èìååò ïðîñòîé âèä:

Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) = {(𝑚1,𝑚2) = (𝑥𝑑𝑁 − 𝑎𝑑𝑦, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ Z}

è çàäàåòñÿ áàçèñîì �⃗�1 = (−𝑎𝑑, 1), �⃗�2 = (𝑑𝑁, 0). Äåòåðìèíàíò ðåø¼òêè
Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) ðàâåí 𝑑𝑁 : det Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) = 𝑁 .

Âñå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòå [1], â êîòîðîé ïðè-
âåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè öåïíûõ äðîáåé, î ñêîáêàõ Ýéëåðà
è î íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿõ âòîðîãî ðîäà.

Ïðåæäå âñåãî óñòàíîâèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷-
êàìè ðåø¼òîê Λ(𝑎,𝑁) è Λ

(︀
𝑎
𝑁

)︀
:

𝜓 : Λ(𝑎,𝑁)←→ Λ (𝑑𝑎, 𝑑𝑁)

ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

𝜓((𝑥𝑁 − 𝑎𝑦, 𝑦)) = (𝑑 · (𝑥𝑁 − 𝑎𝑦), 𝑦) , 𝜓−1 (𝑑 · (𝑥𝑁 − 𝑎𝑦), 𝑦) = (𝑥𝑁 − 𝑎𝑦, 𝑦).

Òàêèì îáðàçîì, âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå 𝜓 çàäà¼òñÿ ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ìàòðèöåé Ψ:

Ψ =

(︂
𝑑 0
0 1

)︂
,

(︂
𝑑 0
0 1

)︂
·
(︂

1
𝑑 0
0 1

)︂
=

(︂
1 0
0 1

)︂
,

(𝑥𝑁 − 𝑎𝑦, 𝑦)

(︂
𝑑 0
0 1

)︂
= (𝑑 · (𝑥𝑁 − 𝑎𝑦), 𝑦) .

Òàê êàê (𝑎,𝑁) = 1, òî 𝑥𝑁 − 𝑎𝑦 = 0 òîëüêî ïðè 𝑦 = 𝑁𝑡, 𝑥 = 𝑎𝑡. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè 𝑑 > 1 ìíîæåñòâî Áûêîâñêîãî𝐵(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) ñîäåðæèò äâå òî÷êè
(0, 𝑁), (0,−𝑁) è åù¼ ïîäìíîæåñòâî 𝐵′(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) = {(𝑑𝑥, 𝑦)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵(𝑎,𝑁)}.

Теорема 1. Для множества Быковского 𝐵(𝑎,𝑁) справедливо равен-
ство

𝐵*(𝑎,𝑁)={((−1)𝑚[𝑞𝑚+2, . . . , 𝑞𝑛](𝑛−𝑚−1), 𝑄𝑚)|𝑚=0, . . . , 𝑛−1},

𝐵(𝑎,𝑁)=𝐵*(𝑎,𝑁) ∪ −𝐵*(𝑎,𝑁). Кроме этого, 𝑟(𝑎,𝑁) = 2𝑛.
Èç íå¼ ñëåäóåò, ÷òî

𝐵*(𝑑𝑎, 𝑑𝑁)={((−1)𝑚[𝑞𝑚+2, . . . , 𝑞𝑛](𝑛−𝑚−1)𝑑,𝑄𝑚)|𝑚=0, . . . , 𝑛−1}
⋃︁
{(0, 𝑁)}.

Теорема 2. Для гиперболического параметра 𝑞(Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁)) двумерной
решётки Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) решений линейного сравнения справедливо равенство

𝑞(Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁)) =

{︃
𝑑𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) при 𝑑 6 𝑁

𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) ,

𝑁 при 𝑑 > 𝑁
𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) .

Кроме этого, всегда 𝑞(Λ(𝑑𝑎, 𝑑𝑁)) 6 𝑑𝑎 для 1 6 𝑎 < 𝑁 , (𝑎,𝑁) = 1.
Èç äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äâóõìåðíûõ ïàðàëëåëåïè-

ïåäàëüíûõ ñåòîê 𝑀𝑘 =
(︀
𝑘
𝑁 ,
{︀
𝑎𝑘
𝑁

}︀)︀
(𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1) äîïóñòèìî ðàññìîò-

ðåíèå íåâçàèìíî ïðîñòûõ 𝑎 è 𝑁 .
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Èç òåîðåìû 2 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

𝐶𝐵(𝑑𝑎, 𝑑𝑁) =

{︃
𝐶𝐵(𝑎,𝑁) ïðè 𝑑 6 𝑁

𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) = 1
𝐶𝐵(𝑎,𝑁) ,

1
𝑑 ïðè 𝑑 > 𝑁

𝑞(Λ(𝑎,𝑁)) = 1
𝐶𝐵(𝑎,𝑁) .
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Ïóñòü Γ ⊂ R𝑑 � ðåøåòêà, Ω � ÿ÷åéêà ýòîé ðåøåòêè, ̃︀Γ � äâîéñòâåí-
íàÿ ðåøåòêà, ̃︀Ω � öåíòðàëüíàÿ çîíà Áðèëëþåíà äâîéñòâåííîé ðåøåòêè.
Äëÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåì 𝑓𝜀(x) := 𝑓(x/𝜀), 𝜀 > 0. Â
𝐿2(R𝑑;C𝑛) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð 𝐴𝜀 = 𝑏(D)*𝑔𝜀(x)𝑏(D). Çäåñü 𝑔(x) � îãðàíè÷åííàÿ è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ (𝑚 × 𝑚)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ.
Äàëåå, 𝑏(D) =

∑︀𝑑
𝑗=1 𝑏𝑗𝐷𝑗 , ãäå 𝑏𝑗 � ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑚× 𝑛. Ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî 𝑚 > 𝑛 è ñèìâîë 𝑏(𝜉) =
∑︀𝑑
𝑗=1 𝑏𝑗𝜉𝑗 èìååò ðàíã 𝑛 ïðè 0 ̸= 𝜉 ∈ R𝑑.

Ìû èçó÷àåì ïîâåäåíèå îïåðàòîð-ôóíêöèé cos(𝜏𝐴
1/2
𝜀 ) è 𝐴−1/2

𝜀 sin(𝜏𝐴
1/2
𝜀 )

ïðè ìàëîì 𝜀 è 𝜏 ∈ R. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû ê èçó÷åíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

𝜕2𝜏u𝜀(x, 𝜏) = −(𝐴𝜀u𝜀)(x, 𝜏), u𝜀(x, 0) = 𝜙(x), 𝜕𝜏u𝜀(x, 0) = 𝜓(x),

ïîñêîëüêó ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

u𝜀(·, 𝜏) = cos(𝜏𝐴1/2
𝜀 )𝜙+𝐴−1/2

𝜀 sin(𝜏𝐴1/2
𝜀 )𝜓.

Ââåäåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð 𝐴0 = 𝑏(D)*𝑔0𝑏(D), ãäå 𝑔0 � ïîëîæè-
òåëüíàÿ эффективная матрица. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå 𝑔0. Ïóñòü ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ Λ(x) ÿâëÿåòñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

𝑏(D)*𝑔(x)(𝑏(D)Λ(x) + 1) = 0,

∫︁
Ω

Λ(x) 𝑑x = 0.

Ïîëîæèì ̃︀𝑔(x) := 𝑔(x)(𝑏(D)Λ(x) + 1). Òîãäà 𝑔0 =
∫︀
Ω
̃︀𝑔(x) 𝑑x.

Ñîãëàñíî ðàáîòàì [1], [2], îïåðàòîð-ôóíêöèè cos(𝜏𝐴
1/2
𝜀 ) è

𝐴
−1/2
𝜀 sin(𝜏𝐴

1/2
𝜀 ) ñõîäÿòñÿ ê àíàëîãè÷íûì ôóíêöèÿì îò 𝐴0 â ïîäõîäÿ-

ùèõ íîðìàõ. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè⃦⃦
cos(𝜏𝐴1/2

𝜀 )− cos(𝜏𝐴
1/2
0 )

⃦⃦
𝐻2→𝐿2

6 𝐶(1 + |𝜏 |)𝜀, (1)⃦⃦
𝐴−1/2
𝜀 sin(𝜏𝐴1/2

𝜀 )−𝐴−1/2
0 sin(𝜏𝐴

1/2
0 )

⃦⃦
𝐻1→𝐿2

6 𝐶(1 + |𝜏 |)𝜀. (2)

Çäåñü 𝐻𝑠 = 𝐻𝑠(R𝑑), 𝑠 > 0, � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Â [2] ïîëó÷åíî òàê-
æå ïðèáëèæåíèå äëÿ 𝐴−1/2

𝜀 sin(𝜏𝐴
1/2
𝜀 ) â �ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå ïðè ó÷åòå

êîððåêòîðà:⃦⃦
𝐴−1/2
𝜀 sin(𝜏𝐴1/2

𝜀 )−𝐴−1/2
0 sin(𝜏𝐴

1/2
0 )− 𝜀 ̃︀𝐾1(𝜀, 𝜏)

⃦⃦
𝐻2→𝐻1 6 𝐶(1 + |𝜏 |)𝜀. (3)

Çäåñü ̃︀𝐾1(𝜀, 𝜏) = Λ𝜀𝑏(D)Π𝜀𝐴
−1/2
0 sin(𝜏𝐴

1/2
0 ), à Π𝜀 � ÏÄÎ, ñèìâîë êîòîðîãî

åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ̃︀Ω/𝜀.
Íîâûå ðåçóëüòàòû Ì.À. Äîðîäíîãî è Ò.À. Ñóñëèíîé (2022) � àïïðîêñè-

ìàöèè ïðè ó÷åòå êîððåêòîðîâ äëÿ îïåðàòîðà 𝐴−1/2
𝜀 sin(𝜏𝐴

1/2
𝜀 ) è äëÿ êîìïî-
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çèöèè cos(𝜏𝐴
1/2
𝜀 )(𝐼 + 𝜀Λ𝜀𝑏(D)Π𝜀):⃦⃦

cos(𝜏𝐴1/2
𝜀 )(𝐼+𝜀Λ𝜀𝑏(D)Π𝜀)− cos(𝜏𝐴

1/2
0 )− 𝜀𝐾1(𝜀, 𝜏)

⃦⃦
𝐻3→𝐻1 6𝐶(1+|𝜏 |)𝜀,

(4)⃦⃦
cos(𝜏𝐴1/2

𝜀 )(𝐼+𝜀Λ𝜀𝑏(D)Π𝜀)− cos(𝜏𝐴
1/2
0 )− 𝜀𝐾(𝜀, 𝜏)

⃦⃦
𝐻4→𝐿2

6𝐶(1+|𝜏 |)2𝜀2,
(5)⃦⃦

𝐴−1/2
𝜀 sin(𝜏𝐴1/2

𝜀 )−𝐴−1/2
0 sin(𝜏𝐴

1/2
0 )− 𝜀 ̃︀𝐾(𝜀, 𝜏)

⃦⃦
𝐻3→𝐿2

6𝐶(1+|𝜏 |)2𝜀2.
(6)

Êîððåêòîð 𝐾1(𝜀, 𝜏) èìååò âèä 𝐾1(𝜀, 𝜏) = Λ𝜀Π𝜀𝑏(D) cos(𝜏𝐴
1/2
0 ). Êîððåêòîðû

𝐾(𝜀, 𝜏) è ̃︀𝐾(𝜀, 𝜏) èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó: 𝐾(𝜀, 𝜏) = 𝐾1(𝜀, 𝜏) +

𝐾2(𝜏), ̃︀𝐾(𝜀, 𝜏) = ̃︀𝐾1(𝜀, 𝜏) + ̃︀𝐾2(𝜏), ãäå ÷ëåíû 𝐾2(𝜏) è ̃︀𝐾2(𝜏) íå çàâèñÿò îò 𝜀;
èõ îïèñàíèå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî.

Îöåíêè (1)�(6) òî÷íû ïî ïîðÿäêó. Â îáùåì ñëó÷àå îíè òî÷íû òàêæå ïî
òèïó îïåðàòîðíîé íîðìû è â îòíîøåíèè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè 𝜏 . Îä-
íàêî, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ýòè ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò
óñèëåíèå. Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè îöåíîê (1)�(3) ïðîâåäåíî â [3], [4]. Ðàáîòà,
ïîñâÿùåííàÿ ðåçóëüòàòàì ñ êîððåêòîðàìè, ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè.

Ðåçóëüòàòû ñ êîððåêòîðàìè ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 𝜕2𝜏u𝜀(x, 𝜏) = −(𝐴𝜀u𝜀)(x, 𝜏) ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè èç ñïåöèàëüíîãî êëàññà.
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УСРЕДНЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ МАКСВЕЛЛА В СЛУЧАЕ ПОСТОЯННОЙ
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Изучается задача об усреднении в пределе малого периода задачи Ко-
ши для нестационарной системы Максвелла в R3. Предполагается, что
диэлектрическая проницаемость — быстро осциллирующая матрица-
функция, а магнитная проницаемость — постоянная положительная
матрица. Получены аппроксимации для магнитных полей. При до-
полнительных предположениях также получены аппроксимации для
электрических полей.

Ключевые слова: периодические дифференциальные операторы,
усреднение, операторные оценки погрешности, нестационарная систе-
ма Максвелла

Homogenization of nonstationary periodic Maxwell system in
the case of constant permeability

The homogenization problem in the small period limit for the Cauchy
problem for the nonstationary Maxwell system in R3 is considered. It is
assumed that the permittivity is a rapidly oscillating matrix function and
the permeability is a constant positive matrix. We obtain approximations
for the magnetic fields. We also obtain approximations for the electric
fields under some additional assumptions.

Keywords: periodic differential operators; homogenization; operator error
estimates; non-stationary Maxwell system

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â ñëó-
÷àå, êîãäà ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü çàäàíà ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöåé 𝜇, à äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü çàäàíà áûñòðî îñöèëëèðóþ-
ùåé (ïðè 𝜀→ 0) ìàòðèöåé 𝜂𝜀(x) := 𝜂(x/𝜀):⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑡E𝜀(x, 𝑡) = (𝜂𝜀(x))−1 rotH𝜀(x, 𝑡), div 𝜂𝜀(x)E𝜀(x, 𝑡) = 0, x ∈ R3, 𝑡 ∈ R;

𝜕𝑡H𝜀(x, 𝑡) = −𝜇−1 rotE𝜀(x, 𝑡), div𝜇H𝜀(x, 𝑡) = 0, x ∈ R3, 𝑡 ∈ R;

E𝜀(x, 0) = (𝑃𝜀f)(x), H𝜀(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R3.

Çäåñü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ 𝜂(x) ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé ðåø¼òêè, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà. Äàëåå,
𝜑 ∈ 𝐿2(R3;C3), div𝜇𝜑(x) = 0, f ∈ 𝐿2(R3;C3), è 𝑃𝜀 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåê-
òîð ïðîñòðàíñòâà 𝐿2(R3;C3; 𝜂𝜀) íà ïîäïðîñòðàíñòâî

{u ∈ 𝐿2(R3;C3) : div 𝜂𝜀(x)u(x) = 0}.

Дородный Марк Александрович, к.ф.-м.н., инженер-исследователь, СПбГУ (Санкт-
Петербург, Россия); Mark Dorodnyi (St. Petersburg State University, St. Petersburg, Russia)

Суслина Татьяна Александровна, д.ф.-м.н., профессор, СПбГУ (Санкт-Петербург,
Россия); Tatiana Suslina (St. Petersburg State University, St. Petersburg, Russia)
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ E𝜀 è H𝜀 ñëà-
áî ñõîäÿòñÿ ê ïîëÿì E0 è H0, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óñðåäí¼ííîé
ñèñòåìû Ìàêñâåëëà ñ постоянной эффективной ïðîíèöàåìîñòüþ 𝜂0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D𝜀 = 𝜂𝜀E𝜀, D0 = 𝜂0E0, B𝜀 = 𝜇H𝜀, B0 = 𝜇H0 ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ è ìàãíèòíûå èíäóêöèè. Íàøè
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:
∙ Ïóñòü 𝜑, f ∈ 𝐻2(R3;C3) è div𝜇𝜑 = 0. Òîãäà ïðè 𝑡 ∈ R è 𝜀 > 0 ñïðàâåä-

ëèâû îöåíêè

‖H𝜀(·, 𝑡)−H0(·, 𝑡)‖𝐿2(R3) 6 𝐶(1 + |𝑡|)𝜀(‖𝜑‖𝐻2(R3) + ‖f‖𝐻2(R3)),

‖B𝜀(·, 𝑡)−B0(·, 𝑡)‖𝐿2(R3) 6 𝐶(1 + |𝑡|)𝜀(‖𝜑‖𝐻2(R3) + ‖f‖𝐻2(R3)).

∙ Ïóñòü f ∈ 𝐻3(R3;C3) è 𝜑 = 0. Òîãäà ïðè 𝑡 ∈ R è 𝜀 > 0 ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

‖(E𝜀(·, 𝑡)−E𝜀(·, 0))− (1 + Σ𝜀)(E0(·, 𝑡)−E0(·, 0))‖𝐿2(R3)

6 𝐶|𝑡|(1 + |𝑡|)𝜀‖f‖𝐻3(R3),

‖(D𝜀(·, 𝑡)−D𝜀(·, 0))− (1 + ̃︀Σ𝜀)(D0(·, 𝑡)−D0(·, 0))‖𝐿2(R3)

6 𝐶|𝑡|(1 + |𝑡|)𝜀‖f‖𝐻3(R3).

Çäåñü Σ𝜀 è ̃︀Σ𝜀 � òàê íàçûâàåìûå êîððåêòîðû íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ïðè äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòè ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò óëó÷øåíèå:
∙ Ïóñòü 𝜑, f ∈ 𝐻3/2(R3;C3) è div𝜇𝜑 = 0. Òîãäà ïðè 𝑡 ∈ R è 𝜀 > 0

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖H𝜀(·, 𝑡)−H0(·, 𝑡)‖𝐿2(R3) 6 𝐶(1 + |𝑡|)1/2𝜀(‖𝜑‖𝐻3/2(R3) + ‖f‖𝐻3/2(R3)),

‖B𝜀(·, 𝑡)−B0(·, 𝑡)‖𝐿2(R3) 6 𝐶(1 + |𝑡|)1/2𝜀(‖𝜑‖𝐻3/2(R3) + ‖f‖𝐻3/2(R3)).

∙ Ïóñòü f ∈ 𝐻5/2(R3;C3) è 𝜑 = 0. Òîãäà ïðè 𝑡 ∈ R è 𝜀 > 0 ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

‖(E𝜀(·, 𝑡)−E𝜀(·, 0))− (1 + Σ𝜀)(E0(·, 𝑡)−E0(·, 0))‖𝐿2(R3)

6 𝐶|𝑡|(1 + |𝑡|)1/2𝜀‖f‖𝐻5/2(R3),

‖(D𝜀(·, 𝑡)−D𝜀(·, 0))− (1 + ̃︀Σ𝜀)(D0(·, 𝑡)−D0(·, 0))‖𝐿2(R3)

6 𝐶|𝑡|(1 + |𝑡|)1/2𝜀‖f‖𝐻5/2(R3).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èçëîæåíû â [1], [2].
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ПОДАВЛЕНИЯ МНЕНИЙ
Ю.А. Дорофеева, А.С. Мамаева
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УДК 519.83

В настоящей работе рассматривается теоретико-игровая модель ди-
намики подавления мнений, основанная на нормальном законе рас-
пределения случайных величин. Данный подход обоснован более реа-
листичным представлением общения в современном мире, позволяю-
щим учитывать влияние большого числа случайных факторов. Нашей
главной целью является моделирование формирования усреднённого
общественного мнения под влиянием инакомыслящих агентов.

Ключевые слова: теория игр, динамика мнений, социальные сообще-
ства, агенты, инакомыслящие, консенсус

Modeling the dynamics of opinion suppression

In this paper, we consider a game-theoretic model of the dynamics of
opinion suppression based on the normal distribution law of random vari-
ables. This approach is justified by a more realistic representation of
communication in the modern world, which allows taking into account
the influence of a large number of random factors. Our main goal is to
model the formation of an average public opinion under the influence of
dissident agents.

Keywords: game theory, opinion dynamics, social communities, agents,
dissenters, consensus

Âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ íàóêè, òàêèõ êàê ñîöèîëîãèÿ, ïîëèòîëîãèÿ è ôèëî-
ñîôèÿ, àêòèâíî âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿùèõ
ê ôîðìèðîâàíèþ óñðåäí¼ííîãî ìíåíèÿ ëþäåé, ñîãëàñíî óñòàíîâëåííûì ïðà-
âèëàì. Ôîðìèðîâàíèå è èçìåíåíèå ìíåíèé � ñëîæíûé ïðîöåññ, çàâèñÿùèé
îò êðóãà îáùåíèÿ, âíåøíèõ èíôîðìàöèîííûõ èñòî÷íèêîâ, ñðåäñòâ ìàññîâîé
èíôîðìàöèè, à òàêæå ñîöèàëüíûõ ñåòåé. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ àãåíòîâ äðóã ñ äðóãîì ìîæåò áûòü äîñòèãíóò êîíñåíñóñ, ïîëÿðèçàöèÿ,
ëèáî ôðàãìåíòàöèÿ.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå äèíàìèêó, óñðåäíÿþùóþ ìíåíèÿ àãåíòîâ, ñëåäó-
þùåãî âèäà:

𝑥𝑖(𝑡+ 1) = 𝑥𝑖(𝑡) · e−𝛽(𝑥𝑖(𝑡)−𝑥(𝑡))2 + 𝑥(𝑡) ·
(︁

1− e−𝛽(𝑥𝑖(𝑡)−𝑥(𝑡))2
)︁
, 𝑖 ∈ 𝑁 (1)

ãäå 𝑁 = 1, 2, ..., 𝑛 � ìíîæåñòâî àãåíòîâ, 𝑥𝑖(𝑡) ∈ R1 � ìíåíèå àãåíòà 𝑖 â ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡, 𝑥(𝑡) = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗(𝑡) � ñðåäíåâçâåøåííîå ìíåíèå âñåõ àãåíòîâ,

íà÷àëüíîå ìíåíèå àãåíòîâ 𝑥(0) = 𝑥0 çàäàíî, 𝛽 � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò.

Дорофеева Юлия Александровна, к.ф.-м.н., доцент, Национальный исследователь-
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университет ИТМО (Санкт-Петербург, Россия); Anastasia Mamaeva (ITMO University,
Saint Petersburg, Russia)



81

Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî 𝑥𝑖(𝑡) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è
äèíàìèêà ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè 𝒩 (𝑎, 𝜎2),
ãäå

𝑥(𝑡) =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖(𝑡)

𝑛
−−−−→
𝑛→∞

𝑎 (2)

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥(𝑡))
2

𝑛
−−−−→
𝑛→∞

𝜎2 (3)

Âû÷èñëÿÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ìíåíèÿ àãåíòà â ñðåäíåâçâåøåííîå
ìíåíèå êîëëåêòèâà, óñòàíîâèëè, ÷òî îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

P(|𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥𝑛(𝑡)| < 𝜀) =

= P

⎛⎝⃒⃒⃒⃒⃒⃒𝑥𝑖(𝑡) · (︂1− 1

𝑛

)︂
− 1

𝑛

∑︁
𝑗=1...𝑛, 𝑗 ̸=𝑖

𝑥𝑗(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

⎞⎠ −−−−→
𝑛→∞

0 =

= P(|𝑆𝑛| < 𝜀) −−−−→
𝑛→∞

0

ãäå 𝑆𝑛 ∼ 𝒩
(︁

0, 𝑛(𝑛−1)
𝑛2 𝜎2

)︁
Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, áûëà óñòàíîâëåíà íåîáõîäèìîñòü äî-

áàâëåíèÿ ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ îñîáîãî âèäà äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, êîòî-
ðàÿ ïîçâîëèò âîçäåéñòâîâàòü íà èíàêîìûñëÿùèõ àãåíòîâ è íå ðàçðóøàòü
óñòàíîâèâøååñÿ óñðåäíåííîå ìíåíèå êîëëåêòèâà.
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М.К. Досполова
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УДК 519.21

Результаты Судакова и Цирельсона устанавливают связь между внут-
ренними объемами выпуклого компактного 𝐺𝐵-подмножества 𝐾 се-
парабельного гильбертова пространства 𝐻 и изонормальным гауссов-
ским процессом на 𝐾.
В данной работе мы обобщим теорему Цирельсона на случай смешан-
ных объемов бесконечномерных выпуклых 𝐺𝐵-компактов в 𝐻, пред-
варительно введя понятие смешанного объема для бесконечномерных
выпуклых подмножеств 𝐻.

Ключевые слова: смешанные объемы, внутренние объемы, теорема
Судакова, теорема Цирельсона, 𝐺𝐵-множество, изонормальный про-
цесс

Mixed volume of infinite-dimensional convex compact sets.

The results of Sudakov and Tsirelson establish a connection between the
intrinsic volumes of a convex compact 𝐺𝐵-subset 𝐾 of a separable Hilbert
space 𝐻 and an isonormal Gaussian process on 𝐾.
In this work, we generalize Tsirelson’s theorem to the case of mixed vol-
umes of infinite-dimensional convex compact 𝐺𝐵-subsets of 𝐻, first intro-
ducing the notion of mixed volume for infinite-dimensional convex subsets
of 𝐻.

Keywords: mixed volumes, intrinsic volumes, Sudakov’s theorem,
Tsirelson’s theorem, 𝐺𝐵-set, isonormal process

Ñóäàêîâó [1] è Öèðåëüñîíó [2] óäàëîñü óñòàíîâèòü ãëóáîêóþ ñâÿçü ìåæäó
âíóòðåííèìè îáúåìàìè 𝑉𝑘(·), 𝑘 = 0, 1, . . . (ñì., íàïðèìåð, [4, ñîîòíîøåíèå
4.8]) íåêîòîðûõ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ è ãàóññîâñêèìè ïðîöåññàìè.

Áóäåì íàçûâàòü öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
(𝜉(ℎ))ℎ∈𝐻 , ïàðàìåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî 𝐻, изонормальным, åñëè åãî êîâàðèàöèîííàÿ
ôóíêöèÿ èìååò âèä cov(𝜉(ℎ), 𝜉(𝑔)) = ⟨ℎ, 𝑔⟩, ãäå ÷åðåç ⟨ , ⟩ îáîçíà÷åíî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà 𝐻.

Ïóñòü {𝜉𝑖(ℎ) : ℎ ∈ 𝐻}, 1 6 𝑖 6 𝑘, îáîçíà÷àþò 𝑘 íåçàâèñèìûõ êîïèé
èçîíîðìàëüíîãî ïðîöåññà. Òîãäà 𝑘-мерный спектр âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà 𝐾 ⊂ 𝐻 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëåäóþùåå ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî:

Spec𝑘𝐾 := {(𝜉1(ℎ), . . . , 𝜉𝑘(ℎ)) : ℎ ∈ 𝐾} ⊂ R𝑘.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации (соглашение № 075-15-2022-289).
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Ïîäìíîæåñòâî 𝐾 ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà 𝐻 íàçûâà-
åòñÿ 𝐺𝐵-множеством, åñëè ñóùåñòâóåò ìîäèôèêàöèÿ èçîíîðìàëüíîãî ïðî-
öåññà ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì 𝐾, èìåþùàÿ îãðàíè÷åííûå ïî÷òè íà-
âåðíîå ïî ìîäóëþ ðåàëèçàöèè. Èçâåñòíî [1, òåîðåìà 1], ÷òî ñâîéñòâî âûïóê-
ëîãî 𝐾 áûòü 𝐺𝐵-ìíîæåñòâîì ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 𝑉1(𝐾) <∞.

Теорема 1. (Ñóäàêîâ) Для выпуклого компакта 𝐾 ⊂ 𝐻

𝑉1(𝐾) =
√

2𝜋E sup
ℎ∈𝐾

𝜉(ℎ).

Теорема 2. (Öèðåëüñîí) Для всех выпуклых компактных 𝐺𝐵-
множеств 𝐾 ⊂ 𝐻 и всех 𝑘 = 0, 1, . . .

𝑉𝑘(𝐾) =
(2𝜋)𝑘/2

𝑘!𝜅𝑘
EVol𝑘(Spec𝑘𝐾),

где E Vol𝑘(Spec𝑘𝐾) – средний объем Spec𝑘𝐾 и 𝜅𝑘 – объем 𝑘-мерного еди-
ничного шара.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû 2 íà ñëó÷àé сме-
шанных объемов.

Ìèíêîâñêèé äîêàçàë [3], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ 𝐾1, . . . ,𝐾𝑠 ⊂ R𝑑 ôóíêöèîíàë Vol𝑑(𝜆1𝐾1 + . . . + 𝜆𝑠𝐾𝑠) ïðè
𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 > 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 𝑑 ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Vol𝑑(𝜆1𝐾1 + . . .+ 𝜆𝑠𝐾𝑠) =

𝑠∑︁
𝑖1=1

· · ·
𝑠∑︁

𝑖𝑑=1

𝜆𝑖1 . . . 𝜆𝑖𝑑𝑉𝑑(𝐾𝑖1 , . . . ,𝐾𝑖𝑑).

Êîýôôèöèåíòû 𝑉𝑑(𝐾𝑖1 , . . . ,𝐾𝑖𝑑) ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûìè,
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
𝐾𝑖1 , . . . ,𝐾𝑖𝑑 . Êîýôôèöèåíò 𝑉𝑑(𝐾𝑖1 , . . . ,𝐾𝑖𝑑) íàçûâàåòñÿ смешанным объе-
мом 𝐾𝑖1 , . . . ,𝐾𝑖𝑑 . Íåñëîæíî ïîíÿòü (ñì., íàïðèìåð, [4, ïàðàãðàô 5.1]), ÷òî
âíóòðåííèå îáúåìû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñìåøàííûõ.

Ïóñòü 𝐾1, . . . ,𝐾𝑘� íåïóñòûå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà 𝐻. Òîãäà смешан-
ный объем 𝑉 (𝐾1, . . . ,𝐾𝑘) ìíîæåñòâ 𝐾1, . . . ,𝐾𝑘 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

𝑉 (𝐾1, . . . ,𝐾𝑘) = sup
𝐾′

𝑖⊂𝐾𝑖

(︀
𝑑
𝑘

)︀
𝜅𝑑−𝑘

𝑉𝑑(𝐾
′
1, . . . ,𝐾

′
𝑘, 𝐵

𝑑, . . . , 𝐵𝑑⏟  ⏞  
𝑑−𝑘 раз

),

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì 𝑑 > 𝑘 è âñåì êîíå÷íîìåðíûì âûïóêëûì êîì-
ïàêòíûì ïîäìíîæåñòâàì 𝐾 ′

𝑖 ⊂ 𝐾𝑖,dim𝐾 ′
𝑖 6 𝑑, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

Âñå ãîòîâî äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû.

Теорема 3. Пусть 𝑘 ∈ N. Для выпуклых компактных 𝐺𝐵-множеств
𝐾𝑖 ⊂ 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 имеем

𝑉 (𝐾1, . . . ,𝐾𝑘) =
(2𝜋)𝑘/2

𝑘!𝜅𝑘
E 𝑉𝑘(Spec𝑘𝐾1, . . . ,Spec𝑘𝐾𝑘).
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Определение. Ïóñòü 𝐷 = {𝑑1, . . . , 𝑑𝑟} ⊂ {0, 1, . . . , 𝑛 − 1}𝑘, ãäå 𝑛 > 2, à
1 < #𝐷 < 𝑛𝑘. Ôðàêòàëüíûì 𝑘-êóáîì ïîðÿäêà 𝑛 ñ ìíîæåñòâîì åäèíèö 𝐷
íàçûâàþò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝐾 ⊂ 𝑅𝑘, óäîâëåòâîðÿþùåå

𝐾 =
𝐾 +𝐷

𝑛
.

Ïóñòü 𝑃 = [0, 1]𝑘, òîãäà ëþáîé ôðàêòàëüíûé 𝑘-êóá ñîäåðæèòñÿ â 𝑃 .
Îïðåäåëèì ãðàíè êóáà 𝑃 . Ïóñòü 𝛼 ∈ 𝐴 = {−1, 0, 1}𝑘, òîãäà 𝑃𝛼 = 𝑃 ∩

(𝑃 + 𝛼) åñòü 𝛼-ãðàíü êóáà 𝑃 . Ðàçìåðíîñòü òàêîé 𝛼-ãðàíè åñòü dim(𝑃𝛼) =

𝑘 −
∑︀𝑘
𝑖=1 |𝛼𝑖|.

Ïóñòü 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 𝛽 ïîä÷èíåíî 𝛼 (îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝛽 A 𝛼), åñëè äëÿ ëþáîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 íåðàâåíñòâî 𝛼𝑖 ̸= 0 âëå÷¼ò 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖.

Äëÿ ôðàêòàëüíîãî 𝑘-êóáà 𝐾 ìû îïðåäåëèì åãî ãðàíè 𝐾𝛼 êàê 𝐾𝛼 =
𝐾 ∩ 𝑃𝛼. Ãðàíè ôðàêòàëüíîãî êóáà åñòü ôðàêòàëüíûå êóáû.

Ïóñòü 𝐾1 = 𝐷1+𝐾1

𝑛 è 𝐾2 = 𝐷2+𝐾2

𝑛 � ôðàêòàëüíûå 𝑘 êóáû. Ìû äîêàçû-
âàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ïåðåñå÷åíèè ôðàêòàëüíûõ êóáîâ:

Теорема. Семейство {𝐹𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴} пересечений 𝐹𝛼 = 𝐾1 ∩ (𝐾2 + 𝛼) удо-
влетворяет системе уравнений

𝐹𝛼 =
⋃︁
𝛽⊒𝛼

𝑇𝛼𝛽(𝐹𝛽), 𝛼 ∈ 𝐴,

где для любого 𝛽 ⊒ 𝛼, 𝑇𝛼𝛽(𝐹𝛽) = 1
𝑛 (𝐹𝛽 +𝐺𝛼𝛽) и 𝐺𝛼𝛽 = 𝐷1 ∩ (𝐷2 + 𝑛𝛼− 𝛽).

Предложение. 𝐹𝛼 = ∅ тогда и только тогда, когда для любого 𝛽 ⊒
𝛼 и любой конечной последовательности 𝛼 = 𝛼0 @ 𝛼1 @ . . . @ 𝛼𝑝 = 𝛽
произведение #𝐺𝛼0𝛼1 ·#𝐺𝛼1𝛼2 . . .#𝐺𝛼𝑝−1𝛼𝑝 ·#𝐺𝛽 равно нулю.

Ìû äîêàçàëè òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà 𝐹0 è î ïðèçíàêå áåñêî-
íå÷íîé ìåðû ýòîãî ìíîæåñòâà:

Теорема. Если 𝐹0 ̸= ∅, то размерность dim(𝐹0) = log𝑛𝑚, где 𝑚 =
max{#𝐺𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴 : для любой последовательности 0 @ 𝛼1 @ . . . @ 𝛼𝑝−1 @
𝛼 произведение #𝐺0𝛼1

·#𝐺𝛼1𝛼2
· . . . ·#𝐺𝛼𝑝−1𝛼 ·#𝐺𝛼 ̸= 0}.

Теорема. Пусть #𝐺0 = #𝐺𝛽 и log𝑛 #𝐺0 = 𝑠. Если существует после-
довательность 0 @ 𝛼1 @ . . . @ 𝛼𝑝−1 @ 𝛽 такая, что #𝐺0𝛼1

·#𝐺𝛼1𝛼2
· . . . ·

#𝐺𝛼𝑝−1𝛽 > 1, то 𝐻𝑠(𝐹0) =∞.



86

ГЛАДКИЕ МОДЕЛИ МОТИВНЫХ ПРОСТРАНСТВ И
СПЕКТРОВ

А.Э. Дружинин
a.druzhinin@spbu.ru, andrei.druzh@gmail.com

УДК 512.737, 515.143, 512.736

Доклад обсуждает геометрические модели для некоторых мотивных
спектров, и их роль для доказательства свойств представимых теорий
когомологий в стабильной мотивной гомотопической категории.

Ключевые слова: мотивный спектры, оснащённые соответствия, ге-
метрические модели

Smooth models of motivic spaces and spectra

We discuss geometrical models for some motivic spectra, and their role for
the properties of the theories represented in the stable motivic homotopy
category.

Keywords: motivic spectra, framed correspondences, geometrical models

Ñîãëàñíî [1] ìîòèâíîå ïðîñòðàíñòâî î îòìå÷åííîé òî÷êîé íàä ñõåìîé 𝐵
� ýòî ñèìïëèöèàëüíûé ïó÷¼ê Íèñíåâè÷à ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé íà êàòåãîðèè
ãëàäêèõ ñõåì Sm𝐵 . Ìîòèâíûé ñïåêòð � ýòî öåïî÷êà ìîòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ
ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé 𝒮 = (𝑆0, . . . , 𝑆𝑙, . . . ) ñíàáæ¼ííàÿ ìîðôèçìàìè

𝑆𝑙 → ΩP1𝑆𝑙+1. (1)

Определение 1.
1) Будем говорить, что спектр 𝒮 удовлетворяет свойству Ω>0, если

морфизмы (1) являются мотивными эквивалентностями.
2) Назовём спектр инд-геометрическим, если его члены являются инд-

парами схем, т.е. эквиваленты пространствам lim−→𝑙
𝑋𝑙/𝑈𝑙, для индуктив-

ного семейства открытых вложений схем 𝑈𝑙 →˓ 𝑋𝑙 над 𝐵.

Òåîðèÿ îñíàù¼ííûõ ñîîòâåòñòâèé Âîåâîäñêîãî [2] è îñíàù¼ííûõ ìîòèâîâ
Ãàðêóøè-Ïàíèíà [3] ïîçâîëÿåò â ÷àñòíîñòè ïîëó÷èòü ãëàäêóþ ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü äëÿ íàäñòðîè÷íîãî ñïåêòðà ïàðû

Σ∞
𝑇 (𝑋/𝑈)+ ≃ ((𝑋/𝑈)+, (𝑋/𝑈) ∧ (A1/G𝑚), . . . , (𝑋/𝑈) ∧ (A1/G𝑚)∧𝑙, . . . ),

ãäå 𝑈 � îòêðûòàÿ ïîäñõåìà â 𝑋, â ñëåäóþùåì âèäå.

Теорема 1.[4]

Работа выполнена при финансовой поддержке конкурса-гранта Молодая Математика
России.
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Пусть 𝑋 – гладкая аффинная схема над полем 𝑘, 𝑈 – открытая под-
схема. Имеет место стабильная мотивная эквивалентность спектров

Σ∞
P1(𝑋/𝑈)+ ≃ ((𝑋/𝑈)fr, . . . , (𝑋/𝑈 ∧ (A1/G𝑚)𝑙)fr, . . . ),

где правая часть является инд-геометрической и обладает свойством
Ω>0.

Ôóíäàìåíòîì ïðèíöèïà êîíñòðóêöèè èíä-ïàð (𝑋/𝑈)fr ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå îñíàù¼ííûõ ñîîòâåòñòâèé ââåä¼ííûõ Âîåâîäñêèì [2], êîòîðûå ñîãëàñíî
ëåììå Âîåâîäñêîãî [3, �3] îáðàçóþò ìíîæåñòâà èçîìîðôíûå

lim−→
𝑛

MorShnis(𝑘)(𝐵+ ∧ (P1/∞)∧𝑛, (𝑋/𝑌 )+ ∧ (A1/G𝑚)∧𝑙),

ãäå Shnis(𝑘) îáîçíà÷àåò êàòåãîðèþ ïó÷êîâ Íèñíåâè÷à ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé.
Ïðèâåä¼ì äëÿ ñðàâíåíèÿ ñòàáèëüíûå ìîòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñïåêòðîâ

𝐻Z ∧ Σ∞
𝑇 (𝑋/𝑈)+ ≃ (Sym∞(𝑋/𝑈), . . . ,Sym∞(𝑋/𝑈 ∧ 𝑇 𝑙), . . . )̃︂𝐻Z ∧ Σ∞
𝑇 (𝑋/𝑈)+ ≃ ((𝑋/𝑈)𝐺𝑊 , . . . , (𝑋/𝑈 ∧ 𝑇 𝑙)𝐺𝑊 , . . . ) (2)

Çäåñü èíä-ïàðû ñõåì Sym∞(𝑋/𝑈) = Sym∞(𝑋)/Sym∞(𝑈), (𝑋/𝑈)𝐺𝑊 =
𝑋𝐺𝑊 /𝑈𝐺𝑊 ïàðàìåòðèçóþò Cor-ñîîòâåòñòâèÿ [5], è GW-ñîîòâåòñòâèÿ. Ïðà-
âûå ÷àñòè (2) îáëàäàþò ñâîéñòâîì Ω>0 è ÿâëÿþòñÿ èíä-ãåîìåòðè÷åñêèìè,
îäíàêî äëÿ ãëàäêèõ 𝑋 íå ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ãëàäêèìè. Ñâîéñòâî
ãëàäêîñòè èíä-ïàð ñõåì (𝑋/𝑈)fr îáåñïå÷åíî òåì, ÷òî ñòðóêòóðà îñíàù¼ííûõ
ñîîòâåòñòâèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå �îáú¼ìíîé è ïîëíîé� ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè-
÷åñêèìè Cor-ñîîòâåòñòâèÿìè, à òàêæå è 𝐺𝑊 -ñîîòâåòñòâèÿìè.

Гипотеза 1.
Всякий спектр 𝒮 над полем 𝑘, члены которого заданы откры-

тыми парами гладких схем стабильно, мотивно эквивалентен инд-
геометрическому спектру 𝒮 fr, обладающему свойством Ω>0.

Òåîðåìà 1 íà íàø âçãëÿä ïîëüçó ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè
ìîòèâíûõ ñïåêòðîâ íàä êîëüöàìè äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ. Ãèïîòåçà 1
èìååò íà íàø âçãëÿä îòíîøåíèå ñ ãèïîòåçîé Ãåðñòåíà.

Гипотеза 3.
Пусть 𝐵 – спектр кольца дискретного нормирования. 𝑋 – гладкая про-

ективная схема над 𝐵. Тогда теория когомологий на категории гладких
схем над 𝐵 представимая спектром Σ∞

P1𝑋+ удовлетворяет гипотезе Гер-
стена.

Â ñâîþ î÷åðåäü Ãèïîòåçà 2 ïî íàøåìó ìíåíèþ âëå÷¼ò ñëó÷àé ñïåêòðà
ëîêàëüíîãî êîëüöà â ñëåäóþùåé Ãèïîòåçå.

Гипотеза 2.
Пусть 𝐵 – нётерова регулярная схема конечной размерности Крулля,

𝑋 – гладкая проективная схема над 𝐵. Тогда для спектра Σ∞
P1𝑋+ выпол-

няется утверждение Теоремы 1.
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Исследуются соотношения между хаотичностью групп гомеоморфиз-
мов и тестно связанными с ней свойствами топологической транзи-
тивности, плотности замкнутых орбит и чувствительности, а также
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Ñëåäóÿ [1], ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ 𝐺 òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑋
íàçûâàåòñÿ íàìè õàîòè÷åñêîé (ò.å. 𝐺 èìååò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå) íà 𝑋,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíàÿ îðáèòà ãðóïïû 𝐺 â 𝑋 (существование
плотной орбиты);

2) îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ îðáèò îáðàçóåò ñîáñòâåííîå âñþäó ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî â 𝑋 (плотность замкнутых орбит).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ 𝐺 ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(𝑋, 𝑑) íàçûâàåòñÿ чувствительной к начальным условиям, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝑐, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà 𝑈
íàéäóòñÿ òî÷êè 𝑥, 𝑦 è ýëåìåíò 𝑔 ∈ 𝐺, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

𝑑(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑦)) > 𝑐.

Ïðè ýòîì 𝑐 íàçûâàåòñÿ чувствительной константой äëÿ ãðóïïû 𝐺.
Íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 𝐺 — хаотическая группа гомеоморфизмов локально
компактного метрического пространства (𝑋, 𝑑). Тогда 𝐺 чувствительна
к начальным условиям.

Áëàãîäàðÿ Òåîðåìå 1 îïðåäåëåíèå õàîòè÷åñêîé ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ïîíÿòèÿ õàîòè÷åñêîãî êàñêàäà â ñìûñëå
Äèâàíè [2].

Следствие 1. При выполнении условий Теоремы 1 чувствительность
группы 𝐺 к начальным условиям является топологическим свойством и
не зависит от выбора метрики 𝑑 на 𝑋.

Íàìè äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé õàîòè÷íîñòè ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèé
ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ ([3]).

Теорема 2. Пусть 𝐺𝑖, 𝑖 ∈ N, — семейство групп гомеоморфизмов
метризуемых топологических пространств 𝑋𝑖, а на тихоновском произ-
ведении 𝑋 =

∏︀
𝑖∈N𝑋𝑖 задано каноническое действие произведения групп

𝐺 =
∏︀
𝑖∈N𝐺𝑖. Тогда группа 𝐺 действует хаотически на 𝑋 тогда, и толь-

ко тогда, когда каждая группа 𝐺𝑖 действует хаотически на 𝑋𝑖, 𝑖 ∈ N.
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ãðóïïàì ãîìåîìîð-

ôèçìîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå ([3]).

Теорема 3. Пусть 𝐺𝑖, 𝑖 ∈ N, — семейство групп гомеоморфизмов мет-
ризуемых компактных топологических пространств 𝑋𝑖. Предположим,
что каждая группа 𝐺𝑖 хаотична на 𝑋𝑖. Тогда:

(1) каноническое действие произведения групп 𝐺 =
∏︀
𝑖∈N𝐺𝑖 хаотично на

тихоновском произведении пространств 𝑋 =
∏︀
𝑖∈N𝑋𝑖;

(2) существует всюду плотное подмножество 𝐹 ⊂ 𝑋 континуальных
компактных орбит, причем каждая такая орбита является совер-
шенным подмножеством в 𝑋;

(3) существует всюду плотная континуальная орбита группы 𝐺 в 𝑋;
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(4) все группы 𝐺𝑖, 𝑖 ∈ N, и 𝐺 — ресидуально конечны;

(5) каждая группа 𝐺𝑖, 𝑖 ∈ N, и 𝐺 чувствительна к начальным условиям;

(6) если каждая группа 𝐺𝑖 имеет неподвижную точку, то объединение
конечных орбит группы 𝐺 всюду плотно в 𝑋, кроме того, группа 𝐺
имеет неподвижную точку.

Ñïåöèàëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ õàîòè÷åñêèõ
ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ. Íàìè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèé
ðàçëè÷íûõ ìåòðèçóåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â òîì ÷èñëå áåñêî-
íå÷íîìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ïîñòðîåííûå ïðèìåðû âêëþ-
÷àþò õàîòè÷åñêèå ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ íà ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, ñî-
ìíîæèòåëÿìè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êàê íåçàìêíóòûå òîïîëîãè÷åñêèå ïî-
âåðõíîñòè, òàê è ëþáûå çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè [3]. Ïðèìåðû ñ÷åòíûõ ñå-
ìåéñòâ ïîïàðíî íå ñîïðÿæåííûõ õàîòè÷åñêèõ ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ ñôå-
ðû è ïëîñêîñòè ìîæíî íàéòè â [4].
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естественным языком описания многомерных цепных дробей. Такие
разбиения допускают многочисленные симметрии и всевозможные их
обобщения. Перекладывающиеся ядра задают динамику разбиений,
локальные правила и комбинаторику разбиений.

Ключевые слова: ядерные разбиения тора, классификация, локальные
правила, симметрии, комбинаторика

Журавлев Владимир Георгиевич, д.ф.-м.н., профессор, ВлГУ имени А.Г. и Н.Г. Сто-
летовых (Владимир, Россия); Vladimir Zhuravlev (Vladimir State University, Vladimir,
Russia)



91

Karyon tilings and multidimensional continued fractions

Space karyon tilings, which are a natural language for describing multidi-
mensional continued fractions, are discussed. Such tilings admit numerous
symmetries and all possible generalizations of them. Exchange karyons
define the dynamics of tilings, local rules and combinatorics of tilings.

Keywords: toric karyon tilings, classification, local rules, symmetries, com-
binatorics

Â [1] ïîñòðîåíà òåîðèÿ ìíîãîìåðíûõ ÿäåðíûõ öåïíûõ äðîáåé íà îñíîâå
ðàçáèåíèé 𝒯 òîðà T𝑑 ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè 𝑑. ßäåðíûå ðàçáèåíèÿ 𝒯
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå îäíîìåðíûõ ðàçáèåíèé Ôèáî-
íà÷÷è [2] è èõ äâóìåðíîãî àíàëîãà � ðàçáèåíèé Ðîçè [3], [4]. Íàñòîÿùèì æå
èñòî÷íèêîì ïîÿâëåíèÿ ðàçáèåíèé 𝒯 ìîæíî âñå æå ñ÷èòàòü ìíîãîìåðíûå
ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà [5]. Êàæäîå ðàçáèåíèå 𝒯 ñîäåðæèò ÿäðî
Kr ⊂ 𝒯 (âûïóêëûé ïåðåêëàäûâàþùèéñÿ ïàðàëëåëåïèïåä), ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿþùåå âñå ðàçáèåíèå öåëèêîì. Êðîìå òîãî, ÿäðî Kr îïðåäåëÿåò êâàçè-
íîðìó � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî � äëÿ íàèëó÷øèõ îäíîðîäíûõ ïðèáëè-
æåíèé öåïíûìè äðîáÿìè, à öåïíûå äðîáè â äàííîì ñëó÷àå � ýòî âåðøèíû
ìíîãîãðàííèêîâ, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå 𝒯 .

Â [6] áûëè èçó÷åíû ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ÿäåðíûõ ðàçáèåíèé 𝒯 (ëîêàëü-
íûå ïðàâèëà), çíàíèå êîòîðûõ âàæíî ïðè èçó÷åíèè ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ
äðîáåé. Èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êâàíòîâàíèÿ çâåçä, îïèðàþùèéñÿ íà ïðàâèëà
ìàêñèìóìà äëÿ ÿäåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ëó÷åé. Ñóòü óêàçàííûõ ïðà-
âèë ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàäà÷à î ìíîãîãðàííîé çâåçäå â ïðîèçâîëüíîé âåð-
øèíå 𝑥𝑛 ÿäåðíîãî ðàçáèåíèÿ 𝒯 ýêâèâàëåíòíà ïîïàäàíèþ íîìåðà âåðøèíû
𝑛 â íåêîòîðûé ÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëåííûé êîîðäèíàöèîííûé èíòåðâàë.

ßäåðíûå ðàçáèåíèÿ 𝒯 îáëàäàþò áîãàòîé ñòðóêòóðîé ñèììåòðèé [7]. Ðàç-
áèåíèÿ 𝒯 òðàíñëÿöèîííî êâàçèèíâàðèàíòíû (shift-invariant) îòíîñèòåëüíî
êàíîíè÷åñêîãî ñäâèãà 𝑆 òîðà T𝑑 � ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ÿäåðíûõ
ðàçáèåíèé. Äåéñòâèå ñäâèãà 𝑆 íà ðàçáèåíèå 𝒯 ñâîäèòñÿ ê ïåðåêëàäûâàíèþ
åãî ÿäðà Kr, ñîñòîÿùåãî èç 𝑑 + 1 ïàðàëëåëåïèïåäà. Êàæäîå ðàçáèåíèå 𝒯
èìååò 2𝑑 öåíòðàëüíûõ ñèììåòðèé. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñàìîãî ÿäðà
Kr è ñîñåäíèõ ñ íèì ìíîãîãðàííèêîâ èç ðàçáèåíèÿ 𝒯 , îáðàçóåò êîðîíó Cr
ÿäðà Kr. Äîêàçàíî, ÷òî ÿäåðíàÿ êîðîíà Cr ñîäåðæèò âñå òèïû ìíîãîãðàí-
íûõ çâåçä ðàçáèåíèÿ 𝒯 .
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В 1978 г. В.А. Рохлин получил формулу для комплексных ориентаций
неособой плоской вещественной алгебраической кривой чётной степе-
ни, разбивающей свою комплексификацию. Доклад посвящён распро-
странению формулы Рохлина на случай пары 2𝑛- и (2𝑛 − 2)-мерных
почти комплексных многообразий 𝑌 ⊃ 𝑋, на которых действует глад-
кая инволюция conj, антиголоморфная относительно почти комплекс-
ной структуры, причём множество R𝑋 = fix conj|𝑋 гомологично нулю
как в 𝑋, так и в R𝑌 . Приведены примеры вещественных алгебраиче-
ских многообразий любой размерности, гомологичных нулю в своей
комплексификации.

Ключевые слова: почти комплексное многообразие, гомологически ну-
левая вещественная часть, комплексные ориентации вещественной ча-
сти, неособая вещественная алгебраическая гиперповерхность

Real algebraic manifolds homologous to zero in the
complexification

In 1978 V.A. Rokhlin obtained a formula for complex orientations of a
nonsingular plane real algebraic curve of even degree that divides its com-
plexification. In the talk the formula is extended to the case of a pair of
2𝑛- and (2𝑛− 2)-dimensional almost complex manifolds 𝑌 ⊃ 𝑋 with the
action of a smooth involution conj that is antiholomorphic with respect
to the almost complex structure, and the set R𝑋 = fix conj|𝑋 is homol-
ogous to zero both in 𝑋 and in R𝑌 . There are given examples of real
algebraic manifolds of any dimension that are homologous to zero in their
complexification.
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Определения
Ïóñòü 𝑋 � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, ðàçìåðíîñòè 2𝑑, íà êîòî-

ðîì äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ íåïóñòûì îðèåíòèðóåìûì мно-
жеством вещественных точек R𝑋 = fix conj. Ïóñòü ìíîæåñòâî R𝑋, íà-
äåë¼ííîå íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé, ðåàëèçóåò íóëåâîé êëàññ â 𝐻𝑑(𝑋) (êîðî-
÷å, R𝑋 ∼ 0 â 𝑋), è 𝑊 ÿâëÿåòñÿ (𝑑 + 1)-ìåðíîé îðèåíòèðîâàííîé öåïüþ ñ
𝜕𝑊 = R𝑋. Óêàçàííàÿ îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ R𝑋 íàçûâàåòñÿ комплекс-
ной W-ориентацией.

Примеры
Вращение. Ïóñòü 𝐶1 ⊂ R𝑃 2 � íåîñîáàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

êðèâàÿ òèïà I (ò.å. ðàçáèâàþùàÿ ñâîþ êîìïëåêñèôèêàöèþ) � çàäà¼òñÿ óðàâ-
íåíèåì 𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥

2
2) = 0 ÷¼òíîé ñòåïåíè. Òîãäà îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëü-

íî ïðÿìîé 𝐿 : 𝑥2 = 0. Ïóñòü êðèâàÿ 𝐶1 íå èìååò âåùåñòâåííûõ òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ 𝐿 è å¼ êîìïëåêñíàÿ îðèåíòàöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî 𝐿. ßñíî,
÷òî ïîâåðõíîñòü 𝐶2 ⊂ R𝑃 3, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì 𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥

2
2 + 𝑥23) = 0,

ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì êðèâîé 𝐶1 â R𝑃 3 âîêðóã 𝐿 è, î÷åâèäíî, ãîìîëîãè÷-
íà íóëþ â êîìïëåêñèôèêàöèè. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìîæíî äëÿ ëþ-
áîãî 𝑛 > 1 ïîëó÷èòü íåîñîáóþ âåùåñòâåííóþ 𝑛-ìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü
𝐶𝑛 ⊂ R𝑃𝑛+1 ÷¼òíîé ñòåïåíè ãîìîëîãè÷íóþ íóëþ â êîìïëåêñèôèêàöèè.

Край трубчатой окрестности. Ïóñòü 𝐴 ⊂ 𝑃𝑛 :

{︂
𝑓(𝑥0, . . . , 𝑥𝑛) = 0
𝑔(𝑥0, . . . , 𝑥𝑛) = 0

� íåîñîáîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå âåùåñòâåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé îäèíàêî-
âîé ñòåïåíè 𝑚, 𝐵 ⊂ 𝑃𝑛 : 𝑓2 + 𝑔2 = 𝜀2𝑥2𝑚0 è �̃� � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå,
ïîëó÷åííîå ðàçäóòèåì îñîáåííîñòè 𝐵 ∩ {𝑥0 = 0}.

Теорема 1. Если R𝐴 ∼ 0 в C𝐴, то R�̃� ∼ 0 в C�̃� при малом 𝜀.

Расслоения. ßñíî, ÷òî åñëè R𝑋 ∼ 0 â C𝑋 èëè R𝑌 ∼ 0 â C𝑌 , òî R𝑋 ×
R𝑌 ∼ 0 â C𝑋 × C𝑌 .

Áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ:
Пусть 𝑝 : 𝐸 → 𝐵 – гладкое сюръективное отображение неособых ве-

щественных алгебраических многообразий с ориентируемыми R𝐵 и R𝐸 и
неособыми слоями. Тогда если R𝐹 ∼ 0 в C𝐹 для каждого слоя 𝐹 , то R𝐸 ∼ 0
в C𝐸.

Основные результаты
Абсолютный случай.Ïóñòü𝑋 � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàç-

ìåðíîñòè 4𝑛, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj.

Теорема 2. Если R𝑋 ̸= ∅ ориентировано и R𝑋 ∼ 0 в 𝑋, то эйлерова
характеристика 𝜒(𝑋𝑖) = 0 для любой компоненты 𝑋𝑖 множества R𝑋.

Относительный случай. Ïóñòü 𝐵 � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè 2𝑛, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ R𝐵 ̸=
∅, è 𝐴 ⊂ 𝐵 � åãî (2𝑛 − 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj. Ïóñòü R𝐴 ãîìîëîãè÷íî íóëþ â 𝐴, ïðè÷¼ì
ñóùåñòâóåò 𝑛-ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ 𝜕𝑊 = R𝐴 è ñ𝑊 ∩conj𝑊 = ∅.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜉 êëàññ â 𝐻𝑛(𝐵), ðåàëèçóåìûé öèêëîì 𝑊 − conj𝑊 . Ïóñòü
𝐵1, . . . , 𝐵𝑙 � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà R𝐵rR𝐴.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑏𝑗 êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â 𝐻𝑛(R𝐵,R𝐴) ìíîæåñòâîì 𝐵𝑗 ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.
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Теорема 3. Если R𝐴 гомологично нулю в R𝐵, то существуют такие
𝑥1, . . . , 𝑥𝑙 ∈ Z, что образ класса 𝑥 =

∑︀
𝑥𝑗𝑏𝑗 при граничном гомоморфизме

𝐻𝑛(R𝐵,R𝐴) → 𝐻𝑛−1(R𝐴) есть фундаментальный класс [𝜕 𝑊 ] многообра-
зия R𝐴, наделённого комплексной 𝑊 -ориентацией, причём

∑︀
𝑥2𝑗𝜒(𝐵𝑗) =

𝜉2/4.

Ïðèâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà òåîðåìû 1 äëÿ êîíêðåò-
íûõ íåîñîáûõ íå÷¼òíîìåðíûõ ïðîåêòèâíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Ïðè 𝑛 = 1 òåîðåìà 3 äà¼ò ôîðìóëó Ðîõëèíà [1] äëÿ
êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé êðèâîé òèïà I.
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Ïóñòü Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 = 2, 3, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé 𝜕Ω êëàññà
𝐶2. Â 𝑄𝑇 = [0, 𝑇 ]× Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
− 2Div [𝜈

(︀
𝐼2(𝑣)

)︀
ℰ(𝑣)]− κ(𝜃)

𝜕∆𝑣

𝜕𝑡
+ grad 𝑝 = 𝑓 ; (1)

div 𝑣 = 0 â 𝑄𝑇 ; 𝑣|𝑡=0 = 𝑣0 â Ω; 𝑣|[0,𝑇 ]×𝜕Ω = 0; (2)

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑖
− 𝜒∆ 𝜃 = 2𝜈

(︀
𝐼2(𝑣)

)︀
ℰ(𝑣) : ℰ(𝑣) + 2κ(𝜃)

𝜕ℰ(𝑣)

𝜕𝑡
: ℰ(𝑣) + 𝑔; (3)

𝜃|𝑡=0 = 𝜃0 â Ω; 𝜃|[0,𝑇 ]×𝜕Ω = 0. (4)

Çäåñü 𝑣 = (𝑣1(𝑡, 𝑥), ..., 𝑣𝑛(𝑡, 𝑥)), 𝑛 = 2, 3, 𝜃(𝑡, 𝑥) è 𝑝(𝑡, 𝑥) � âåêòîð�ôóíêöèÿ
ñêîðîñòè, ôóíêöèè òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî, 𝑓 �
ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, 𝑔 � èñòî÷íèê âíåøíåãî òåïëà, κ > 0 � êîýôôè-
öèåíò âðåìåíè ðåòàðäàöèè, 𝜒 > 0 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, 𝜈 > 0
� âÿçêîñòü æèäêîñòè; ℰ(𝑣) = {ℰ𝑖𝑗}, ℰ𝑖𝑗 = 1

2 (𝜕𝑣𝑖/𝜕𝑥𝑗 + 𝜕𝑣𝑗/𝜕𝑥𝑖) � òåíçîð
ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé; 𝐼2(𝑣) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì: 𝐼22 (𝑣) = ℰ : ℰ =∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 [ℰ𝑖𝑗(𝑣)]

2
. Ñèìâîë 𝐴 : 𝐵 = 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàò-

ðèö 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) è 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗); Div 𝐶 � äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)), òî

åñòü âåêòîð Div 𝐶 =
(︁
𝜕𝑐1𝑗(𝑡, 𝑥)/𝜕𝑥𝑗 , · · · , 𝜕𝑐𝑛𝑗(𝑡, 𝑥)/𝜕𝑥𝑗

)︁
.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåëèíåéíî-âÿçêîé ñðåäû ïîäðîáíî îïèñàíà â
ìîíîãðàôèè ïðîôåññîðà Â.Ã. Ëèòâèíîâà [1], ãäå ïðèâåäåíû åñòåñòâåííûå
îãðàíè÷åíèÿ íà âÿçêîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû ÷åðåç ñâîéñòâà ôóíêöèè
𝜈 : R+ → R: 𝜈(𝑠) äîëæíà áûòü îïðåäåëåííàÿ ïðè 𝑠 > 0 íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

𝑎) 0 < 𝐶1 6 𝜈(𝑠) 6 𝐶2 <∞;

𝑏) −𝑠𝜈′(𝑠) 6 𝜈(𝑠) ïðè 𝜈′(𝑠) < 0;

𝑐) |𝑠𝜈′(𝑠)| 6 𝐶3 <∞.

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç 𝐶𝑖 îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû. Â äàííîé ðà-
áîòå èçó÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ôîéãòà ñ íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ è
âðåìåíåì çàïàçäûâàíèÿ ñðåäû, çàâèñÿùèì îò òåìïåðàòóðû (ñì. [2], [3]).

Определение 1. Слабым решением задачи (1)�(4) íàçûâàåòñÿ ïàðà
(𝑣, 𝜃), ãäå 𝑣 ∈ 𝐸1 := {𝑣 : 𝑣 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ], 𝑉 ), 𝑣′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 )} è 𝜃 ∈ 𝐸2 := {𝑣 :
𝑣 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 1

𝑝 (Ω)), 𝑣′ ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝑊−1
𝑝 (Ω))}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì 𝑣|𝑡=0 = 𝑣0 è 𝜃|𝑡=0 = 𝜃0 è ñîîòíîøåíèÿì∫︁
Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝜙 𝑑𝑥−

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜕𝜙𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥+ 2

∫︁
Ω

𝜈(𝐼2(𝑣))ℰ(𝑣) : ℰ(𝜙) 𝑑𝑥+

+

∫︁
Ω

κ(𝜃)ℰ(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
) : ℰ(𝜙) 𝑑𝑥 = ⟨𝑓(𝑡), 𝜙⟩ ïðè âñåõ 𝜙 ∈ 𝑉 è ï.â. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
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Ω

𝜕𝜃

𝜕𝑡
𝜑 𝑑𝑥−

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝜃𝑗
𝜕𝜑𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥+ 𝜒

∫︁
Ω

ℰ(𝜃) : ℰ(𝜑) 𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

(︀
𝜈(𝐼2(𝑣))ℰ(𝑣) : ℰ(𝑣)

)︀
: 𝜑𝑑𝑥+ 2

∫︁
Ω

κ(𝜃)
(︀𝜕ℰ(𝑣)

𝜕𝑡
: ℰ(𝑣)

)︀
: 𝜑𝑑𝑥+ ⟨𝑔, 𝜑⟩

ïðè âñåõ 𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) è ï.â. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Теорема 1. Пусть функция κ(𝑠) ∈ 𝐶2(−∞,+∞) является мо-
нотонно возрастающей и 0 6 κ(𝑠) 6 𝐶4, 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 *), 𝑔 ∈
𝐿1(0, 𝑇 ;𝐻

−2(1−1/𝑝)
𝑝 (Ω)), 𝑣0 ∈ 𝑉 , 𝜃0 ∈ 𝑊

1−2/𝑝
𝑝 (Ω) и вязкость рассматри-

ваемой среды 𝜈 удовлетворяет условиям 𝑎)− 𝑐). Тогда при 1 < 𝑝 < 4/3 для
𝑛 = 2 и для 1 < 𝑝 < 5/4 при 𝑛 = 3 существует слабое решение начально–
краевой задачи (1)�(4).
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Исследована динамика регулярных гомеоморфизмов и топологиче-
ских потоков на замкнутых топологических 𝑛-многообразиях𝑀𝑛, до-
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логических потоков.

Ключевые слова: глобальная динамика, регулярные динамические си-
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Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûå ãîìåîìîð-
ôèçìû è òîïîëîãè÷åñêèå ïîòîêè íà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ � äèíà-
ìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì
ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò. Èññëåäîâàíà äèíàìèêà
òàêèõ ñèñòåì, ïîëó÷åíî èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé öåïíûõ êîìïîíåíò, êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ àñèìïòîòèêè, òàê è
ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè èõ âëîæåíèÿ â íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå.

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåíà ïðåæäå âñåãî ñïåöèôèêîé èçó-
÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âûñîêîé (áîëüøåé òðåõ) ðàç-
ìåðíîñòè. Â ñèëó âîçìîæíîãî îòñóòñòâèÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî â íåïðåðûâíîé êàòå-
ãîðèè. Äàæå åñëè ìíîãîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ãëàäêóþ ñòðóêòóðó,
îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ íå åäèíñòâåííîé, èçâåñòíûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ îáú-
åêòîâ, çàäàííûõ íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íå èñïîëüçóþò èõ ãëàäêîñòü, à,
íàîáîðîò, ñâîäÿòñÿ ê àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèõ îáúåêòîâ òîïîëîãè÷åñêèìè.
Â ñâÿçè ñ ÷åì ÷åðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè òîïîëîãè-
÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî íà òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ëþáîé ðàç-
ìåðíîñòè äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà ñ êîíå÷íûì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíî-
æåñòâîì ñóùåñòâóåò (íåïðåðûâíàÿ) ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà. Ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ èäåéíûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû Ñ. Ñìåéëà
[2], â êîòîðîé óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè
Ìîðñà ó ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà íà ìíîãîîáðàçèè, è ÷àñòè÷-
íûì ðåøåíèåì ïðîáëåìû Ìàðñòîíà Ìîðñà î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé Ìîðñà íà ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. À èìåííî, òî-
ïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Ìîðñà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äîïóñêàåò òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê ñ êîíå÷íûì ãè-
ïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí
â ðàìêàõ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà íà òîïîëîãè÷åñêîì 𝑛-
ìíîãîîáðàçèè [3] è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ê. Ìåéåðà [4] (ñì. òàêæå
îáçîð [5] ïî ïîñòðîåíèþ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âûõ ñèñòåì), â 1968 ãîäó ïîñòðîèâøåãî ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ìîðñà-
Áîòòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà íà ãëàäêîì çàìêíóòîì 𝑛-
ìíîãîîáðàçèè.
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КОРОТКОВОЛНОВАЯ ДИФРАКЦИЯ НА КОНТУРАХ С
НЕГЛАДКОЙ КРИВИЗНОЙ
Е.А. Злобина, А.П. Киселев

ezlobina2@yandex.ru, aleksei.kiselev@gmail.com

УДК 517.958

Методом пограничного слоя строятся формулы коротковолновой
асимптотики для двух задач дифракции на контурах со скачком кри-
визны. В обеих задачах падающая волна приходит в особую точку
вдоль касательного направления.

Ключевые слова: теория дифракции, коротковолновая асимптотика,
уравнение Гельмгольца

Diffraction of short waves by contours with nonsmooth
curvature

Short-wave asymptotic formulas for two problems of diffraction by con-
tours with a jumping curvature are found by boundary-layer techniques.
In both cases incident wavefield is coming to the singular point tangen-
tially.

Keywords: diffraction theory, short-wave asymptotics, Helmholtz equation

Öèêë íàøèõ èññëåäîâàíèé [1-6] ïîñâÿùåí äèôðàêöèè íà êóñî÷íî-
ãëàäêèõ êîíòóðàõ ñ èçîëèðîâàííûìè îñîáåííîñòÿìè êðèâèçíû, â ÷àñòíî-
ñòè, ðàçðûâàìè. Â ðàìêàõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìåòîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
ìû ñòðîèì ôîðìóëû âûñîêî÷àñòîòíîé àñèìïòîòèêè. Ïîñëåäíèå ïîëó÷åííûå
íàìè ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àÿì, êîãäà ïàäàþùàÿ âîëíà ïðèõîäèò â
òî÷êó íåãëàäêîñòè êîíòóðà âäîëü êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äîêëàäå óäåëåíî çàäà÷å Ìàëþæèíöà�Ïîïîâà [5,7],
â êîòîðîé ïëîñêàÿ âîëíà íàáåãàåò âäîëü ïðÿìîé 𝐶−, ïåðåõîäÿùåé â òî÷êå 𝑂,
ñî ñêà÷êîì êðèâèçíû, â âûïóêëóþ êðèâóþ 𝐶+ (ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåí-
íûì óñëîâèå Íåéìàíà), ñì. Ðèñ. 1. Çäåñü åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò,
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Ðèñ. 1: Çàäà÷à Ìàëþæèíöà�Ïîïîâà

îñíîâàííûé íà ìåòîäå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿâøåãîñÿ, íà÷è-
íàÿ ñ ðàáîò Ôîêà, äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà ãëàäêîì âûïóêëîì
ïðåïÿòñòâèè [8]. Â íàøåé çàäà÷å â îñâåùåííîé îáëàñòè âìåñòî îòðàæåííîé
âîëíû âîçíèêàåò öèëèíäðè÷åñêàÿ âîëíà, ðàñõîäÿùàÿñÿ èç òî÷êè íåãëàäêî-
ñòè 𝑂, îäíàêî ñòðóêòóðà ïîëÿ âî ìíîãîì íàïîìèíàåò ôîêîâñêóþ. Ïåðåõîä-
íûå çîíû (íà Ðèñ. 1 âûäåëåíû ñåðûì) âîêðóã ãðàíèöû ñâåò-òåíü îïèñûâà-
þòñÿ ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, íàïîìèíàþùèìè êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëû
Ôîêà.

Êðîìå òîãî ðàññìîòðåíà â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äè-
ôðàêöèè âîëíû øåï÷óùåé ãàëåðåè, íàáåãàþùåé íà òî÷êó 𝑂 ñêà÷êîîáðàçíî-
ãî ðàñïðÿìëåíèÿ êîíòóðà âäîëü âîãíóòîé åãî ÷àñòè, ñì. Ðèñ. 2. Çäåñü ìåòîä

y

xO

шепчущая
галерея

C

Ðèñ. 2: Çàäà÷à äèôðàêöèè âîëíû øåï÷óùåé ãàëåðåè

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî äðóãèì àñèìïòîòè÷å-
ñêèì ôîðìóëàì äëÿ ïîëÿ [6].
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СИСТЕМА ОБСЛУЖИВАНИЯ ВЕТВЯЩИХСЯ ПОТОКОВ
С РАЗДЕЛЕНИЕМ ВРЕМЕНИ

А.В. Зорин
andrei.zorine@itmm.unn.ru

УДК 519.21

Демонстрируется применение понятия абстрактной стохастической
управляющей системы к моделированию и анализу системы обслу-
живания 𝑚 типов заданий по алгоритму с разделением времени на
основе динамических приоритетов. Каждое обслуженное задание по-
рождает случайное число заданий-потомков каждого типа. Строится
математическая модель в виде многомерной марковской цепи, прово-
дится классификация состояний и изучаются некоторые асимптоти-
ческие свойства распределений вероятностей.

Ключевые слова: абстрактная стохастическая управляющая система,
теория массового обслуживания, обслуживание с разделением време-
ни, вторичные потоки ветвящегося типа

A time-sharing queueing system with branching flows

Demonstration of a notion of an abstract stochastic control system is pre-
sented and applied to modeling and analysis of a queueing system with 𝑚
job classes and time-sharing based on dynamic priorities. Each processed
job produces random numbers of child-jobs of each class. A mathemati-
cal model is constructed in form of a multivariate discrete Markov chain,
state types are identified, and some asymptotic properties of its probabil-
ity distribution are investigated.

Keywords: abstract stochastic control system, queueing theory, time-
sharing service, secondary flows of branching type
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Ñîâðåìåííûå ðåàëüíûå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ âûïîëíÿþò
òàêæå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé äîëæíû îïèðàòüñÿ íà ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè-
÷åñêîé óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû [1, 2].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ êîí-
ôëèêòíûìè ïîòîêàìè. Â ñèñòåìå èìååòñÿ 𝑚 <∞ óçëîâ îáñëóæèâàíèÿ Γ(1),
Γ(2), . . . , Γ(𝑚) è óçåë êîíñåðâàöèè Γ(𝑚+1). Îäíîâðåìåííî îáñëóæèâàíèå çà-
äàíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî íà îäíîì èç óçëîâ îáñëóæèâàíèÿ. Ó êàæ-
äîãî òàêîãî óçëà ðàçðåøåíà íåîãðàíè÷åííàÿ î÷åðåäü. Äëèòåëüíîñòü îáñëó-
æèâàíèÿ çàäàíèÿ 𝑟-ãî òèïà óçëîì 𝑟, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑚 � ýòî ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà, èìåþùàÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐵𝑟(𝑡), à äëèòåëüíîñòü ðàáîòû
óçëà êîíñåðâàöèè èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐵𝑚+1(𝑡), ïðè ýòîì 𝛽𝑟,1 =

=
∞∫︀
0

𝑡 𝑑𝐵𝑟(𝑡) <∞, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑚+1. Çàäàíèå, îáñëóæåííîå óçëîì 𝑟, 𝑟 6 𝑚,

ïîðîæäàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî çàäàíèé êàæäîãî òèïà ñ çàäàííûì ñîâìåñòíûì
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑝𝑟(𝑥), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ X = {0, 1, . . .}𝑚.

×èñëî çàäàíèé ïî𝑚 ðàçëè÷íûì î÷åðåäÿì óçëîâ îáñëóæèâàíèÿ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Âûáîð
ñëåäóþùåãî óçëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Åñëè ïî îêîí÷àíèè
î÷åðåäíîãî àêòà îáñëóæèâàíèÿ, àêòà êîíñåðâàöèè èëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ðàáîòû ñèñòåìû êîëè÷åñòâî çàäàíèé â î÷åðåäÿõ îïðåäåëÿåòñÿ íåíóëåâûì
âåêòîðîì 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), òî íåìåäëåííî íà÷èíàåòñÿ îáñëóæèâàíèå çà-
äàíèÿ â óçëå 𝑟 = ℎ(𝑥) è âêëþ÷àåòñÿ óçåë êîíñåðâàöèè ïðè ïóñòûõ î÷åðåäÿõ.
Çäåñü ÷åðåä ℎ(·) îáîçíà÷åíî íåêîòîðîå çàäàííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X
íà ìíîæåñòâî {1, 2, . . . ,𝑚+ 1}, òàêîå ÷òî ℎ(𝑥) = 𝑟 âëå÷åò 𝑥𝑟 > 0 ïðè 𝑟 = 1,
2, . . . , 𝑚 è ïðîîáðàçîì òî÷êè (𝑚 + 1) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð 0. Äàííàÿ
ïîñòàíîâêà îáîáùàåò ðàáîòó [3], ãäå îáùåå ÷èñëî ïîòîìêîâ îäíîãî çàäàíèÿ
ìîãëî áûòü íîëü ëèáî îäèí.

Ðàññìàòðèâàÿ äàííóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ êîíôëèêòíûõ ïîòîêîâ êàê
àáñòðàêòíóþ óïðàâëÿþùóþ ñèñòåìó, â ðàáîòå ñòðîèòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (Ω,F,P), íà êîòîðîì çàäàþòñÿ âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû, â òîì ÷èñëå 𝜏𝑖 � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ 𝑖-ãî
àêòà îáñëóæèâàíèÿ, 𝜏0 = 0, Γ𝑖 ∈ {Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(𝑚+1)} � ñîñòîÿíèå îáñëó-
æèâàþùåãî óñòðîéñòâà (âíóòðåííåé ïàìÿòè) â ìîìåíò 𝜏𝑖, 𝜅𝑗,𝑖 � ÷èñëî çàäà-
íèé â î÷åðåäè 𝑂𝑗 â ìîìåíò 𝜏𝑖, âåêòîðû 𝜅𝑖 = (𝜅1,𝑖, 𝜅2,𝑖, . . . , 𝜅𝑚,𝑖) ïðè 𝑖 = 0, 1,
. . . Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìíîãîìåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(Γ𝑖, 𝜅𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .}
ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (Γ0, 𝜅0) áóäåò îäíîðîäíîé
öåïüþ Ìàðêîâà.

Ïóñòü 𝑣𝑥 = 𝑣𝑥1
1 𝑣𝑥2

2 × . . . × 𝑣𝑥𝑚
𝑚 äëÿ 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚) è |𝑣𝑗 | 6 1,

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚, Ψ(𝑖)(Γ(𝑠), 𝑣) =
∑︀
𝑥∈X

P({Γ𝑖 = Γ(𝑠), 𝜅𝑖 = 𝑥})𝑣𝑥, Φ(𝑖)(Γ(𝑠), 𝑣) =

=
∑︀
𝑥∈X
ℎ(𝑥)=𝑠

P({Γ𝑖 = Γ(𝑠), 𝜅𝑖 = 𝑥})𝑣𝑥 äëÿ 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑚 + 1, 𝑅𝑗(𝑣) =

= 𝑣−1
𝑗

∑︀
𝑥∈X

𝑣𝑥𝑝𝑗(𝑣), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚, è 𝑅𝑚+1(𝑣) = 1.

Теорема 1. Èìåþò ìåñòî ðåêóððåíòíûå ïî 𝑖 = 0, 1, . . . ñîîòíîøåíèÿ
Ψ(𝑖+1)(Γ(𝑠), 𝑣) = 𝑅𝑠(𝑣)Φ(𝑖)(𝑠, 𝑣).
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Теорема 2. Пусть для всех 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 имеет место неравенство
𝑅𝑗(𝑣) < 1 в одной точке 𝑣 = 𝑣* = (𝑣*1 , 𝑣

*
2 , . . . , 𝑣

*
𝑚), такой что 𝑣*1 > 1, 𝑣*2 > 1,

. . . , 𝑣*𝑚 > 1. Тогда состояние (Γ(𝑚+1),0) достижимо отовсюду.

Ñîñòîÿíèå (Γ(𝑚+1),0) � ïîãëîùàþùåå, ïîýòîìó ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑝𝑠,𝑟 =

∑︀
𝑥∈X

𝑥𝑟𝑝𝑠(𝑥) ñðåäíåå ÷èñëî

ïîòîìêîâ òèïà 𝑟 ó îäíîãî çàäàíèÿ òèïà 𝑠, ââåäåì ìàòðèöó 𝑄 = (𝑝𝑠,𝑟)𝑠,𝑟=1,𝑚

è ïóñòü 𝐸 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑚×𝑚.

Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 2,
𝑚+1∑︀
𝑠=1

Ψ(0)(Γ(𝑠), 𝑣*) <∞,

det(𝐸 − 𝑄) ̸= 0 и наибольшее по абсолютной величине собственное число
матрицы 𝑄 меньше единицы, то цепь Маркова {(Γ𝑖, 𝜅𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .} имеет
предельное распределение.
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ПРОБЛЕМА ФЕРМА–ТОРРИЧЕЛЛИ ДЛЯ ТРЁХ ТОЧЕК В
НОРМИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЯХ

Д.А. Илюхин
daniil.ilukhin@math.msu.ru

УДК 517.518

В статье изучается проблема Ферма–Торричелли: задача поиска точ-
ки, минимизирующей сумму расстояний от неё до некоторых задан-
ных точек в нормированном пространстве. Целью работы является
поиск ответа на следующий вопрос: в каких нормах на плоскости ре-
шение задачи Ферма–Торричелли единственно для любых трёх точек.
В работе сформулирован и доказан критерий единственности, кро-
ме того показано применение полученного критерия на нормах, за-
даваемых правильными многоугольниками, так называемых лямбда-
плоскостях.

Ключевые слова: проблема Ферма–Торричелли, нормирующий функ-
ционал, лямбда-плоскость

Илюхин Даниил Александрович, студент, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва,
Россия); Daniil Ilyukhin (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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The Fermat–Torricelli problem in the case of three-point sets
in normed planes

In the paper the Fermat–Torricelli problem is considered. The problem
asks a point minimizing the sum of distances to arbitrarily given points
in d-dimensional real normed spaces. The aim of the article is to find
an answer to the following question: in what norms on the plane is the
solution of the Fermat–Torricelli problem unique for any three points. The
uniqueness criterion is formulated and proved in the work, in addition, the
application of the criterion on the norms set by regular polygons, the so-
called lambda planes, is shown.

Keywords: Fermat–Torricelli, norming functional, lambda-plane

Определение 1. Точка 𝑥0 называется точкой Ферма–Торричелли для
точек 𝐴 = {𝑥1, ..., 𝑥𝑛}, если 𝑥 = 𝑥0 минимизирует

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑥𝑥𝑖|. Множество

всех таких точек обозначим 𝑓𝑡(𝐴).

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôåðìà�
Òîððè÷åëëè.

Теорема 1. Пусть 𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 — точки в пространстве и 𝑥0 ̸= 𝑥𝑖 для
𝑖 = 1, ..., 𝑛. Тогда 𝑥0 — точка Ферма–Торричелли для 𝐴 = {𝑥1, ..., 𝑥𝑛} тогда
и только тогда, когда для каждого вектора 𝑥𝑖−𝑥0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, существует
нормируюший функционал 𝜙𝑖 такой, что

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙𝑖 = 0.

Определение 3. Пусть даны функционал 𝜙 ∈ 𝑋* и точка 𝑥 ∈ 𝑋.
Определим конус 𝐶(𝑥, 𝜙) = 𝑥−

{︀
𝑎 : 𝜙(𝑎) = ‖𝑎‖

}︀
.

Теорема 2. Пусть 𝐴 = {𝑥1, ..., 𝑥𝑛} — точки в пространстве и
𝑝 ∈ 𝑓𝑡(𝐴) ∖ 𝐴. По теореме 1 для каждого вектора 𝑥𝑖 − 𝑝, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, су-
ществует нормируюший функционал 𝜙𝑖 такой, что

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙𝑖 = 0. Тогда

𝑓𝑡(𝐴) = ∩𝑛𝑖=1𝐶(𝑥𝑖, 𝜙𝑖).

Ïóñòü íà íîðìèðîâàííîé ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî èç òð¼õ òî÷åê 𝐴 =
{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}. Îòâå÷àÿ íà âîïðîñ, êàêîé âèä èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è
Ôåðìà�Òîððè÷åëëè 𝑓𝑡(𝐴) ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ, ìîæíî ïîëó÷èòü òðè ñëó÷àÿ:
íåâûðîæäåííûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, îòðåçîê è òî÷êà.

Определение 4. Будем говорить, что единичная окружность на нор-
мированной плоскости состоит из элементов нулевого типа, которыми
являются точки, не лежащие внутри уплощений, а также элементов
первого типа, которыми являются внутренние точки уплощений.

Определение 5. Возьмём три элемента единичной окружности. Для
каждого из них выберем опорную прямую так, чтобы для элемента нуле-
вого типа она пересекала единичную окружность только в одной точке,
то есть в самом элементе. По выбранным опорным прямым построим
функционалы, линии уровня 𝜙𝑖 = 1 которых совпадают с этими прямы-
ми. Если найдётся набор опорных прямых такой, что сумма построенных
функционалов равна нулевому, то такую тройку будем называть согласо-
ванной.

Теорема 3. В нормированной плоскости найдутся три точки, для ко-
торых решение задачи Ферма–Торричелли неединственно, тогда и толь-
ко тогда, когда существует согласованная тройка элементов единичной



104

окружности такая, что размерность аффинной оболочки входящих в неё
элементов нулевого типа равна 1.

Íà ïðàêòèêå êðèòåðèé ïðèìåíèòü íåëåãêî, òàê êàê îòâåò äëÿ çàäàííîé
íîðìû äà¼òñÿ ïóò¼ì ïåðåáîðà óïëîùåíèé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü åãî êàê àëãîðèòì, òî åãî ñëîæíîñòü íàïðÿìóþ çàâèñèò îò èõ
êîëè÷åñòâà. Åñëè ïðèìåíèòü êðèòåðèé íà ñåìåéñòâå 𝜆-ïëîñêîñòåé, òî ïîëó-
÷èì òåîðåìó, êëàññèôèöèðóþùóþ íîðìû äàííîãî ñåìåéñòâà îòíîñèòåëüíî
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôåðìà�Òîððè÷åëëè:

Определение 6. 𝜆-нормированной плоскостью называется плоскость,
норма на которой задана правильным 2𝜆-угольником.

Теорема 4. В 𝜆-нормированной плоскости решение задачи Ферма–
Торричелли единственно для любых трех точек, если и только если 𝜆 ̸≡ 0
mod 3.
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В настоящей работе рассматривается множество DA несократимых
знаменателей рациональных чисел, представимых конечными цеп-
ными дробями, все неполные частные которых принадлежат неко-
торому конечному числовому алфавиту A. Пусть множество беско-
нечных цепных дробей с неполными частными из этого алфавита
имеет хаусдорфову размерность ΔA, удовлетворяющую неравенству
ΔA > (

√
40− 4)/3 = 0.7748 . . .. Тогда DA содержит почти все на-

туральные числа, причем остаточное слагаемое этой формулы имеет
степенное понижение по отношению к главному.

Ключевые слова: цепная дробь, тригонометрическая сумма, гипотеза
Зарембы, хаусдорфова размерность.
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The Zaremba hypothesis and the circular method

In this paper, we consider plenty DA irreducible denominators of ratio-
nal numbers represented by finite continued fractions, all of whose in-
complete quotients belong to some finite numerical alphabet A. Let
the set of infinite continued fractions with incomplete quotients from
this alphabet have Hausdorff dimension ΔA satisfying the inequality
ΔA > (

√
40− 4)/3 = 0.7748 . . .. Then DA contains almost all natural

numbers, and the residual term of this formula has a power decrease with
respect to the main one.

Keywords: chain fraction, trigonometric sum, hypothesis Zaremba, Haus-
dorff dimension.

Гипотеза Зарембы [1]:
каждое натуральное число представимо в виде континуанта (знаменате-
ля цепной дроби) от элементов, не превосходящих числа 5.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (àë-
ôàâèò). Ïîëîæèì

RA =

{︂
𝑦

𝑌

⃒⃒⃒ 𝑦, 𝑌 ∈ N, 𝑦/𝑌 = [𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑘], gcd(𝑦, 𝑌 ) = 1, 𝑦 6 𝑌,

𝑑𝑗 ∈ A äëÿ 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘

}︂
,

DA =

{︂
𝑑 ∈ N

⃒⃒⃒
∃ 𝑏 ∈ N :

𝑏

𝑑
∈ RA

}︂
.

×åðåç ∆A îáîçíà÷èì хаусдорфову размерность ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ áåñêîíå÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè ñ íåïîëíûìè ÷àñò-
íûìè èç àëôàâèòà A. Æ. Áóðãåéí è À. Êîíòîðîâè÷ â 2011 ãîäó äîêàçàëè
[2,3] ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

äëÿ êàæäîãî àëôàâèòà A, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

∆A >
307

312
= 0.9839 . . . (1)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|DA ∩ [1, 𝑁 ] | > 𝑁(1− 𝑜(1)). (2)

Óñèëåíèå òåîðåìû Áóðãåéíà � Êîíòîðîâè÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì [4].
Теорема 2. Ïóñòü àëôàâèò A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∆A > (
√

40− 4)/3 = 0.7748 . . . . (3)

Òîãäà âûïîëíåíà ôîðìóëà (1).

Ìîæíî äîêàçàòü òàêæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.
Теорема 3. Ïóñòü àëôàâèò A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝐶 = 𝐶A,𝜀 > 0, òàêîå ÷òî âûïîëíåíà ôîðìóëà

|DA ∩ [1, 𝑁 ] | > 𝑁 − 𝐶𝑁1+𝜀−ΔA−(
√

40−4)/3

100 .

Èäåéíî ìåòîä Áóðãåéíà � Êîíòîðîâè÷à âîñõîäèò ê È. Ì. Âèíîãðàäîâó:
ïîëó÷åíèå âåðõíåé îöåíêè ìîäóëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû íà÷èíàåòñÿ
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ñ âîçâåäåíèÿ ýòîé ñóììû â êâàäðàò è çàòåì ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ÷èñëà ðåøå-
íèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç íåðàâåíñòâ è ñðàâíåíèé ïî íåêîòîðûì ìîäóëÿì.
Ðåçóëüòàòû ýòîé ïîñëåäíåé îöåíêè ñâîäÿòñÿ ê âåðõíèì è íèæíèì îãðàíè÷å-
íèÿì íà ïàðàìåòð 𝑀1, îòâå÷àþùèé çà íîðìó êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî
ïîðÿäêà. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû ∆A âåðõíèå îãðàíè÷åíèÿ íà 𝑀1

òàêæå óìåíüøàþòñÿ, à íèæíèå � óâåëè÷èâàþòñÿ, òàê ÷òî äëÿ âûáîðà 𝑀1

îñòàåòñÿ âñå ìåíüøå âîçìîæíîñòåé. Íàêîíåö, ïðè íåêîòîðîì åùå ìåíüøåì
çíà÷åíèè ∆A èíòåðâàë âûáîðà 𝑀1 ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó � ýòî çíà÷åíèå ∆A

è åñòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå.
Îäíà èç âàæíûõ èäåé çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

èç èíòåðâàëà (0, 1) ïðèáëèçèòü ðàöèîíàëüíûìè ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ, ïî-
ñëå ÷åãî ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû âñåâîçìîæíûõ òàêèõ ïðèáëèæåíèé â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ 𝑍, íàïîìèíàþùèõ ïàðàëëå-
ëåïèïåäû. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ 𝑍, â äàëüíåéøåì
äåëèòñÿ íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ
íà ïàðàìåòð 𝑀1 âûâîäÿòñÿ èíäèâèäóàëüíî. Äîïîëíèòåëüíîå óñèëåíèå ïåð-
âîãî øàãà äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðåäâàðèòåëüíîì ñäâèãå (äîáàâëåíèè
àääèòèâíîé êîíñòàíòû) ïåðåä ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Äèðèõëå.
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О ДИНАМИКЕ ПОЛНОСВЯЗНОЙ
ПРОСТРАНСТВЕННО–РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ЦЕПОЧКИ ИЗ
ЛОГИСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
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Рассматриваются цепочки связанных логистических уравнений с за-
паздыванием. Основное предположение, открывающее путь к приме-
нению специальных асимптотических методов, состоит в том, что ко-
личество элементов цепочки достаточно велико. Это дает основание
от дискретной системы уравнений перейти к использованию непре-
рывного аргумента и в качестве исходной модели получить интегро-
дифференциальную краевую задачу.

Ключевые слова: динамика, логистическое уравнение, цепочка, запаз-
дывание

Dynamics of fully connected spatially distributed chain of
logistic equations with delay

Chains of coupled logistic equations with delay are considered. The main
assumption that opens the way to the use of special asymptotic methods
is that the number of elements in the chain is sufficiently large. This
gives grounds to move from a discrete system of equations to the use of
a continuous argument and obtain an integro-differential boundary value
problem as the initial model.

Keywords: dynamics, logistic equation, chain, delay

Ðàññìîòðèì ïîëíîñâÿçíóþ öåïî÷êó ëîãèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

�̇�𝑗 = −𝑟𝑢𝑗(𝑡− 𝑇, 𝑥)(1 + 𝑢𝑗) + 𝑟𝛾
[︁2𝜋

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑖(𝑡− ℎ)− 𝑢𝑗(𝑡− ℎ))
]︁
. (1)
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Çäåñü âñå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû è èìåþò êîíêðåòíûé áèîëîãè-
÷åñêèé ñìûñë. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ öåïî÷êè 𝑁 äî-
ñòàòî÷íî âåëèêî, åñòåñòâåííî îò ñèñòåìû (1) ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ êðà-
åâîé çàäà÷è

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑟𝑢(𝑡− 𝑇, 𝑥)(1 + 𝑢) + 𝑟𝛾

[︁
(2𝜋)−1

∫︁ 2𝜋

0

𝑢(𝑡− ℎ, 𝑠)𝑑𝑠− 𝑢(𝑡− ℎ, 𝑥)
]︁
, (2)

𝑢(𝑡, 𝑥+ 2𝜋) ≡ 𝑢(𝑡, 𝑥). (3)

Èññëåäóåì ëîêàëüíóþ � â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � äè-
íàìèêó êðàåâîé çàäà÷è (2), (3). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ïà-
ðàìåòð 𝛾 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì

𝛾 = 𝜇𝛾1 è 0 < 𝜇≪ 1. (4)

Ïóñòü ðåàëèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ 𝑟0 è 𝑇0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

𝑟0𝑇0 =
𝜋

2
, 𝑟 = 𝑟0 + 𝜇𝑟1, 𝑇 = 𝑇0 + 𝜇𝑇1, 𝛾 = 𝜇𝛾1. (5)

Ýòîò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, ïîñêîëüêó áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ïðè 𝜇→ 0. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà

𝜕𝜉

𝜕𝜏
= 𝑏𝜉 + 𝛾0

(︀
𝑀(𝜉)− 𝜉

)︀
+ 𝛽𝜉|𝜉|2, 𝜉(𝜏, 𝑥+ 2𝜋) ≡ 𝜉(𝜏, 𝑥) (6)

îïðåäåëÿåò ëîêàëüíóþ äèíàìèêó èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (2), (3).
Çäåñü𝑀(𝜉) = 1

2𝜋

∫︀ 2𝜋

0
𝜉(𝜏, 𝑥)𝑑𝑥. ßâíûé âèä êîýôôèöèåíòîâ 𝑏, 𝛾0, 𝛽 íå ïðè-

âîäèì. Ïîëîæèì 𝐴 = − exp(−𝑖𝑟0)
(︀
2(𝑖+ exp(−2𝑖𝑇0))

)︀−1
.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4) и (5) и пусть краевая задача
(6) имеет ограниченное при 𝜏 →∞ решение 𝜉(𝜏, 𝑥). Тогда функция

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜇) = 𝜇1/2
(︁
𝜉(𝜏, 𝑥) exp

(︀
𝑖𝜋(2𝑇0)−1𝑡

)︀
+𝑐𝑐

)︁
+𝜇
(︀
𝐴𝜉2(𝜏, 𝑥) exp(𝑖𝜋(𝑇0)−1𝑡)+𝑐𝑐

)︀
удовлетворяет краевой задаче (2), (3) с точностью до 𝑂(𝜇3/2).

Â ñëó÷àå ¾ñðåäíèõ¿ çíà÷åíèé ïàðàåìòðà 𝛾 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà: 𝜆 = −𝑟 exp(−𝜆𝑇 ), 𝜆 = −𝑟(1 + 𝛾) exp(−𝜆𝑇 ).

Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 𝑟𝑇 < 𝜋/2. Òåì ñàìûì êàæäàÿ èçîëèðîâàí-
íàÿ ïîïóëÿöèÿ íå ñîâåðøàåò êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè â îêðåñòíîñòè ïîëîæè-
òåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â çàäà÷å îá óñòîé÷èâî-
ñòè ñòàöèîíàðà â (2), (3) èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé: ïðè íåêîòîðûõ
𝑟 = 𝑟0, 𝛾 = 𝛾0 è 𝑇 = 𝑇0 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

𝑟0(1 + 𝛾0)𝑇0 =
𝜋

2
. (7)

Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð 𝜇 : 0 < 𝜇≪ 1. Ïîëîæèì â (2), (3)

𝑟 = 𝑟0 + 𝜇𝑟, 𝛾 = 𝛾0 + 𝜇𝛾, 𝑇 = 𝑇0 + 𝜇𝑇1.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à

𝜕𝜉

𝜕𝜏
= 𝑏1𝜉 + 𝛽1(𝜉|𝜉2| −𝑀(𝜉|𝜉2|)) + 𝛽2𝜉𝑀(𝜉2), (8)

𝜉(𝜏, 𝑥+ 2𝜋) ≡ 𝜉(𝜏, 𝑥), 𝑀(𝜉(𝜏, 𝑠)) = 0. (9)

èãðàåò ðîëü êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû.

Теорема 2. Пусть выполнено условие (7) и пусть краевая задача (8),
(9) имеет ограниченное при 𝜏 →∞ решение 𝜉(𝜏, 𝑥). Тогда функция

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜇) = 𝜇1/2
(︁
𝜉(𝜏, 𝑥) exp

(︀
𝑖𝜔0𝑡

)︀
+ 𝑐𝑐

)︁
удовлетворяет краевой задаче (2), (3) с точностью до 𝑂(𝜇).

Äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ (6) è (8), (9) ìîæíî â ÿâíîì âèäå îïðåäåëèòü ñå-
ìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ïî 𝑡 è 2𝜋-ïåðèîäè÷åñêèõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ïî
𝑥 ðåøåíèé.

НЕКОМПАКТНЫЕ СЛОЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
В ПСЕВДО-ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

В.А. Кибкало
slava.kibkalo@gmail.com

УДК 517.938.5

Для псевдо-евклидовых аналогов интегрируемых волчков классиче-
ской механики изучаются свойства их слоений Лиувилля. В указан-
ных системах обнаружены некомпактные слои и некритические би-
фуркации.

Ключевые слова: интегрируемость, слоение Лиувилля, псевдо-
евклидово пространство, динамика твердого тела

Noncompact foliations of mechanical systems in
pseudo-Euclidean space

For pseudo-Euclidean analogues of integrable tops from classical mechan-
ics, the properties of their Liouville foliations are studied. Non-compact
fibers and non-critical bifurcations are discovered.

Keywords: integrability, Liouville foliation, pseudo-Euclidean space, rigid
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Òîïîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ À.Ò.Ôîìåíêî è åãî íàó÷íîé øêîëû
[1]. Ñ åãî ïîìîùüþ óäàëîñü ïðîàíàëèçèðîâàòü ìíîãèå èçâåñòíûå èíòåãðèðó-
åìûå ñèñòåìû èç ãåîìåòðèè, ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàïðèìåð,
âîë÷êè Ýéëåðà, Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé.

Áûëè êëàññèôèöèðîâàíû âîçíèêàþùèå â òàêèõ ñèñòåìàõ íåâûðîæäåí-
íûå îñîáåííîñòè è ïîñòðîåíû èíâàðèàíòû, êëàññèôèöèðóþùèå ýòè ñèñòåìû
íà íåîñîáûõ òðåõìåðíûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè 𝑄3 : 𝐻 = ℎ ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-
ñëîéíîé ãîìåîìîðôíîñòè èõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïî÷òè âñå
ñëîè ñëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Âû-
÷èñëåíèå òàêèõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ïîçâîëèëî îáíàðóæèòü
íåòðèâèàëüíûå è àïðèîðè íåî÷åâèäíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçíûõ ñèñòåì â
íåêîòîðûõ çîíàõ ýíåðãèè.

Ïðè ïîñòðîåíèè êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé è ñëîåíèé âàæíóþ ðîëü
èãðàåò êîìïàêòíîñòü ñëîÿ: èç íåå ñëåäóåò êàê ïîëíîòà ïîòîêîâ, òàê è íà-
ëè÷èå ó êàæäîé áèôóðêàöèè ñëîåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà îñîáîì ñëîå.
Êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîåíèÿìè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íåîáîçðèìîé. Íà ïåðâîì ýòàïå åñòåñòâåííî âûäåëèòü íåêîòîðûé
�ðàçóìíûé� ïîäêëàññ òàêèõ ñèñòåì è èçó÷èòü âîçíèêàþùèå â íåì ñëîåíèÿ.
Îáçîð ðÿäà èçâåñòíûõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîåíèÿìè ïðåäñòàâëåí â
ðàáîòå Ä.À.Ôåäîñååâà è À.Ò.Ôîìåíêî [2]. Â òàêèõ ñèñòåìàõ âîçìîæíû áè-
ôóðêàöèè ñëîåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå áåç ïàäåíèÿ ðàíãà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.
Èõ êëàññèôèêàöèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóåò, à îáíàðóæåíèå êàê ÷èñ-
ëåííûìè, òàê è àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè îêàçûâàåòñÿ íåïðîñòûì.

À.Â.Áîðèñîâûì è È.Ñ.Ìàìàåâûì áûëà ïîñòðîåíà [3] ñåðèÿ àíàëîãîâ
ñèñòåì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñîõðàíÿþùàÿ èíòåãðèðóåìîñòü. Äëÿ ýòîãî
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî R6(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â C6. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò âåùåñòâåííîñòü ñêîáêè
Ëè-Ïóàññîíà àëãåáðû Ëè 𝑒(3):

𝐽1 = 𝐽1/𝑖, 𝐽2 = 𝐽2/𝑖, 𝐽3 = 𝐽3, �̃�1 = 𝑥1/𝑖, �̃�2 = 𝑥2/𝑖, �̃�3 = 𝑥3.

Ôóíêöèè Êàçèìèðà ïîëó÷åííîé �ïñåâäî-åâêëèäîâîé� ñêîáêè èìåþò âèä

𝑓1 = (𝑥21 + 𝑥22 − 𝑥23) = 𝑎, 𝑓2 = 𝑥1𝐽1 + 𝑥2𝐽2 − 𝑥3𝐽3 = 𝑏.

Äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì ìåõàíèêè ïîëó÷àåìûå ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé
èíòåãðàë îñòàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òåðÿÿ
ïðè ýòîì ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè. Äëÿ ïñåâäî-åâêëèäîâà
àíàëîãà âîë÷êà Ýéëåðà ïðèâåäåì ôîðìóëû ãàìèëüòîíèàíà 𝐻𝑒 è ïåðâîãî
èíòåãðàëà 𝐹𝑒, à äëÿ òàêîãî àíàëîãà ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé � òîëüêî ãàìèëü-
òîíèàíà 𝐻 (ôîðìóëà èíòåãðàëà Êîâàëåâñêîé 𝐾 íå èçìåíèòñÿ)

𝐻 =
𝐽2
1

2𝐴1
+

𝐽2
2

2𝐴2
−

𝐽2
3

2𝐴3
, 𝐹𝑒 = 𝐽2

1 +𝐽2
2 −𝐽2

3 , 𝐻𝑘 =
1

2

(︀
𝐽2
1 + 𝐽2

2 − 2𝐽2
3

)︀
+𝑥1.

Â äîêëàäå ìû îïèøåì ñâîéñòâà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ äëÿ àíàëîãîâ âîë÷êîâ
Ýéëåðà, Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé. Ïðèâåäåì íèæå äâà óòâåðæäåíèÿ î íèõ.
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Теорема 1. (Кибкало [4]) Пусть интеграл площадей 𝑓2 = 𝑏 отличен
от нуля. Совместный уровень 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏, 𝐻𝑒 = ℎ, 𝐾 = 𝑘 псевдо-
евклидовой системы Ковалевской некомпактен тогда и только тогда, ко-
гда −

√
𝑘 6 2ℎ 6

√
𝑘, 𝑘 > 0. Иначе он компактен или пуст. Парабола

𝑘 = 4ℎ2 является бифуркационой, и содержит в прообразе своих точек
некомпактные некритические бифуркации.

Â ñèñòåìå Ýéëåðà âñå èíòåãðàëû ñèñòåìû èìåþò ñòåïåíü 2, à ýíåðãèÿ
è ïåðâûé èíòåãðàë çàâèñÿò òîëüêî îò èìïóëüñîâ 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3. Äëÿ åå ïñåâäî-
åâêëèäîâà àíàëîãà ñëó÷àé 𝑎 · 𝑏 ̸= 0 áûë èçó÷åí àâòîðîì, à ñëó÷àé 𝑎 · 𝑏 =
0 � èì æå âìåñòå ñ Ì.Ê.Àëòóåâûì [5]. Â ýòèõ ñëîåíèÿõ âñòðåòèëèñü, â
÷àñòíîñòè, èçâåñòíàÿ áèôóðêàöèÿ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé (ýëëèïñ-ïàðàáîëà-
ãèïåðáîëà) è ïåðåñòðîéêà ñåìåéñòâà ýëëèïñîâ â ñåìåéñòâî ãèïåðáîë ÷åðåç
ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Теорема 2. Для любых значений 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏, отличных от па-
ры (0, 0), и любого набора различных 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 > 0 определены класс го-
меоморфности слоев слоения Лиувилля псевдо-евклидовой системы Эйле-
ра, описаны их типичные бифуркации (включая некомпактные некритиче-
ские) и построены грубые молекулы, т.е. классифицирующий инвариант
базы слоения вместе с ее поднятием в окрестности точки.

Литература
1. Болсинов А.В., Фоменко А.Т. Интегрируемые гамильтоновы системы. Гео-

метрия, топология, классификация.. — Ижевск: Удмуртский университет, 1999.
2. Fedoseev D.A., Fomenko A.T. Noncompact Bifurcations of Integrable Dynamic

Systems // J. Math. Sc., 248 (2020), 810-827.
3. Borisov A.V., Mamaev I.S. Rigid body dynamics in non-Euclidean spaces //

Rus. J. of Math. Phys., 23:4 (2016), 431-454.
4. Kibkalo V.A. Noncompactness property of fibers and singularities of non-

Euclidean Kovalevskaya system on pencil of Lie algebras // Moscow University
Mathematics Bulletin, 75:6 (2020), 263-267.

5. Алтуев М.К., Кибкало В.А. Топологический анализ псевдо-евклидова волч-

ка Эйлера при особых значениях параметров // Матем. сб., 2023 (в печати).



112

УСЛОВИЯ КОНЕЧНОЙ БАЗИРУЕМОСТИ ТОЖДЕСТВ
МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ И

СОВПАДЕНИЯ 𝑇 - И 𝐿-ИДЕАЛОВ
А.В. Кислицин
kislitsin@altspu.ru

УДК 512.552.4

В работе найдены новые условия, влекущие конечную базируемость
тождеств мультипликативного векторного пространства. Также изу-
чен вопрос о совпадении 𝑇 -идеала свободной ассоциативной алгебры
с 𝐿-идеалом, порожденным теми же многочленами.

Ключевые слова: мультипликативное векторное пространство, базис
тождеств, 𝐿-идеал, 𝐿-многообразие, шпехтовость

Conditions for finite based of identities of multiplicative vector
spaces and conditions for the equality of 𝑇 - and 𝐿-ideals

Conditions are found in the paper that imply that the identities of a
multiplicative vector space are finitely based. We also study the question
of the coincidence of the 𝑇 -ideal of a free associative algebra with its
𝐿-ideal, which is generated by the same polynomials.

Keywords: multiplicative vector space, basis of identities, 𝐿-ideal, 𝐿-
variety, Specht property

Âåçäå â ðàáîòå 𝐴 � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì 𝐹 , 𝐸 � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî àëãåáðû 𝐴, ïîðîæäàþùåå 𝐴 êàê àëãåáðó. Àëãåáðà 𝐴 â ýòîì ñëó-
÷àå íàçûâàåòñÿ обертывающей алгеброй ïðîñòðàíñòâà 𝐸, à ïðîñòðàíñòâî 𝐸
íàçûâàåòñÿ мультипликативным векторным пространством èëè ïðîñòî
𝐿-пространством. Ñâîáîäíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó îò ìíîæåñòâà ñâî-
áîäíûõ îáðàçóþùèõ 𝑋 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐹 ⟨𝑋⟩.

Þ.Ï. Ðàçìûñëîâ â êíèãå [1] ââåë ïîíÿòèå àññîöèàòèâíî ëèåâîé ïàðû
(𝐴,𝐿), ãäå 𝐿 � àëãåáðà Ëè, 𝐴 � àññîöèàòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ äëÿ 𝐿, à òàê-
æå ðàññìîòðåë òîæäåñòâà òàêèõ ïàð. Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ìîæíî ïåðåíåñòè
íà ñëó÷àé ïàðû (𝐴,𝐸), ãäå 𝐸 � ìóëüòèïëèêàòèâíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, 𝐴 � àññîöèàòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà 𝐸.

Ïîä тождеством пары (𝐴,𝐸) áóäåì ïîíèìàòü òàêîé ìíîãî÷ëåí èç
𝐹 ⟨𝑋⟩, êîòîðûé ðàâåí íóëþ â àëãåáðå 𝐴 ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííûõ
ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà 𝐸. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áóäåì ãîâîðèòü î тожде-
стве векторного пространства 𝐸.

Ïóñòü 𝐺 ⊆ 𝐹 ⟨𝑋⟩. Êëàññ âñåõ ïàð, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå òîæäå-
ñòâà 𝑔 = 0, ãäå 𝑔 ∈ 𝐺, íàçûâàåòñÿ многообразием мультипликативных век-
торных пар èëè ïðîñòî 𝐿-многообразием, заданным множеством тож-
деств 𝐺 è îáîçíà÷àåòñÿ Var𝐿⟨𝑔 = 0|𝑔 ∈ 𝐺⟩.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 22-
21-00745).
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Èäåàë àëãåáðû 𝐹 ⟨𝑋⟩, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê
ïåðåìåííûõ, áóäåì íàçûâàòü 𝐿-идеалом. Ìèíèìàëüíûé 𝐿-èäåàë, ñîäåðæà-
ùèé ìíîæåñòâî 𝐺 ⊆ 𝐹 ⟨𝑋⟩, áóäåì íàçûâàòü 𝐿-идеалом, порожденным мно-
жеством 𝐺. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî òîæäåñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóåò 𝐿-èäåàë.

Ñêàæåì, ÷òî òîæäåñòâî 𝑓 = 0 ïðîñòðàíñòâà 𝐸 следует из тождеств
𝑓1, 𝑓2, . . . ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè 𝑓 ∈ 𝐿(𝑓1, 𝑓2, . . . ). Ìíîæåñòâî òîæäåñòâ
𝐿-ïðîñòðàíñòâà 𝐸, èç êîòîðûõ ñëåäóþò âñå òîæäåñòâà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà,
íàçîâåì базисом тождеств 𝐸. Â ñëó÷àå, åñëè áàçèñ 𝐿-ïðîñòðàíñòâà 𝐸 êîíå-
÷åí, ñêàæåì, ÷òî 𝐸 конечно базируемо. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî 𝐸 не конечно базируемо (ÍÊÁ-ïðîñòðàíñòâî).

Â ðàáîòàõ [2, 3] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå 𝐿-ïðîñòðàíñòâî íàä áåñêîíå÷-
íûì ïîëåì, óäîâëåòâîðÿþùåå ëèáî òîæäåñòâó [𝑥, 𝑦]𝑧 = 0, ëèáî òîæäåñòâó
𝑥[𝑦, 𝑧] = 0, èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàí
âîïðîñ êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè òîæäåñòâ 𝐿-ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùå-
ãî ëèáî òîæäåñòâó [𝑥, 𝑦]𝑧𝑡 = 0, ëèáî òîæäåñòâó 𝑥𝑦[𝑧, 𝑡] = 0.

Теорема 1. Мультипликативное векторное пространство над полем
нулевой характеристики, удовлетворяющее либо тождеству [𝑥, 𝑦]𝑧𝑡 = 0,
либо тождеству 𝑥𝑦[𝑧, 𝑡] = 0, имеет конечный базис тождеств.

𝐿-ìíîãîîáðàçèå ℳ íàçûâàåòñÿ шпехтовым, åñëè ëþáîå åãî 𝐿-
ïîäìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü çàäàíî êîíå÷íûì íàáîðîì òîæäåñòâ. Â òåð-
ìèíàõ øïåõòîâîñòè òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Теорема 1′. 𝐿-многообразия 𝒜1 = Var𝐿⟨[𝑥, 𝑦]𝑧𝑡 = 0⟩ и 𝒜2 =
Var𝐿⟨𝑥𝑦[𝑧, 𝑡] = 0⟩ мультипликативных векторных пространств над по-
лем нулевой характеристики являются шпехтовыми.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå 𝒜1∪𝒜2 íå çàäàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì òîæ-
äåñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐿(𝐸) ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝐸, à ÷åðåç 𝑇 (𝐸) � 𝑇 -èäåàë, ïîðîæäåííûé 𝐿(𝐸).
ßñíî, ÷òî 𝐿(𝐸) ⊆ 𝑇 (𝐸) äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà 𝐸. Îáðàòíîå æå âêëþ÷å-
íèå âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè 𝐸 � ìóëüòèïëèêàòèâíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì, óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó
èç òîæäåñòâ [𝑥, 𝑦]𝑧 = 0 èëè 𝑥[𝑦, 𝑧] = 0, òî 𝑇 (𝐸) = 𝐿(𝐸). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
äàåò îòâåò íà âîïðîñ î ñîâïàäåíèè 𝑇 (𝐸) è 𝐿(𝐸) äëÿ òîæäåñòâà [𝑥, 𝑦]𝑧𝑡 = 0.

Теорема 2. Пусть 𝐹 — бесконечное поле и 𝐸 = ⟨𝑒11 + 𝑒12, 𝑒13 + 𝑒23⟩𝐹 —
мультипликативное векторное пространство. Тогда [𝑥, 𝑦]𝑧𝑡 ∈ 𝐿(𝐸) и
𝑇 (𝐸) ̸= 𝐿(𝐸).

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå 𝐸 âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå òîæäåñòâî
St3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 𝑥[𝑦, 𝑧]𝑡 ∈ 𝑇 (𝐸), íî
𝑥[𝑦, 𝑧]𝑡 ̸∈ 𝐿(𝐸).
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ СУММ РЕГРЕССИОННЫХ
ОСТАТКОВ ПРИ МНОЖЕСТВЕННОМ УПОРЯДОЧЕНИИ
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А.П. Ковалевский, М.Г. Чебунин

artyom.kovalevskii@gmail.com, chebuninmikhail@gmail.com
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Мы доказываем теоремы о гауссовой асимптотике эмпирического мо-
ста, построенного из регрессоров линейной модели с множественным
упорядочением регрессоров. Разработан алгоритм проверки гипотезы
о линейной модели для компонент случайного вектора, согласно ко-
торой одна из компонент является линейной комбинацией других с
точностью до ошибки, не зависящей от остальных компонент случай-
ного вектора.

Ключевые слова: конкомитанты, копула, слабая сходимость, регресси-
онные остатки

Limit theorems for sums of regression residuals under multiple
ordering

We prove theorems on the Gaussian asymptotic behavior of an empirical
bridge built from regressors of a linear model with multiple ordering of
regressors. An algorithm for testing the hypothesis of a linear model for
the components of a random vector has been developed.

Keywords: concomitants, copula, weak convergence, regression residuals

Ïîëåçíûì ìåòîäîì àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷å-
íèå ëèíåéíûõ îòíîøåíèé ìåæäó êîìïîíåíòàìè. Ýòîò àíàëèç ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü ëèíåéíûé ïðîãíîç îäíîé ïåðåìåííîé íà îñíîâå äðóãèõ. Ñàìî ñó-
ùåñòâîâàíèå çàâèñèìîñòåé ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ðàñ÷åòà âûáîðî÷íûõ êîððå-
ëÿöèé è ðàçðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ íà èõ îñíîâå. Ýòîò êëàññ òåñòîâ
ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà.

Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îäíîé ïåðåìåííîé (îòêëèêà)
îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ (ðåãðåññîðîâ), îöåíêà ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè è ïðîâåðêà èõ çíà÷èìîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ðåãðåñ-
ñèîííîãî àíàëèçà. Îäíàêî ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà íå
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âêëþ÷àþò ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ òîãî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü
ïîëíîñòüþ íåâåðíà. Åñëè ìîäåëü íåâåðíà, òî îíà äîëæíà áûòü ëèáî ïîëíî-
ñòüþ îòáðîøåíà, ëèáî ñóùåñòâåííî èçìåíåíà.

Øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ àíàëèçà ñîîòâåòñòâèÿ äàííûõ è ðåãðåññèîí-
íîé ìîäåëè îñíîâàí íà àíàëèçå ïðîöåññà ñóìì ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ, ñì.
Shorack and Wellner (1986). Äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ MacNeill (1978) ïðåäëî-
æèë ïåðâûé òåñò òàêîãî ðîäà, à Bisho� (1998) ñóùåñòâåííî îñëàáèë ëåæàùèå
â åãî îñíîâå âåðîÿòíîñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â êíèãå Csorgo and Horv�ath (1997, ãëàâû 2 è 3)
è â ðàáîòå MacNeill et al. (2020). Äëÿ ìàññèâîâ äàííûõ, óïîðÿäî÷åííûõ
ïî îäíîìó ðåãðåññîðó, òàêèå òåñòû ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ Kovalevskii and
Shatalin (2015, 2016), Kovalevskii (2020). Ìû ïðåäëàãàåì òåñò, èñïîëüçóþ-
ùèé óïîðÿäî÷åíèÿ ìàññèâà äàííûõ ïî íåñêîëüêèì ðåãðåññîðàì (Chebunin,
Kovalevskii, 2021). Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïåðåíîñå íà ìíîãîìåðíûé
ñëó÷àé ðåçóëüòàòîâ Davydov and Egorov (2000).

Ïóñòü (X𝑖, 𝜉𝑖, 𝜂𝑖) = (𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑑1 , 𝜉𝑖1, . . . , 𝜉𝑖,𝑑2−1, 𝜂𝑖) � íåçàâèñèìûå è
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåêòîð-ñòðîêè, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Âñå êîìïîíåíòû
ñòðîêè ìîãóò áûòü çàâèñèìû, è 𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑑1 îáðàçóþò êîïóëó (òî åñòü èõ
ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíû íà [0, 1]) ñ íåêîòîðîé ñîâìåñòíîé
ïëîòíîñòüþ ðàïðåäåëåíèÿ. Ñòðîêè (X𝑖, 𝜉𝑖, 𝜂𝑖) îáðàçóþò ìàòðèöó (𝑋, 𝜉, 𝜂).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå ãèïîòåçû 𝐻0 î ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

𝜂𝑖 = 𝜉𝑖𝜃 + 𝜀𝑖 =

𝑑2−1∑︁
𝑗=1

𝜉𝑖𝑗𝜃𝑗 + 𝜀𝑖,

{𝜀𝑖}𝑛𝑖=1 è {(X𝑖, 𝜉𝑖)}𝑛𝑖=1 íåçàâèñèìû, E 𝜀1 = 0, Var 𝜀1 > 0.
Ðàññìîòðèì 𝑑1 óïîðÿäî÷èâàíèé ñòðîê ìàòðèöû (𝑋, 𝜉, 𝜂) â ïîðÿäêå âîç-

ðàñòàíèÿ ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝑋. Ðåçóëüòàòîì ýòèõ 𝑑1 óïîðÿäî-
÷èâàíèé áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 𝑑1 ìàòðèö (𝑋(𝑗), 𝜉(𝑗), 𝜂(𝑗)) ñî ñòðî-
êàìè (X

(𝑗)
𝑖 , 𝜉

(𝑗)
𝑖 , 𝜂

(𝑗)
𝑖 ) = (𝑋

(𝑗)
𝑖1 , . . . , 𝑋

(𝑗)
𝑖𝑑1
, 𝜉

(𝑗)
𝑖1 , . . . , 𝜉

(𝑗)
𝑖,𝑑2−1, 𝜂

(𝑗)
𝑖 ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑1.

Ïóñòü ̂︀𝜃 � ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ℎ(𝑗)(𝑥) =

E{𝜉1|𝑋1𝑗 = 𝑥}, 𝐿(𝑗)(𝑥) =
𝑥∫︀
0

ℎ(𝑗)(𝑠) 𝑑𝑠, 𝐺 = E𝜉𝑇1 𝜉1. Ïóñòü ̂︀𝜀(𝑗)𝑖 = 𝜂
(𝑗)
𝑖 − 𝜉

(𝑗)
𝑖
̂︀𝜃 �

ðåãðåññèîííûå îñòàòêè, ̂︀∆(𝑗)
𝑘 =

𝑘∑︀
𝑖=1

̂︀𝜀(𝑗)𝑖 � èõ ÷àñòè÷íûå ñóììû, ̂︀∆(𝑗)
0 = 0.

Îáîçíà÷èì ̂︀𝑍𝑛 = ( ̂︀𝑍(1)
𝑛 , . . . , ̂︀𝑍(𝑑1)

𝑛 ), ãäå ̂︀𝑍(𝑗)
𝑛 = { ̂︀𝑍(𝑗)

𝑛 (𝑡), 0 6 𝑡 6 1} �
êóñî÷íî ëèíåéíûå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ñ óçëàìè â òî÷êàõ(︃

𝑘

𝑛
,

̂︀∆(𝑗)
𝑘√

𝑛Var𝜀1

)︃
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛.

Теорема 1. Если матрица 𝐺 существует и невырождена, и гипотеза
𝐻0 выполнена, то ̂︀𝑍𝑛 =⇒ ̂︀𝑍. Здесь ̂︀𝑍 — это центрированный 𝑑1-мерный
гауссовский процесс с непрерывными п.н. траекториями и ковариационной

матрицей функций ̂︀𝐾(𝑠, 𝑡) =
(︁ ̂︀𝐾𝑖𝑗(𝑠, 𝑡)

)︁𝑑1
𝑖,𝑗=1

,

̂︀𝐾𝑖𝑗(𝑠, 𝑡) = P(𝑋1𝑖 6 𝑠,𝑋1𝑗 6 𝑡)− 𝐿(𝑖)(𝑠)𝐺−1(𝐿(𝑗)(𝑡))𝑇 , 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1].
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ВЕЩЕСТВЕННЫХ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ, ЦЕЛЫХ И НЕЦЕЛЫХ

Д.В. Коледа
koledad@rambler.ru

УДК 511.35, 511.48, 511.75

Доклад посвящён статистическому поведению алгебраических чисел
на вещественной оси. Мы поговорим об асимптотике количества алгеб-
раических чисел фиксированной степени, лежащих в заданном про-
межутке вещественной оси, когда верхняя граница их высот неогра-
ниченно растёт. Будут обсуждаться сходства и различия в поведении
целых алгебраических чисел и алгебраических чисел общего вида.

Ключевые слова: распределение алгебраических чисел, целые алгеб-
раические числа, числа Перрона

Коледа Денис Владимирович, к.ф.-м.н., старший научный сотрудник, Институт ма-
тематики НАН Беларуси (Минск, Беларусь); Denis Koleda (Institute of Mathematics of the
National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus)



117

On the distribution of real algebraic numbers: integers and
non-integers

The talk is devoted to the statistical behaviour of algebraic numbers on
the real line. We will consider the asymptotic count of algebraic numbers
of fixed degree in a given interval of the real line as the upper bound of
their heights grows to infinity. There will be discussed similarities and
differences in the behaviour of algebraic integers and general algebraic
numbers.

Keywords: distribution of algebraic numbers, algebraic integers, Perron
numbers

Ìû îáñóäèì, íàñêîëüêî ÷àñòî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ïîïàäàþò â ïðîèç-
âîëüíûé èíòåðâàë âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, è ñðàâíèì ðàñïðåäåëåíèÿ öåëûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îáùåãî âèäà.

Ïîä ñòåïåíüþ deg𝛼 è âûñîòîé 𝐻(𝛼) àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà 𝛼 ∈ C ìû
ïîíèìàåì ñòåïåíü è âûñîòó ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ýòîãî ÷èñëà, ò.å. ìíî-
ãî÷ëåíà 𝑝𝛼(𝑋) = 𝑎𝑛𝑋

𝑛 + . . . + 𝑎1𝑋 + 𝑎0 íàèìåíüøåé ñòåïåíè 𝑛 ñ öåëûìè
âçàèìíî ïðîñòûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑎𝑘 è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 𝑎𝑛 > 0,
òàêîãî ÷òî 𝑝𝛼(𝛼) = 0. Высотой ìíîãî÷ëåíà 𝑝𝛼 (ò.í. обычной высотой) ìû
íàçûâàåì âåëè÷èíó 𝐻(𝑝𝛼) = max06𝑘6𝑛 |𝑎𝑘|. Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî íàçû-
âàåòñÿ алгебраическим целым, åñëè åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí (íàä Z)
óíèòàðåí, ò.å. èìååò ñòàðøèé êîýôôèöèåíò 𝑎𝑛 = 1. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå 𝑀 áóäåì îáîçíà÷àòü êàê #𝑀 .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå ñ÷èòàþùèõ ôóíêöèé

Φ𝑛(𝑄,𝑆) = # {àëãåáðàè÷åñêèå 𝛼 ∈ 𝑆 : deg𝛼 = 𝑛, 𝐻(𝛼) 6 𝑄} ,
Ω𝑛(𝑄,𝑆) = # {öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå 𝛼 ∈ 𝑆 : deg𝛼 = 𝑛, 𝐻(𝛼) 6 𝑄} ,

ãäå ìíîæåñòâî 𝑆 ⊆ R è âåðõíÿÿ ãðàíèöà âûñîò 𝑄 > 0.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè 𝑄→∞ ìîæíî ãîâîðèòü î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-

íèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñòåïåíè 𝑛, ÷òî âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Теорема 1 ([1]). Пусть 𝑛 > 1 фиксированное целое. Для любого проме-
жутка 𝐼 ⊆ R верно⃒⃒⃒⃒

Φ𝑛(𝑄, 𝐼)

(2𝑄)𝑛+1
− 1

2𝜁(𝑛+ 1)

∫︁
𝐼

𝜌𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

{︃
𝑐𝑛𝑄

−1, 𝑛 > 3,

𝑐𝑛𝑄
−1 ln𝑄, 𝑛 = 1, 2,

где постоянная 𝑐𝑛 > 0 зависит только от степени 𝑛; 𝜁(·) — дзета-
функция Римана; 𝜌𝑛 — положительная непрерывная функция, заданная
формулой

𝜌𝑛(𝑡) =
1

2𝑛+1

∫︁
𝐺𝑛(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝜉𝑘𝑡
𝑘−1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝜉1 . . . 𝑑𝜉𝑛

с областью интегрирования

𝐺𝑛(𝑡) =

{︃
(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛 : max

16𝑘6𝑛
|𝜉𝑘| 6 1,

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘𝑡
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

}︃
.
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Ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíè 𝑛 ñòàòè-
ñòè÷åñêè ïîõîæè íà àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíè 𝑛− 1. Íàïðèìåð, âåðíà
òàêàÿ òåîðåìà.

Теорема 2 ([2]). Пусть целое 𝑛 > 2. Для любого фиксированного конеч-
ного промежутка 𝐼 ⊂ R выполняется предельное равенство

lim
𝑄→∞

Ω𝑛(𝑄, 𝐼)

Φ𝑛−1(𝑄, 𝐼)
= 2𝜁(𝑛). (1)

Однако в общем случае, когда 𝐼 бесконечен или меняется с ростом 𝑄,
равенство (1) может нарушаться. В частности,

lim
𝑄→∞

Ω𝑛(𝑄,R)

Φ𝑛−1(𝑄,R)
= 2𝜁(𝑛)

(︃
1 +

(︂∫︁
R
𝜌𝑛−1(𝑡) 𝑑𝑡

)︂−1
)︃
. (2)

Ïðè ýòîì â ðàñïðåäåëåíèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ îáíàðó-
æèâàþòñÿ äâå ñèììåòðè÷íûå �ðàâíèíû�, îáðàçîâàííûå â îñíîâíîì ÷èñëàìè
Ïåððîíà, ò.å. àëãåáðàè÷åñêèìè öåëûìè 𝛼, ó êîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿ-
æ¼ííûå ìåíüøå ÷åì |𝛼|. Ñ ðîñòîì âåðõíåé ãðàíèöû âûñîò 𝑄 �ðàâíèíû�
îòîäâèãàþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò è ðàñòÿãèâàþòñÿ. À èìåííî, äëÿ ëþáîãî
ïðîìåæóòêà 𝐼 ⊂ (−𝑄− 1,−𝑄1/2) ∪ (𝑄1/2, 𝑄+ 1) âåðíî ñîîòíîøåíèå⃒⃒⃒⃒

Ω𝑛(𝑄, 𝐼)

(2𝑄)𝑛−1
− |𝐼|

⃒⃒⃒⃒
6

{︃
𝜅𝑛, 𝑛 > 3,

𝜅2 ln𝑄, 𝑛 = 2,

ãäå ïîñòîÿííàÿ 𝜅𝑛 > 0 çàâèñèò òîëüêî îò ñòåïåíè 𝑛. Îòìåòèì, ÷òî èìåííî
ýòè äâå �ðàâíèíû� è äàþò ïðèðîñò ïðàâîé ÷àñòè ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà (2)
â ñðàâíåíèè ñ (1).
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АНАЛИЗ СИСТЕМ ОСКОЛКОВА В
МАГНИТОГИДРОДИНАМИКЕ

А.О. Кондюков
k.a.o_leksey999@mail.ru

УДК 517.518

Исследуются первые начально-краевые задачи для систем, которые
моделируют поток несжимаемой вязкоупругой жидкости Кельвина-
Фойгта различных порядков в магнитном поле Земли. Указанные за-
дачи, исследуются с помощью теории полулинейных уравнений со-
болевского типа. Описано фазовое пространство и получена теоре-
ма существования и единственности решения для соответствующих
начально-краевых задач.

Ключевые слова: уравнения соболевского типа, квазистационарные
полутраектории, фазовое пространство, магнитогидродинамика.

Analysis of Oskolkov systems in magnetohydrodynamics

The first initial boundary value problems for systems that simulate the
flow of incompressible viscoelastic Kelvin-Voigt fluid of various orders in
the Earth’s magnetic field are investigated. These problems are investi-
gated using the theory of semi-linear equations of the Sobolev type. The
phase space is described and a theorem of the existence and uniqueness
of the solution for the corresponding initial boundary value problems is
obtained.

Keywords: Sobolev type equations, quasi-stationary semi-trajectories,
phase space, magnetohydrodynamics.

Ñèñòåìà

(1− κ∇2)𝑣𝑡 = 𝜈∇2𝑣 − (𝑣 · ∇)𝑣 +

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑛𝑚−1∑︁
𝑞=0

𝐴𝑚,𝑞∇2𝑤𝑚,𝑞 −
1

𝜌
∇𝑝− 2Ω× 𝑣 +

1

𝜌𝜇
(∇× 𝑏)× 𝑏,

𝜕𝑤𝑚,0

𝜕𝑡
= 𝑣 + 𝛼𝑚𝑤𝑚,0, 𝛼𝑚 ∈ R−, , 𝑚 = 1, 𝑀,

𝜕𝑤𝑚,𝑞

𝜕𝑡
= 𝑞𝑤𝑚,𝑝−1 + 𝛼𝑚𝑤𝑚,𝑞 , 𝑞 = 1, 𝑛𝑚 − 1, 𝛼𝑚 < 0, 𝐴𝑚,𝑞 > 0

∇ · 𝑣 = 0, ∇ · 𝑏 = 0, 𝑏𝑡 = 𝛿∇2𝑏+∇× (𝑣 × 𝑏),
(1)

ìîäåëèðóåò ïîòîê íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà
âûñøåãî ïîðÿäêà 𝐾(𝐾 = 𝑛1 + . . . + 𝑛𝑀 )[1] â ìàãíèòíîì ïîëå Çåì-
ëè. Çäåñü âåêòîð-ôóíêöèè 𝑣 = (𝑣1(𝑥, 𝑡), 𝑣2(𝑥, 𝑡), . . . , 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡)) è 𝑏 =
(𝑏1(𝑥, 𝑡), 𝑏2(𝑥, 𝑡), . . . , 𝑏𝑛(𝑥, 𝑡)) õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü æèäêîñòè è ìàãíèò-
íóþ èíäóêöèþ ñîîòâåòñòâåííî, 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡) � äàâëåíèå, κ � êîýôôèöèåíò
óïðóãîñòè, 𝜈 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, 𝛿 � ìàãíèòíàÿ
âÿçêîñòü, 𝜇 � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, 𝜌 � ïëîòíîñòü, ïàðàìåòðû 𝐴𝑚,𝑞
îïðåäåëÿþò âðåìÿ ðåòàðäàöèè äàâëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ñèñòåìà
îáîáùàåò ñèñòåìó, ïðèâåäåííóþ â [2],[3] ïðè κ = 0 äëÿ ìîäåëè íóëåâîãî
ïîðÿäêà.

Кондюков Алексей Олегович, к.ф.-м.н., доцент, НовГУ имени Ярослава Мудро-
го (Великий Новгород, Россия); Aleksey Kondyukov (Yaroslav-the-Wise Novgorod State
University, Veliky Novgorod, Russia)
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Ðàññìîòðèì ïåðâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (1)

𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥), 𝑤𝑚,𝑞(𝑥, 0) = 𝑤0
𝑚,𝑞(𝑥),

𝑏(𝑥, 0) = 𝑏0(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐷,
𝑣(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑤𝑚,𝑞(𝑥, 𝑡) = 0,
𝑏(𝑥, 𝑡) = 0, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕𝐷 × R+,
𝑚 = 1, 𝑀, 𝑞 = 0, 𝑛𝑚−1.

(2)

Çäåñü𝐷 ⊂ R𝑛, 𝑛 = 2, 3, 4, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé 𝜕𝐷 êëàññà 𝐶∞.
Çàäà÷à (1), (2) â ñëó÷àå 𝐾 = 0 è κ ̸= 0 èñcëåäîâàëàñü â [4]. Ïðè 𝐾 ̸= 0 è

κ ̸= 0 èñcëåäîâàëàñü â [5]. Â ñëó÷àå 𝐾 ̸= 0 è 𝐾(𝐾 = 𝑛1 + . . .+𝑛𝑀 ) èññëåäó-
åòñÿ â [6]. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè çàäà÷è Êîøè
äëÿ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà [7] , [8]. Èñõîäÿ èç ýòîãî, â
ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû èçëîæåíà àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ïîëóëèíåéíî-
ãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Âî âòîðîé ÷àñòè çàäà÷à (1),
(2) ðàññìîòðèâàåòñÿ êàê êîíêðåòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è. Â
òðåòüåé ÷àñòè óñòàíîâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êâàçèñòàöèîíàðíûõ ïîëóòðà-
åêòîðèé óêàçàííîé çàäà÷è è îïèñàíî åå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.
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МЕТОД РЕШЕНИЯ 3D УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ – СТОКСА
А.В. Коптев

alex.koptev@mail.ru

УДК 517.95, 532.5

Предложен метод построения решений 3D уравнений Навье — Сток-
са для движения несжимаемой среды. Метод позволяет свести задачу
решения исходных уравнений к совокупности более простых задач.
Важным этапом является введение новых ассоциированных неизвест-
ных. В результате появляется возможность построить интеграл ис-
ходных уравнений и генератор решений.

Ключевые слова: уравнения Навье – Стокса, нелинейность, интеграл,
генератор решений, точное решение

Method for Solving 3D Navier – Stokes Equations

A method for constructing solutions of the 3D Navier — Stokes equations
for the motion of an incompressible medium is proposed. The method
allows reducing the problem of solving initial equations to a set of sim-
pler problems. An important step is the introduction of new associated
unknowns. As a result, it becomes possible to construct an integral of the
original equations and a solution generator.

Keywords: Navier – Stokes equations, nonlinearity, integral, solution gen-
erator, exact solution

1. Уравнения Навье – Стокса. Óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà îïèñû-
âàþò äâèæåíèå æèäêèõ è ãàçîîáðàçíûõ ñðåä ïðè íàëè÷èè âÿçêîñòè. Ýòè
óðàâíåíèÿ èíòåðåñíû è ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è èìåþò ïðè-
ëîæåíèÿ ê ïðàêòè÷åñêèì çàäà÷àì [1]. Äëÿ 3D äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû
óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà èìåþò âèä

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝜕(𝑝+ Φ)

𝜕𝑥
+

1

𝑅𝑒
∆𝑢,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜕(𝑝+ Φ)

𝜕𝑦
+

1

𝑅𝑒
∆𝑣,

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= −𝜕(𝑝+ Φ)

𝜕𝑧
+

1

𝑅𝑒
∆𝑤,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0.

Ãäå 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝 ïðåäñòàâëÿþò îñíîâíûå íåèçâåñòíûå;
∆ îïåðàòîð Ëàïëàñà, Φ ïîòåíöèàë âíåøíèõ ñèë; 𝑅𝑒 ÷èñëî Ðåéíîëüäñà.

Коптев Александр Владимирович, к.ф.-м.н., профессор, ГУМРФ имени адмирала
С.О. Макарова (Санкт-Петербург, Россия);
Alexander V. Koptev (Admiral Makarov State University of Maritime and Inland Shipping,
Saint-Petersburg, Russia)
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2. Метод решения. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ñâåñòè çàäà-
÷ó ðåøåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé ê ñîâîêóïíîñòè áîëåå ïðîñòûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ çàäà÷. Òðåáóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå ïÿòè òàêèõ çàäà÷ [2-3].

Êàæäîå èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé íóæíî ïðåäñòàâèòü â äèâåðãåíòíîì âèäå

𝜕𝑃𝑖
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑖
𝜕𝑦

+
𝜕𝑅𝑖
𝜕𝑧

+
𝜕𝑆𝑖
𝜕𝑡

= 0.

Ãäå 𝑃𝑖, 𝑄𝑖, 𝑅𝑖, 𝑆𝑖, íåêîòîðûå êîìáèíàöèè îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ è ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì. Ñóùåñòâåííî, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå òàêîãî
âèäà äîïóñêàåò èíòåãðèðîâàíèå

𝑃𝑖 =
𝜕Ψ2,𝑖

𝜕𝑦
− 𝜕Ψ4,𝑖

𝜕𝑧
− 𝜕Ψ6,𝑖

𝜕𝑡
, 𝑄𝑖 = −𝜕Ψ2,𝑖

𝜕𝑥
+
𝜕Ψ5,𝑖

𝜕𝑧
− 𝜕Ψ3,𝑖

𝜕𝑡
,

𝑅𝑖 =
𝜕Ψ4,𝑖

𝜕𝑥
− 𝜕Ψ5,𝑖

𝜕𝑦
+
𝜕Ψ1,𝑖

𝜕𝑡
, 𝑆𝑖 = −𝜕Ψ6,𝑖

𝜕𝑥
+
𝜕Ψ3,𝑖

𝜕𝑦
− 𝜕Ψ1,𝑖

𝜕𝑡
.

Ãäå Ψ𝑘,𝑖, 𝑘 = 1, 2, ..., 6 äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ÷åòûðåõ ïå-
ðåìåííûõ. ×åòâåðòîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû íå ñîäåðæèò ïðîèçâîä-
íîé ïî âðåìåíè è â ðåçóëüòàòå åãî èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì òðè óðàâíåíèÿ,
ñîäåðæàùèå òðè ôóíêöèè Ψ𝑘,𝑗 . Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñóììàðíîå ÷èñëî ñîîòíîøåíèé ðàâíî 21.

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ íóæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê, ÷òîáû ïî âîçìîæ-
íîñòè èñêëþ÷èòü íåëèíåéíûå è íåäèâåðãåíòíûå ÷ëåíû è ñíîâà èíòåãðèðî-
âàòü. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê äåâÿòè îñíîâíûì ñîîòíîøåíèÿì ñâÿçûâàþ-
ùèì îñíîâíûå íåèçâåñòíûå 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝 è íîâûå àññîöèèðîâàííûå íåèçâåñòíûå
Ψ𝑖, (𝑖 = 1, 2, ..., 15). Ýòè äåâÿòü ñîîòíîøåíèé, ðàññìîòðåííûå â ñîâîêóïíî-
ñòè, ïðåäñòàâëÿþò èíòåãðàë èñõîäíûõ 3D óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà.

Ïÿòü èç ïîëó÷åííûõ äåâÿòè óðàâíåíèé ñîäåðæàò êâàäðàòè÷íûå íåëè-
íåéíûå ÷ëåíû òèïà 𝑢𝑣, 𝑢𝑤, 𝑣𝑤, 𝑢2 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑤2. Äàííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî
ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî øåñòè íåèçâåñòíûõ Ψ𝑗 , (𝑗 = 10, 11, ..., 15), òîëüêî
åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè. Â ïðîñòåéøèõ îáîçíà÷åíèÿõ èõ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝜕2𝑓2
𝜕𝑥𝜕𝑦

− 𝜕2𝑓4
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑓4
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑓5
𝜕𝑦𝜕𝑧

− 𝜕2𝑓6
𝜕𝑥𝜕𝑧

= 0,

𝜕2𝑓3
𝜕𝑦𝜕𝑧

+
𝜕2𝑓4
𝜕𝑥𝜕𝑧

− 𝜕2𝑓5
𝜕𝑥𝜕𝑦

− 𝜕2𝑓6
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑓6
𝜕𝑧2

= 0.

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå ïÿòîãî ïîðÿäêà îò-
íîñèòåëüíî Ψ𝑖, ãäå 𝑖 = 1, 2, ..., 9. Âñÿêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò
ê òî÷íîìó ðåøåíèþ èñõîäíûõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. Òàêèì îáðàçîì,
ýòè äâà óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ãåíåðàòîð ðåøåíèé.

Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü îñòàâøèåñÿ øåñòü àññîöèèðîâàííûõ íåèçâåñò-
íûõ Ψ𝑗 , (𝑗 = 10, 11, ..., 15.) Òðè èç íèõ ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíî, à òðè
äðóãèå íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

𝐹4 = −𝜕
2Ψ10

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 𝐹5 =

𝜕2Ψ11

𝜕𝑥𝜕𝑧
, 𝐹6 = −𝜕

2Ψ12

𝜕𝑦𝜕𝑧
,
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îñòàëîñü îïðåäåëèòü
ïîñëåäíåå èç îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ 𝑝. Ýòà çàäà÷à íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóä-
íåíèé, ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ 𝑝, óæå íàéäåíû.
Â ðåçóëüòàòå âñå îñíîâíûå íåèçâåñòíûå 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝, íàéäåíû è çàäà÷à ïîñòðî-
åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ðåøåíà.

Ïðèìåðû òî÷íûõ ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ óêàçàííûì ìåòîäîì, ïðèâåäå-
íû â [4-5].
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О НЕКОТОРЫХ АРИФМЕТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ
ДРОБЕЙ ФАРЕЯ
М.А. Королёв

korolevma@mi-ras.ru, hardy_ramanujan@mail.ru

УДК 511.35

Рядом Фарея порядка 𝑄 называется множество рациональных несо-
кратимых дробей 𝑎/𝑏 с условиями 0 6 𝑎 6 𝑏 6 𝑄, упорядоченных по
возрастанию. Дроби Фарея возникают естественным образом в раз-
личных задачах аналитической теории чисел. Они представляют со-
бой полезный инструмент исследования (как, скажем, в круговом ме-
тоде) и одновременно являются интересным объектом для изучения.
В частности, имеется большое число результатов о статистических и
арифметических свойствах таких дробей. Пожалуй, самым известным
из последних является «модулярное соотношение» 𝑎′𝑏− 𝑎𝑏′ = 1, кото-
рое справедливо для любых двух соседних дробей Фарея 𝑎/𝑏 < 𝑎′/𝑏′.
В докладе мы расскажем о других, более тонких свойствах дробей, до-
казательства которых основаны на изучении одного геометрического
преобразования половинки единичного квадрата в себя, именуемого
преобразованием Бока-Кобели-Захареску.

Ключевые слова: ряд Фарея, дроби Фарея, преобразование Бока-
Кобели-Захареску.

Королёв Максим Александрович, д.ф.-м.н., Математический институт имени В.А.
Стеклова (Москва, Россия); Maksim Korolev (Steklov Mathematical Institute, Moscow,
Russia)
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Some arithmetical properties of Farey fractions

Farey series of order 𝑄 is the increasing sequence of all reduced rational
fractions 𝑎/𝑏, 0 6 𝑎 6 𝑏 6 𝑄. Such fractions arise in many problems of
analytic number theory. They both are useful analytical tool (for example,
in the circle method) and quite interesting subject of study. There are
many results concerning the statistical and arithmetical properties of these
fractions. The most famous is the “modular equation” 𝑎′𝑏−𝑎𝑏′ = 1 which
holds true for any pair 𝑎/𝑏 < 𝑎′/𝑏′ of consecutive Farey fractions. In the
talk, we will speak about more delicate properties of Farey series. Their
proofs are based on one geometric transform of a half of unit square into
itself, which is called Boca-Cobeli-Zaharescu transform.

Keywords: Farey series, Farey fractions, Boca-Cobeli-Zaharescu trans-
form.

Ïóñòü 𝑄 > 1. Ðÿäîì Ôàðåÿ Φ𝑄 ïîðÿäêà 𝑄 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ äðîáåé âèäà

𝑎/𝑞, ãäå 0 6 𝑎 6 𝑞 6 𝑄, (𝑎, 𝑞) = 1.

Ðÿä Ôàðåÿ âîçíèêàåò â ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë è äàâíî ñòàë
îáúåêòîì âñåñòîðîííåãî èññëåäîâàíèÿ.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, ñâÿçàí-
íûå ñ ýòèì ðÿäîì. Ïðèìåðîì ñëóæèò çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè â Φ𝑄 äðîáåé
𝑎/𝑞, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò çàäàííûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðî-
ãðåññèÿì ñ ðàçíîñòüþ 𝑑 > 2. Èìåííî, ïóñòü 𝑟 > 1 - ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñ-
ëî, c = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑟) - öåëî÷èñëåííûé íàáîð ñ óñëîâèÿìè 0 6 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟 6 𝑑−1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç𝑁𝑟(𝑄; 𝑑, c) êîëè÷åñòâî íàáîðîâ èç 𝑟 ïîñëåäîâàòåëüíûõ äðî-
áåé ðÿäà 𝐹𝑄 âèäà

𝑎1
𝑞1

<
𝑎2
𝑞2

< . . . <
𝑎𝑟
𝑞𝑟

ñ óñëîâèÿìè 𝑞𝑠 ≡ 𝑐𝑠 (mod 𝑑), 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑟,

à ÷åðåç 𝑁(𝑄) � ÷èñëî äðîáåé â 𝐹𝑄.
Â 2012 ã. Ê. Êîáåëè, Ì. Âûæèéòó è À. Çàõàðåñêó [1] äîêàçàëè, ÷òî ïðè

ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ 𝑟, 𝑑 è c ñóùåñòâóåò ïðåäåë

𝜚𝑟(𝑑, c) = lim
𝑄→+∞

𝑁𝑟(𝑄; 𝑑, c)

𝑁(𝑄)

è óêàçàëè îáùóþ ôîðìóëó äëÿ íåãî.
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè âûâîäå òàêîé ôîðìóëû ñòàëî ïðåîáðàçî-

âàíèå 𝑇 òðåóãîëüíèêà 𝒯 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥, 𝑦 6 1, 𝑥+ 𝑦 > 1} â ñåáÿ, çàäàííîå
ôîðìóëîé

𝑇 (𝑥, 𝑦) =

(︂
𝑦,
[︁1 + 𝑥

𝑦

]︁
𝑦 − 𝑥

)︂
(òðåóãîëüíèê 𝒯 ÷àñòî èìåíóåòñÿ òðåóãîëüíèêîì Ôàðåÿ, à ïðåîáðàçîâàíèå
𝑇 - ïðåîáðàçîâàíèåì Áîêà-Êîáåëè-Çàõàðåñêó, ïî èìåíàì àâòîðîâ, âïåðâûå
åãî ðàññìîòðåâøèõ, ñì. [2]).
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Çàäàâøèñü öåëûì 𝑘 > 1, îïðåäåëèì 𝒯𝑘 êàê ìíîæåñòâî òî÷åê (𝑥, 𝑦) â 𝒯 ñ
óñëîâèåì

[︀
(1+𝑥)/𝑦

]︀
= 𝑘. Äàëåå, èìåÿ öåëûå ÷èñëà 𝑘1, . . . , 𝑘𝑟 > 1, îïðåäåëèì

îáëàñòü

𝒯 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑟) = 𝒯𝑘1 ∪ 𝑇−1(𝒯𝑘2) ∪ 𝑇−2(𝒯𝑘3) ∪ . . . ∪ 𝑇−(𝑟−1)(𝒯𝑘𝑟 )

(ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 𝒯 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑟) � ëèáî ïóñòî, ëèáî âûïóêëûé ìíîãî-
óãîëüíèê). Óïîìÿíóòàÿ âûøå ôîðìóëà äëÿ âåëè÷èíû 𝜚𝑟(𝑑, c) ñîäåðæèò ñóì-
ìó (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íóþ) ïëîùàäåé ôèãóð 𝒯 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑟), ðàñïðî-
ñòðàí¼ííóþ íà âñå öåëî÷èñëåííûå íàáîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðîé ñè-
ñòåìå ñðàâíåíèé. Å¼ èñïîëüçîâàíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé äîëè 𝜚𝑟(𝑑, c)
äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé 𝑟, 𝑑 è c âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî.

Öåëü äîêëàäà � ðàññêàçàòü î âûâîäå ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó-
÷àÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îòâå÷àþùåãî 𝑑 = 3. Èìåííî, îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝑁𝑟(𝑄) ÷èñëî íàáîðîâ èç (𝑟 + 2) ïîñëåäîâàòåëüíûõ äðîáåé ðÿäà 𝐹𝑄 âèäà

𝑎

𝑞
<
𝑎1
𝑞1

< . . . <
𝑎𝑟
𝑞𝑟

<
𝑎′

𝑞′
,

òàêèõ, ÷òî 𝑞, 𝑞′ ≡ 0 (mod 3), è 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 ̸≡ 0 (mod 3). Ïîëîæèì, äàëåå, 𝑁(𝑄)
ðàâíûì ÷èñëó âñåõ äðîáåé â 𝐹𝑄, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ êðàòíû òð¼ì, è ðàñ-
ñìîòðèì îòíîøåíèå 𝜈𝑟(𝑄) = 𝑁𝑟(𝑄)/𝑁(𝑄). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

Теорема 1. Имеют место равенства

𝜈1 = 6− 2

(︂
𝜋√
3

+ ln 3

)︂
, 𝜈2 = 4

(︂
𝜋√
3
− ln 3

)︂
− 87

35
, 𝜈3 = 12 ln 3− 53 132

4095
,

𝜈4 =
528 904

45 045
− 4

(︂
𝜋√
3

+ ln 3

)︂
, 𝜈5 = 2

(︂
𝜋√
3
− ln 3

)︂
− 4 164 383

3 063 060
, 𝜈6 =

3 089

85 085
.

Теорема 2. Пусть 𝑚 > 1, 0 6 𝑖 6 4 - целые числа, 𝑟 = 5𝑚 + 𝑖 > 8.
Тогда справедливы равенства

𝜈𝑟 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑚), в которых 𝑛 = 𝑛(𝑖) =

{︃
3, если 𝑖 = 3,

2, в остальных случаях,
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а 𝑃𝑖𝑗(𝑚) - рациональные функции из следующего списка:

𝑃01(𝑚) =
6(8𝑚− 1)

(3𝑚− 1)(6𝑚− 1)(12𝑚− 1)(12𝑚+ 1)
,

𝑃02(𝑚) =
2

(6𝑚− 1)(6𝑚+ 1)(12𝑚− 1)
,

𝑃11(𝑚) =
6(8𝑚+ 1)

(3𝑚+ 1)(6𝑚+ 1)(12𝑚− 1)(12𝑚+ 1)
,

𝑃12(𝑚) =
2

(6𝑚− 1)(6𝑚+ 1)(12𝑚+ 1)
,

𝑃21(𝑚) =
6(4𝑚+ 1)

(3𝑚+ 1)(6𝑚+ 1)(12𝑚+ 1)(12𝑚+ 5)
,

𝑃22(𝑚) =
2(9𝑚+ 4)

3(2𝑚+ 1)(3𝑚+ 1)(6𝑚+ 1)(12𝑚+ 7)
,

𝑃31(𝑚) =
6(2𝑚+ 1)

(3𝑚+ 1)(3𝑚+ 2)(12𝑚+ 5)(12𝑚+ 7)
,

𝑃32(𝑚) =
2

3(2𝑚+ 1)(6𝑚+ 1)(12𝑚+ 5)
,

𝑃33(𝑚) =
2

3(2𝑚+ 1)(6𝑚+ 5)(12𝑚+ 7)
,

𝑃41(𝑚) =
6(4𝑚+ 3)

(3𝑚+ 2)(6𝑚+ 5)(12𝑚+ 7)(12𝑚+ 11)
,

𝑃42(𝑚) =
2(9𝑚+ 5)

3(2𝑚+ 1)(3𝑚+ 2)(6𝑚+ 5)(12𝑚+ 5)
.
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМ
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА
А.П. Косарев

ruterminals@gmail.ru

УДК 517.518

Для систем первого порядка с большим параметром получены асимп-
тотики в некоторых секторах 𝜆-плоскости, коэффициенты разложе-
ния выписаны явно. Выделен класс нормальных спектральных задач
с носителем в точках 0 и 1, для которых доказывается дискретность
спектра и полнота системы собственных и присоединенных функций.

Ключевые слова: линейные дифференциальные операторы, асимпто-
тические формулы, полнота собственных и присоединенных функций

Spectral problems for first-order ODE systems

We obtain explicit asymptotics of solutions for first-order systems with
a large parameter in some sectors of 𝜆-plane. Using these formulas, we
distinguish the class of normal spectral problems, for which we find the
asymptotics of the eigenvalues and prove the completeness of the system
of eigen and associated functions.

Keywords: linear differential operators, asymptotics, spectral analysis

Ðàññìàòðèâàåòñÿ 𝑛× 𝑛 ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

y′ −𝐵(𝑥)y = 𝜆𝐴(𝑥)y, 𝑥 ∈ [0, 1], (1)

ãäå 𝐴(𝑥) = diag{𝑎1(𝑥), . . . , 𝑎𝑛(𝑥)}, 𝑎𝑖(𝑥) ̸= 0, 𝑎𝑖(𝑥) ̸= 𝑎𝑗(𝑥) ïðè 𝑖 ̸= 𝑗, 𝜆
- êîìëåêñíûé áîëüøîé (ñïåêòðàëüíûé) ïàðàìåòð. Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà îïðåäåëèì ìàòðèöû

𝐸(𝑥, 𝜆) = diag{𝑒𝜆
∫︀ 𝑥
0
𝑎1𝑑𝑡, . . . , 𝑒𝜆

∫︀ 𝑥
0
𝑎𝑛𝑑𝑡}, 𝑀(𝑥) = diag{𝑒

∫︀ 𝑥
0
𝑏11𝑑𝑡, . . . , 𝑒

∫︀ 𝑥
0
𝑏𝑛𝑛𝑑𝑡}.

Теорема 1. Пусть элементы матриц 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥) принадлежат простран-
ству 𝑊 𝑘

1 [0, 1], 𝑘 ∈ {0} ∪N (𝑊 0
1 ≡ 𝐿1). Тогда в каждом секторе Π, в ко-

тором все величины 𝑅𝑒{𝜆(𝑎𝑗(𝑥) − 𝑎𝑖(𝑥))} сохраняют свой знак для всех
𝜆 ∈ Π, 𝑥 ∈ [0, 1], существует фундаментальная матрица 𝑌 (𝑥, 𝜆) систе-
мы (1), имеющая представление

𝑌 (𝑥, 𝜆) = 𝑀(𝑥)

(︂
𝐼 +

𝑅1(𝑥)

𝜆
+ · · ·+ 𝑅𝑘(𝑥)

𝜆𝑘
+ 𝑜(1)𝜆−𝑘

)︂
𝐸(𝑥, 𝜆),

где ‖𝑜(1)‖𝐶[0,1] → 0 при 𝜆→∞, 𝜆 ∈ Π.
Матриц-функции 𝑅𝑚 последовательно вычисляются по формулам

𝑞𝑖𝑗 := 𝑏𝑖𝑗𝑒
∫︀ 𝑥
0
𝑏𝑗𝑗(𝑡)−𝑏𝑖𝑖(𝑡)𝑑𝑡, 𝑝𝑙𝑖𝑗 :=

𝑛∑︁
𝑠=1, 𝑠 ̸=𝑖

𝑞𝑖𝑠(𝑡)𝑟
𝑙
𝑠𝑗(𝑡), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘,

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-11-20261).
Косарев Алексей Павлович, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Россия); Alexey

Kosarev, Lomonosov Moscow State University, (Moscow, Russia)
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𝑟1𝑖𝑗 =
𝑞𝑖𝑗

𝛾𝑗 − 𝛾𝑖
, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑟1𝑖𝑖 =

∫︁ 𝑥

0

𝑝1𝑖𝑖(𝑡)𝑑𝑡,

𝑟𝑚+1
𝑖𝑗 =

− 𝑑
𝑑𝑥𝑟

𝑚
𝑖𝑗 + 𝑝𝑚𝑖𝑗

𝛾𝑗 − 𝛾𝑖
, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑟𝑚+1

𝑖𝑖 =

∫︁ 𝑥

0

𝑝𝑚+1
𝑖𝑖 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑚 = 1, . . . , 𝑘 − 1.

Òàêèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå â ñëåäóþ-
ùåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ 2× 2 ñèñòåìû.(︂

𝑦1
𝑦2

)︂′

−
(︂
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑎1 0
0 −𝑎2

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑎1, 𝑎2 > 0, 𝑥 ∈ [0, 1], (2)

𝑦1(1) = 0, 𝑦2(0) = 0. (3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ

𝑎(𝑥) = 𝑎1(𝑥) + 𝑎2(𝑥), 𝑏(𝑥) = 𝑒
∫︀ 𝑥
0
𝑏11(𝑡)−𝑏22(𝑡)𝑑𝑡,

(𝐼1𝑓)(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑏12(𝑡)𝑏−1(𝑡)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, (𝐼2𝑓)(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑏21(𝑡)𝑏(𝑡)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡;

(𝐷𝑓)(𝑥) =
1

𝑎(𝑥)
𝑓 ′(𝑥), 𝐽1 =

𝑏21𝑏

𝑎
𝐼1, 𝐽2 = −𝑏12𝑏

−1

𝑎
𝐼2,

òîãäà ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû 𝑅𝑚+1 ïðèìóò áîëåå ïðîñòîé âèä

𝑟𝑚+1
11 = 𝐼1𝑟

𝑚+1
21 , 𝑟𝑚+1

12 = (𝐷+𝐽2)𝑚𝑟112, 𝑟
𝑚+1
21 = (−𝐷+𝐽1)𝑚𝑟121, 𝑟

𝑚+1
22 = 𝐼2𝑟

𝑚+1
12 .

Теорема 2. Пусть матрицы 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥) принадлежат пространству
𝑊 𝑘

1 [0, 1], 𝑘 ∈ N, и числа 𝑛1, 𝑛2 6 𝑘 таковы, что

𝛾1𝑚 = 0, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛1 − 1, 𝛾𝑛1 ̸= 0, 𝛾2𝑚 = 0, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛2 − 1, 𝛾𝑛2 ̸= 0,

𝛾1𝑚 := (−𝐷 + 𝐽1)𝑚−1𝑟121(0), 𝛾2𝑚 := (𝐷 + 𝐽2)𝑚−1𝑟112(1), 𝑚 = 1, . . . , 𝑘.

Тогда собственные значения задачи (2)-(3), то есть нули характеристи-
ческого определителя ∆(𝜆), определяются (с точностью до 𝑜(1)) нулями

∆0(𝜆) = 𝑒𝜆𝐴1 + 𝛾𝜆−(𝑛1+𝑛2)𝑒−𝜆𝐴2 , 𝛾 = 𝛾1𝑛1
𝛾2𝑛2

,

где 𝐴1 =
∫︀ 1

0
𝑎1(𝑡)𝑑𝑡, 𝐴2 =

∫︀ 1

0
𝑎2(𝑡)𝑑𝑡, и имеют асимптотику

𝜆±𝑛 =
1

𝐴1 +𝐴2

(︂
±2𝜋𝑖𝑛− (𝑛1 + 𝑛2) ln

2𝜋𝑛

𝐴1 +𝐴2
+ 𝑖 ln

𝛾

𝑖𝑛1+𝑛2
+𝒪

(︂
ln𝑛

𝑛

)︂)︂
.

Система СПФ задачи (2)-(3) полна в пространстве 𝐿𝑝[0, 1]× 𝐿𝑝[0, 1].
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (2)-(3) îòíîñèòñÿ ê ïî÷òè ðåãóëÿðíûì (ñì.

îïðåäåëåíèå â [2]), ïîýòîìó çäåñü íåëüçÿ ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû èçâåñòíûå
â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ìû ÿâíî âûïèñûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
îïðåäåëèòåëü è ñòðîèì ôóíêöèþ Ãðèíà 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) çàäà÷è (2)-(3). Îíà îöå-
íèâàåòñÿ êîíñòàíòîé â ïðàâîé 𝜆-ïîëóïëîñêîñòè, à â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
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ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì ìíîãî÷ëåí íåêîòîðîé ñòåïåíè âíå êðóãîâ ôèêñèðî-
âàííîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ. Äàëüíåéøåå äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì ïóòåì.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À. À. Øêàëèêîâûì.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СЛАБОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ
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УДК 517.518

Изучается существование по крайней мере одного слабого решения
одной модели движения вязкоупругой среды с бесконечной памятью
вдоль траекторий движения частиц жидкости, определяемых полем
скоростей. При нахождении скорости, которая понимается под ре-
шением рассматриваемой задачи, используются теории регулярных
Лагранжевых потоков, топологической степени уплотняющих вектор-
ных полей, а также аппроксимационно–топологический подход изуче-
ния гидродинамических задач.

Ключевые слова: Теорема существования, слабое решение, вязкоупру-
гая жидкость.

Investigation of the weak solvability of one fractional model
with infinite memory

The existence of at least one weak solution of one model of the motion of a
viscoelastic medium with infinite memory along the trajectories of motion
of fluid particles determined by the velocity field is investigated finding
the velocity for which is understood as the solution of the problem under
consideration, the theories of regular Lagrangian flows, the topological
degree of condensing vector fields, as well as the approximation-topological
approach to studying hydrodynamic problems are used.

Keywords: Existence theorem, weak solution, viscoelastic fluid
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Â 𝑄 = (−∞, 𝑇 ]×Ω, ãäå 𝑇 > 0, à Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 = 2, 3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
ñ ãðàíèöåé 𝜕Ω êëàññà 𝐶2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (ñì. [1]�[3])

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
− 𝜇0△𝑣−

−𝜇1
1

Γ(1− 𝛼)
Div

∫︁ 𝑡

−∞
𝑒

−(𝑡−𝑠)
𝜆 (𝑡− 𝑠)

−𝛼
ℰ(𝑣)(𝑠, 𝑧(𝑠; 𝑡, 𝑥))𝑑𝑠+

+∇𝑝 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (1)

𝑧(𝜏 ; 𝑡, 𝑥) = 𝑥+

∫︁ 𝜏

𝑡

𝑣(𝑠, 𝑧(𝑠; 𝑡, 𝑥)), 𝑡, 𝜏 ∈ (−∞, 𝑇 ], 𝑥 ∈ Ω̄; (2)

div 𝑣(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; 𝑣(𝑡, 𝑥) |(−∞,𝑇 ]×𝜕Ω= 0. (3)

Çäåñü 𝑣(𝑡, 𝑥) è 𝑝(𝑡, 𝑥) èñêîìûå ñêîðîñòü è äàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû,
𝑧(𝜏 ; 𝑡, 𝑥) � òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñðåäû, 𝜀(𝑣) = {𝜀𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 � òåíçîð
ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè, ÿâëÿþùèéñÿ ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè 𝜀𝑖𝑗 = 1

2 ( 𝜕𝑣𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

), 𝜇0 > 0, 𝜇1 > 0, 0 < 𝛼 < 1, 𝜆 > 0. Çíàê Div îáîçíà÷àåò äèâåðãåíöèþ
ìàòðèöû, òî åñòü âåêòîð, êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äèâåðãåíöèè
âåêòîðîâ�ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà:

𝑊1 = {𝑣 : 𝑣 ∈ 𝐿2(−∞, 𝑇 ;𝑉 1), 𝑣′ ∈ 𝐿2(−∞, 𝑇 ;𝑉 −1)};

𝑊2 = {𝑣 : 𝑣 ∈ 𝐿2(−∞, 𝑇 ;𝑉 1), 𝑣′ ∈ 𝐿4/3,𝑙𝑜𝑐(−∞, 𝑇 ;𝑉 −1)}.

Çäåñü 𝐿𝑝,𝑙𝑜𝑐(−∞, 𝑇 ;𝑉 −1) � ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé 𝑣, îïðåäå-
ë¼ííûõ ïî÷òè âñþäó íà (−∞, 𝑇 ] è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå â 𝑉 −1, ñóæåíèå
êîòîðûõ íà ëþáîé îòðåçîê [𝑟, 𝑇 ] ∈ (−∞, 𝑇 ] ïðèíàäëåæèò 𝐿𝑝(𝑟, 𝑇 ;𝑉 −1). Ïðè
𝑛 = 2 ïóñòü 𝑊 = 𝑊1, à ïðè 𝑛 = 3 ïóñòü 𝑊 = 𝑊2.

Определение 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(−∞, 𝑇 ;𝑉 −1). Cлабым решением задачи
(1)�(3) называется функция 𝑣 ∈ 𝑊 , удовлетворяющая при любой 𝜙 ∈ 𝑉 и
п.в. 𝑡 ∈ (−∞, 𝑇 ] тождеству

⟨𝑣′, 𝜙⟩ −
∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖𝑣
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+ 𝜇0

∫︁
Ω

∇𝑣 : ∇𝜙𝑑𝑥+ 𝜇1
1

Γ(1− 𝛼)
×

×
∫︁
Ω

∫︁ 𝑡

−∞
𝑒

−(𝑡−𝑠)
𝜆 (𝑡− 𝑠)−𝛼ℰ(𝑣)(𝑠, 𝑧(𝑠; 𝑡, 𝑥))𝑑𝑠 ℰ(𝜙)𝑑𝑥 = ⟨𝑓, 𝜙⟩,

где 𝑧 – регулярный Лагранжевый поток, порожденный 𝑣.
Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(−∞, 𝑇 ;𝑉 −1). Тогда задача (1)�(3) имеет по

крайней мере одно слабое решение 𝑣 ∈𝑊 .
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ОБОБЩЕНИЯ ЗАДАЧИ О ТЕНИ И ПОВЕРХНОСТИ
ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ

А.В. Костин
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Задача о тени в постановке Г.Худайберганова является частным слу-
чаем задачи о принадлежности точки обобщенно-выпуклой оболочке
множеств. С задачей о принадлежности точки обобщённо-выпуклой
оболочке оришаров оказывается косвенно связанной задача о вложе-
нии в евклидово пространство псевдосферических поверхностей вра-
щения, найденных Ф.Миндингом. Все три типа псевдосферических
поверхностей вращения получают общее истолкование в пространстве
Лобачевского, связанное с касательными конусами к орисферам.

Ключевые слова: задача о тени, орисфера, оришар, псевдосфериче-
ская поверхность

Generalizations of the shadow problem and surfaces of
constant curvature

The shadow problem as formulated by Gulmirza Khudaiberganov is a
particular case of the problem of whether a point belongs to a general-
ized convex hull of sets. The problem of whether a point belongs to the
generalized convex hull of horoballs is indirectly related to the problem
on the embedding in the Euclidean space of pseudospherical surfaces of
revolution found by F. Minding. All three types of pseudospherical sur-
faces of revolution receive a common interpretation in Lobachevsky space,
associated with tangent cones to horospheres.

Keywords: problem of shadow, horosphere, horoball, pseudospherical sur-
face
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Çàäà÷à î òåíè ïîñòàâëåíà Ã.Õóäàéáåðãàíîâûì â 1982 ã. â ñòàòüå [1] â ñëå-
äóþùåé ôîðìóëèðîâêå: êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øà-
ðîâ ñ öåíòðàìè íà åäèíè÷íîé ñôåðå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è ðàäèóñàìè,
ìåíüøèìè åäèíèöû, äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç öåíòð ñôåðû, ïåðåñåêàëàñü õîòÿ áû ñ îäíèì èç ýòèõ øàðîâ. Ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è â ðàçìåðíîñòÿõ, áîëüøèõ äâóõ, ïîëó÷åíî â 2015 ã. Þ.Á. Çåëèí-
ñêèì, È.Þ. Âûãîâñêîé è Ì.Ñ. Ñòåôàí÷óê [2]. Çàäà÷à î òåíè ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îáîáù¼ííî-âûïóêëîé îáîëî÷-
êå ìíîæåñòâ. Çàäà÷à î òåíè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî è ðàçëè÷íûå åå
îáîáùåíèÿ ðàññìîòðåíû â ñòàòüÿõ [3-4]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ
çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îáîáù¼ííî-âûïóêëîé îáîëî÷êå ñåìåéñòâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèøàðîâ â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî. Ñ ýòîé çàäà÷åé
êîñâåííî îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé çàäà÷à î âëîæåíèè â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ. Âñå òðè òèïà ïîâåðõíî-
ñòåé âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, íàéäåííûõ Ìèíäèí-
ãîì, ìîãóò áûòü åäèíîîáðàçíî èñòîëêîâàíû â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëî-
áà÷åâñêîãî êàê êàñàòåëüíûå êîíóñû ê îðèñôåðàì.

Теорема 1. Пусть точка 𝑀 не принадлежит оришару Ω в трёхмер-
ном пространстве Лобачевского. Построим конус с вершиной в точке 𝑀 ,
касающийся оришара Ω. Обозначим через 𝛾 линию касания конуса и огра-
ничивающей оришар орисферы. Тогда часть конуса от вершины до линии 𝛾
глобально изометрична евклидовой конической поверхности вращения по-
стоянной отрицательной кривизны.

Äëÿ ïñåâäîñôåðû âåðøèíà êàñàòåëüíîãî êîíóñà ðàñïîëàãàåòñÿ íà àáñî-
ëþòå, äëÿ êàòóøêè Ìèíäèíãà � â èäåàëüíîé îáëàñòè ðàñøèðåííîãî ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå â ÷àñòü êîíóñà, ðàñïîëîæåí-
íóþ â ñîáñòâåííîé îáëàñòè, âïèñûâàþòñÿ äâå îðèñôåðû. Êàòóøêà Ìèíäèí-
ãà áóäåò ãëîáàëüíî èçîìåòðè÷íà ñåãìåíòó ïîâåðõíîñòè ìåæäó äâóìÿ ëèíè-
ÿìè êàñàíèÿ ñ îðèñôåðàìè.
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В теореме Фурмана однородным полиномиальным соотношением свя-
зываются длины сторон и "больших"диагоналей вписанного шести-
угольника на евклидовой плоскости. В работе рассматриваются обоб-
щения этой теоремы для шести окружностей, касающихся одной
окружности, для шестиугольника, вписанного в сферу нулевого ра-
диуса в псевдоевклидовом пространстве, а также различные аналоги
и обобщения этих теорем в пространствах постоянной кривизны.

Ключевые слова: теорема Фурмана, вписанный многоугольник, про-
странство постоянной кривизны

On generalizations of Fuhrman’s theorem

In Fuhrman’s theorem, the lengths of the sides and ”large” diagonals of an
inscribed hexagon on the Euclidean plane are related by a homogeneous
polynomial relation. The work deals with generalizations of this theorem
for six circles tangent to one circle, for a hexagon inscribed in a sphere of
zero radius in pseudo-Euclidean space, as well as various analogues and
generalizations of these theorems in spaces of constant curvature.

Keywords: Fuhrman’s theorem, inscribed polygon, spaces of constant cur-
vature

Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè äëÿ âûïóêëîãî øåñòèóãîëüíèêà
𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5𝐴6, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, èìååò ìåñòî îáîáùàþùåå
òåîðåìó Ïòîëåìåÿ ñîîòíîøåíèå:

𝐴1𝐴4 ·𝐴2𝐴5 ·𝐴3𝐴6 = 𝐴1𝐴2 ·𝐴3𝐴6 ·𝐴4𝐴5 +𝐴1𝐴2 ·𝐴3𝐴4 ·𝐴5𝐴6+

+𝐴2𝐴3 ·𝐴1𝐴4 ·𝐴5𝐴6 +𝐴2𝐴3 ·𝐴4𝐴5 ·𝐴1𝐴6 +𝐴3𝐴4 ·𝐴2𝐴5 ·𝐴1𝐴6.

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò òåîðåìîé Ïòîëåìåÿ äëÿ øåñòèóãîëüíèêà èëè
òåîðåìîé Ôóðìàíà. Äðóãèì îáîáùåíèåì òåîðåìû Ïòîëåìåÿ ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìà Êåçè (Êåéñè), â êîòîðîé âåðøèíû âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà çà-
ìåíÿþòñÿ íà ÷åòûðå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ îäíîé îêðóæíîñòè, à ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè çàìåíÿþòñÿ íà äëèíû îòðåçêîâ îáùèõ êàñàòåëüíûõ
ê ñîîòâåòñòâóþùèì îêðóæíîñòÿì. Ãèïåðáîëè÷åñêèé àíàëîã òåîðåìû Êå-
çè ïîëó÷åí â ðàáîòå [1]. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî äëÿ øåñòè
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îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ îäíîé îêðóæíîñòè. Òåîðåìó î øåñòè îêðóæíî-
ñòÿõ, êàñàþùèõñÿ îäíîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè íà åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåîðåìó î øåñòèóãîëüíèêå, âïèñàííîì
â èçîòðîïíóþ ñôåðó òð¼õìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà [2-3]. Â ðà-
áîòå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè òåîðåìû Ôóðìàíà äëÿ øåñòèóãîëüíèêîâ, âïè-
ñàííûõ â îäíó èç ëèíèé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî,
à òàêæå äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåìû äëÿ øåñòè îêðóæíîñòåé èëè øåñòè îðè-
öèêëîâ, êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòè, îðèöèêëà èëè âåòâè ýêâèäèñòàíòû. Êðîìå
òîãî, äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, â íåêîòîðîì ñìûñëå ñâÿçûâàþùåå åâêëè-
äîâû è ãèïåðáîëè÷åñêèå âåðñèè òåîðåì òàêîãî ðîäà.
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Мы доказываем, что любая квадратичная конформная алгебра Ли,
построенная по специальной алгебре Гельфанда–Дорфман, инъек-
тивно вкладывается в универсальную обертывающую ассоциативную
конформную алгебру с ограничением на функцию локальности𝑁 = 3.

Ключевые слова: конформные алгебры Ли, ассоциативные конформ-
ные обертывающие, алгебры Гельфанда–Дорфман, Пуассоновы обер-
тывающие

On universal conformal envelopes for quadratic conformal
algebras

We prove that every quadratic Lie conformal algebra constructed on a
special Gel’fand–Dorfman algebra embeds into the universal enveloping
associative conformal algebra with a locality function bound 𝑁 = 3.
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Àëãåáðû Íîâèêîâà âîçíèêëè â [1] êàê ïîìîùíèê â ïîñòðîåíèè íåêîòî-
ðûõ Ãàìèëüòîíîâûõ îïåðàòîðîâ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Ôîðìàëüíî,
ýòî àëãåáðû ñ îäíîé îïåðàöèåé � óìíîæåíèåì Íîâèêîâà � êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ëåâîñèììåòðè÷åñêîé è ïðàâîêîììóòàòèâíîé. Êëàññ áîëåå ñëîæíûõ ñòðóê-
òóð, íàçûâàåìûõ àëãåáðàìè Ãåëüôàíäà-Äîðôìàí, âïåðâûå âîçíèê ïðè òåõ
æå îáñòîÿòåëüñòâàõ. Àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí � ýòî âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî 𝑉 ñ äâóìÿ áèëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè [· , ·] è (· ∘ ·), îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ìû ïîëó÷àåì àëãåáðû Ëè è Íîâèêîâà, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå íà
𝑉 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî ñîãëàñîâàíèÿ:

[𝑎 ∘ 𝑏, 𝑐] + [𝑎, 𝑏] ∘ 𝑐− 𝑎 ∘ [𝑏, 𝑐]− [𝑎 ∘ 𝑐, 𝑏]− [𝑎, 𝑐] ∘ 𝑏 = 0, äëÿ âñåõ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑉.

Åñëè àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí 𝑉 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ
â àëãåáðó Ïóàññîíà 𝑃 ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì 𝑑, ò. å.

𝑎 · 𝑑(𝑏) = 𝑎 ∘ 𝑏, äëÿ âñåõ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉,

òî îíà íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé.
Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà � ýòî ëåâûé ìîäóëü 𝐶 íàä àëãåáðîé ïîëèíîìîâ

𝐻 = [𝜕], ñíàáæ¼ííûé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ 𝐶 ⊗ 𝐶 → 𝐶[𝜆] (ò.å. ðåçóëü-
òàò óìíîæåíèÿ � ýòî ïîëèíîì îò ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé 𝜆 ñî çíà÷åíèÿìè
â C) è íàáîðîì àêñèîì. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, êîíôîðìíûå àëãåáðû ïðî-
äîëæàþò ñòðóêòóðó îáû÷íûõ àëãåáð, è, àíàëîãè÷íî, ôîðìèðóþò êëàññû
â çàâèñèìîñòè îò ïîñòóëèðîâàííûõ àêñèîì. Äàííûå îáúåêòû îêàçûâàþòñÿ
î÷åíü ïîëåçíû êàê èíñòðóìåíò ïî èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû âåðòåêñíûõ àëãåáð
(ñì. [2]). À òàêæå ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè êëàññèôèêàöèè ñêîáîê Ïóàñ-
ñîíà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà (ñì. [3]). Àëãåáðû Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí íà-
õîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè (ñì. [4], [5]) ñ êâàäðàòè÷íû-
ìè êîíôîðìíûìè àëãåáðàìè Ëè, âåñüìà øèðîêèì êëàññîì, ñîäåðæàùèì â
ñåáå áîëüøèíñòâî êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ: êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ãåéçåíáåð-
ãà, Âèðàñîðî, Íàâüå�Øâàðöà, Âèðàñîðî�Øð¼äèíãåðà è ò.ä. Äëÿ îáû÷íûõ
àëãåáð Ëè õîðîøî èçâåñòíà è î÷åíü ïîëåçíà êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíîé
àññîöèàòèâíîé îá¼ðòûâàþùåé. Ñïîñîá ïðåâðàùåíèÿ àññîöèàòèâíîé àëãåá-
ðû â àëãåáðó Ëè ïðîäîëæàåòñÿ è íà êîíôîðìíûé ñëó÷àé. Îäíàêî, â îòëè-
÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà, íå âñÿêàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè èíúåê-
òèâíî âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðóþ àññîöèàòèâíóþ (ñì. [6]). Ýòî îáóñëîâëåíî
�ìíîãîçíà÷íîñòüþ� óìíîæåíèÿ, à èìåííî, ëîêàëüíîñòüþ. Òåì íå ìåíåå, åñëè
êâàäðàòè÷íàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè ïîñòðîåíà ïî ñïåöèàëüíîé àëãåáðå
Ãåëüôàíäà�Äîðôìàí, òî óäà¼òñÿ ïðèâåñòè ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ óíèâåðñàëüíîé àññîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû ñ
ëîêàëüíîñòüþ íå âûøå 𝑁 = 3.
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СПЕКТР ТРАНСПОЗИЦИОННОГО ГРАФА
Е.В. Константинова, А.В. Кравчук
e_konsta@math.nsc.ru, a.kravchuk@g.nsu.ru

УДК 519.1

Транспозиционный граф 𝑇𝑛 определяется как граф Кэли на симметри-
ческой группе 𝑆𝑦𝑚𝑛 относительно порождающего множества транс-
позиций. В этом докладе будут рассказаны результаты в изучении
спектра графа 𝑇𝑛, которых уже удалось добиться, а так же о слож-
ностях, которые возникают при попытке точно описать спектр 𝑇𝑛.

Ключевые слова: транспозиционный граф, целочисленный граф,
спектр графа

Spectrum of the Transposition graph

The Transposition graph 𝑇𝑛 is defined as a Cayley graph over the symmet-
ric group Sym𝑛 generated by all transpositions. This report will describe
the results in the study of the spectrum of the graph 𝑇𝑛, which have al-
ready been achieved, as well as the difficulties which arise when trying to
accurately describe the spectrum of 𝑇𝑛.

Keywords: transposition graph, integral graph, graph spectrum

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðàíñïîçèöèîííîãî
ãðàôà Êýëè 𝑇𝑛, 𝑛 > 2, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå
Sym𝑛 îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà âñåõ òðàíñïîçèöèé. Èçâåñò-
íî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè [1,
2]. Êðîìå ýòîãî, â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå 𝑛(𝑛−1)

2 èìååò êðàòíîñòü 1, âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 𝑛(𝑛−3)
2 èìååò

êðàòíîñòü (𝑛− 1)2, è äëÿ êàæäîãî 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛, çíà÷åíèå 𝑛(𝑛−2𝑘+1)
2 ÿâëÿåò-

ñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ñ êðàòíîñòüþ íå ìåíåå 𝑛!
𝑛(𝑛−𝑘)!(𝑘−𝑖)! . Ïîñêîëüêó

òðàíñïîçèöèîííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, òî äëÿ ëþáîãî åãî ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ 𝜆 âåðíî, ÷òî −𝜆 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ñ
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òîé æå êðàòíîñòüþ, ÷òî è 𝜆. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ íåêîòîðîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î òîì, êàê óñòðîåí ñïåêòð 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑇𝑛) òðàíñïîçèöèîííîãî ãðàôà 𝑇𝑛, ãäå
ïîä ñïåêòðîì ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ãðàôà âìåñòå ñ èõ êðàòíîñòÿìè. Îäíàêî òî÷íîå îïèñàíèå ñïåêòðà äëÿ ýòîãî
ãðàôà íåèçâåñòíî.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äà¼ò îïèñàíèå ñïåêòðà îêîëî çíà÷åíèÿ íîëü.

Теорема 1. Для любого целого 𝑘 > 0, существует 𝑛0 такое, что для
любого 𝑛 > 𝑛0 и любого 𝑚 ∈ {0, . . . , 𝑘}, выполняется 𝑚 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑇𝑛).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝑛 ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèå âñåõ öåëûõ çíà÷åíèé â ñïåêòðå 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑇𝑛) âïëîòü äî íåêîòî-
ðîé âåðõíåé îöåíêè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà îïèðàåòñÿ íà îñíîâ-
íûå ôàêòû èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû äëÿ ãðàôîâ
Êýëè [3], à òàêæå íåêîòîðûå íîâûå óòâåðæäåíèÿ î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ãðàôà 𝑇𝑛 è ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà 𝑛. Â ÷àñòíîñòè, ýòè
íîâûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîêàçàòü, ÷òî íîëü ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì 𝑇𝑛 äëÿ ëþáîãî 𝑛 ̸= 2, à îäèí ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîãî
ãðàôà äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî 𝑛 > 7 è ëþáîãî ÷¼òíîãî 𝑛 > 14. Âû÷èñëåíèå
êðàòíîñòåé ýòèõ äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé
çàäà÷åé. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ êðàòíîñòåé ïîëó÷åíû äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî
ïî âåëè÷èíå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ.

Теорема 2. Третьим наибольшим собственным значением графа

𝑇𝑛, 𝑛 > 4, является значение (𝑛−1)(𝑛−4)
2 , кратность которого равна(︁

𝑛(𝑛−3)
2

)︁2
.

Теорема 3. Четвёртым наибольшим собственным значением гра-

фа 𝑇𝑛, 𝑛 > 6, является значение 𝑛(𝑛−5)
2 , кратность которого равна(︁

(𝑛−1)(𝑛−2)
2

)︁2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëåííûõ â äîêëàäå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â
ðàáîòå [4].
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
РАСПРОСТРАНЕНИЯ COVID-19 В РЕГИОНАХ РФ:
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В работе построена и проанализирована комплексная математическая
модель распространения COVID-19 в регионах Российской Федерации
с учетом административных и фармацевтических мер, основанная на
комбинации SEIR-HCD и агентных моделей, анализе данных, иден-
тифицируемости и решении возникающих обратных задач. На основе
демографических, статистических данных, информации по количе-
ству проведенных ПЦР-тестов построены сценарии распространения
COVID-19 в регионах РФ на 45 дней вперед.

Ключевые слова: SEIR-HCD модель, агентно-ориентированная мо-
дель, обратная задача, оптимизация, анализ чувствительности

Mathematical modeling of COVID-19 propagation in RF

The combined mathemtical model of COVID-19 propagation in Russian
Federation regions based on SEIR-HCD and agent models, data analysis,
identifiability and inverse problems is built and analyzed. The scenar-
ios of COVID-19 propagation based on demographic and statistical data,
number of daily PCR tests in considered region are proposed on 45 days.

Keywords: SEIR-HCD model, agent-based model, inverse problem, opti-
mization, sensitivity-based identifiability analysis

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîâìåùåííîé ìîäåëè êîìáèíèðóþòñÿ äâà îñíîâíûõ ïîä-
õîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýïèäåìèîëîãèè: êîìïàðòìåíòíûé,
îïèñûâàåìûé äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íà îñíîâå äåéñòâóþùèõ
ìàññ, è àãåíòíî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ýëåìåíòàõ òåîðèè
èãð, ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì, ýâîëþöèîííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìåòîäå
Ìîíòå-Êàðëî. Â êîìïàðòìåíòíîì ïîäõîäå (äåòåðìèíèðîâàííàÿ SEIR-HCD
ìîäåëü) âñÿ ïîïóëÿöèÿ ðàçäåëåíà íà 7 îäíîðîäíûõ ãðóïï, ñîåäèíåííûõ
ìåæäó ñîáîé âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà [1]. Òàêèå ìîäåëè äåéñòâèòåëüíû â
ñëó÷àå çàêðûòîé ñèñòåìû (äëÿ ðåãèîíîâ ñ íåáîëüøèì ïðèòîêîì íàñåëåíèÿ,
îòäàëåííûõ ðàéîíîâ) è â ñëó÷àå, êîãäà íàñåëåíèå ïðàêòè÷åñêè áåñêîíå÷-
íî (íàïðèìåð, êîíòèíåíòû, ñòðàíû). Àãåíòíûå ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþò ñõå-
ìó âîçìîæíûõ êîíòàêòîâ â âèäå äèíàìè÷åñêîãî èëè ñòàòè÷åñêîãî ãðàôà,
â êîòîðîì âåðøèíû � îáúåêòû ñ íàáîðîì èíäèâèäóàëüíûõ ñâîéñòâ, äåòà-
ëèçèðîâàíî îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå îòäåëüíûõ èíäèâèäîâ â çàâèñèìîñòè
îò âîçðàñòà è ñòðóêòóðû êîíòàêòîâ (äîìîõîçÿéñòâà, îáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðå-
æäåíèÿ, ðàáî÷èå è îáùåñòâåííûå ìåñòà) [2]. Ïðè óñëîæíåíèè SEIR-HCD
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ìîäåëè, ââîäÿ âîçðàñòíûå ðàçãðàíè÷åíèÿ â ïîïóëÿöèè è ïðîñòðàíñòâåííûå
ïåðåìåùåíèÿ, ïîëó÷èì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå àãåíòíîé ìîäåëè.

Ìîäåëè õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (çàðàçíîñòü âèðóñà, äëè-
òåëüíîñòü áåññèìïòîìíîãî è èíôèöèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
øòàììà, âåðîÿòíîñòè áûòü ïðîòåñòèðîâàííûì, òÿæåëîãî òå÷åíèÿ çàáîëå-
âàíèÿ, ñìåðòíîñòè è äð.). Ïðîâåäåí àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëåé ê èçìåðåíèÿì êîëè÷åñòâà âûÿâëåííûõ, êðèòè÷åñêèõ è óìåðøèõ
ñëó÷àåâ [3], â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî áûëè óìåíüøåíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðîâ çàðàçíîñòè â áîëåå ÷åì 2 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèòåðàòóðíûìè
äàííûìè, ñðåäíåå âðåìÿ èíôèöèðîâàíèÿ � äî 6 äíåé, ïðåáûâàíèÿ â êðèòè-
÷åñêîì ñîñòîÿíèè � äî 12 äíåé, äëèòåëüíîñòü ÷àñòè÷íîãî èììóíèòåòà � îò
2õ äî 4õ ìåñÿöåâ.

Ñîâìåùåíèå ìîäåëåé óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì (öèêë 1 äíÿ): íà îñ-
íîâå îáðàáîòàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ óòî÷íÿþòñÿ ïàðàìåòðû SEIR-
HCD ìîäåëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðåãèîíà êîìáèíàöèåé ãëîáàëüíîãî è
ãðàäèåíòíîãî ïîäõîäîâ, êîòîðûå ïîòîì ïåðåäàþòñÿ â àãåíòíóþ ìîäåëü. Ïà-
ðàìåòð ïåðåäà÷è èíôåêöèè (ñì. Ðèñóíîê 1) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëü-
íûì ê èçìåðÿåìûì äàííûì è îïðåäåëÿåòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
â àãåíòíîé ìîäåëè. Íà îñíîâå óñâîåíèÿ äàííûõ öèêë 1 äíÿ ïîâòîðÿåòñÿ.

Ðèñ. 1: Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà çàðàçíîñòè â Íîâîñèáèðñêîé îáëàñòè ñ
15.04.2020 ïî 06.08.2022. Êðàñíûå ïóíêòèðíûå ëèíèè � äàòû ïîÿâëåíèÿ
øòàììîâ SARS-CoV-2 â ÐÔ, ÷åðíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � îòìåíà ìàñî÷íîãî
ðåæèìà â ðåãèîíå ñ 24.02.2022.

Îòìåíà ìàñî÷íîãî ðåæèìà 24.02.2022 ïîâëåêëà çà ñîáîé ðîñò âûÿâëåí-
íûõ ñëó÷àåâ COVID-19. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà çàðàçíîñòè â êîíöå èþëÿ
2022 ñâèäåòåëüñòâóåò î ôóíêöèîíèðîâàíèè øòàììà ¾Êåíòàâð¿.
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АЛГОРИТМЫ РАЗЛИЧЕНИЯ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ
ИНВАРИАНТОВ ПОВЕРХНОСТНЫХ
ГРАДИЕНТНО-ПОДОБНЫХ ПОТОКОВ
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УДК 517.938, 519.173

В работе рассмотрены основные инварианты топологической эквива-
лентности для градиентно-подобных потоков на поверхностях, для
таких инвариантов построены эффективные алгоритмы различения
изоморфизмов.

Ключевые слова: топологическая классификация, градиентно-
подобный поток, алгоритм

Algorithms distinguishing topological invariants for surface
gradient-like flows

The paper considers the main invariants of topological equivalence for
gradient-like flows on surfaces; for such invariants, efficient algorithms for
distinguishing isomorphisms are constructed.

Keywords: topological classification, gradient-like flow, alogrithm

Ïóñòü Γ𝑓𝑡 � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ïîòîêà 𝑓 𝑡 òàêîé, ÷òî âåðøèíû ãðàôà
Γ𝑓𝑡 ñîîòâåòñòâóþò íåïîäâèæíûì òî÷êàì ïîòîêà 𝑓 𝑡, à ð¼áðà ñîîòâåòñòâóþò
îðèåíòèðîâàííûì ñåäëîâûì ñåïàðàòðèñàì. Îñíàñòèì ãðàô Γ𝑓𝑡 ïîäãðàôàìè,
ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíèöàì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ íåñóùåé ïî-
âåðõíîñòè äî çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê
(ячеек). Ïîëó÷èì граф Пейшото Γ𝑃𝑓𝑡 [1].

Теорема 1. Пусть 𝑓 𝑡 и 𝑓 ′𝑡 – градиентно-подобные потоки, заданные на
поверхности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝑃𝑓𝑡 , Γ𝑃𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные графы Пейшото. Тогда
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изоморфность графов Γ𝑃𝑓𝑡 и Γ𝑃𝑓 ′𝑡 можно проверить за время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)) для
𝑔 > 0 и за время 𝑂(𝑛) для 𝑔 = 0.

Â 2011 ãîäó Â.Ç. Ãðèíåñ è Î.Â. Ïî÷èíêà [2] ìîäèôèöèðîâàëè ãðàô Ïåé-
øîòî. Èìåííî, âìåñòî ðàçëè÷àþùèõ ìíîæåñòâ îíè îñíàñòèëè îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô Ïåéøîòî Γ𝑓𝑡 ïîðÿäêàìè ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì, ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñòîêàì.

Теорема 2. Пусть 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 – градиентно-подобные потоки на поверх-
ности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝐺𝑃𝑓𝑡 , Γ𝐺𝑃𝑓 ′𝑡 – их модифицированные 𝑛-вершинные графы

Пейшото. Тогда изоморфизм графов Γ𝐺𝑃𝑓𝑡 и Γ𝐺𝑃𝑓 ′𝑡 может быть проверен за

время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)), если 𝑔 > 0, и за время 𝑂(𝑛), если 𝑔 = 0.

Âåðøèíû ãðàôà Âîíãà [3] Γ𝑊𝑓𝑡 ñîîòâåòñòâóþò ÿ÷åéêàì ïîòîêà 𝑓 𝑡, åãî ð¼á-
ðà ñîîòâåòñòâóþò ñåäëîâûì ñåïàðàòðèñàì è ñîåäèíÿþò âåðøèíû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ÿ÷åéêàì, ãðàíè÷àùèì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ð¼áðàì ñåïàðàòðè-
ñàì. Ð¼áðà, èíöèäåíòíûå îäíîé âåðøèíå, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, ñîäåðæàùèå
ïî îäíîìó ðåáðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó óñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðè-
ñå, ñîñåäñòâóþùèì äðóã ñ äðóãîì â ãðàíèöå ÿ÷åéêè.

Теорема 3. Пусть 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 – градиентно-подобные потоки на ориенти-
руемой поверхности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝑊𝑓𝑡 , Γ𝑊𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные графы Вонга.

Тогда изоморфизм графов Γ𝑊𝑓𝑡 и Γ𝑊𝑓 ′𝑡 проверяется за время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)), если
𝑔 ̸= 0 и за время 𝑂(𝑛), если 𝑔 = 0.

Граф Флейтас [4] Γ𝐹𝑓𝑡 äëÿ ïîëÿðíîãî ïîòîêà 𝑓 𝑡 ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âûáåðåì âîêðóã èñòî÷íèêà îêðóæíîñòü 𝑆, òðàíñâåðñàëüíóþ òðà-
åêòîðèÿì ïîòîêà 𝑓 𝑡 â áàññåéíå èñòî÷íèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐷 äèñê, êîòî-
ðûé ýòà îêðóæíîñòü îãðàíè÷èâàåò â áàññåéíå èñòî÷íèêà. Ïðèñâîèì âñåì
ïåðåñå÷åíèÿì îêðóæíîñòè 𝑆 ñ ñåäëîâûìè ñåïàðàòðèñàìè метки òàê, ÷òîáû
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñåïàðàòðèñàìè îäíîãî è òîãî æå ñåäëà áûëè ñ îäèíàêîâûìè
ìåòêàìè. Êàæäîé ïàðå òî÷åê ñ îäèíàêîâûìè ìåòêàìè ïðèñâîèì спин + (−),
åñëè îáúåäèíåíèÿ äèñêà 𝐷 ñ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ñåäëîâîé òî÷êè, ïåðåñåêàþùåãî îêðóæíîñòü 𝑆 ïî äàííîé ïàðå òî÷åê,
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì (ïë¼íêîé Ì¼áèóñà).

Теорема 4. Пусть 𝑓 𝑡 и 𝑓 ′𝑡 – полярные потоки на поверхности 𝑆 рода
𝑔, и Γ𝐹𝑓𝑡 , Γ𝐹𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные графы Флейтас. Тогда изоморфизм графов

Γ𝐹𝑓𝑡 и Γ𝐹𝑓 ′𝑡 проверяется за время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)), если 𝑔 > 0, и за время 𝑂(𝑛), если
𝑔 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐽𝑓𝑡 ìíîæåñòâî âñåõ ÿ÷ååê ïîòîêà 𝑓 𝑡. Âûáåðåì ïî îä-
íîé òðàåêòîðèè 𝜃𝐽 (𝑡-кривой) â êàæäîé ÿ÷åéêå 𝐽 ∈ 𝐽𝑓𝑡 . Ïîëîæèì 𝒯 =⋃︀
𝐽⊂𝑆

𝜃𝐽 , 𝑆 = 𝑆∖𝒯 . Íàçîâ¼ì 𝑢-кривыми íåóñòîé÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû

è 𝑠-кривыми � óñòîé÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
∆ ìíîæåñòâà 𝑆 ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîì [1], îãðàíè÷åííûì
îäíîé 𝑠-, îäíîé 𝑢- è îäíîé 𝑡-êðèâîé, ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü ∆ тре-
угольной областью. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆𝑓𝑡 ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îá-
ëàñòåé ïîòîêà 𝑓 𝑡.

Ó трёхцветного графа Γ𝑂𝑆𝑓𝑡 Ошемкова-Шарко [5] âåðøèíû ãðàôà Γ𝑂𝑆𝑓𝑡

âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì ïîòîêà; äâå âåð-
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øèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà 𝑠, 𝑡, 𝑢, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ 𝑠-, 𝑡- èëè 𝑢-ñòîðîíó.

Теорема 5. Пусть 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 – градиентно-подобные потоки, заданные на
поверхности рода 𝑔, и Γ𝑂𝑆𝑓𝑡 , Γ𝑂𝑆𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные трёхцветные графы.

Тогда изоморфизм графов Γ𝑂𝑆𝑓𝑡 и Γ𝑂𝑆𝑓 ′𝑡 проверяется за время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)) при
𝑔 ̸= 0 и за время 𝑂(𝑛) при 𝑔 = 0.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Ïî÷èíêîé Î.Â. è Ìàëûøåâûì Ä.Ñ.
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АСИМПТОТИКА МОМЕНТОВ ЧИСЛЕННОСТЕЙ ЧАСТИЦ
В ВЕТВЯЩЕМСЯ СЛУЧАЙНОМ БЛУЖДАНИИ В

СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ
В.А. Куценко
vlakutsenko@ya.ru

УДК 519.218.23, 519.218.25

Рассматривается ветвящееся случайное блуждание по многомерной
решетке с непрерывным временем в случайной среде. Случайная сре-
да в каждой точке решетки определяется неотрицательными, незави-
симыми и одинаково распределенными случайными интенсивностями
деления и гибели частиц. Случайное блуждание полагается простым
и симметричным. Ветвящееся случайное блуждание описывается при
помощи моментов численности частиц в каждой точке решетки. По-
лучены результаты о предельном поведении усредненных по среде
моментов для случайного потенциала, хвостовая функция которого
имеет асимптотическое гумбелевское распределение.

Ключевые слова: случайные процессы, ветвящиеся случайные блуж-
дания, перемежаемость

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 20-01-00487.
Куценко Владимир Александрович, аспирант, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва,

Россия); Kutsenko Vladimir (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



143

Asymptotics of the moments of particle numbers in a
branching random walk in a random medium

We consider a branching random walk over a multidimensional lattice
with continuous time in a random medium. The random medium at
each point of the lattice is determined by non-negative, independent and
equally distributed random intensities of splitting and death of particles.
The random walk is assumed to be simple and symmetric. Branching
random walk is described using the moments of the number of particles
at each point of the lattice. Results are obtained on the limit behavior
of medium-averaged moments for a random potential whose tail function
has an asymptotic Gumbelian distribution.

Keywords: random processes, branching random walks, intermittency

Ïóñòü â êàæäîé òî÷åê ðåøåòêè Z𝑑 îïðåäåëåí ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáå-
ëè ÷àñòèö â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè íà ðåøåòêå íàõîäèòñÿ îäíà ÷àñòèöà, êîòîðàÿ çà ìàëîå âðå-
ìÿ ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ â ñîñåäíèé óçåë ðåøåòêè, ïðîèçâåñòè ïîòîìñòâî
èëè ïîãèáíóòü. Ñëó÷àéíàÿ ñðåäà îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòÿìè äåëåíèÿ
è ãèáåëè ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè 𝜉+(𝑥) = 𝜉+(𝑥, 𝜔) è 𝜉−(𝑥) = 𝜉−(𝑥, 𝜔). Íà
ïàðû (𝜉+(𝑥), 𝜉−(𝑥)) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå îá îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííî-
ñòè è íåçàâèñèìîñòè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ðåøåòêè. Áëóæäàíèå îïèñûâàåòñÿ
ïðîñòûì ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì, îäíîðîäíûì ïî âðåìåíè.
Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî äðóãà îò äðóãà è îò âñåé ïðåäûñ-
òîðèè. Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà ÷àñòèö íàçûâàåòñÿ âåòâÿùèìñÿ ñëó÷àéíûì áëóæ-
äàíèåì (ÂÑÁ) â ñëó÷àéíîé ñðåäå.

Ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà 𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑥, 𝜔) :=
𝜉+(𝑥)− 𝜉−(𝑥). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî âåðîÿòíîñòíîìó ïðîñòðàíñòâó,
ñîîòâåòñòâóþùåìó 𝑉 (𝑥) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðè ïîìîùè óãëîâûõ ñêîáîê ⟨·⟩.
ÂÑÁ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ÷èñëîì ÷àñòèö â òî÷êàõ 𝑦 ∈ Z𝑑 â ìîìåíò
âðåìåìè 𝑡, îáîçíà÷àåìûì 𝜇𝑦(𝑡, 𝜔). Ýòó âåëè÷èíó ïðåäëàãàåòñÿ îïèñûâàòü
ïðè ïîìîùè çàìîðîæåííûõ ìîìåíòîâ 𝑚𝑛(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜔) = E𝑥𝜇𝑦(𝑡, 𝜔), ãäå E𝑥 �
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè óñëîâèè ñòàðòà ÂÑÁ â òî÷êå 𝑥. Âåëè÷èíà
𝑚𝑛(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜔) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé îòíîñèòåëüíî ñðåäû è äëÿ åå èçó÷åíèÿ
âíîâü ïðåäëàãàåòñÿ âíîâü èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìîìåíòîâ è ââåñòè ¾îòîææåí-
íûå¿ ìîìåíòû ⟨𝑚𝑛(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜔)⟩.

Öåëü ðàáîòû � îïèñàòü çàâèñèìîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
⟨𝑚1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜔)⟩ ïðè 𝑡→∞ îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà 𝑉 (𝑥). ×åðåç 𝑓(𝑥) ∼
𝑔(𝑥) áóäåì îáîçíà÷àòü, ÷òî lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥) = 1.

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹 (𝑥) ïî-
òåíöèàëà 𝑉 (𝑥) âåðíî ln (1− 𝐹 (𝑥)) ∼ −𝑐𝑥𝛼, 𝑐 > 0, 𝛼 > 1, 𝑥→∞, òî

ln ⟨𝑚1(𝑡, 𝑥, 𝑦)⟩ ∼ 𝑡𝛼/(𝛼−1), 𝑡→∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ïîõîæåãî òèïà â ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ ñ
ãóìáåëåâñêèì õâîñòîì ïîíàäîáÿòñÿ äâà óòâåðæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå íèæå.
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Лемма 1. Пусть 𝜉 — абсолютно непрерывная случайная величина с
функцией распределения 𝐹 (𝑥). Пусть верно: ln (1− 𝐹 (𝑥)) ∼ −𝑐𝑒𝛼𝑥, 𝑐 > 0,
𝛼 > 1, 𝑥→∞. Тогда верно:

lnE𝑒𝜉𝑡 ∼ 𝛼−1𝑡 ln (𝑡) , 𝑡→∞.

Лемма 2. Пусть 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡) — непрерывные функции, такие, что
𝑓𝑖(𝑡) ∼ 𝑎𝑡 ln 𝑡, 𝑡→∞, 𝑖 = 1, 2. Тогда для их свертки 𝑊 (𝑡) = 𝑓1 * 𝑓2(𝑡) верно:

𝑊 (𝑡) ∼ 𝑎𝑡 ln 𝑡, 𝑡→∞.

Ñëåäóÿ ñõåìå äîêàçàòåëüñòâ èç [1], íà îñíîâå ëåìì 1 è 2 ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Теорема 1. Рассмотрим ВСБ в случайной среде со случайным по-
тенциалом 𝑉 (𝑥). Пусть для его функции распределения 𝐹 (𝑥) верно:
ln (1− 𝐹 (𝑥)) ∼ −𝑐𝑒𝛼𝑥, 𝑐 > 0, 𝛼 > 1, 𝑥→∞. Тогда

lim
𝑡→∞

ln ⟨𝑚1(𝑡, 𝑥, 𝑦)⟩
𝛼−1𝑡 ln 𝑡

= 1.
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ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ КОНСОЛИ ПЕРЕМЕННОЙ
ДЛИНЫ, ЛЕЖАЩЕЙ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

В.Л. Литвинов
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УДК 534.11

Используя метод Канторовича – Галеркина находится приближенное
решение задачи о поперечных колебаниях консоли с движущейся гра-
ницей, лежащей на упругом основании. Приводятся результаты, полу-
ченные для амплитуды колебаний, соответствующих 𝑛-ной динамиче-
ской моде. Исследуется явление установившегося резонанса и прохож-
дения через резонанс. Решение получено для наиболее распростра-
ненного на практике случая, когда внешние возмущения действуют
на движущейся границе.

Ключевые слова: колебания систем с движущимися границами, упру-
гое основание, резонансные свойства, амплитуда колебаний
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Transverse vibrations of a console of variable length on elastic
base

Using the Kantorovich-Galerkin method, an approximate solution of the
problem of transverse vibrations of a console with a moving boundary
lying on an elastic base is found. The results obtained for the oscillation
amplitude corresponding to the n-th dynamic mode are presented. The
phenomenon of steady resonance and passage through resonance is inves-
tigated. The solution is obtained for the most common case in practice,
when external perturbations act on a moving boundary.

Keywords: oscillations of systems with moving boundaries, elastic foun-
dation, resonant properties, amplitude of oscillations

Îäíîìåðíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû, ãðàíèöû êîòîðûõ äâèæóòñÿ, øè-
ðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â òåõíèêå: èçãèáíûå êîëåáàíèÿ âàëîâ, áàëîê è ñòåðæ-
íåé ñ ïîäâèæíûìè çàêðåïëåíèÿìè [1-�3]. Âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé áîëü-
øîé àìïëèòóäû â óêàçàííûõ îáúåêòàõ ÷àñòî áûâàåò íåäîïóñòèìûì, ïîýòî-
ìó íà ïåðâîì ïëàíå çäåñü ñòîèò àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâ. Íàëè÷èå äâè-
æóùèõñÿ ãðàíèö âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå çàòðóäíåíèÿ ïðè îïèñàíèè òàêèõ
ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåçîíàíñà è ïðîõîæäåíèå ÷åðåç
ðåçîíàíñ äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè ïåðåìåííîé äëèíû íà ïîäïðó-
æèíåííîé ïîäëîæêå.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå êîëåáàíèÿ áàëêè, èìååò
âèä:

𝑈𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) +
𝑘0

𝜌
𝑈(𝑥, 𝑡) = 0. (1)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 𝑡) = 0; 𝑈𝑥𝑥𝑥(0, 𝑡) = 0; (2)

𝑈
(︀
𝑙0(𝑡), 𝑡

)︀
= 𝐵 cos𝑊0

(︀
𝜔0𝑡
)︀
; 𝑈𝑥

(︀
𝑙0(𝑡), 𝑡

)︀
= 0. (3)

Â (1)�(3) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 𝑈(𝑥, 𝑡) � ïîïåðå÷íîå

ñìåùåíèå òî÷êè áàëêè; 𝑘0 � æåñòêîñòü ïîäëîæêè; 𝛼2 =
𝐸𝑙

𝜌
; 𝑙0(𝑡) = 𝐿0 − 𝑣0𝑡

� çàêîí äâèæåíèÿ ïðàâîé ãðàíèöû; 𝐿0 � íà÷àëüíàÿ äëèíà áàëêè; 𝑣0 � ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû;𝑊0(𝑧) � ôóíêöèÿ êëàññà 𝐶2; 𝐵, 𝜔0 � ïîñòîÿííûå
âåëè÷èíû (â ñëó÷àå äåéñòâèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ 𝜔0 ÿâëÿåòñÿ ÷à-
ñòîòîé ýòîãî âîçìóùåíèÿ).

Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿì [1] è èñïîëü-
çóÿ ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà [3], ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ àì-
ïëèòóäû êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ 𝑛-íîé äèíàìè÷åñêîé ìîäå:

𝐴2
𝑛(𝜏) = 𝐸2

𝑛(𝜏)

⎧⎪⎨⎪⎩
⎡⎣ 𝜏∫︁

0

𝐹𝑛(𝜁) cos Φ𝑛(𝜁)𝑑𝜁

⎤⎦2

+

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝐹𝑛(𝜁) sin Φ𝑛(𝜁)𝑑𝜁

⎤⎦2
⎫⎪⎬⎪⎭ ,
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ãäå

𝐸2
𝑛(𝜏) =

0, 25

Ω0𝑛(𝜀𝜏)𝑙(𝜀𝜏)
; 𝐹𝑛(𝜁) = 𝑤𝑛(𝜁)−𝑊 (𝜁); 𝑤𝑛(𝜏) =

𝜏∫︁
0

Ω0𝑛(𝜀𝜏)𝑑𝜁;

𝐹𝑛(𝜏) =
0, 12𝑘3𝑛√︀

Ω0𝑛(𝜀𝜏)𝑙7(𝜀𝜏)
.

ßâëåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåçîíàíñà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå íàáëþ-
äàåòñÿ, åñëè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè 𝐹𝑛(𝜁) ðàâíà íóëþ, ò.å.:

𝑊 (𝜏) = 𝑤𝑛(𝜏) + 𝛾,

ãäå 𝛾 � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
Àìïëèòóäà ïðè ýòîì èìååò âèä

𝐴2
𝑛(𝜏) = 𝐸2

𝑛(𝜀𝜏)

𝜏∫︁
0

𝐹𝑛(𝜀𝜁)𝑑𝜁.

Åñëè 𝑊 (𝜏) = 𝜏 , òî â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó 𝜏0 =
1

𝜀

(︃
𝑘𝑛

4
√

1− 𝜂
− 1

)︃
íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðåçîíàíñ.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò
ïðîèçâåñòè êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåçîíàíñà è ÿâëåíèÿ
ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðåçîíàíñ äëÿ ñèñòåì, êîëåáàíèÿ â êîòîðûõ îïèñûâàåò
çàäà÷à (1)�(3).
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О СТРУКТУРЕ СПЕКТРА НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ДИРАКА

А.С. Макин
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Исследуется спектральная задача для несамосопряженного оператора
Дирака с двухточечными краевыми условиями и произвольным ком-
плекснозначным суммируемым по норме 𝐿2 потенциалом 𝑉 (𝑥). Най-
дены необходимые и достаточные условия, которым должна удовле-
творять целая функция, чтобы являться характеристической функ-
цией рассматриваемой краевой задачи. В случае регулярности крае-
вых условий устанавливаются необходимые и достаточные условия на
спектр указанного оператора.

Ключевые слова: оператор Дирака, краевая задача, спектр

On the structure of the spectrum of non-self-adjoint boundary
value problems problems for the Dirac operator

We study the spectral problem for a non-self-adjoint Dirac operator
with two-point boundary conditions and arbitrary 𝐿2-summable poten-
tial 𝑉 (𝑥). Necessary and sufficient conditions are established that an
entire function must satisfy in order to be the characteristic determinant
of the indicated operator. If the boundary conditions are regular we also
find necessary and sufficient conditions for a set of complex numbers to
be the spectrum of the considered boundary value problem.

Keywords: Dirac operator, boundary value problem, spectrum

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû Äè-
ðàêà

𝐵y′ + 𝑉 y = 𝜆y, (1)

ãäå

𝐵 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, 𝑉 (𝑥) =

(︂
𝑝(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞(𝑥) −𝑝(𝑥)

)︂
,

y = col(𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥)), êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 𝜋), ñ êðàåâû-
ìè óñëîâèÿìè

𝑎11𝑦1(0) + 𝑎12𝑦2(0) + 𝑎13𝑦1(𝜋) + 𝑎14𝑦2(𝜋) = 0,
𝑎21𝑦1(0) + 𝑎22𝑦2(0) + 𝑎23𝑦1(𝜋) + 𝑎24𝑦2(𝜋) = 0,

(2)

ãäå êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖𝑗 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, à
ñòðîêè ìàòðèöû

𝐴 =

(︂
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24

)︂
Макин Александр Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, МИРЭА (Москва, Россия);

Alexander Makin (MIREA, Moscow, Russia)
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ ñïåêòðà
çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
òèïà (2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐽𝑗𝑘 îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç 𝑗-ãî è 𝑘-ãî ñòîëáöîâ
ìàòðèöû 𝐴. Îáîçíà÷èì 𝐽0 = 𝐽12 + 𝐽34, 𝐽1 = 𝐽14 − 𝐽23, 𝐽2 = 𝐽13 + 𝐽24.
Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç 𝑃𝑊𝜎 êëàññ öåëûõ ôóíêöèé 𝑓(𝑧) ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî 𝜎, òàêèõ ÷òî ‖𝑓‖𝐿2(𝑅) <∞.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó (1), (2) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé

𝐽13 ̸= 𝐽24, 𝐽14 = 0, 𝐽13 ̸= 0, 𝐽24 ̸= 0. (3)

Ñîîòíîøåíèÿì (3) óäîâëåòâîðÿåò øèðîêèé êëàññ êðàåâûõ óñëîâèé, íàïðè-
ìåð, óñëîâèÿ, çàäàâàåìûå ìàòðèöåé

𝐴 =

(︂
𝑎1 𝑏1 𝑐1 𝑑1
0 𝑏2 𝑐2 0

)︂
,

ãäå 𝑎1𝑑1𝑏2𝑐2 ̸= 0, 𝑏2𝑑1 ̸= −𝑎1𝑐2.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Äèðàêà (1), (2), (3). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ∆(𝜆) ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

∆(𝜆) = 𝐽0 − 𝐽23𝑐1(𝜆)− 𝐽13𝑠2(𝜆)− 𝐽24𝑠1(𝜆) = ∆0(𝜆) + 𝑓(𝜆), (4)

ãäå ∆0(𝜆) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1), (2), (3) ïðè 𝑉 (𝑥) ≡ 0,
∆0(𝜆) = 𝐽0−(𝐽13+𝐽24) sin𝜋𝜆−𝐽23 cos𝜋𝜆, 𝑓 ∈ 𝑃𝑊𝜋. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå.

Теорема 1. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝑃𝑊𝜋 существует потенциал
𝑉 ∈ 𝐿2(0, 𝜋) такой, что для характеристической функции ∆(𝜆) задачи
(1), (2), (3) с потенциалом 𝑉 (𝑥) справедливо равенство (4).

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ðåãóëÿðíû, ñòàëî
áûòü, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(𝐽1 + 𝑖𝐽2)(𝐽1 − 𝑖𝐽2) ̸= 0.

Теорема 2. Для того, чтобы множество комплексных чисел Λ явля-
лось спектром оператора Дирака (1), (2), (3) с комплекснозначным потен-
циалом 𝑉 ∈ 𝐿2(0, 𝜋), необходимо и достаточно, чтобы оно состояло из
двух последовательностей собственных значений 𝜆𝑛,𝑗, удовлетворяющих
условию

𝜆𝑛,𝑗 = 2𝑛+
ln 𝑧𝑗
𝑖𝜋

+ 𝜀𝑛,𝑗 , (5)

где 𝑧𝑗 являются корнями уравнения

(𝐽1 + 𝑖𝐽2)𝑧2 + 2𝐽0𝑧 + (𝐽1 − 𝑖𝐽2) = 0,

а значения ветви логарифма фиксируются в полосе Im𝜆 ∈ (−𝜋, 𝜋], {𝜀𝑛,𝑗} ∈
𝑙2, 𝑗 = 1, 2, 𝑛 ∈ Z.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (5) áûëà óñòàíîâëåíà â [1].
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА
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УДК 517.929

Исследуются вопросы устойчивости линейного автономного
функционально-дифференциального уравнения нейтрального типа.
В основе исследования лежит известное представление решения в
явном виде с помощью интегрального оператора, ядром которого
является функция Коши исследуемого уравнения.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения нейтрального типа,
функция Коши, устойчивость

On stability of differential equations of neutral type

We investigate questions of stability for a linear autonomous functional
differential equation of neutral type. The study is based on the well-known
representation of a solution in explicit form using an integral operator
whose kernel is the Cauchy function of the equation under study.

Keywords: neutral differential equation, the Cauchy function, stability

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íåéòðàëüíîãî òèïà

�̇�(𝑡)−
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘�̇� (𝑡− 𝑘ℎ) =

𝐽∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗𝑥 (𝑡− 𝑗ℎ), 𝑡 ∈ R+, (1)

ãäå ℎ > 0, 𝐾 ∈ N, 𝐽 ∈ N0, 𝑎𝑘, 𝑏𝑗 ∈ R.
Ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà äîîïðåäåëèì 𝑥 è �̇� íà÷àëüíû-

ìè ôóíêöèÿìè 𝜙 è 𝜓 ñîîòâåòñòâåííî (íå ïðåäïîëàãàÿ íåïðåðûâíîé ñòûêîâ-
êè¿ 𝑥(0) = 𝜙(0) è óñëîâèÿ 𝜓 = �̇�).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆ℎ îïåðàòîð ñäâèãà íà âåëè÷èíó ℎ > 0, äåéñòâóþùèé
â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîëóîñè R+, ââåäåì îïåðàòîðû 𝑆 è
𝑇 ðàâåíñòâàìè

𝑆𝑦 =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑆𝑘ℎ𝑦), 𝑇 𝑦 =

𝐽∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗(𝑆
𝑗
ℎ𝑦)

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ (госзадание FSNM-2020-0028).
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è íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1) ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

(𝐼 − 𝑆) �̇� = 𝑇𝑥+ 𝑓. (2)

Óðàâíåíèå (1) ñ çàäàííûìè 𝜙 è 𝜓 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (2), ïîëîæèâ

𝑓(𝑡) = 𝜎(𝑡) =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝜓(𝑡− 𝑘ℎ)𝜒𝑘(𝑡)+

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝜙(𝑡− 𝑗ℎ)𝜒𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ R+,

ãäå 𝜒𝑛(𝑡)� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà (−∞, 𝑛ℎ).
Óðàâíåíèå (2) ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèåì 𝑥(0) ∈ R è ëîêàëüíî ñóì-

ìèðóåìûì âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑓 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâå
ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, è åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â
âèäå

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R+,

ãäå ôóíêöèÿ𝑋 : R→ R íàçûâàåòñÿ фундаментальным решением, à 𝑌 : R→
R�функцией Коши óðàâíåíèÿ (2).

Ïóñòü X ⊆ 𝐿1[0, 𝜔]� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà ïðîìåæóòêå
[0, 𝜔] ôóíêöèé. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî {𝐾𝑡}𝑡>0 ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ íà
ïðîñòðàíñòâå X ôóíêöèîíàëîâ ôîðìóëîé

𝐾𝑡(𝜎) =

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑡− 𝑠)𝜎(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R+.

Определение. Íàçîâåì óðàâíåíèå (1)

∙ X-устойчивым, åñëè sup
𝑡>0
|𝑋(𝑡)| <∞ è sup

𝑡>0
‖𝐾𝑡‖ <∞;

∙ асимптотически X-устойчивым, åñëè lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = 0 è lim
𝑡→∞

𝐾𝑡(𝜎) = 0

ïðè ëþáîì 𝜎 ∈ X;

∙ сильно асимптотически X-устойчивым, åñëè lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = 0 è ïðè

ýòîì lim
𝑡→∞

‖𝐾𝑡‖ = 0;

∙ экспоненциально X-устойчивым, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå 𝑁, 𝛾 > 0, ÷òî
äëÿ âñåõ 𝑡 > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè |𝑋(𝑡)| 6 𝑁𝑒−𝛾𝑡 è ‖𝐾𝑡‖ 6 𝑁𝑒−𝛾𝑡.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèÿ (1) äëÿ ñëó÷àÿ X = 𝐿𝑝[0, 𝜔].

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 6 ∞. Уравнение (1) 𝐿𝑝-устойчиво тогда и

только тогда, когда sup
𝑡>0

𝑡+𝜔∫︀
𝑡

|𝑌 (𝑠)|𝑞 𝑑𝑠 <∞, где 1
𝑝 + 1

𝑞 = 1.

Теорема 2. Уравнение (1) 𝐿1-устойчиво тогда и только тогда, когда
sup
𝑡>0
|𝑌 (𝑡)| <∞.
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Теорема 3. Пусть 1 < 𝑝 6 ∞. Уравнение (1) сильно асимптотически

𝐿𝑝-устойчиво, если и только если lim
𝑡→∞

𝑡+𝜔∫︀
𝑡

|𝑌 (𝑠)|𝑞 𝑑𝑠 = 0, где 1
𝑝 + 1

𝑞 = 1.

Теорема 4. Уравнение (1) сильно асимптотически 𝐿1-устойчиво то-
гда и только тогда, когда lim

𝑡→∞
𝑌 (𝑡) = 0.

Теорема 5. Функция Коши уравнения (1) тогда и только тогда обла-
дает свойством lim

𝑡→∞
𝑌 (𝑡) = 0, когда она имеет оценку

|𝑌 (𝑡)| 6 𝑁𝑒−𝛾𝑡, 𝑡 ∈ R+. (3)

Теорема 6. Пусть 1 6 𝑝 6 ∞. Уравнение (1) экспоненциально 𝐿𝑝-
устойчиво тогда и только тогда, когда для функции Коши справедлива
оценка (3).
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Ключевые слова: конечномерные алгебры, системы порождающих,
функция длины

Description of algebras of length 1

Algebras (not necessarily associative) over fields of arbitrary characteristic
having length equal to 1 are determined.
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Ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì ñîîáùåíèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû êîëëåêòèâîì
àâòîðîâ: Ê. Ìàðòèíåñ (Îâüåäî, Èñïàíèÿ), Ð. Ðîäðèãåñ (Ñàí-Ïàóëó, Áðàçè-
ëèÿ), Î. Â. Ìàðêîâà (Ìîñêâà). Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòå [1].

Ïóñòü 𝒜 � êîíå÷íîìåðíàÿ, íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíàÿ, àëãåáðà ñ åäè-
íèöåé íàä ïîëåì F, 𝒮 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑘}� å¼ êîíå÷íîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî.
Êàæäîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ 𝒮 íàçîâåì словом â àëôà-
âèòå 𝒮. Длиной ñëîâà íàçîâåì ÷èñëî áóêâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Åäèíèöó 1 àëãåáðû áóäåì ñ÷èòàòü ñëîâîì нулевой длины â àëôàâèòå 𝒮. Çà-
ìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû 𝒜 ðàçëè÷íûå ðàññòà-
íîâêè ñêîáîê â ñëîâå çàäàþò ðàçëè÷íûå ñëîâà. Длиной конечной системы 𝒮
порождающих àëãåáðû 𝒜 ïîëåì íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî 𝑙(𝒮), òàêîå ÷òî ñëîâà äëèíû íå áîëüøåé 𝑙(𝒮) ïîðîæäàþò äàííóþ àëãåáðó
êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Длиной алгебры íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì äëèí å¼
ñèñòåì ïîðîæäàþùèõ, îáîçíà÷èì åå 𝑙(𝒜).

Äëèíà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé àëãåáðû, òðóäíîñòü
âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ àëãåáð îáóñëîâëåíà íåîáõî-
äèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ âñåõ ñèñòåì îáðàçóþùèõ â äàííîé àëãåáðå. Îáùàÿ
çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè äëèíû àññîöèàòèâíîé àëãåáðû áûëà âïåðâûå
ïîñòàâëåíà Ê. Ïàïïà÷åíîé â [2]. Â íåäàâíåé ðàáîòå [3] À.Ý. Ãóòåðìàíîì è
Ä.Ê. Êóäðÿâöåâûì âïåðâûå ââåäåíà è èññëåäîâàíà äëèíà íåàññîöèàòèâíûõ
àëãåáð, íàéäåíà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëèíû ïðîèçâîëüíîé íåàññîöèà-
òèâíîé àëãåáðû è èçó÷åíû íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà.

Âîïðîñ îöåíêè äëèíû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âàæíîé îòêðûòîé çàäà÷åé îò-
íîñÿùåéñÿ ê ÷èñòîé àëãåáðå, íî è àêòóàëåí äëÿ öåëîãî ðÿäà ïðèêëàäíûõ
âîïðîñîâ. Îáû÷íî ôóíêöèÿ äëèíû ñëóæèò ìåðîé ñëîæíîñòè ïðîâåðêè òåõ
èëè èíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé. Ïîýòîìó àëãåáðû ìèíèìàëüíîé âîçìîæ-
íîé äëèíû ïðåäñòàâëÿþò îòäåëüíûé èíòåðåñ. Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå
íåòðèâèàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè äëèíû åñòü åäèíèöà.

Ðàíåå â ðàáîòå [4] àâòîðîì áûëè îïèñàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ
ìàòðè÷íûå ïîäàëãåáðû äëèíû 1 íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè. Çàòåì, îñíî-
âûâàÿñü íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, â ðàáîòå [5] ïîëó÷åíî îïèñàíèå àññîöèàòèâíûõ
àëãåáð äëèíû 1 ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Â îáùåì ñëó÷àå â ðàáîòå [1] îïèñàíèå àëãåáð äëèíû 1 óäàëîñü ïîëó÷èòü
â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà ñ èçâåñòíîé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ñîîáùåíèÿ � ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Пусть F — поле характеристики отличной от 2 и 𝒜 —
конечномерная F-алгебра с единицей. Тогда 𝑙(𝒜) = 1 в том и только в
том случае, когда у алгебры 𝒜 есть такой базис ℬ = {1𝒜, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛}, что
𝑎2𝑖 = 𝜇𝑖1𝒜 для некоторых 𝜇𝑖 ∈ F, 2 6 𝑖 6 𝑛, и

𝑎𝑖𝑎𝑗 = 𝛼𝑖𝑗1𝒜 + 𝛽𝑗𝑎𝑖 − 𝛽𝑖𝑎𝑗

𝛼𝑖𝑗 , 𝛽𝑖 ∈ F, для всех 2 6 𝑖 ̸= 𝑗 6 𝑛.

Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî ðåçóëüòàòà óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü îïèñàíèå Éîðäàíîâûõ
è ãèáêèõ àëãåáð äëèíû 1, à òàêæå îïðåäåëÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà àññîöè-
àòèâíîé.

Íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè 2 ïðèâåä¼ì îïèñàíèå äëÿ àëãåáð ðàçìåðíî-
ñòè íå ìåíåå 4. Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 3 îïèñàíèå ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ïîëÿ èç
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2-õ ýëåìåíòîâ è åãî ðàñøèðåíèé. Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ýëåìåíòîâ 𝑎, 𝑏 àëãåáðû 𝒜 îáîçíà÷åíèå 𝑎 ≡ 𝑏 îçíà÷àåò, ÷òî 𝑎− 𝑏 ∈ ⟨1𝒜⟩.

Теорема 2. Пусть F — поле характеристики 2 и 𝒜 — конечномер-
ная F-алгебра с единицей размерности dim 𝒜 > 4. Тогда 𝑙(𝒜) = 1 в
том и только в том случае, когда у алгебры 𝒜 есть такой базис ℬ* =
{𝑎*1 = 1𝒜, 𝑎

*
2, . . . , 𝑎

*
𝑛}, таблица умножения которого удовлетворяет одно-

му из следующих условий:

(I) 𝑎*𝑖
2 ≡ 0, для 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, 𝑎*𝑖 𝑎

*
𝑗 ≡ 𝑎*𝑗𝑎*𝑖 ≡ 𝛽𝑖𝑗𝑎*𝑖 + 𝛽𝑗𝑖𝑎

*
𝑗 ,

(II) 𝑎*𝑖
2 ≡ 𝑎*𝑖 , для 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, 𝑎*𝑖 𝑎

*
𝑗 ≡ 𝛽𝑖𝑗𝑎*𝑖 + (1 + 𝛽𝑗𝑖)𝑎

*
𝑗 ,

𝛽𝑖𝑗 ∈ F, для всех 2 6 𝑖 ̸= 𝑗 6 𝑛. Заметим, что во втором случае 𝑎*𝑖 𝑎
*
𝑗 +

𝑎*𝑗𝑎
*
𝑖 ≡ 𝑎*𝑖 + 𝑎*𝑗 .
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Stability of solutions to nonlinear time-delay differential
equations

We consider classes of nonlinear nonautonomous systems of time-delay
differential equations. Asymptotic properties of solutions to these systems
are studied.

Keywords: Lyapunov–Krasovskii functionals, exponential stability, esti-
mates for solutions, attraction sets

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû íåëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî è íåéòðàëüíîãî òèïîâ, ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàïàçäûâàíèå, ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé, îãðàíè-
÷åííîé èëè íåîãðàíè÷åííîé. Ââåäåíû ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâ-
ñêîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü äëÿ ñèñòåì ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Óêàçàíû óñëîâèÿ ðî-
áàñòíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â âè-
äå äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðè÷íûõ ôóíê-
öèé. Ïîëó÷åíû îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé
íà áåñêîíå÷íîñòè, óñòàíîâëåíû îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ ïðèòÿæåíèÿ ñòàöèî-
íàðíûõ ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû óñòàíîâëåíû äëÿ íåëèíåéíûõ
íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè, â òîì ÷èñëå ïðè íà-
ëè÷èè ñîñðåäîòî÷åííîãî è ðàñïðåäåëåííîãî çàïàçäûâàíèé. Ðàáîòà ïðîäîë-
æàåò íàøè èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé
ñ çàïàçäûâàíèåì (ñì., íàïðèìåð, [1�7]).
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В докладе обсуждаются различные методы вычисления объемов уз-
лов и зацеплений, моделируемых в пространствах постоянной кривиз-
ны. В случаях, когда моделирование осуществляется в гиперболиче-
ском или сферическом пространствах, объем выражается в виде ком-
плексного интеграла от явно выписанной аналитической функции. В
евклидовом пространстве, для вычисления объемов в качестве едини-
цы масштаба берется длина моделируемого узла. Вычисленный таким
образом объем всегда является корнем алгебраического уравнения с
целыми коэффициентами.

Ключевые слова: узел, зацепление, гиперболический объем, сфериче-
ский объем, евклидов объем

Some application of complex analysis to the knot theory.

The report is devoted to various methods for calculating the volumes of
knots and links modeled in spaces of constant curvature. In cases where
modeling is carried out in the hyperbolic or spherical spaces, the volume is
expressed as a complex integral of an explicitly written analytical function.
In the Euclidean space, to calculate volumes, the length of the knot is
taken as the unit of scale. The volume thus calculated is always the root
of an algebraic equation with integer coefficients.

Keywords: knot, link, hyperbolic volume, spherical volume, Euclidean vol-
ume

Ìû ðàññìàòðèâàåì óçåë èëè çàöåïëåíèå êàê ïîäìíîæåñòâî òðåõìåðíîé
ñôåðû. Â äîïîëíåíèè ê íåìó ââîäèòñÿ (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíàÿ) ìåòðèêà ïî-
ñòîÿííîé ñåêöèîííèé êðèâèçíû 𝐾 = 0,±1. Ïîïîëíåíèå ýòîé ìåòðèêè, êàê
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ êîíè÷åñêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, ïîäëåæàùèì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíàÿ ñôåðà,
à ñèíãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì � çàäàííûé óçåë èëè çàöåïëåíèå. Ïðè ýòîì,
ìåòðèêà âäîëü óçëà èëè çàöåïëåíèÿ âûðîæäàåòñÿ, íî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
åãî äëèííó è êîíè÷åñêèé óãîë îáõîäà âäîëü êàæäîé èç åãî êîìïîíåíò. Ìû
ïðèâîäèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîäîáíûå øêîëüíûì òåîðåìàì
ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è òàíãåíñîâ, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé äëèíû óçëîâ è
èõ êîíè÷åñêèå óãëû. Äàëåå, èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå Øëåôëè
è èíòåãðèðóÿ åãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñî-
îòíîøåíèé, ìû ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíûì ôîðìóëàì, âûðàæàþùèõ îáúåì
â ãèïåðáîëè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèÿõ. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ áîëåå òðóäíîé. Îíà âîçíèêàåò íà äîïîëíåíèè óçëà â ðåçóëüòàòå
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ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà èç ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèé. Ïðè
ýòîì, åñëè â êà÷åñòâå åäèíèöû ìàñøòàáà âûáðàòü äëèíó óçëà, òî ñîîòâåòñâó-
þùèé îáúåì ìîæíî íàéòè êàê êîðåíü àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ äâóìîñòîâûõ óçëîâ ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí â
ðàáîòå àâòîðà [1]. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ýòî ñîâìåñòíûé ðåçóëüòàò ñ Í. Â.
Àáðîñèìîâûì è À. À. Êîëïàêîâûì [2]. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Íàïîìíèì, ÷òî óçåë 52 ñ êîíè÷åñêèì óãëîì 𝛼 ìîäåëèðóåòñÿ â ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ãåîìåòðèè åñëè 0 6 𝛼 < 𝛼0, â åâêëèäîâîé åñëè 𝛼 = 𝛼0 è â ñôåðè-
÷åñêîé � åñëè 𝛼0 < 𝛼 < 2𝜋 − 𝛼0, ãäå 𝛼0 ≃ 2.40717... � êîðåíü óðàâíåíèÿ

cot(𝛼0

2 ) =

√︁
1/23(−17− 8

√
2 + 2

√︀
−235 + 344

√
2).

Теорема 1. Рассмотрим узел 52 с коническим углом 𝛼, где 0 6 𝛼 < 𝛼0.
Тогда его гиперболический объем находится по формуле

Vol (52(𝛼)) = 𝑖

∫︁ 𝑧

𝑧

log

[︂
8(𝜁2 +𝐴2)

(1 +𝐴2)(1− 𝜁)(1 + 𝜁)2

]︂
𝑑𝜁

𝜁2 − 1
,

где 𝐴 = cot(𝛼2 ) и 𝑧, ℑ𝑧 > 0 — это корень уравнения

8(𝑧2 +𝐴2) = (1 +𝐴2)(1− 𝑧)(1 + 𝑧)2.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïðè-
âåäåííûé åâêëèäîâ îáúåì óçëà 52 çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Теорема 2. Рассмотрим узел 52 с коническим углом 𝛼0 = 2.40717 . . . .

Тогда его приведенный евклидов объем 𝑣0 = Vol (52(𝛼0))
ℓ3𝛼0

находится по фор-
муле

𝑣0 = 1/
(︁

6

√︂
−6 + 68

√
2 + 4

√︁
983 + 946

√
2
)︁

= 0.00990963 . . . .
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ ЦИРКУЛЯНТНЫХ
ГРАФОВ

И.А. Медных
ilyamednykh@mail.ru

УДК 517.53

В последнее время возник заметный интерес к исследованию различ-
ных дискретных объектов, обладающих свойствами, схожими с рима-
новыми поверхностями. В таком качестве можно рассматривать ко-
нечные связные графы. Для них построена теория, подобная клас-
сической теорией римановых поверхностей. В частности, был введен
дискретный аналог многобразия Якоби или якобиана для графов. Это
приводит к задаче нахождения структуры конечной абелевой группы,
порожденной потоками на графе, с системой соотношений, соответ-
ствующих первому и второму закону Кирхгофа. В рамках доклада
рассматривается вопрос о структуре группы якобиана графа для се-
мейства циркулянтных графов и их естественных обобщений.

Ключевые слова: спектральная теория, абелева группа, многообразие
Якоби, полиномы Чебышева

Spectral invariants of circulant graph

In recent years, a large interest appeared in investigation of objects with
properties similar to that of the Riemann surfaces. In particular, one
can consider finite connected graphs. For such graphs, the theory quite
similar to the theory of Riemann surfaces was established. The discrete
analogue of Jacobi manifolds, namely Jacobian of a graph, was introduced.
This leads to problem: How to find the structure of the Abelian group
generated by flows on a graph satisfying the first and the second Kirchhoff
lows? Sometimes, it is possible to find the answer using the properties
of the corresponding Laplacian matrix. Current report devoted to the
question of the structure of Jacobian group for the family of circulant
graphs and their generalizations.

Keywords: spectral theory, Abelian group, Jacobi manifold, Tchebyshev
polynomials

Öåëü íàñòîÿùåãî äîêëàäà � èçó÷åíèå èíâàðèàíòîâ öèêëè÷åñêèõ íàêðû-
òèé ãðàôîâ. Ïðè ýòîì, íàêðûâàåìûé ãðàô ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàí-
íûì, à öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà íàêðûòèÿ èìååò ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïîðÿäîê.
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêèõ íàêðûòèé ÿâëÿþòñÿ öèðêóëÿíòíûå ãðàôû.
Îíè íàêðûâàþò îäíîâåðøèííûé ãðàô ñ çàäàííûì ÷èñëîì ïåòåëü. Áîëåå
ñëîæíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ñåìåéñòâà öèêëè÷åñêèõ íàêðûòèé ÿâëÿþòñÿ

Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, со-
глашение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации номер
№075-15-2022-281.
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𝐼-, 𝑌 -, 𝐻-ãðàôû, îáîáùåííûå ãðàôû Ïåòåðñåíà, ñýíäâè÷-ãðàôû, äèñêðåò-
íûå òîðû è ìíîãèå äðóãèå. Áóäóò ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, ïîç-
âîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ÷èñëî îòìå÷åííûõ îñòîâíûõ ëåñîâ è äåðåâüåâ â öèê-
ëè÷åñêèõ íàêðûòèÿõ, íàéäåíà èõ àñèìïòîòèêà è èçó÷åíû àðèôìåòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ýòèõ ÷èñåë. Óêàçàííûå èíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè � èõ
çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Îñîáîå ìåñòî áóäåò îòâåäåíî ÿêîáèàíàì ãðàôîâ, êîòîðûå, ñ íàøåé òî÷êè
çðåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûì âåðñèÿìè ÿêîáèàíîâ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé. ßêîáèàí ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàêñèìàëüíóþ àáåëåâó ãðóïïó,
ïîðîæäåííóþ ïîòîêàìè íà ãðàôå, óäîâëåòâîðÿþùèìè ïåðâîìó è âòîðîìó
çàêîíàì Êèðõãîôà. Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êèðõãîôà, åå ïîðÿäîê ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷èñëîì îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ãðàôå. Ýòà ãðóïïà, êîòîðóþ òàêæå
íàçûâàþò ïåñî÷íîé ãðóïïîé, ãðóïïîé Ïèêàðà, êðèòè÷åñêîé ãðóïïîé, äîë-
ëàðîâîé ãðóïïîé èëè ãðóïïîé êîìïîíåíò, áûëà íåçàâèñèìî ââåäåíà ìíîãèìè
àâòîðàìè. Â äîêëàäå áóäóò ïðèâåäåíû ñòðóêòóðíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ÿêîáèàíîâ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ è èõ ïðîñòåéøèõ àíàëîãîâ. Îñíîâàíàÿ
òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ âñåõ óêàçàííûõ âûøå èíâàðèàíòîâ áàçèðóåòñÿ íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è èõ ñâîéñòâàõ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1�3].

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñëåäóþùèìè òåîðåìàìè.

Теорема 1. Якобиан циркулянтного графа 𝐶𝑛(1, 2) изоморфен группе
Z(𝑛,𝐹𝑛) ⊕ Z𝐹𝑛

⊕ Z{𝑛,𝐹𝑛}, где (𝑎, 𝑏) и {𝑎, 𝑏} — наибольший общий делитель и
наименьшее общее кратное чисел 𝑎 и 𝑏, а 𝐹𝑛 — числа Фибоначчи.

Áûëî áû çàìå÷àòåëüíî, åñëè áû âñå òåîðåìû ôîðìóëèðîâàëèñü òàêèì
îáðàçîì. Îäíàêî, óæå äëÿ ãðàôà 𝐶𝑛(1, 3) ñëîæíîñòü ðåçêî âîçðàñòàåò.

Теорема 2. Рассмотрим две периодические последовательности 𝜇(𝑛)
и 𝜂(𝑛), определенные по формулам

𝜇(𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
4, если 𝑛 ≡ 3 mod 6

2, если 𝑛 ≡ 0 mod 6

1, иначе

и 𝜂(𝑛) =

{︃
2, если 𝑛 ≡ 0 mod 6

1, иначе
.

Пусть также 2𝑇𝑛(−1+𝑖
2 ) − 2 = 𝑠 + 𝑖 𝑡, и 𝑈𝑛−1(−1+𝑖

2 ) = 𝑢 + 𝑖 𝑣. Заме-
тим, что все числа 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣 — целые. Положим ∆1 = gcd(𝑛, 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣), ∆2 =
gcd(𝑠, 𝑡, 𝑛𝑢, 𝑛𝑣), ∆3 = gcd(𝑛𝑠, 𝑛𝑡, 𝑠𝑢 + 𝑡𝑣, 𝑠𝑣 − 𝑡𝑢), ∆4 = gcd(𝑠2 + 𝑡2, 𝑛(𝑠𝑢 +
𝑡𝑣), 𝑛(𝑠𝑣 − 𝑡𝑢)), ∆5 = 𝑛(𝑠2 + 𝑡2)/10. Тогда якобиан циркулянтного графа
𝐶𝑛(1, 3) изоморфен группе Z𝑑1 ⊕ Z𝑑2 ⊕ Z𝑑3 ⊕ Z𝑑4 ⊕ Z𝑑5 , где

𝑑1 =
∆1

𝜇(𝑛)
, 𝑑2 =

𝜂(𝑛)∆2

∆1
, 𝑑3 =

∆3

𝜂(𝑛)∆2
, 𝑑4 =

∆4

∆3
, 𝑑5 =

𝜇(𝑛)∆5

∆4
.
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ЛАКУНАРНЫЕ РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ
МНОГОЧЛЕНОВ БЕРНУЛЛИ И ЭЙЛЕРА

К.А. Мирзоев
mirzoev.karahan@mail.ru

УДК 517.927.25+512.622.64

В настоящей работе средствами спектральной теории дифференци-
альных операторов получены лакунарные рекуррентные соотношения
с пропусками длины 4 для многочленов Бернулли и Эйлера. Эти со-
отношения таковы, что из них следуют известные и некоторые новые
лакунарные соотношения для чисел Бернулли и Эйлера.

Ключевые слова: рекуррентные соотношения, многочлены и числа
Бернулли и Эйлера

Lacunary recurrent relations for Bernoulli and Euler
polynomials

In this paper, by means of the spectral theory of differential operators, la-
cunar recurrence relations with gaps of length 4 are obtained for Bernoulli
and Euler polynomials. These relations are such that known and some
new lacunar relations for Bernoulli and Euler numbers follow from them.

Keywords: recurrent relations, Bernoulli and Euler polynomials and num-
bers

Ñèìâîëàìè 𝐵𝑛(𝑥) è 𝐸𝑛(𝑥) îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè è Ýéëåðà,
îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâåííî èç ðàçëîæåíèé

𝑡𝑒𝑡𝑥

𝑒𝑡 − 1
=

+∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
,

2𝑒𝑡𝑥

𝑒𝑡 + 1
=

+∞∑︁
𝑛=0

𝐸𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
,

ïåðâîå èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðè |𝑡| < 2𝜋, à âòîðîå � ïðè |𝑡| < 𝜋, à
ñèìâîëàìè 𝐵𝑛 è 𝐸𝑛 � ÷èñëà Áåðíóëëè è Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè
𝐵𝑛 = 𝐵𝑛(0) è 𝐸𝑛 = 2𝑛𝐸𝑛(1/2) (𝑛 = 0, 1, . . .).

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 20-11-20261).
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Ïóñòü 𝛼 = 0 èëè 𝛼 = 1. Ðàññìîòðèì ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð 𝑆𝛼,
ïîðîæä¼ííûé â ℒ2[0, 𝜋] âûðàæåíèåì 𝑙2[𝑦] = −𝑦′′ − 2𝑎𝑖𝑦′ + 2𝑎2𝑦 è ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè 𝑦(𝑗)(0) = 𝑒𝜋𝑖𝛼𝑦(𝑗)(𝜋) (𝑗 = 0, 1), ãäå 𝑎 � íåêîòîðîå âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî. Ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
𝜇𝛼,𝑘 = (2𝑘 + 𝛼)2 − 2𝑎(2𝑘 + 𝛼) + 2𝑎2, à ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜇𝛼,𝑘 ñîîò-
âåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ 𝜙𝑘(𝑥) = 1√

𝜋
𝑒−𝑖(2𝑘+𝛼)𝑥 (𝑘 = 0;±1;±2; . . .).

Åñëè 𝑎 íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ÷èñåë 𝜇𝛼,𝑘, òî ÷èñëî 𝜇 = 0 íå ïðèíàäëå-
æèò ñïåêòðó îïåðàòîðà 𝑆𝛼. Ïîýòîìó îí èìååò ðåçîëüâåíòó 𝑅𝛼. Ðåçîëüâåíòà
ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì � ôóíêöèåé
Ãðèíà çàäà÷è 𝑙2[𝑦] = 𝑓 , 𝑦(𝑗)(0) = 𝑒𝜋𝑖𝛼𝑦(𝑗)(𝜋) (𝑗 = 0, 1), äëÿ êîòîðîé õîðîøî
èçâåñòíà ïðîöåäóðà å¼ ïîñòðîåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îïåðàòîðà 𝑅𝛼
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î ðàçëîæåíèè â
ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì
òîæäåñòâà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âûâîäà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ñ ïðîïóñ-
êàìè äëèíû 4 äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè è Ýéëåðà. À èìåííî, ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå òåîðåìû è ñëåäñòâèå èç íèõ.

Теорема 1. При 𝑛 = 0, 1, . . . справедливы равенства

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘4𝑛−𝑘𝐶4𝑘+2
2𝑛+2𝐵2𝑛−4𝑘(𝑧) = (𝑛+ 1)

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚+𝑛𝐶2𝑚
2𝑛+1(2𝑧 − 1)2𝑚,

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘4𝑛−𝑘+1𝐶4𝑘+2
2𝑛+3𝐵2𝑛−4𝑘+1(𝑧) = (2𝑛+3)

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚+𝑛𝐶2𝑚+1
2𝑛+2 (2𝑧−1)2𝑚+1.

Теорема 2. При 𝑛 = 0, 1, . . . справедливы равенства

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘4𝑛−𝑘𝐶4𝑘
2𝑛𝐸2𝑛−4𝑘(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚+𝑛𝐶2𝑚
2𝑛 (2𝑧 − 1)2𝑚,

2

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘4𝑛−𝑘𝐶4𝑘
2𝑛+1𝐸2𝑛−4𝑘+1(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚+𝑛𝐶2𝑚+1
2𝑛+1 (2𝑧 − 1)2𝑚+1.

Следствие 1. При 𝑛 = 0, 1, . . . справедливы равенства

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘2𝑛−2𝑘𝐶4𝑘+2
2𝑛+2𝐵2𝑛−4𝑘 = (−1)[𝑛/2](𝑛+ 1),

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︀
22𝑛−2𝑘 − 22𝑘+1

)︀
𝐶4𝑘+2

2𝑛+2𝐵2𝑛−4𝑘 = (−1)𝑛+1(𝑛+ 1),

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘2𝑛−2𝑘+1(22𝑛−4𝑘+2 − 1)𝐶4𝑘
2𝑛+2𝐵2𝑛−4𝑘+2 = (−1)[(𝑛+1)/2](𝑛+ 1),

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘22𝑘𝐶4𝑘
2𝑛𝐸2𝑛−4𝑘 = (−1)𝑛.
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Õîðîøî èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè è Ýéëåðà

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑛𝐵𝑘(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1,

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑛𝐸𝑘(𝑥) + 𝐸𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑛, 𝑛 = 2, 3, . . . ,

â òî âðåìÿ êàê ëàêóíàðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ èç òåîðåì 1 è 2 äëÿ
íèõ, ïî-âèäèìîìó, ïîëó÷åíû çäåñü âïåðâûå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëàêóíàðíûå
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë 𝐵𝑛 è 𝐸𝑛 èçó÷àþòñÿ ñ êîíöà XIX âåêà
è, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 𝐵𝑛 ñ ïðîïóñêàìè äëèíû 4, 6, 8 è
10 áûëè íàéäåíû Ñ. Ðàìàíóäæàíîì â íà÷àëà XX âåêà. Ïåðâîå ðàâåíñòâî
èç ñëåäñòâèÿ 1 ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì èì òîæäåñòâîì äëÿ ÷èñåë 𝐵𝑛 ñ
ïðîïóñêàìè äëèíû 4.

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ОТНОСИТЕЛЬНАЯ
ЭФФЕКТИВНОСТЬ СТАТИСТИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ

ПРОВЕРКИ СООТВЕТСТВИЯ РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ
А.О. Мокроусова

mokrousovaalexa@gmail.com

УДК 519.2

Доклад посвящен исследованию двух критериев, проверяющих основ-
ную гипотезу о соответствии линейной модели регрессии с двумя па-
раметрами против одной из четырех альтернатив, которые описывают
различные нарушения в непрерывности, линейности и постоянности
этой модели. В роли статистик критериев выступают интегральный
и супремальный функционалы от эмпирического моста, построенно-
го по регрессионным остаткам. Целью данной работы было сравнить
вышеупомянутые критерии в смысле асимптотической относительной
эффективности (АОЭ) по Питмену. Была получена формула, позво-
ляющая вычислять АОЭ для таких критериев.

Ключевые слова: асимптотическая относительная эффективность по
Питмену, линейная регрессия
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Asymptotic relative efficiency of tests for checking
correspondence to the regression model

The report is devoted to the study of two tests checking the basic hypoth-
esis about correspondence to linear regression model with two parameters
against one of four alternatives which describe different violations in the
continuity and linearity in the model. Statistics of tests are integral and
supremal functionals of the empirical bridge built on regression residu-
als. The purpose of this work was to compare the aforementioned tests in
the sense of Pitman asymptotic relative efficiency (ARE). A formula for
culculating the ARE for such tests was obtained.

Keywords: Pitman asymptotic relative efficiency, linear regression

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíà ðàáîòà ïî èññëåäîâàíèþ äâóõ êðèòåðèåâ ñîãëà-
ñèÿ äëÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Â íåé áûëî âïåðâûå
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå êðèòåðèåâ òàêîãî òèïà â ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêîé îò-
íîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè (ÀÎÝ) ïî Ïèòìåíó (ñì. [2], [3]).

Êðèòåðèè ïðîâåðÿþò îñíîâíóþ ãèïîòåçó î ñîîòâåòñòâèè ëèíåéíîé ðå-
ãðåññèîííîé ìîäåëè âèäà 𝑌𝑖 = 𝑎 + 𝜃𝑋𝑖 + 𝜀𝑖, ãäå 𝑋𝑖 è 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, îá-
ðàçóþò âçàèìíî íåçàâèñèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðîòèâ îäíîé èç ÷åòûðåõ àëüòåðíà-
òèâ, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå íàðóøåíèÿ îñíîâíîé ãèïîòåçû: ñêà÷îê
ôóíêöèè íà êîíñòàíòó, ñêà÷îê íà êîíñòàíòó è èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ðåãðåñ-
ñèè (ñ íàðóøåíèåì íåïðåðûâíîñòè è áåç), íåëèíåéíîñòü çàâèñèìîñòè. Ñòà-
òèñòèêàìè êðèòåðèåâ ÿâëÿþòñÿ äâà ôóíêöèîíàëà îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà
𝑍0
𝑛(𝑡), ïîñòðîåííîãî ïî ðåãðåññèîííûì îñòàòêàì è îïðåäåëåííîãî â [1] . Ïåð-

âûé ôóíêöèîíàë � ñóïðåìàëüíûé sup𝑡∈[0,1]

⃒⃒
𝑍0
𝑛(𝑡)

⃒⃒
, âòîðîé � èíòåãðàëüíûé⃒⃒⃒∫︀ 1

0
𝑍0
𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒
.

Â ðåçóëüòàòå áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÀÎÝ ïî Ïèòìåíó
äëÿ äàííûõ êðèòåðèåâ è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì íà [0, 1] ðàñïðåäå-
ëåíèè 𝑋𝑖 ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ñóïðåìàëüíûé êðèòåðèé.
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ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ НА СКОРОСТЬ
ШРЕДИНГЕРОВСКОЙ ЭВОЛЮЦИИ ПОДПРОСТРАНСТВ

А.К. Мотовилов
motovilv@theor.jinr.ru

УДК 517.983, 530.145

Под квантовым ограничением скорости понимается нижняя оценка
на время, необходимое для перехода квантовой системы из одного
ее состояния в другое состояние. В противоположность классической
оценке Мандельштама-Тамма мы следим за эволюцией не отдельно-
го состояния, а целого подпростростанства состояний, возможно, бес-
конечномерного. Используя понятие максимального угла между под-
пространствами, мы устанавливаем оптимальные оценки на скорость
эволюции такого подпространства. Наше исследование включает слу-
чай неограниченных гамильтонианов.

Ключевые слова: эволюция подпространств, квантовое ограничение
скорости, неравенство Мандельштама-Тамма

Optimal bounds on the speed of the Schrödinger evolution of
subspaces

By a quantum speed limit one understands a lower bound for the time
necessary for a quantum system to pass from one state to another one.
In contrast to the basic Mandelstam-Tamm inequality, we are concerned
not with a single state but with a (possibly infinite-dimensional) subspace
which is subject to the Schrödinger evolution. By using the concept of
maximal angle between subspaces we establish optimal bounds on the
speed of such a subspace evolution. Our present study include the case of
unbounded Hamiltonians.

Keywords: subspace evolution, quantum speed limit, Mandelstam-Tamm
inequality

Ìû áóäåì ñ÷èòàåòü ñïðàâåäëèâûì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.
Предположение 1. Пусть 𝐻 — самосопряженный оператор в гиль-

бертовом пространстве H с областью определения Dom(𝐻). Предполо-
жим, что подпространство P0 ⊂ H, P0 ̸= {0} таково, что

𝑃0 Dom(𝐻) ⊂ Dom(𝐻), (1)

где 𝑃0 — ортогональный проектор в H на P0.
Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü (1) îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Dom(𝐻) îòíîñè-

òåëüíî 𝑃0 âëå÷åò ïëîòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ P0 ∩Dom(𝐻) â P0.
Îïåðàòîð 𝐻 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãàìèëüòîíèàí íåêîòîðîé êâàíòîâîé

ñèñòåìû. Ãàìèëüòîíèàí 𝐻 ïîðîæäàåò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ óíèòàðíóþ ýâî-
ëþöèîííóþ ãðóïïó 𝑈𝑡 = exp(−i𝐻𝑡), 𝑡 ∈ R. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäî-
âàíèå ñåìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ

P𝑡 = Ran(𝑃𝑡), 𝑡 ∈ R,

Мотовилов Александр Константинович, д.ф.-м.н., нач. сектора, Лаборатория теоре-
тической физики им. Н.Н. Боголюбова, ОИЯИ (Дубна, Россия); Alexander K.Motovilov
(Bogoliubov Laboratory of Theoretical Physics, JINR, Dubna, Russia)
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ãäå 𝑃𝑡 := 𝑈𝑡𝑃0𝑈
*
𝑡 , 𝑡 ∈ R � (ñèëüíî íåïðåðûâíûé) ïóòü âî ìíîæåñòâå îðòî-

ãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ â H, âîçíèêàþùèé êàê ðåçóëüòàò øð¼äèíãåðîâñêîé
ýâîëþöèè ïðîåêòîðà 𝑃0.

Â êà÷åñòâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà H ìû èñïîëüçóåì ìàêñèìàëüíûé óãîë. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè Q è R
� ïîäïðîñòðàíñòâà â H, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè Q = Ran(𝑄) è R = Ran(𝑅)
îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ 𝑄 è 𝑅, ñîîòâåòñòâåííî, òî ìàêñèìàëüíûé óãîë
𝜗(Q,R) ìåæäó íèìè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝜗(Q,R) := arcsin(‖𝑄−𝑅‖).

Теорема 2. Пусть справедливо Предположение 1. Кроме того, пред-
положим, что коммутатор [𝐻,𝑃0] операторов 𝐻 и 𝑃0, рассматриваемый
на Dom

(︀
[𝐻,𝑃0]

)︀
:= Dom(𝐻), является ограниченным оператором, т.е.

𝑉𝐻,𝑃0
:= sup

𝑓∈Dom(𝐻), ‖𝑓‖=1

‖𝐻𝑃0𝑓 − 𝑃0𝐻𝑓‖ <∞.

Тогда
𝜗
(︀
P𝑠,P𝑡

)︀
6 𝑉𝐻,𝑃0 |𝑡− 𝑠|, для любых 𝑠, 𝑡 ∈ R. (2)

Следствие 3. Предположим, что 𝑇𝜃 — момент времени, когда мак-
симальный угол между начальным подпространством P0 и некоторым
подпространством на пути P𝑡, 𝑡 > 0, достигает величины 𝜃, 0 < 𝜃 6 𝜋

2 ,
т.е. 𝜗

(︀
P0,P𝑇𝜃

) = 𝜃. Тогда, при ненулевом 𝑉𝐻,𝑃0
, непременно

𝑇𝜃 >
𝜃

𝑉𝐻,𝑃0

. (3)

Теорема 4. Пусть справедливо Предположение 1. Кроме того, предпо-
ложим, что дисперсия энергии на подпространстве P0 конечна, т.е.

∆𝐸P0
:= sup

𝑓∈P0∩Dom(𝐻), ‖𝑓‖=1

(︀
‖𝐻𝑓‖2 − ⟨𝐻𝑓, 𝑓⟩2

)︀1/2
<∞.

Тогда
𝜗
(︀
P𝑠,P𝑡

)︀
6 ∆𝐸P0

|𝑡− 𝑠| для любых 𝑡, 𝑠 ∈ R (4)

и, при ненулевом ∆𝐸P0
,

𝑇𝜃 >
𝜃

∆𝐸P0

, (5)

где 𝜃 и 𝑇𝜃 — величины, введенные в Следствии 3.
Ïîñêîëüêó ìû èìååì ëèøü îäíîñòîðîííåå íåðàâåíñòâî 𝑉𝐻,𝑃0

6 ∆𝐸P0

(è êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè 𝑉𝐻,𝑃0 , âîîáùå ãîâîðÿ, íå îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü äèñ-
ïåðñèè ∆𝐸P0), îöåíêè (2) è (3) ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñèëüíûìè íåæåëè ñîîò-
âåòñòâóþùèå îöåíêè (4) è (5). Îöåíêà (5), îäíàêî, ïî ñâîåìó âèäó î÷åíü
áëèçêà ê èçâåñòíûì íåðàâåíñòâàì Ìàíäåëüøòàìà-Òàììà è Ìàíäåëüøòàìà-
Òàììà-Ôëåìèíãà. Áîëåå òîãî, ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ åå ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
ïðè dim(P0) = 1. Âñå îöåíêè (2)�(5) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè â òîì ñìûñëå,
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÷òî èìååòñÿ ïðèìåð ãàìèëüòîíèàíà 𝐻 è ïîäïðîñòðàíñòâà P0, äëÿ êîòîðîãî
íåðàâåíñòâà â ýòèõ îöåíêàõ ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåì äîêëàäå, áûëè ïîëó÷åíû â ñîâ-
ìåñòíîé ðàáîòå ñ Ñåðæèî Àëüáåâåðèî [1].
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СВОЙСТВА ВЫПУКЛЫХ ОБОЛОЧЕК
СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ
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Асимптотические свойства случайных множеств точек (при устремле-
нии числа точек к бесконечности) активно исследуются с 60-х годов
20 века. Основной целью данной работы является обобщение комбина-
торной леммы Бакстера (1961) и следствие из этого обобщения, позво-
ляющее получить асимптотики различных характеристик выпуклой
оболочки случайного блуждания с дискретным временем в R𝑑.

Ключевые слова: математика, теория вероятностей, случайные блуж-
дания, выпуклая оболочка

Properties of convex hulls of random walks

Mathematicians have been actively studying asymptotic properties of ran-
dom sets of points (when the number of points tends to infinity) since the
sixties of the 20th century. The main purpose of this paper is to gen-
eralize the combinatorial lemma of Baxter (1961) and the consequence
of this generalization, which can be applied to obtain the asymptotics of
various characteristics of the convex hull of a random walk with discrete
time in R𝑑.

Keywords: mathematics, probability theory, random walks, convex hull
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Â 1961 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ([1]) êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà. Äëÿ å¼ ôîð-
ìóëèðîâêè íàì ïîòðåáóåòñÿ óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ. Ïóñòü {𝑍1, . . . , 𝑍𝑛} � âåêòîðû íà ïëîñêîñòè. 𝐴 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘}, ãäå

1 6 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘 6 𝑛. 𝑍𝐴 :=
𝑘∑︀
𝑗=1

𝑍𝑖𝑗 . Åñëè èç êîëëèíåàðíîñòè 𝑍𝐴 è 𝑍𝐵 ñëåäó-

åò, ÷òî 𝐴 = 𝐵, òî áóäåì ãîâîðèòü ÷òî íàøà ñèñòåìà âåêòîðîâ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (B). Êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà Áàêñòåðà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Теорема 1. Ïóñòü âåêòîðû 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛 óäîâëåòâîðÿþò (B), 𝑆0 := 0,

𝑆𝑘 :=
𝑘∑︀
𝑗=1

𝑍𝑗 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåê-

òîðîâ 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛, òàêàÿ ÷òî 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛−1 ëåæàò ñïðàâà (ñëåâà) îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé 𝑆0𝑆𝑛.

Ïðèìåíåíèå êîìáèíàòîðíîé ëåììû ê ïëîñêèì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèÿì,
ñêà÷êè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò (B) äëÿ âñÿêîãî 𝑛 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, äà¼ò
àñèìïòîòèêó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà âåðøèí 𝐸𝑛 ãðàíèöû
âûïóêëîé îáîëî÷êè òî÷åê 𝑆0, . . . , 𝑆𝑛:

𝐸𝑛 = 2 ln𝑛+𝑂(1).

Òåïåðü îáîáùèì óñëîâèå (B) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè 𝑑.
Ïóñòü 𝐵1, . . . , 𝐵𝑑−1 � ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, . . . , 𝑛}, äëÿ êîòîðûõ
𝐵1 ⊂ · · · ⊂ 𝐵𝑑−1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðû 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛 óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (K), åñëè:

1) âåêòîðû 𝑍𝐵1 , . . . , 𝑍𝐵𝑑−1
ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

2) äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ 𝐴, îòëè÷íîãî îò 𝐵1, . . . , 𝐵𝑑−1,
âåðíî, ÷òî 𝑍𝐴 ̸= 𝑍𝐵𝑖 − 𝑍𝐵𝑗 íè äëÿ êàêèõ 𝑗 6 𝑖, ïðè÷¼ì âåêòîðû 𝑍𝐴,
𝑍𝐵1 , . . . , 𝑍𝐵𝑑−1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îáîáùåíèå êîìáèíàòîðíîé ëåììû ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Теорема 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {𝑍1, . . . , 𝑍𝑛} óäîâëåòâîðÿåò (K),
𝐵 = {0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑑−2, 𝑛} � íåêîòîðûé óïîðÿäî÷åííûé ïîäíàáîð èíäåêñîâ.
𝐴 := {𝑍𝑖𝑘+1, . . . , 𝑍𝑖𝑘+1

} äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 𝑘 6 𝑑−2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðîâ-
íî îäíà öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà 𝜎 âåêòîðîâ èç 𝐴, òàêàÿ ÷òî ëîìàííàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè 𝑆𝑖𝑘 è 𝑆𝑖𝑘+1

áóäåò ïîëíîñòüþ ëåæàòü â ïðàâîì (ëåâîì)
ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè Ω, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
{0, 𝑆𝑖1 , . . . , 𝑆𝑖𝑑−2

, 𝑆𝑖𝑛}.

Ñëåäñòâèåì ýòîãî îáîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò, ïîçâîëÿþùèé ñ÷èòàòü
àñèìïòîòèêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê âûïóê-
ëûõ îáîëî÷åê. Ïóñòü 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑−1) � ñèììåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå 𝑑 − 1
ïåðåìåííûõ. Ïóñòü íàáîð èíäåêñîâ 𝑖0 < · · · < 𝑖𝑑−1 îïðåäåëÿåò íåêîòî-
ðóþ ãðàíü 𝐷 âûïóêëîé îáîëî÷êè 𝐻𝑛. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
𝐺𝑛 =

∑︀
𝐷∈𝜕𝐻𝑛

𝑔(𝑆𝑖1 − 𝑆𝑖0 , 𝑆𝑖2 − 𝑆𝑖1 , . . . , 𝑆𝑖𝑑−1
− 𝑆𝑖𝑑−2

). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Теорема 3. Ïóñòü ñêà÷êè {𝑍1, . . . , 𝑍𝑛} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (K) äëÿ
âñÿêîãî 𝑛, òîãäà

E(𝐺𝑛) =
∑︁

16𝑀1<···<𝑀𝑑−16𝑛

2E(𝑔(𝑆𝑀1 , 𝑆𝑀2 − 𝑆𝑀1 , . . . , 𝑆𝑀𝑑−1
− 𝑆𝑀𝑑−2

))

𝑀1 · (𝑀2 −𝑀1) · · · (𝑀𝑑−1 −𝑀𝑑−2)
.

Литература
1. Baxter G. A combinatorial lemma for complex numbers // Ann. Math. Statist.,

32 (1961), 901-904.

2. Vysotsky V., Zaporozhets D. Convex hulls of multidimensional random walks

// Trans. Amer. Math. Soc., 370:11 (2018), 7985-8012.
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В рамках данного доклада рассматривается класс градиентно-
подобных диффеоморфизмов 𝑓 на замкнутой ориентируемой поверх-
ности в предположении, что все неблуждающие точки 𝑓 неподвижны
и имеют положительный тип ориентации. Основной результат — по-
строение устойчивой дуги, соединяющей два таких диффеоморфизма.
Рассматриваемые диффеоморфизмы являются диффеоморфизмами
Палиса, который выделяет их как класс поверхностных диффеомор-
физмов, включающихся в топологический поток. Согласно результату
С. Ньюхауса, М. Пейшото и Дж. Флейтас, все потоки Морса –Смейла
на заданном многообразии соединяются устойчивой дугой. Однако
этот факт нельзя использовать непосредственно для построения дуги
между диффеоморфизмами, так как диффеоморфизмы Палиса вклю-
чаются только в топологический поток. Идея построения устойчивой
дуги между диффеоморфизмами Палиса основана на построении ду-
ги без бифуркаций, соединяющей диффеоморфизм Палиса с диффео-
морфизмом, являющимся сдвигом на единицу времени градиентного
потока функции Морса.

Ключевые слова: Устойчивая дуга, диффеоморфизмы Палиса, седло-
узел
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Stable isotopy connection of Palis diffeomorphisms

In this talk, a class of gradient-like diffeomorphisms 𝑓 on a closed ori-
entable surface is considered, under the assumption that all non-wandering
points of 𝑓 are fixed and have a positive orientation type. The main result
is a construction of a stable arc joining two such diffeomorphisms. The
diffeomorphisms under the consideration are Palis diffeomorphisms, who
highlights their as only surface diffeomorphisms included in topological
flows. By S. Newhouse, M. Peixoto, and J. Fleitas result, all Morse –
Smale flows on a given manifold are joined by a stable arc. However, this
fact cannot be used directly to construct an arc between cascades, since
Palis diffeomorphisms are included only in the topological flow. An idea
of a stable arc construction between Palis diffeomorphisms is based on the
construction of a bifurcation-free arc joining a Palis diffeomorphism with
a diffeomorphism that is a one-time shift of a generic gradient flow of a
Morse function.

Keywords: Stable arc, Palis diffeomorphisms, saddle-node

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äóãè ñ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì (êîíå÷íûì) ÷èñ-
ëîì áèôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùåé ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû (ñèñòåìû
Ìîðñà �Ñìåéëà) íà ìíîãîîáðàçèÿõ âîøëà â ñïèñîê ïÿòèäåñÿòè ïðîáëåì
Ïàëèñà-Ïüþ [9] ïîä íîìåðîì 33.

Â 1976 ãîäó Ø. Íüþõàóñîì, Äæ. Ïàëèñîì, Ô. Òàêåíñîì [4] áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå óñòîé÷èâîé äóãè, ñîåäèíÿþùåé äâå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòå-
ìû íà ìíîãîîáðàçèè. Òàêàÿ äóãà íå ìåíÿåò ñâîèõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïðè
ìàëîì øåâåëåíèè. Â òîì æå ãîäóØ. Íüþõàóñ è Ì. Ïåéøîòî [6] äîêàçàëè ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðîñòîé äóãè (ñîäåðæàùåé ëèøü ýëåìåíòàðíûå áèôóðêàöèè)
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîòîêàìè Ìîðñà �Ñìåéëà. Èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû Æ.
Ôëåéòàñ [2] âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòóþ äóãó, ïîñòðîåííóþ Íüþõàóñîì è Ïåéøî-
òî âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà óñòîé÷èâóþ [5].

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà �Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè èçâåñòíû ïðèìåðû ñèñòåì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñî-
åäèíåíû óñòîé÷èâîé äóãîé. Ïðåïÿòñòâèÿ ïîÿâëÿþòñÿ óæå äëÿ ñîõðàíÿþ-
ùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè 𝑆1, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ
óñòîé÷èâîé äóãîé òîëüêî â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ÷èñåë âðàùåíèÿ [7].

Â ðàçìåðíîñòè äâà ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùå-
ñòâîâàíèþ óñòîé÷èâûõ äóã ìåæäó èçîòîïíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè. Îíè
ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê [1], [8] è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðå-
ñå÷åíèé [3].

Â ðàìêàõ äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ 𝐺(𝑀2) ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ 𝑓 , çàäàííûõ íà çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè
𝑀2, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè 𝑓 íåïîäâèæíû è èìåþò
ïîëîæèòåëüíûé òèï îðèåíòàöèè.

Теорема 1. Любые диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝐺(𝑀2) соединяются
устойчивой дугой с конечным числом типично проходящих некритических
седло-узловых бифуркаций.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ðåçóëüòàòà îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè äóãè áåç áè-
ôóðêàöèé ñîåäèíÿþùåé äèôôåîìîðôèçì 𝑓 ∈ 𝐺(𝑀2) ñ äèôôåîìîðôèçìîì
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𝜑𝑓 ∈ 𝐺(𝑀2), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè òèïè÷íîãî
ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà 𝜑𝜏𝑓 íåêîòîðîé ôóíêöèè Ìîðñà. Â ñèëó ðàáîò [6], [2],
[5] ëþáûå äâà òàêèõ ïîòîêà ñîåäèíÿþòñÿ äóãîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñåäëî-
óçëîâûõ áèôóðêàöèé.
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Для уравнения 𝜕
𝜕𝑡
Δ3𝑢+𝜎1Δ2𝑢+𝜎2

𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

3
= |𝑢|𝑞 в зависимости от началь-

ных данных и параметров уравнения получены результаты об: отсут-
ствии решения, локальной разрешимости (с оценкой времени разру-
шения) и глобальной разрешимости.

Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения, разру-
шение, мгновенное разрушение, локальная разрешимость, глобальная
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Instantaneous blow-up versus local solvability of the Cauchy
problem...

For the equation 𝜕
𝜕𝑡
Δ3𝑢 + 𝜎1Δ2𝑢 + 𝜎2

𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

3
= |𝑢|𝑞, we establish instan-

taneous blow-up, local solvability (with the blow-up time estimate), and
global solvability, depending on initial data and equation parameter.

Keywords: nonlinear differential equations, blow-up, instantaneous blow-
up, local solvability, global solvability

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè, êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà êîòîðîé èìååò âèä

M𝑥,𝑡[𝑢](𝑥, 𝑡) ≡ 𝜕

𝜕𝑡
∆3𝑢+ 𝜎1∆2𝑢+ 𝜎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥23
= |𝑢|𝑞 (1)

ïðè 𝑥 ∈ R3, 𝑡 > 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). Ïðè íåêîòîðûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îíà îïèñûâàåò íåëèíåéíûå ïðîöåññû â ïîëóïðîâîäíèêå âî
âíåøíåì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ âåêòîðîì èíäóêöèè âäîëü îñè 𝑂𝑥3.

Ïðè 1 < 𝑞 6 3 íàìè óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå äàæå ëîêàëüíîãî ñëàáîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Теорема 1. Пусть 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑈 . Тогда для 1 < 𝑞 6 3 не существует
локального слабого решения задачи (1), или, как говорят, имеет место
мгновенное разрушение.

Çäåñü êëàññ 𝑈 ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé 𝑢0(𝑥) òàêèõ, ÷òî 𝑢0 ∈
𝐻2(𝑂(𝑥0, 𝑅0)) ∩ 𝐿𝑞(R3) äëÿ íåêîòîðîãî øàðà 𝑂(𝑥0, 𝑅0) ⊂ R3 è ∆3𝑢0(𝑥) ̸= 0
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû øàðà 𝑂(𝑥0, 𝑅0).

Äëÿ 𝑞 > 3 ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíîå
ïî 𝑡 ðåøåíèå.

Определение 1. Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ìû ïîíèìàåì
ôóíêöèþ 𝑢(𝑥, 𝑡) êëàññà C1

𝑡 ([0, 𝑇 ];C2
𝑥(R3)) äëÿ íåêîòîðîãî 𝑇 > 0, ðåãóëÿðíóþ

íà áåñêîíå÷íîñòè â ñëåäóþùåì ñìûñëå:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑘𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑘

⃒⃒⃒⃒
6
𝐴1(𝑇 )

|𝑥|
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
6
𝐴2(𝑇 )

|𝑥|2
, |M𝑥,𝑡[𝑢](𝑥, 𝑡)| 6 𝐴3(𝑇 )

|𝑥|𝑞

ïðè |𝑥| → +∞ ðàâíîìåðíî ïî 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑞 > 3, 𝑘 = 0, 1, è óäîâëåòâîðÿþùóþ
â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ

M𝑥,𝑡[𝑢] ≡ 𝜕

𝜕𝑡
∆3𝑢+ 𝜎1∆2𝑢+ 𝜎2𝑢𝑥3𝑥3 = |𝑢|𝑞

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ∈ C2
𝑥(R3).

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíêöèè Ãðèíà è ìåòîäà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè:

Теорема 2. Пусть 𝑞 > 3. Тогда для любой функции 𝑢0(𝑥) ∈ C2,𝛼
𝑙𝑜𝑐 (R3)

при 𝛼 ∈ (0, 1] такой, что

|𝑢0(𝑥)| 6 𝐴1

(1 + |𝑥|2)
1/2

,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢0(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
6

𝐴2

1 + |𝑥|2
, |∆3𝑢0(𝑥)| 6 𝐴3

(1 + |𝑥|2)
𝑞/2

,
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найдётся такое 𝑇0 = 𝑇0(𝑢0) > 0, что для всякого 𝑇 ∈ (0, 𝑇0) существует
единственное решение задачи Коши (1) в классе 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ C1

𝑡 ([0, 𝑇 ];C2
𝑥(R3)),

причём либо 𝑇0 = +∞, либо 𝑇0 < +∞ и (в последнем случае) имеет место
предельное соотношение

lim
𝑇↑𝑇0

sup
𝑥∈R3, 𝑡∈(0,𝑇 )

⃒⃒⃒
(1 + |𝑥|2)1/2𝑢(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒
= +∞.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àïðèîðíûõ îöåíîê íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè äîïîë-
íèòåëüíîì óñëîâèè 𝑞−1

min{𝜎1,𝜎2}𝐵
𝑞−1 < 1, ãäå

𝐵 := sup
𝑥∈R3, 𝑡>0

(1 + |𝑥|2)1/2
∫︁
R3

ℰ(𝑥− 𝑦, 𝑡)|∆3𝑢0(𝑦)| 𝑑𝑦,

ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî. Çäåñü

ℰ(𝑥, 𝑡) = − 𝜃(𝑡)

4𝜋|𝑥|
exp

(︂
−𝜎1 + 𝛽(𝑥)

2
𝑡

)︂
𝐼0

(︂
𝜎1 − 𝛽(𝑥)

2
𝑡

)︂
� ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà M,

𝛽(𝑥) :=
(︀
𝜎2(𝑥21 + 𝑥22) + 𝜎1𝑥

2
3

)︀
/(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2

1

2
‖∇𝑢0‖22 +

𝜎1
2
‖∇2𝑢0‖22 +

𝜎2
2
‖𝑢0𝑥3‖22 6

1

𝑞 + 1

∫︁
R3

|𝑢0|𝑞𝑢0 𝑑𝑥,

òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) íå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî è âðåìÿ åãî
ñóùåñòâîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 𝑇0 6 1/(𝑞 − 1). Ìû äîêàçûâàåì
ýòî ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Õ. À. Ëåâèíà.
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О РАСПОЗНАВАНИИ ГРУПП ПО МНОЖЕСТВУ РАЗМЕРОВ
КЛАССОВ СОПРЯЖЕННОСТИ

В.В. Паньшин
v.pansh1n@yandex.ru

УДК 512.542

Для конечной группы 𝐺 обозначим через 𝑁(𝐺) ее множество разме-
ров классов сопряженности. Недавно был сформулирован следующий
вопрос: верно ли, что для любой неабелевой конечной простой груп-
пы 𝑆 и для любого 𝑛 ∈ N равенство 𝑁(𝐺) = 𝑁(𝑆𝑛) влечет изомор-
физм 𝐺 ≃ 𝑆𝑛 для любой конечной группы 𝐺 с тривиальным центром?
В докладе мы покажем, что ответ на этот вопрос положительный при
𝑆 ≃ 𝐴5 и 𝑛 = 3; 𝑆 ≃ 𝐴6 и 𝑛 = 2.

Ключевые слова: конечная группа, размеры классов сопряженности.

On recognition of groups by the set of conjugacy class sizes

For a finite group 𝐺 denote by 𝑁(𝐺) the set of conjugacy class sizes
of 𝐺. Recently the following problem was posed: Is it true that for each
nonabelian finite simple group 𝑆 and each 𝑛 ∈ N, if the equality 𝑁(𝐺) =
𝑁(𝑆𝑛) implies an isomorphism 𝐺 ≃ 𝑆𝑛, for a finite group 𝐺 with trivial
center? In the talk we show that there is a positive answer to this question,
when 𝑆 ≃ 𝐴5 and 𝑛 = 3; 𝑆 ≃ 𝐴6 and 𝑛 = 2.

Keywords: finite group, conjugacy class sizes.

Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑁(𝐺) ìíîæåñòâî ðàçìåðîâ
êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû, à ÷åðåç 𝑍(𝐺) � åå öåíòð.
Â 1987 ãîäó Äæ. Òîìïñîí ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó: ïóñòü 𝐿 �
íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, 𝐺 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî 𝑍(𝐺) = 1 è
𝑁(𝐺) = 𝑁(𝐿), òîãäà 𝐺 ≃ 𝐿. Ïîçæå À.Ñ. Êîíäðàòüåâ äîáàâèë ýòó ãèïîòåçó
â Коуровскую тетрадь [1, Âîïðîñ 12.38]. Íàä äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé ãèïî-
òåçû ðàáîòàë öåëûé ðÿä ìàòåìàòèêîâ, à îêîí÷àòåëüíûé øàã áûë ñäåëàí
È.Á. Ãîðøêîâûì â [2].

Â äîêëàäå ìû ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ îáîáùèòü ãèïîòåçó Òîìïñî-
íà. ×åðåç 𝐺𝑛 îáîçíà÷èì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 𝑛 êîïèé ãðóïïû 𝐺. Íåäàâíî
Ãîðøêîâ ïîñòàâèë ñëåäóþùèé

Вопрос [1, 20.29]. Верно ли, что для любой неабелевой конечной про-
стой группы 𝑆 и для любого 𝑛 ∈ N равенство 𝑁(𝐺) = 𝑁(𝑆𝑛) влечет изо-
морфизм 𝐺 ≃ 𝑆𝑛 для любой конечной группы 𝐺 с тривиальным центром?

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïðè 𝑛 > 1 áûëî èç-
âåñòíî ëèøü, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, åñëè 𝑆 ≃ 𝐴5 è 𝑛 = 2 [3].
Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Доклад подготовлен при поддержке Математического Центра в Академгородке, со-
глашение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации №075-
15-2022-281.

Паньшин Виктор, Новосибирский государственный университет, ИМ СО РАН (Но-
восибирск, Россия); Viktor Panshin (Novosibirsk State University, IM SB RAS, Novosibirsk,
Russia)
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Теорема 1 [4]. Пусть 𝐺 — конечная группа такая, что 𝑍(𝐺) = 1 и
𝑁(𝐺) = 𝑁(𝐴6 ×𝐴6), тогда 𝐺 ≃ 𝐴6 ×𝐴6.

Теорема 2. Пусть 𝐺 — конечная группа такая, что 𝑍(𝐺) = 1 и
𝑁(𝐺) = 𝑁(𝐴5 ×𝐴5 ×𝐴5), тогда 𝐺 ≃ 𝐴5 ×𝐴5 ×𝐴5.
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О ДИОФАНТОВЫХ СИСТЕМАХ С КВАДРАТИЧНОЙ И
ЛИНЕЙНОЙ ФОРМАМИ УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ

КОНГРУЭНЦИАЛЬНОМУ УСЛОВИЮ
У.М. Пачев

urusbi@rambler.ru

УДК 511.5

Рассматривается вопрос об асимптотике числа решений диофантовых
систем с квадратичной и линейной формами, удовлетворяющих кон-
груэнциальному условию, причём число неизвестных больше четырёх.

Ключевые слова: диофантова система, квадратичная и линейная фор-
мы, конгруэнциальное условие, особый ряд, асимптотическая форму-
ла.

On diophantine systems with quadratic and linear forms
satisfying the congruential condition

Asymptotics of the number of solutions for diophantine systems with
quadratic and linear forms satisfying the congruential condition is con-
sidered when the number of unknowns is greater than four.

Keywords: diophantine systems, quadratic and linear forms, congruential
condition,

Пачев Урусби Мухамедович, д.ф.-м.н., профессор, с.н.с., Кабардино-Балкарский го-
сударственный университет имени Х.М. Бербекова (Нальчик, Россия); Pachev Urusbi M.
(Kabardino-Balkarian State University named after H.M. Berbekov, Nal’chik, Russia)
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Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé áåð¼ò ñâî¼ íà÷àëî ñ
ïðîáëåìû Âàðèíãà � çàäà÷è î ðàçðåøèìîñòè äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ 𝑛 =
𝑥𝑘1 + · · ·+ 𝑥𝑘𝑠 â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ.

Â äàëüíåéøåì ñòàëè ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
(ñì., íàïðèìåð, È. Ì. Âèíîãðàäîâ [1]).

Ìû ðàññìàòðèâàåì äèîôàíòîâó ñèñòåìó ñ êâàäðàòè÷íîé è ëèíåéíîé
ôîðìàìè, óäîâëåòâîðÿþùèå êîíãðóýíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (ñì. [2]).⎧⎪⎨⎪⎩

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑚,

𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑛,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑏1, . . . , 𝑏𝑠) (mod 𝑔),

(1)

ãäå

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) =

𝑠∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑖 𝑥𝑗

� öåëî÷èñëåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò 𝑠 ïåðåìåííûõ,
ïðè÷¼ì 𝑠 > 5;

𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) =

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 𝑥𝑖

� öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà; 𝑚 > 0, 𝑛 � öåëûå ÷èñëà.
Â ïðîâåä¼ííûõ ðàíåå èññëåäîâàíèÿõ, çà èñêëþ÷åíèåì ðàáîòû [2], ïî äè-

îôàíòîâûì ñèñòåìàì êîíãðóýíöèàëüíîå óñëîâèå íå ðàññìàòðèâàëîñü (ñì.,
íàïðèìåð, [3]).

Íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî ðåøåíèé 𝑟𝑔; 𝑏1,...,𝑏𝑠(𝑓, 𝑚; 𝑙, 𝑛) ýòîé ñèñòåìû. Äëÿ
ýòîé âåëè÷èíû ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïðè 𝑁 →∞ ôîðìó-
ëà.

Теорема 1. Для числа решений 𝑟𝑔; 𝑏1,...,𝑏𝑠(𝑓, 𝑚; 𝑙, 𝑛) диофантовой си-
стемы с квадратичной формой 𝑓 и линейной формой 𝑙, удовлетворяющий
конгруэнциальному условию по модулю 𝑔 справедлива асимптотическая
при 𝑁 →∞ формула

𝑟𝑔; 𝑏1,...,𝑏𝑠(𝑓, 𝑚; 𝑙, 𝑛) =
𝜋

𝑠−1
2 𝑁

𝑠−3
2

∆
𝑠
2−1Γ

(︀
𝑠−1
2

)︀ ·𝐻𝑔; 𝑏1,...,𝑏𝑠(𝐹, 𝑚′
1; 𝑙, 𝑛1)+

+𝑂
(︁

∆2𝑠− 5
4+

𝜀
2𝑁

𝑠−2
4 +𝜀

)︁
,

где 𝑁 =
𝑚′

1 Δ−𝑔 𝑛′
1𝐷

𝑔 ; 𝑚′
1 = 𝑚1 − 𝑔 𝑎𝑠𝑠 𝑛21 − 2 𝑐𝑠 𝑛1; ∆ = 𝑓(𝑙1, . . . , 𝑙𝑠);

𝑐𝑠 =

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑎𝑠𝑗 𝑏𝑗 ,

𝑓 — алгебраически взаимная форме 𝑓 ; 𝜀 > 0 — сколь угодно малое число.

Âòîðàÿ ÷àñòü äîêëàäà îòíîñèòñÿ ê äèîôàíòîâîé ñèñòåìå âèäà:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥21 + · · ·+ 𝑥2𝑠 = 𝑚,

𝑙1 𝑥1 + · · ·+ 𝑙𝑠 𝑥𝑠 = 𝑛,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠) (mod 𝑔),

(2)
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èìåþùèé áîëåå ñïåöèàëüíûé âèä.
Îòäåëüíîå ðàññìîòðåíèå òàêîé ñèñòåìû îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ íå¼

óäà¼òñÿ âû÷èñëèòü îñîáûé ðÿä.
Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 â ñëó÷àå 𝑓 = 𝑥21 + · · · + 𝑥2𝑠, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé ñèñòåìû (2).

Теорема 2. При чётном 𝑠 для числа решений системы (2) справедлива
формула

𝑟𝑔; 𝑏1,...,𝑏𝑠(𝑚, 𝑙, 𝑛) =
𝜋

𝑠−1
2 𝑔𝑠−1𝑁

𝑠−3
2

(𝑔𝑠−1∆)
𝑠
2−1

Γ
(︀
𝑠−1
2

)︀ ·𝐻𝑔; 𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑙, 𝑛)+𝑂
(︁
𝑔𝑠−1𝑁

𝑠−2
4 +𝜀

)︁
,

где 𝑎 =
𝑚−2𝑛+

∑︀𝑠
𝑖=1 𝑙

2
𝑖

𝑔2 .

Замечание.
Îñîáûé ðÿä 𝐻𝑔; 𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑙, 𝑛) ìîæåò áûòü òî÷íî âûðàæåí ÷åðåç ÷èñëî

ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ 𝑦21 + · · ·+ 𝑦2𝑠 ≡ 𝑎 (mod 𝑝𝑡), êîòîðîå äà¼òñÿ â [4].
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ВЕРОЯТНОСТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ОПЕРАТОРА
ЭВОЛЮЦИИ 𝑒−𝑖𝑡𝐻 , где 𝐻 = (−1)𝑚

(2𝑚)!
𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 + 𝑉

М.В. Платонова
mariyaplat@gmail.com

УДК 519.216

Предложен способ построения вероятностной аппроксимации в смыс-
ле сильной операторной сходимости оператора 𝑒−𝑖𝑡𝐻 , где 𝐻 =
(−1)𝑚

(2𝑚)!
𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 +𝑉. Аппроксимирующие операторы имеют вид математи-
ческих ожиданий функционалов от некоторого точечного случайного
поля.

Ключевые слова: Эволюционные уравнения, пуассоновские случайные
меры, формула Фейнмана–Каца, уравнение Шрёдингера
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Probabilistic approximation of the evolution operator 𝑒−𝑖𝑡𝐻 ,

where 𝐻 = (−1)𝑚

(2𝑚)!
𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 + 𝑉

We suggest a method for constructing a probabilistic approximation of

the operator 𝑒−𝑖𝑡𝐻 , where 𝐻 = (−1)𝑚

(2𝑚)!
𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 + 𝑉 in the strong operator
topology. The approximating operators take the form of expectations of
functionals of a certain random point field.

Keywords: evolution equations, Poisson random measures, Feynman–Kac
formula, Schrödinger equation

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè (𝜎 ∈ R)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜎2

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜎2𝑉 (𝑥)𝑢, 𝑢(0, 𝑥) = 𝜙(𝑥)

ñïðàâåäëèâî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå

𝑢(𝑡, 𝑥) = E𝜙
(︀
𝑥+ 𝜎𝑤(𝑡)

)︀
exp

(︀
− 𝜎2

𝑡∫︁
0

𝑉 (𝑥+ 𝜎𝑤(𝑠)) 𝑑𝑠
)︀
, (1)

ãäå 𝑤(𝑡) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝜙 è ïî-
òåíöèàë 𝑉 ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â óðàâíåíèè ÷èñëî 𝜎 ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïëåêñíûì, èìåííî 𝜎 = 𝑒

𝑖𝜋
4 . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå èìååò âèä

𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −1

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑉 (𝑥)𝑢

è íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà. Ïðåäñòàâëåíèå (1) â ýòîì ñëó÷àå
òåðÿåò ñìûñë, òàê êàê ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ â
ôóíêöèþ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà.

Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ âåùåñòâåííûì îãðàíè÷åííûì
ïîòåíöèàëîì ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ îò ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ. Àïïðîêñèìèðóþùèå îïåðàòîðû èìåëè âèä ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé ôóíêöèîíàëîâ îò íåêîòîðîãî òî÷å÷íîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Èìåííî, ïå-
ðåïèøåì ôîðìóëó Ôåéíìàíà-Êàöà â âèäå

𝑢(𝑡, 𝑥) = E

∫︁
𝒳

P0(𝑑𝑋)
∏︁

𝜏∈𝒳∩(0,𝑡)

𝑈(𝑥+ 𝜎𝑤
(︀
𝜏)
)︀
𝜙
(︀
𝑥+ 𝜎𝑤(𝑡)

)︀
, (2)

ãäå 𝑈(𝑥) = −𝑖𝑉 (𝑥), 𝒳 = 𝒳 (R+) � ïðîñòðàíñòâî êîíôèãóðàöèé íà R+ è P0

� ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà íà 𝒳 , ìåðà èíòåíñèâíîñòè êîòîðîé åñòü ìåðà Ëåáåãà.
Êàæäàÿ òî÷êà 𝑋 ïðîñòðàíñòâà 𝒳 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåêîòîðóþ ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë 0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑛 < . . ..

Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðèçàöèþ íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ïóòåì àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèé 𝜙, 𝑈 öåëûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî,
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åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèè 𝜙, 𝑈 ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà âñþ êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü äî öåëîé ôóíêöèè, òî âîçíèêíóò ïðîáëåìû ñ ñóùåñòâî-
âàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â (2), òàê êàê ôóíêöèÿ 𝑈 îãðàíè÷åíà íà
âåùåñòâåííîé îñè è, çíà÷èò, â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàñòåò ïî êðàéíåé ìå-
ðå ýêñïîíåíöèàëüíî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè âìåñòî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà èñïîëüçî-
âàëîñü ñåìåéñòâî 𝜉(1)𝜀 (𝑡) öåíòðèðîâàííûõ ñêà÷êîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ Ëåâè,
ñ ìåðîé Ëåâè ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ïîëîæèòåëüíîé îñè.
Äàííîå ñåìåéñòâî ïðîöåññîâ Ëåâè ïðè 𝜀 → 0 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê âèíåðîâñêî-
ãî ïðîöåññó. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðèáëèæàåò
𝑒−𝑖𝑡𝐻 ïî íîðìå â 𝐿2(R).

Ìû ïîñòðîèì àíàëîãè÷íóþ âåðîÿòíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ

𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

(−1)𝑚

(2𝑚)!

𝜕2𝑚𝑢

𝜕𝑥2𝑚
+ 𝑉 (𝑥)𝑢, 𝑢(0, 𝑥) = 𝜙(𝑥),

ãäå ïîòåíöèàë 𝑉 � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Àïïðîêñè-
ìèðóþùèå îïåðàòîðû òàêæå èìåþò âèä ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíê-
öèîíàëîâ îò òî÷å÷íîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîòåíöèàëà
(𝑉 ≡ 0), òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ áûëà ïîñòðîåíà â
ðàáîòå [2].
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ И ПРИБЛИЖЕНИЕ
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

М.Г. Плотников
mgplotnikov@gmail.com

УДК 517.518

Изучаются вопросы, связанные с восстановлением интегрируемых
функций по их значениям на множествах малой меры. Исследует-
ся, насколько точно можно узнать интегрируемую функцию 𝑓 , задан-
ную на 𝑝-ичной группе G𝑝, по ее сужению на специальные множества
𝐻 ⊂ G𝑝 малой меры. Результат зависит от поведения интегральных
модулей непрерывности функции 𝑓 , а также от групповой структуры
и метрических характеристик 𝐻.

Ключевые слова: гармонический анализ, 𝑝-ичные группы, системы Ви-
ленкина, модули непрерывности, восстановление функций

Recovery and approximation of integrable functions

Questions related to recovery of integrable functions from their values
on sets of small measure are studied. We investigate how accurately a
function 𝑓 defined on a 𝑝-adic group G𝑝 can be found by its restriction to
special sets 𝐻 ⊂ G𝑝 of small measure. The result depends on the behavior
of the integral modulus of continuity of the function 𝑓 , as well as on the
group structure and metric characteristics of 𝐻.

Keywords: harmonic analysis, 𝑝-adic groups, Vilenkin systems, modulus
of continuity, function recovery

Ïóñòü (𝑋,𝒜, 𝜇) � ïðîñòðàíñòâî ñ íåàòîìè÷åñêîé ìåðîé 𝜇. Îáîçíà÷èì
𝐿1(𝑋,𝜇) ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî 𝑋 îòíîñèòåëüíî ìåðû 𝜇 ôóíê-
öèé, ôàêòîðèçîâàííîå ïî ìíîæåñòâó íóëåâûõ 𝜇-ïî÷òè âñþäó ôóíêöèé. Äëÿ
𝛿 > 0 ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐻 ⊂ 𝑋 ÿâëÿåòñÿ 𝛿-восстанавливающим
множеством äëÿ êëàññà Λ ⊂ 𝐿1(𝑋,𝜇) åñëè 𝜇(𝐻) < 𝛿 è îòîáðàæåíèå
Compr: Λ → 𝐿1(𝐻,𝜇), Compr(𝑓) := 𝑓 |𝐻 , èíúåêòèâíî. Çäåñü 𝑓 |𝐻 � ñóæå-
íèå ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) íà ìíîæåñòâî 𝐻 ⊂ 𝑋. Äðóãèìè ñëîâàìè, 𝐻 ⊂ 𝑋
� 𝛿-âîññòàíàâëèâàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ êëàññà Λ ⊂ 𝐿1(𝑋,𝜇), åñëè 𝜇(𝐻) < 𝛿
è êàæäàÿ ôóíêöèÿ 𝑔 ∈ 𝐿1(𝐻,𝜇) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà (âîññòàíîâëåíà)
äî ôóíêöèè èç êëàññà Λ íå áîëåå ÷åì îäíèì ñïîñîáîì.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êëàññà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå êîòîðûõ ìàæîðèðóòñÿ çàðàíåå çàäàííîé ñòðåìÿùåéñÿ ê
íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ñóùåñòâóþò 𝛿-âîññòàíàâëèâàþùèå ìíîæåñòâà
ïðè ëþáîì 𝛿 > 0. Â [2] ïîäîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ êëàññîâ,
â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
ôóíêöèé Âèëåíêèíà (ñì. [3], [4]).

Îáû÷íî ôóíêöèè Âèëåíêèíà ðàññìàòðèâàþòñÿ íà 𝑝-è÷íûõ ãðóïïàõ;
çäåñü ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû â [0, 1)-íàñòðîéêàõ.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-01-00584).
Плотников Михаил Геннадьевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносо-

ва, Московский центр фундаментальной и прикладной математики (Москва, Россия);
Mikhail Plotnikov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Теорема 1 ([1]). Пусть 𝐴 := {𝐴𝑛}∞𝑛=0, 𝐴𝑛 ↓ 0,

𝐿1
𝐴[0, 1) :=

{︀
𝑓 ∈ 𝐿1[0, 1) : | ̂︀𝑓𝑛| 6 𝐴𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . .

}︀
,

̂︀𝑓𝑛 — коэффициенты Фурье–Виленкина функции 𝑓 . Тогда для каждого 𝛿 > 0
найдется 𝛿-восстанавливающее для класса 𝐿1

𝐴[0, 1) множество 𝐻.

Ïóñòü 𝐺𝑞,𝑘 :=
⋃︀[︁

𝑚
𝑝𝑘
, 𝑚+1

𝑝𝑘

)︁
, îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì 𝑚 òàêèì, ÷òî

𝑚 ∈ {0, . . . , 𝑝𝑘 − 1} è 𝑚 = 0
(︀
mod 𝑝𝑘−𝑞

)︀
. Òîãäà ìíîæåñòâà 𝐻 èç òåîðåìû 1

ìîãóò èìåòü âèä

𝐻 =

∞⋃︁
𝑠=𝑡

𝐺𝑞(𝑠),𝑘(𝑠) (1)

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå çàâèñÿùèõ îò 𝐴 âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {𝑞(𝑠)} è {𝑘(𝑠)}, à òàêæå íàòóðàëüíîãî 𝑡.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî òî÷íî ìîæíî ïðåäñêàçàòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè èíòåãðèðóåìîé 𝑓 íà [0, 1), çíàÿ åå çíà÷åíèÿ ëèøü íà 𝐻? ×òîáû îòâåòèòü
íà íåãî, äëÿ ôóíêöèè 𝑓 ìû ñòðîèì åå ïðîãíîç ̃︀𝑓 è îöåíèâàåì â èíòåãðàëüíûõ
íîðìàõ ‖ ‖1 è ‖ ‖2 âîçìîæíîå îòêëîíåíèå 𝑓 îò ̃︀𝑓 .

Çàäàäèì öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå 𝑟 6 𝑞 < 𝑘. Êàæäîé ôóíêöèè 𝑓 ∈
𝐿1[0, 1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ ̃︀𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, 𝑟, 𝑞, 𝑘), ðàâíóþ ïðè
çàäàííîì 𝑥 ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè 𝑓 íà ìíîæåñòâå 𝐺𝑞,𝑘 ∩∆𝑟(𝑥), ãäå

∆𝑟(𝑥) � (åäèíñòâåííûé) ïîëóèíòåðâàë âèäà
[︁
𝑚
𝑝𝑟 ,

𝑚+1
𝑝𝑟

)︁
, ñîäåðæàùèé òî÷êó

𝑥. Ôóíêöèÿ ̃︀𝑓 åñòü ïîëèíîì Âèëåíêèíà ñòåïåíè íå âûøå 𝑝𝑟 è ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè 𝑓 íà ìíîæåñòâå 𝐺𝑞,𝑘.

Ïóñòü
*
𝜔1 è

*
𝜔2 îçíà÷àþò 𝑝-è÷íûå èíòåãðàëüíûå ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè,

ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûì íîðìàì ‖ ‖1 è ‖ ‖2 (ñì., íàïð. [3], � 2.3).
Теорема 2. Если 𝑓 ∈ 𝐿1[0, 1), то

⃦⃦⃦
𝑓 − ̃︀𝑓 ⃦⃦⃦

1
6 𝐶𝑝

(︂
*
𝜔1

(︂
1

𝑝𝑟
, 𝑓

)︂
+ 𝑝−𝑞+𝑟

𝑘∑︁
𝑗=𝑞+1

𝑝𝑗
*
𝜔1

(︂
1

𝑝𝑗
, 𝑓

)︂)︂
.

Для 𝑓 ∈ 𝐿2[0, 1) верна оценка

⃦⃦⃦
𝑓 − ̃︀𝑓 ⃦⃦⃦

2
6 𝐷𝑝

(︂
*
𝜔2

(︂
1

𝑝𝑟
, 𝑓

)︂
+ 𝑝−𝑞+𝑟/2

𝑘∑︁
𝑗=𝑞+1

𝑝𝑗
*
𝜔2

(︂
1

𝑝𝑗
, 𝑓

)︂)︂
.

Здесь величины 𝐶𝑝 и 𝐷𝑝 зависят от 𝑝 и не зависят от 𝑓 , 𝑟, 𝑞 и 𝑘.

Теорема 3. Для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐿1[0, 1) найдутся последователь-
ности натуральных чисел {𝑟(𝑠)}, {𝑞(𝑠)} и {𝑘(𝑠)} такие, что 𝑟(𝑠) 6 𝑞(𝑠) <

𝑘(𝑠) для всех 𝑠,
∑︀
𝑠
𝑝𝑞(𝑠)−𝑘(𝑠) <∞ и lim

𝑠→∞

⃦⃦
𝑓(𝑥)− ̃︀𝑓(𝑥, 𝑟(𝑠), 𝑞(𝑠), 𝑘(𝑠))

⃦⃦
1

= 0.

Âñå çíà÷åíèÿ ̃︀𝑓(𝑥, 𝑟(𝑠), 𝑞(𝑠), 𝑘(𝑠)) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè 𝑓 íà ìíîæåñòâå 𝐻 èç (1), à óñëîâèå

∑︀
𝑠
𝑝𝑞(𝑠)−𝑘(𝑠) <∞ îçíà÷àåò, ÷òî

𝐻 èìååò ñêîëü óãîäíî ìàëóþ ìåðó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝑡.
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Рассматривается относящаяся по тематике к первой части 16-й про-
блемы Гильберта задача изотопической классификации плоских ве-
щественных алгебраических кривых, распадающихся на неприводи-
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автором и его учениками результатов о кривых степени 7, распадаю-
щихся на три сомножителя, и о кривых степени 8, распадающихся на
два сомножителя.
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Topology of decomposable real algebraic curves

The problem of isotopic classification of plane real algebraic curves decom-
posing into irreducible factors, which belongs to the first part of Hilbert’s
16th problem, is in consideration. A review of the results obtained in the
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decomposing into three factors, and about curves of degree 8 decomposing
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Ïëîñêîé âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé (íèæå � êðèâàÿ) 𝐶𝑚 ñòå-
ïåíè 𝑚 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí 𝐶𝑚(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) ñòåïåíè 𝑚 c âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ãäå (𝑥0 : 𝑥1 : 𝑥2) � êîîðäèíàòû â âåùåñòâåííîé ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè R𝑃 2; R𝐶𝑚 = {(𝑥0 : 𝑥1 : 𝑥2) ∈ R𝑃 2|𝐶𝑚(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0}
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ òî÷åê êðèâîé 𝐶𝑚.

Âîïðîñ î òîïîëîãèè ìíîæåñòâà R𝐶6 â ñëó÷àå íåîñîáîé êðèâîé, âêëþ÷¼í-
íûé Ä. Ãèëüáåðòîì â ïåðâóþ ÷àñòü åãî 16-é ïðîáëåìû, áûë ðåø¼í Ä.À. Ãóä-
êîâûì [1] â 1969 ã. Â ïðåäèñëîâèè ê [1] Ãóäêîâ ïîñòàâèë çàäà÷ó î òîïîëîãèè
ìíîæåñòâà R𝐶6 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êðèâàÿ 𝐶6 ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
äâóõ𝑀 -êðèâûõ (íåîñîáàÿ êðèâàÿ 𝐶𝑚 íàçûâàåòñÿ𝑀 -êðèâîé, åñëè R𝐶𝑚 èìå-
åò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ äàííîé ñòåïåíè 𝑚 ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè, ðàâíîå (𝑚−1)(𝑚−2)/2+1 ñîãëàñíî òåîðåìå Õàðíàêà). Ýòà çàäà÷à áûëà
ðåøåíà â [2], à çàòåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé áîëüøå äâóõ �
â [3]. Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû 1980-õ ãîäîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà-
÷à î êðèâûõ 𝐶7, ðàñïàäàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ 𝑀 -êðèâûõ, ðåøåíèå
êîòîðîé áëàãîäàðÿ óñèëèÿì ìíîãèõ àâòîðîâ áëèçêî ê çàâåðøåíèþ; òàêæå
áûëà íàéäåíà êëàññèôèêàöèÿ âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé 𝑀 -êðèâîé ñòåïåíè
5 è ïàðû ïðÿìûõ (áèáëèîãðàôèÿ ðàáîò ýòîãî ïåðèîäà ïðèâåäåíà â [4]).

Â äîêëàäå äà¼òñÿ îáçîð ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðåçóëüòàòîâ (÷à-
ñòè÷íî îïóáëèêîâàííûõ â [4] � [8]) â àíàëîãè÷íûõ êëàññèôèêàöèîííûõ çà-
äà÷àõ: a) î êðèâûõ 𝐶7, ðàñïàäàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïàðû𝑀 -êîíèê è𝑀 -
êóáèêè; á) î êðèâûõ 𝐶8, ðàñïàäàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ𝑀 -êðèâûõ: á1)
êîíèêè è ñåêñòèêè; á2) êóáèêè è êâèíòèêè; á3) äâóõ êâàðòèê. Áåç íàëîæåíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé âñå ýòè çàäà÷è òðóäíîîáîçðèìû, ïîýòîìó âñþäó
ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè è îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ: êàæäûå äâå êðèâûå-ñîìíîæèòåëè ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîì ïî òåîðåìå Áåçó ÷èñëå òî÷åê, è âñå ýòè òî÷êè ðàñïîëî-
æåíû íà îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè êàæäîé èç êðèâûõ-ñîìíîæèòåëåé. Íî
è ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à îñòà¼òñÿ ñëèøêîì îáú¼ìíîé, ïîýòîìó
ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àè äåëÿòñÿ íà ñåðèè, âûäåëÿåìûå óñëîâèÿìè êîìáè-
íàòîðíîãî õàðàêòåðà.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñëåäóþùàÿ: ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè êðèâûõ äàííîé ñåðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íàëîæåí-
íûì óñëîâèÿì, òîïîëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì òåîðåìû Áåçó è ñëåäñòâèÿì èç-
âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î òîïîëîãèè íåîñîáûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Çàòåì
äëÿ êàæäîé ìîäåëè èç ïîëó÷åííîãî ñïèñêà äåëàåòñÿ ïîïûòêà ëèáî äîêàçàòü
å¼ íåðåàëèçóåìîñòü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé äàííîé ñòåïåíè ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà Îðåâêîâà, îñíîâàííîãî íà òåîðèè êîñ è çàöåïëåíèé, ëèáî ïîñòðîèòü
å¼ àëãåáðàè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà
ìàëîãî ïàðàìåòðà, âêëþ÷àÿ ïðåäëîæåííûé Î.ß. Âèðî patchworking è åãî
îáîáùåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû èìåþò âèä ñïèñêîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ïîñòðîåííûõ ðàñïîëîæåíèé è ðàñïîëîæåíèé, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíà
èõ íåðåàëèçóåìîñòü àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè äàííîé ñòåïåíè. Ïðèâåñòè
çäåñü ýòè ðåçóëüòàòû íåâîçìîæíî èç-çà íåäîñòàòêà ìåñòà. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ïðèâåä¼ì ñòàòèñòèêó ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîäñëó÷àÿ çàäà÷è a), ðàññìîò-
ðåííîãî â [6]: èç ïîäëåæàùèõ èçó÷åíèþ 62 òîïîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé 9 ìîäå-
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ëåé ðåàëèçîâàíû, äëÿ 49 ìîäåëåé äîêàçàíà èõ íåðåðåàëèçóåìîñòü, âîïðîñ î
ðåàëèçóåìîñòè 5 îñòàâøèõñÿ ìîäåëåé ïîêà îòêðûò.
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Refinement of the estimate for the rate of uniform convergence
of the Fourier series of a continuous periodic function of

bounded variation

An estimate for the rate of convergence of the Fourier series of a continuous
periodic function of bounded variation is refined.

Keywords: functions of bounded variation, Fourier series.

Ââåä¼ì îáçíà÷åíèÿ: 𝐶2𝜋 � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà R 2𝜋-ïåðèî-
äè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖𝑓‖ = sup{|𝑓(𝑥)|

⃒⃒
𝑥 ∈ R};𝐶𝑉2𝜋 � ïîäïðîñòðàí-

ñòâî 𝐶2𝜋, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ
íà [−𝜋, 𝜋], 𝑉 (𝑓) � çíà÷åíèå ýòîé âàðèàöèè; ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

𝜔(𝑓 ; ℎ) = max
06| 𝑡 |6ℎ

‖∆𝑡𝑓‖, ãäå ∆𝑡𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥). (1)

×åðåç 𝑟𝑛(𝑓) îáîçíà÷èì ðàçíîñòü ìåæäó 𝑓 è å¼ 𝑛-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà
Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.

Â 1881 ãîäó Ê. Æîðäàí [1] äëÿ ëþáîé 𝑓 ∈ 𝐶𝑉2𝜋 äîêàçàë ñòðåìëåíèå
ê íóëþ ‖𝑟𝑛(𝑓)‖ ïðè 𝑛 → ∞. Â 1952 ãîäó Ñ.Á. Ñòå÷êèí [2] (åãî ðåçóëüòàò
óòî÷íèë Ñ.À. Òåëÿêîâñêèé [3]) äàë îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖𝑟𝑛(𝑓)‖ = 𝑂

[︂
𝜔
(︁
𝑓 ;

𝜋

𝑛

)︁
ln

(︂
𝑉 (𝑓)

𝜔(𝑓 ; 𝜋
𝑛 )

)︂]︂
, 𝑓 ∈ 𝐶𝑉2𝜋, 𝑓 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Â.Â. Æóê ([4], ñòð. 241) âûâåë îöåíêó ñâåðõó ‖𝑟𝑛(𝑓)‖ äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐶2𝜋, ó÷èòûâàþùóþ "ìàëîñòü" íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
𝐸𝑛,𝑝(𝑓) ôóíêöèè 𝑓 ïî 𝐿𝑝-íîðìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ïîðÿä-
êà íå âûøå 𝑛. Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Â.Â. Æóêîì äëÿ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè
ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ. Ìû ïðèâåä¼ì åãî îöåíêó â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (1).

Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝐶2𝜋, 𝑓 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛 ∈ N, 𝑝 ∈ (1,+∞). Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî

‖𝑟𝑛(𝑓)‖ 6 𝜔

(︂
𝑓 ;

𝜋

𝑛+ 1

)︂ [︃
2

𝜋2
ln

(︃
1 + 𝑛

(︃
2𝐸𝑛,𝑝(𝑓)

𝜔(𝑓 ; 𝜋
𝑛+1 )

)︃𝑝)︃
+ 𝐶(𝑝)

]︃
, (2)

â êîòîðîì

𝐶(𝑝) = 2𝑅2 + 2.5 + 𝜋
4

(︁ +∞∫︀
0

(︁
𝑢−sin𝑢
𝑢2

)︁𝑞
𝑑𝑢
)︁1/𝑞

, 𝑞 = 𝑝/(𝑝− 1),

a 𝑅2 � îïòèìàëüíàÿ êîíñòàíòà â îöåíêå ñâåðõó ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ñðåä-
íèìè Ðèññà ïîðÿäêà 2 ÷åðåç å¼ âòîðîé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (ñì. [4],
ñòð. 236). Çíà÷åíèå 𝑝 = 1 Â.Â. Æóê íå ðàññìîòðåë, îäíàêî ïåðåõîä â (2)
ê çíà÷åíèþ 𝑝 = 1 âîçìîæåí. Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (2) è ÷èñ-
ëåííàÿ îöåíêà ñâåðõó 𝑅2, ñîãëàñíî èìåþùèìñÿ â [4] ðàññóæäåíèÿì, äàþò

‖𝑟𝑛(𝑓)‖ 6 𝜔
(︁
𝑓 ;

𝜋

𝑛+ 1

)︁ [︃ 2

𝜋2
ln

(︃
1 +

2𝑛𝐸𝑛,1(𝑓)

𝜔(𝑓 ; 𝜋
𝑛+1 )

)︃
+ 9.5

]︃
.

À òàê êàê ñîãëàñíî òåîðåìå Ñ.Á. Ñòå÷êèíà [5] îá îöåíêå 𝐸𝑛,𝑝 ÷åðåç èí-
òåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè è îöåíêå ïîñëåäíåãî ÷åðåç âàðèàöèþ
ôóíêöèè ([4], ñòð. 110)
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2𝑛𝐸𝑛,1(𝑓) 6 3𝜋𝑉 (𝑓) ∀𝑓 ∈ 𝐶2𝜋, 𝑓 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛 ∈ N,

òî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖𝑟𝑛(𝑓)‖ 6 𝜔
(︁
𝑓 ;

𝜋

𝑛+ 1

)︁[︃ 2

𝜋2
ln

(︃
1 +

3𝜋𝑉 (𝑓)

𝜔(𝑓 ; 𝜋
𝑛+1 )

)︃
+ 9.5

]︃
.

Èìåííî ýòî ñëåäñòâèå èç ðåçóëüòàòîâ Â.Â. Æóêà, íèãäå â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå íàì íå âñòðåòèâøååñÿ, ìû è óòî÷íÿåì. Íàìè äîêàçàíû ñëåäóþ-
ùèå òåîðåìû:

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑉2𝜋, 𝑓 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛 ∈ N. Тогда верно неравен-
ство

‖𝑟𝑛(𝑓)‖ < 𝜔𝑛(𝑓)

[︂
2

𝜋2
ln

(︂
𝑉 (𝑓)

𝜔𝑛(𝑓)

)︂
+ 1.31

]︂
, где 𝜔𝑛(𝑓) = 𝜔

(︁
𝑓 ;

𝜋

1.5(𝑛+ 0.5)

)︁
.

Теорема 2. Для любых чисел 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, и 𝜔𝑛 ∈ [1/𝑛, 1/2] существу-
ет функция 𝜙𝑛 ∈ 𝐶𝑉2𝜋, обладающая следующими свойствами: 𝜔𝑛(𝜙) = 𝜔𝑛,

|𝑟𝑛(𝜙, 0)| > 𝜔𝑛

(︁
2
𝜋2 ln

(︁
𝑉 (𝜙)
𝜔𝑛

)︁
+ 0.31

)︁
.

Âåëè÷èíà 𝜔𝑛(𝑓) áûëà ââåäåíà Ñ.Á. Ñòå÷êèíûì è Â.Ò. Ãàâðèëþê [6] â
ñâÿçè ñ äîêàçàííûì èìè íåðàâåíñòâîì

‖𝑟𝑛(𝑓)‖ 6 𝜔𝑛(𝑓)
𝐿𝑛 + 1

2
∀𝑓 ∈ 𝐶2𝜋, 𝑓 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛 ∈ N,

â êîòîðîì 𝐿𝑛 � 𝑛-ÿ êîíñòàíòà Ëåáåãà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.
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О ЗАДАЧАХ НАЗНАЧЕНИЯ АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

С.Н. Попова
udsu.popova.sn@gmail.com

УДК 517.926, 517.977

Рассматривается задача назначения спектра показателей Ляпунова
линейной управляемой системы под действием линейного по фазо-
вым переменным управления. Получены достаточные условия, кото-
рые гарантируют возможность построения управления, обеспечива-
ющего совпадение спектра показателей замкнутой системы с произ-
вольным допустимым набором чисел. Для получения необходимых
условий применена концепция оболочки Бебутова управляемой си-
стемы, то есть замыкания (в топологии равномерной сходимости на
отрезках) множества сдвигов этой системы.

Ключевые слова: линейная управляемая система, показатели Ляпуно-
ва, оболочка Бебутова

On the problems of assigning the asymptotics of solutions of
linear systems

We consider the problem of assignment of the Lyapunov spectrum of a lin-
ear control system under the action of a linear in phase variables control.
We obtain sufficient conditions that guarantee the possibility of construct-
ing a control that ensures the coincidence of the Lyapunov spectrum of a
closed-loop system with an arbitrary admissible set of numbers. To obtain
the necessary conditions we apply the concept of the Bebutov hull of a
control system, i.e. the closure (in the topology of uniform convergence
on segments) of the shift set of this system.

Keywords: linear control system, Lyapunov spectrum, Bebutov hull

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚, (1)

ñ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè íà R ìàòðèöàìè êîýôôè-
öèåíòîâ 𝐴(·) è 𝐵(·). Ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà [1] ñâîáîäíîé
ñèñòåìû (òî åñòü ñèñòåìû (1) ñ íóëåâûì óïðàâëåíèåì)

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, (2)

îáîçíà÷èì 𝜆1(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴). Óïðàâëåíèå 𝑢(·) â ñèñòåìå (1) âûáåðåì â
âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè 𝑢 = 𝑈(𝑡)𝑥, ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó âèäà

�̇� =
(︀
𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛. (3)

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20–01–00293) и Министерства
науки и высшего образования в рамках государственного задания № 075-01265-22-00
(проект FEWS-2020-0010 “Развитие теории и методов управления и стабилизации ди-
намических систем”).
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Áóäåì íàçûâàòü 𝑈(·) матричным управлением äëÿ ñèñòåìû (3). Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·) допустимо äëÿ ñèñòåìû (3), åñëè
ìàòðèöà 𝑈(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî
íåêîòîðîå äîïóñòèìîå äëÿ ñèñòåìû (3) ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·). Òîãäà
äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (3) ñ âûáðàííûì óïðàâëåíèåì 𝑈(·) îïðåäåëåí ïîë-
íûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà 𝜆1(𝐴+𝐵𝑈) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴+𝐵𝑈).

Определение 1 [2]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì: локальной управляемости полного спектра показателей Ляпуно-
ва, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå 𝛿 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà
÷èñåë 𝜇1 6 . . . 6 𝜇𝑛, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó max

𝑖=1,...,𝑛
|𝜇𝑖 − 𝜆𝑖(𝐴)| 6 𝛿,

ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå äëÿ ñèñòåìû (3) ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·) òàêîå,
÷òî sup𝑡∈R ‖𝑈(𝑡)‖ 6 𝜀 è

𝜆𝑖(𝐴+𝐵𝑈) = 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; (4)

глобальной управляемости полного спектра показателей Ляпунова, åñëè
äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë 𝜇1 6 . . . 6 𝜇𝑛 ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå äëÿ ñèñòå-
ìû (3) ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (4).

Теорема 1. Пусть 𝑛 = 2. Если система (1) равномерно вполне управ-
ляема [3], то полный спектр показателей Ляпунова системы (3) локально
управляем и глобально управляем.

Теорема 2. Пусть полный спектр показателей Ляпунова системы (2)
устойчив [1]. Если система (1) равномерно вполне управляема, то полный
спектр показателей Ляпунова системы (3) локально управляем.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíûå òåîðåìàì 1 è 2, â îáùåì ñëó÷àå
íåâåðíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óïðàâëÿåìîñòè ïîëíî-
ãî ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ââåäåì ïîíÿòèå îáîëî÷êè Áåáóòîâà ëè-
íåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1). Ñèñòåìó (1) îòîæäåñòâèì ñ ôóíêöèåé
𝑡 ↦→ 𝜎(𝑡)

.
=
(︀
𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)

)︀
∈ R𝑛×(𝑛+𝑚). Îáîçíà÷èì 𝜎𝑠(𝑡)

.
= 𝜎(𝑡+ 𝑠) � ñäâèã 𝜎 íà

𝑠 ∈ R è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R(𝜎) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {𝜎𝑠(·) : 𝑠 ∈ N}
â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ. Ìåòðèêà â R(𝜎) ìîæåò
áûòü çàäàíà ðàâåíñòâîì 𝜌(̃︀𝜎, ̂︀𝜎) = sup𝑡∈R min{‖̃︀𝜎(𝑡)−̂︀𝜎(𝑡)‖, |𝑡|−1}. Ïðîñòðàí-
ñòâî (R(𝜎), 𝜌) êîìïàêòíî. Îíî íàçûâàåòñÿ оболочкой Бебутова ñèñòåìû 𝜎.
Êàæäóþ ôóíêöèþ ̂︀𝜎(·) =

(︀ ̂︀𝐴(·), ̂︀𝐵(·)
)︀
∈ R(𝜎) îòîæäåñòâèì ñ ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé �̇� = ̂︀𝐴(𝑡)𝑥+ ̂︀𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚, è ðàñìîò-
ðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó

�̇� =
(︀ ̂︀𝐴(𝑡) + ̂︀𝐵(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛. (5)

Теорема 3. Если для каждой функции ̂︀𝜎(·) =
(︀ ̂︀𝐴(·), ̂︀𝐵(·)

)︀
∈ R(𝜎)

замкнутая система (5) обладает свойством глобальной управляемости
спектра Ляпунова, то система (1) равномерно вполне управляема.

Теорема 4. Пусть полный спектр показателей Ляпунова системы (2)

устойчив. Если для каждой функции ̂︀𝜎(·) =
(︀ ̂︀𝐴(·), ̂︀𝐵(·)

)︀
∈ R(𝜎) замкну-

тая система (5) обладает свойством локальной управляемости спектра
Ляпунова, то система (1) равномерно вполне управляема.



187

Литература
1. Былов Б.Ф., Виноград Р.Э., Гробман Д.М., Немыцкий В.В. Теория показа-

телей Ляпунова и ее приложения к вопросам устойчивости. — М.: Наука, 1966.
2. Макаров Е.К., Попова С.Н. Управляемость асимптотических инвариантов

нестационарных линейных систем. — Мн.: Белорусская наука, 2012.

3. Kalman R.E. Contribution to the theory of optimal control // Boletin de la

Sociedad Matematika Mexicana, 5:1 (1960), 102-119.

НЕОСОБЫЕ ПОТОКИ МОРСА–СМЕЙЛА С ТРЕМЯ
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Топологической эквивалентности неособых потоков Морса –Смейла
в предположениях различной общности посвящен целый ряд статей.
Однако, в случае малого числа орбит известные инварианты можно
значительно упростить и, главное, довести задачу классификации до
реализации, описав допустимость полученных инвариантов. В недав-
ней работе была получена исчерпывающая классификация потоков с
двумя орбитами на произвольных замкнутых 𝑛-многообразиях. В на-
стоящей статье полная топологическая классификация получена для
потоков с тремя периодическими орбитами, заданных на ориентируе-
мых 3-многообразиях.

Ключевые слова: потоки Морса –Смейла, неособые потоки, топологи-
ческая классификация

Non-singular morse-smale flows with three periodic orbits on
orientable 3-manifolds

The topological equivalence of non-singular Morse-Smale flows under as-
sumptions of various generalities is considered in a number of papers.
However, in the case of a small number of orbits, the known invariants
can be significantly simplified and, most importantly, the classification
problem can be brought to realization by describing the admissibility of
the obtained invariants. In a recent paper, an exhaustive classification of
flows with two orbits on arbitrary closed 𝑛-manifolds was obtained. In
this talk, a complete topological classification is obtained for flows with
three periodic orbits given on orientable 3-manifolds.

Keywords: Morse-Smale flows, nonsingular flows, topological classification
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå НМС-потоки 𝑓 𝑡,
òî åñòü неособые (áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê) ïîòîêè Ìîðñà �Ñìåéëà, çàäàí-
íûå íà çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ 𝑀3. Íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî òàêîãî ïîòîêà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ îðáèò.

Ðàññìîòðèì êëàññ 𝐺−
3 (𝑀3) ÍÌÑ-ïîòîêîâ 𝑓 𝑡 : 𝑀3 → 𝑀3 ñ åäèíñòâåí-

íîé ñåäëîâîé îðáèòîé, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé.
Ïîñêîëüêó íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå 𝑀3 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì óñòîé÷èâûõ
(íåóñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñâîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, òî ïîòîê
𝑓 𝑡 ∈ 𝐺−

3 (𝑀3) íåîáõîäèìî èìååò õîòÿ áû îäíó ïðèòÿãèâàþùóþ è õîòÿ áû
îäíó îòòàëêèâàþùóþ îðáèòû. Ìû óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùèé ôàêò.

Äàëåå íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òðóá÷àòûå îêðåñòíî-
ñòè 𝑉𝑆 , 𝑉𝐴, 𝑉𝑅 ñåäëîâîé, ïðèòÿãèâàþùåé è îòòàëêèâàþùåé îðáèò ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü 𝒪 ∈ {𝑆,𝐴,𝑅}. Âûáåðåì íà òîðå 𝑇𝒪 = 𝜕𝑉𝒪 меридиан
𝑀𝒪 (êðèâóþ, ãîìîòîïíóþ íóëþ íà 𝑉𝒪 è ñóùåñòâåííóþ íà 𝑇𝒪) è ïàðàëëåëü
𝐿𝒪 ⊂ 𝑇𝒪 (êðèâóþ, ãîìîëîãè÷íóþ îðáèòå 𝒪). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðèäèàí
𝑀𝒪 îðèåíòèðîâàí òàê, ÷òî ïàðà îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ 𝑀𝒪, 𝐿𝒪 çàäà-
åò âíåøíþþ ñòîðîíó ãðàíèöû ïîëíîòîðèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîòîïè÷åñêèå
òèïû ⟨𝐿𝒪⟩ = ⟨1, 0⟩, ⟨𝑀𝒪⟩ = ⟨0, 1⟩ óçëîâ 𝐿𝒪, 𝑀𝒪 ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè
ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ ⟨𝐾⟩ îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ 𝐾 íà òîðå 𝑇𝒪:

⟨𝐾⟩ = ⟨𝑙𝒪,𝑚𝒪⟩ = 𝑙𝒪⟨𝐿𝒪⟩+𝑚𝒪⟨𝑀𝒪⟩, (1)

ãäå 𝑙𝒪, 𝑚𝒪 ∈ Z � ÷èñëî îáîðîòîâ îðèåíòèðîâàííîãî óçëà 𝐾 âîêðóã ïàðàë-
ëåëè è ìåðèäèàíà, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó òîð 𝑇𝐴 ÿâëÿåòñÿ ñåêóùåé äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ïîòîêà, êðîìå
òðàåêòîðèé ìíîæåñòâà 𝐴 ∪𝑊 𝑠

𝑆 ∪ 𝑅 è ñåêóùåé äëÿ òðàåêòîðèé 𝑊𝑢
𝑆 ∖ 𝑆 ÿâ-

ëÿåòñÿ îêðóæíîñòü, òî ìíîæåñòâî 𝐾𝐴 = 𝑊𝑢
𝑆 ∩ 𝑇𝐴 ÿâëÿåòñÿ óçëîì íà òîðå

𝑇𝐴, êîòîðûé ìû ïîëàãàåì îðèåíòèðîâàííûì ñîãëàñîâàííî ñ îðèåíòàöèåé íà
ñåäëîâîé îðáèòå. Çàïèøåì ãîìîòîïè÷åñêèé òèï óçëà 𝐾𝐴 íà òîðå 𝑇𝐴 â âèäå

⟨𝐾𝐴⟩ = ⟨𝑙𝐴,𝑚𝐴⟩.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìíîæåñòâî 𝐾𝑅 = 𝑊 𝑠
𝑆 ∩ 𝑇𝑅 ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàí-

íûì óçëîì íà òîðå 𝑇𝑅 ñ ãîìîòîïè÷åñêèì òèïîì

⟨𝐾𝑅⟩ = ⟨𝑙𝑅,𝑚𝑅⟩.

Êðîìå òîãî, êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà 𝑓 𝑡, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó 𝑥
𝑅
∈

(𝑇𝑅∖𝐾𝑅) ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî 𝑇𝐴∖𝐾𝐴 â åäèíñòâåííîé òî÷êå 𝑥
𝐴
, ïîðîæäàÿ

потраекторный гомеоморфизм 𝜓
𝑅𝐴

: 𝑇𝑅 ∖𝐾𝑅 → 𝑇𝐴 ∖𝐾𝐴.
Óçëû 𝐾𝐴, 𝐾𝑅 ëèáî îáà ñòÿãèâàåìû, ëèáî îáà ñóùåñòâåííû. Ïî ïîòîêó

𝑓 𝑡 ∈ 𝐺−
3 (𝑀3) îïðåäåëèì ÷åòâåðêó öåëûõ ÷èñåë

𝐶𝑓𝑡 = (𝑙1,𝑚1, 𝑙2,𝑚2)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∙ åñëè óçëû 𝐾𝐴,𝐾𝑅 ñóùåñòâåííû, òî,

𝐶𝑓𝑡 = (𝑙𝐴,𝑚𝐴, 𝑙𝑅,𝑚𝑅);
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∙ åñëè óçëû 𝐾𝐴, 𝐾𝑅 ñòÿãèâàåìû è äèñê, îãðàíè÷åííûé óçëîì 𝐾𝐴 íà
òîðå 𝑇𝐴 îñòàåòñÿ ñïðàâà (ñëåâà) ïðè åãî îáõîäå, òî

𝐶𝑓𝑡 = (0, 0, 𝑎, 𝑏),

ãäå ⟨𝑎, 𝑏⟩ = 𝜓
𝑅𝐴*⟨0, 1⟩ (⟨𝑎, 𝑏⟩ = 𝜓

𝑅𝐴*⟨0,−1⟩)

Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ íàáîðà 𝐶𝑓𝑡 = (𝑙1,𝑚1, 𝑙2,𝑚2)
ñëåäóåò, ÷òî 𝑙𝑖,𝑚𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2} � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, åñëè |𝑙𝑖|+ |𝑚𝑖| ≠ 0.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåí òîïîëîãè÷åñêèé òèï îðèåíòèðóåìûõ
ìíîãîîáðàçèé 𝑀3, äîïóñêàþùèõ ïîòîêè êëàññà 𝐺−

3 (𝑀3).
Теорема 1. Пусть поток 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺−

3 (𝑀3) имеет инвариант
𝐶𝑓𝑡 = (𝑙1,𝑚1, 𝑙2,𝑚2), тогда

∙ если 𝑙1 · 𝑙2 = 0, то 𝑀3 гомеоморфно линзовому пространству 𝐿𝑙2,𝑚2 ;

∙ если 𝑙1 · 𝑙2 ̸= 0, то 𝑀3 гомеоморфно многообразию Зейферта
𝑀(S2, (2, 1), (𝑙1, 𝛽1), (𝑙2, 𝛽2)), где 𝛽𝑖 — решение сравнения 𝛽𝑖𝑚𝑖 ≡ 1
(mod 𝑙𝑖), 𝑖 = 1, 2. Ни одно из этих многообразий не является лин-
зовым пространством.
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СТАБИЛЬНОСТЬ И НЕСТАБИЛЬНОСТЬ СИСТЕМ
СЛУЧАЙНОГО МНОЖЕСТВЕННОГО ДОСТУПА С
МЕХАНИЗМОМ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ПОДПИТКИ

А.В. Резлер, М.Г. Чебунин
rezlers123@gmail.com, chebuninmikhail@gmail.com

УДК 519.21

В статье изучается обобщение модели классической синхронизирован-
ной системы случайного множественного доступа с одним передаю-
щим прибором, управляемой протоколом передачи данных ALOHA
и дополнительно снабженной механизмом энергетической подпитки.
Основное обобщение состоит в предположении, что сообщения могут
принимать неограниченное количество энергии.

Ключевые слова: цепи Маркова, протоколы ALOHA, обобщенный кри-
терий Фостера, эргодичность, невозвратность

Stability and instability of a random multiple access system
with an energy harvesting mechanism

We introduce a generalisation of the model of the classical synchronised
multiple access system with a single transmission channel controlled by
a randomised transmission protocol (ALOHA) and additionally equipped
with an energy harvesting mechanism. The generalisation is the assump-
tion that messages may receive an unlimited amount of energy.

Keywords: Markov chains, ALOHA algorithm, energy harvesting, gener-
alised Foster criterion, ergodicity, transience

Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì îáîáùåíèå ìîäåëè, èññëåäîâàííîé â ðàáîòå
Ñ.Ã. Ôîññà, Ä.Ê. Êèìà è À.Ì. Òþðëèêîâà [1]. Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòà-
òàõ ðàáîòû À.Â. Ðåçëåðà è Ì.Ã ×åáóíèíà [2]. Â ñòàòüå [1] áûëè ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèíõðîíèçèðî-
âàííîé ñèñòåìû ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ îäíèì ïåðåäàþùèì
ïðèáîðîì, óïðàâëÿåìîé ïðîòîêîëîì ïåðåäà÷è äàííûõ ALOHA è äîïîëíè-
òåëüíî ñíàáæåííîé ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè. Îñíîâíîå îòëè-
÷èå ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â ñòàòüå [2], çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå
ñîîáùåíèå èìååò àêêóìóëÿòîð íåîãðàíè÷åííîé âìåñòèìîñòè, òîãäà êàê â
ðàáîòå [1] àêêóìóëÿòîð èìååò òîëüêî îäíó ÿ÷åéêó äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [2] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáëàñòè ñòàáèëüíî-
ñòè è íåñòàáèëüíîñòè ñèñòåìû íå çàâèñÿò îò âìåñòèìîñòè àêêóìóëÿòîðîâ.

Ïðèâåäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëè. Âðåìÿ ñëîòèðîâàíî. Ïóñòü
𝜉𝑛 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé, ïîñòóïèâ-
øèõ â íàêîïèòåëü ñèñòåìû â òå÷åíèè èíòåðâàëà âðåìåíè [𝑛 − 1, 𝑛). Äàëåå
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Резлер Александр Вадимович, НГУ (Новосибирск, Россия); Alexandr Rezler
(Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia)

Чебунин Михаил Георгиевич, к.ф.-м.н., технологический институт Карлсруэ
(Карлсруэ, Германия); Chebunin Michail (Karlsruhe Institute of Technology, Germany)



191

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî {𝜉𝑛}𝑛>0 îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ (í.î.ð.) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 𝜆 ∈ (0, 1). Êàæäîå
ñîîáùåíèå ñíàáæåíî áàòàðååé ñ íåîãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê äëÿ
õðàíåíèÿ ýíåðãèè è ïðèáûâàåò â íàêîïèòåëü ñèñòåìû ñ ïóñòîé áàòàðååé. Ìå-
õàíèçì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè â êàæäûé âðåìåííîé ñëîò ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîå ñîîáùåíèå, èìåþùåå â íà÷àëå âðåìåííîãî ñëî-
òà áàòàðåþ, çàðÿæåííóþ íà 𝑖 ÿ÷ååê áóäåò ïåðåäàíî íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 𝑝𝑖 èëè îñòàíåòñÿ â ñèñòåìå ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑝𝑖, à òàêæå,
ïîñëå ïåðåäà÷è, êàæäîå ñîîáùåíèå, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû, ïîëó÷èò îäíó åäèíèöó ýíåðãèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝜇 > 0. Çàòåì, åñëè
â çàäàííûé âðåìåííîé èíòåðâàë íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð ïîñòóïèëî òîëüêî
îäíî ñîîáùåíèå, òî îíî ïîêèäàåò ñèñòåìó. Åñëè íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð ïî-
ñòóïèëî äâà èëè áîëåå ñîîáùåíèé, òî ïðîèñõîäèò íàëîæåíèå (êîíôëèêò) è
ïåðåäàâàâøèåñÿ ñîîáùåíèÿ âîçâðàùàþòñÿ â ñèñòåìó, íî òåðÿþò îäíó ÿ÷åé-
êó ýíåðãèè. Ïóñòü 𝑞𝑛 � ñîîáùåíèÿ, êîòîðûå óæå íàõîäèëèñü â íàêîïèòåëå
ñèñòåìû è 𝑣(𝑖)𝑛 � ñîîáùåíèÿ, èìåþùèå 𝑖 åäèíèö ýíåðãèè ê íà÷àëó äàííîãî
âðåìåííîãî ñëîòà. Çàìåòèì, ÷òî

∑︀∞
𝑖=1 𝑣

(𝑖)
𝑛 6 𝑞𝑛 ï.í.

Ïóñòü 𝐵
(𝑗)
𝑛 (𝑘, 1 − 𝑝) è ̃︀𝐵(𝑗)

𝑛 (𝑘, 1 − 𝑝), ãäå 𝑛 ∈ Z, 𝑘 > 0, 𝑗 > 1,
äâà âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ áè-
íîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìûõ îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñè-
ñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐷

(𝑗)
𝑛 (𝑘, 𝑝) = 𝑘 − 𝐵

(𝑗)
𝑛 (𝑘, 1 − 𝑝). Ïóñòü 𝐼𝑛𝑝 =

𝐼
(︁∑︀∞

𝑖=1𝐵
(𝑖)
𝑛

(︁
𝑣
(𝑖)
𝑛 , 1− 𝑝𝑖

)︁
= 1
)︁
, òî åñòü 𝐼𝑛𝑝 � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî

â òîì, ÷òî â 𝑛-ûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèçîøëà óñïåøíàÿ ïåðåäà÷à ñîîáùå-
íèÿ. Ìû èçó÷àåì ñëåäóþùóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 − 𝐼𝑝(𝑛) + 𝜉𝑛,

𝑣
(1)
𝑛+1 = 𝑣

(1)
𝑛 −𝐵

(1)
𝑛 (𝑣

(1)
𝑛 , 1− 𝑝) + ̃︀𝐵(1)

𝑛 (𝑞𝑛 −
∑︀∞

𝑖=1 𝑣
(𝑖)
𝑛 + 𝜉𝑛, 𝜇(𝑞𝑛))

− ̃︀𝐵(2)
𝑛 (𝑣

(1)
𝑛 −𝐵

(1)
𝑛 (𝑣

(1)
𝑛 , 1− 𝑝), 𝜇(𝑞𝑛)) +𝐵

(2)
𝑛 (𝑣

(2)
𝑛 , 1− 𝑝2) · (1− 𝐼𝑝(𝑛))

𝑣
(2)
𝑛+1 = 𝑣

(2)
𝑛 −𝐵

(2)
𝑛 (𝑣

(2)
𝑛 , 1− 𝑝2) + ̃︀𝐵(2)

𝑛 (𝑣
(1)
𝑛 −𝐵

(1)
𝑛 (𝑣

(1)
𝑛 , 1− 𝑝), 𝜇(𝑞𝑛))

− ̃︀𝐵(3)
𝑛 (𝑣

(2)
𝑛 −𝐵

(2)
𝑛 (𝑣

(2)
𝑛 , 1− 𝑝2), 𝜇(𝑞𝑛)) +𝐵

(3)
𝑛 (𝑣

(3)
𝑛 , 1− 𝑝3) · (1− 𝐼𝑝(𝑛))

...

Íå òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà. Äëÿ
íåå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Теорема. Если, для некоторой константы 𝑐 > 0, 𝜇(𝑞) имеет вид

𝜇(𝑞) =

{︃
min(𝑐/𝑞, 1), 𝑞 ∈ Z+∖{0}
1, 𝑞 = 0

тогда цепь Маркова стабильна при входной интенсивности 𝜆 < 𝑐𝑒−𝑐 и
нестабильна при 𝜆 > 𝑐𝑒−𝑐.
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ПРОЦЕССЫ КОНЦЕНТРАЦИИ В ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ
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Характерным свойством обобщенных решений системы уравнений га-
зовой динамики без давления в многомерном случае является возник-
новение сильных особенностей на многообразиях разной размерности.
Это свойство обозначим как существование иерархии особенностей.
Оказывается, что в двумерном случае иерархию особенностей можно
описать единообразно, в форме вариационного принципа. Предлагае-
мое построение является прямым обобщением известного вариацион-
ного принципа в одномерном случае.

Ключевые слова: газовая динамика без давления, концентрация веще-
ства, иерархия особенностей, вариационный принцип

Concentration processes in a two-dimensional system of
pressureless gas

A characteristic property of generalized solutions of the system of pres-
sureless gas in the multidimensional case is the occurrence of strong sin-
gularities on manifolds of different dimensions. We denote this property
as the existence of a hierarchy of singularities. It turns out that in the
two-dimensional case, the hierarchy of singularities can be described uni-
formly, in the form of a variational principle. The proposed construction
is a direct generalization of the well-known variational principle in the
one-dimensional case.

Keywords: pressureless gas dynamics, substance concentrations, hierarchy
of singularities, variational principle
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Ïóñòü x ≡ (𝑥, 𝑦), (𝑡,x) ∈ R+ × R2, ∇ = (𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦), òîãäà äâóìåðíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè áåç äàâëåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì

𝜕𝜚

𝜕𝑡
+∇ · 𝜚u = 0 ,

𝜕(𝜚u)

𝜕𝑡
+∇ · (𝜚u⊗ u) = 0 , (1)

ãäå 𝜚 > 0 èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âåùåñòâà, u ≡ (𝑢, 𝑣) � âåêòîð ñêîðîñòè, à ⊗
îáîçíà÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü 𝜚(0,x) = 𝜚0(x), u(0,x) = u0(x).

Âñëåäñòâèå íåñòðîãîé ãèïåðáîëè÷íîñòè (1) åå ðåøåíèÿ ïîíèìàþòñÿ â
ñìûñëå ìåð, ñì., íàïðèìåð, [1]. Ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò ôîðìèðîâàíèå ñèëü-
íûõ îñîáåííîñòåé â âèäå ðàçðûâîâ ñêîðîñòè è îäíîâðåìåííîé êîíöåíòðàöèè
âåùåñòâà (ò.å. ôîðìèðîâàíèå 𝛿-ôóíêöèé) íà êðèâûõ â êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà.
Êðîìå òîãî, äîïóñòèìà ñèòóàöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ òàêèõ êðèâûõ è ôîðìèðî-
âàíèÿ îñîáåííîñòè ïëîòíîñòè â âèäå 𝛿-ôóíêöèè â òî÷êå, [2]. Íèæå ñôîðìó-
ëèðóåì óòâåðæäåíèå, äàþùåå íåñêîëüêî èíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëîæåíèé
èç [3] è ïîä÷åðêèâàþùåå ñâÿçü ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå.

Îáîçíà÷èì a ≡ (𝑎, 𝑏), X ≡ (𝜒, 𝛾), S ≡ (𝑠𝑥, 𝑠𝑦), 𝑖 = 1, 2. Ðàññìîòðèì â
ïðîñòðàíñòâå (𝑡,x) äâå ïîâåðõíîñòè Γ𝑖, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè
êàê x = X𝑖(𝑡, 𝑙) ∈ 𝐶1 (R+ × R) è ïåðåñåêàþòñÿ ïî êðèâîé 𝐿, ïàðàìåòðè÷åñêè
çàäàííîé êàê x = S(𝑡) ∈ 𝐶1(R+). Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 íà êðèâûå Γ𝑖
ïðèõîäèò äâå õàðàêòåðèñòèêè âèäà

x = x*(𝜏,a) ≡ a + 𝜏u0(a) , 0 < 𝜏 6 𝑡 . (2)

Îòîáðàæåíèå (2) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé êðèâîé Γ𝑖 íåêîòîðóþ ïëî-
ùàäü 𝐴𝑖 â êîîðäèíàòàõ a, êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçóåòñÿ âåëè÷èíàìè 𝜏, 𝑙, a =
a𝑖(𝜏, 𝑙).

Äëÿ êàæäîãî 𝑖 îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèîíàë

J𝑖 ≡
∫︁ ∫︁

𝐴𝑖

[︂
u0(a)− x− a

𝑡

]︂
𝜚0(a)𝑑a . (3)

Ôóíêöèîíàë (3) îïðåäåëåí, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîé ïàðàìåòðèçîâàííîé
ïëîùàäè 𝐴 è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå îä-
íîñâÿçíûõ îáëàñòåé, èìåþùèõ ïëîùàäü. Îïðåäåëèì âàðèàöèþ ïëîùàäè 𝛿𝐴
êàê âàðèàöèþ êîîðäèíàò 𝛿a, òàêóþ ÷òî 𝛿a ‖ 𝜕a𝑖/𝜕𝑙.

Теорема 1. Пусть имеет место описанная выше конфигурация поверх-
ностей Γ𝑖 и кривой 𝐿, а 𝐴𝑖 и 𝐷 обозначают соответствующие площади.
Пусть выполнено

𝛿J/𝛿𝐴|𝐴=𝐴𝑖
= 0 ; J(𝐷) = 0 (4)

и 𝐴1

⋃︀
𝐴2

⋃︀
𝐷 представляет собой односвязную область. Тогда вдоль по-

верхностей выполняются соотношения Ренкина-Гюгонио, см. [1], а вдоль
кривой справедливы законы сохранения массы и импульса.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (4) àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì âàðèàöèîííîãî ïðèíöè-
ïà äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, [4], åñëè ðàññìàòðèâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë

𝐽(𝑦; 𝑡, 𝑥) ≡
∫︁ 𝑦

0

[︂
𝑢0(𝑎)− 𝑥− 𝑎

𝑡

]︂
𝜚0(𝑎)𝑑𝑎 ,
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êàê ôóíêöèîíàë íà îòðåçêàõ [𝑦1, 𝑦2] èç R.
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О ТОЧНОЙ ОЦЕНКЕ ПОКАЗАТЕЛЯ РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНОГО АВТОНОМНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Т.Л. Сабатулина
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УДК 517.929

Рассматривается линейное автономное дифференциальное уравнение
с распределенным запаздыванием. Для этого уравнения известен кри-
терий экспоненциальной устойчивости, однако до сих пор для него не
было найдено точного показателя степени экспоненты. В данной ра-
боте получена точная оценка показателя степени экспоненты в зави-
симости от значения коэффициента и запаздывания.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение, рас-
пределённое запаздывание, экспоненциальная устойчивость

On the exact estimation for the exponent of solutions of a
linear autonomous differential equation with distributed delay

A linear autonomous differential equation with a distributed delay is con-
sidered. The exponential stability criterion is known for this equation,
but so far no exact exponent has been found for it. In this paper, the
exact estimation for the exponent is obtained depending on the value of
the coefficient and the delay.

Keywords: functional differential equation, distributed delay, exponential
stability
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàñ-
ïðåäåë¼ííûì çàïàçäûâàíèåì

�̇�(𝑡) + 𝑏

∫︁ 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (1)

ãäå ℎ > 0, 𝑏 ∈ R, ôóíêöèÿ 𝑓 : R+ → R ëîêàëüíî ñóììèðóåìà.
Ïîä решением óðàâíåíèÿ (1) áóäåì ïîíèìàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ

íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå ôóíêöèþ 𝑥 : R+ → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ (1)
ïî÷òè âñþäó íà R+.

Êàê èçâåñòíî [1, ñ. 84, òåîðåìà 1.1], óðàâíåíèå (1) ñ çàäàííûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî è åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑋(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠, (2)

ãäå 𝑋 : R+ → R íàçûâàåòñÿ фундаментальным решением óðàâíåíèÿ (1).
Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (2) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íå çàâèñèò íè îò íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ 𝑥(0), íè îò âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ 𝑓 , òàêæå ôóíêöèÿ 𝑋
îïðåäåëÿåò ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ôóíê-
öèþ 𝑋 ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ экспоненциально устойчивым, åñëè ñóùåñòâó-
þò 𝑁, 𝛾 > 0, òàêèå ÷òî ïðè âñåõ 𝑡 ∈ R+ ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|𝑋(𝑡)| 6 𝑁𝑒−𝛾𝑡. (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî ÷èñåë 𝛾 ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (3). Íàçîâ¼ì ÷èñëî 𝜔 , sup{𝛾 : 𝛾 ∈ Γ} точным показателем ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èçâåñòåí êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè:
óðàâíåíèå (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 <
𝑏ℎ2 < 𝜋2/2 (ñì. [2]). Îäíàêî äî ñèõ ïîð äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íå áûëî íàéäåíî
òî÷íîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ýêñïîíåíòû. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) íàéäåíà òî÷íàÿ îöåíêà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ýêñïîíåíòû â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé 𝑏 è ℎ.

Ïóñòü 𝜁0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ 𝑒−𝜉 = 1− 𝜉
2 , 𝜁0 ≈ 1.5936243.

Íà ïðîìåæóòêå (0, 𝜁0] çàäàäèì ôóíêöèþ 𝜁 = 𝜙1(𝜂), çàäàííóþ ñîîòíîøåíèåì

𝜂 = 𝜁2

𝑒𝜁−1
. Ôóíêöèÿ 𝜙1 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî 𝜂0, 𝜂0 ≈ 0.647610. Ïðè

𝜂 ∈ [𝜂0, 𝜋
2/2] ââåä¼ì ôóíêöèþ 𝜁 = 𝜙2(𝜂), çàäàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜂 = −
𝜁𝑒−𝜁

(︀
𝜃2 + 𝜁2

)︀
𝜁𝑒−𝜁 − 𝜁 cos 𝜃 − 𝜃 sin 𝜃

,

2𝜃𝜁
(︀
𝑒−𝜁 − cos 𝜃

)︀
+
(︀
𝜁2 − 𝜃2

)︀
sin 𝜃 = 0, 𝜃 ∈ [0, 𝜋].

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé 𝜙1 è 𝜙2.
Теорема 1. Если 𝑏ℎ2 ∈

(︀
0, 𝜋2/2

)︀
, то точный показатель 𝜔 определя-

ется следующими равенствами:
1) 𝜔 = 𝜙1(𝑏ℎ2) при 𝑏ℎ2 ∈ (0, 𝜂0);
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Ðèñ. 1: Ãðàôèêè ôóíêöèé 𝜙1 and 𝜙2.

2) 𝜔 = 𝜙2(𝑏ℎ2) при 𝑏ℎ2 ∈ (𝜂0, 𝜋
2/2);

3) 𝜔 = 𝜁0 при 𝑏ℎ
2 = 𝜂0.

Теорема 2. Если 𝑏ℎ2 ∈
(︀
0, 𝜋2/2

)︀
и 𝑏ℎ2 ̸= 𝜂0, то для фундаментального

решения уравнения (1) справедлива оценка |𝑋(𝑡)| 6 𝑁𝑒−𝜔𝑡, где 𝜔 определена
в случаях 1) и 2) теоремы 1.

Теорема 3. Если 𝑏 = 𝜂0, то для некоторых 𝑀, 𝜈 > 0 справедлива оцен-

ка
⃒⃒⃒
𝑋(𝑡)𝑒𝜁0𝑡 − 𝜁0

𝜁0−1 𝑡−
𝜁20−3𝜁0+3
(𝜁0−1)2

⃒⃒⃒
6𝑀𝑒−𝜈𝑡, 𝑡 ∈ R+.
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ñëåäóþùèé: ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðîñòðàíñòâà 𝑋 è 𝑌 ñïðàâåäëèâ
ëîãàðèôìè÷åñêèé çàêîí ò.å. êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝑑𝑖𝑚(𝑋 × 𝑌 ) = 𝑑𝑖𝑚(𝑋) + 𝑑𝑖𝑚(𝑌 ).

Îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò òàêæå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ𝑋 è 𝑌 äëÿ êîòîðûõ ëî-
ãàðèôìè÷åñêèé çàêîí íå âåðåí. Ýòè ïðèìåðû áóäóò ïîêàçûâàòü, ÷òî ìíîãèå
èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ íå ïóñòû. ß îòìå÷ó çäåñü
òîëüêî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïåðâûé òàêîé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ë. Ïîíòðÿãèíûì â íà÷àëå 30õ
ãîäîâ. Èç åãî ðåçóëüòàòà, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâóìåðíûå ìåòðè÷åñêèå
êîìïàêòû 𝑋 è 𝑌 äëÿ êîòîðûõ 𝑑𝑖𝑚(𝑋) = 𝑑𝑖𝑚(𝑌 ) = 2 è 𝑑𝑖𝑚(𝑋 × 𝑌 ) = 3.
Òàê êàê äëÿ ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ 𝑑𝑖𝑚 = 𝑖𝑛𝑑 ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî
𝑖𝑛𝑑(𝑋) = 𝑖𝑛𝑑(𝑌 ) = 2 è 𝑖𝑛𝑑(𝑋 × 𝑌 ) = 3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Â. Ôèëèïïîâ (1971) ïîñòðîèë ïðèìåðû (íåìåòðèçóå-
ìûõ) êîìïàêòîâ 𝑋 è 𝑌 , äëÿ êîòîðûõ

𝐼𝑛𝑑(𝑋) = 𝑖𝑛𝑑(𝑋) = 1, 𝐼𝑛𝑑(𝑌 ) = 𝑖𝑛𝑑(𝑌 ) = 2 è

𝐼𝑛𝑑(𝑋 × 𝑌 ) > 𝑖𝑛𝑑(𝑋 × 𝑌 ) > 3.

Èç ðåçóëüòàòîâ Á. Ïàñûíêîâà (1998) è À. Êàðàñåâà è Ê. Êîçëîâà (2015)
ñëåäóåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝐼𝑛𝑑(𝑋 × 𝑌 ) = 𝑖𝑛𝑑(𝑋 × 𝑌 ) = 4.

Á. Ïàñûíêîâûì äîêàçàíî òàêæå, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ïðîñòðàíñòâà èç êîíå÷íîìåðíîñòè ñîìíîæèòåëåé ïî 𝐼𝑛𝑑 ñëåäóåò êîíå÷-
íîìåðíîñòü èõ ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèÿ ðÿäà ïðèìåðîâ êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåí ëîãàðèôìè÷åñêèé çàêîí âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
ðåçóëüòàòà À. Äðàíèøíèêîâà (1988): для любых натуральных 𝑛 6 𝑚 и лю-
бого 𝑟 : 𝑚 < 𝑟 6 𝑛+𝑚 существуют такие (метрические) компакты 𝑋𝑛 и
𝑋𝑚, что

𝑑𝑖𝑚(𝑋𝑛) = 𝑛, 𝑑𝑖𝑚(𝑋𝑚) = 𝑚 è 𝑑𝑖𝑚(𝑋𝑛 ×𝑋𝑚) = 𝑟.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ðàçìåðíîñòü 𝑑𝑖𝑚 ìîæíî çàìåíèòü íà ðàçìåðíîñòü 𝑖𝑛𝑑.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàøåãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема. Для любого пространства 𝑌 веса 𝜏 , любых ординалов 𝛼 и 𝛽
и любого насыщенного класса S пространств веса 𝜏 в непустом классе всех
элементов 𝑋 ∈ S, для которых 𝑖𝑛𝑑(𝑋) = 𝛼 и 𝑖𝑛𝑑(𝑌 ×𝑋) = 𝛽 существует
универсальный элемент.

Ïîíÿòèå íàñûùåííîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê
íàçûâàåìûõ Ñîäåðæàùèõ Ïðîñòðàíñòâ. Çäåñü, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî êëàññ
ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ, êëàññ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, êëàññ ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ìíîãèå äðóãèå êëàññû ÿâëÿþòñÿ
íàñûùåííûìè êëàññàìè.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
НЕУСТОЙЧИВОГО СОСТОЯНИЯ ЖИДКОГО КРИСТАЛЛА

В НЕОДНОРОДНОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ
В.М. Садовский, О.В. Садовская

sadov@icm.krasn.ru, o_sadov@icm.krasn.ru

УДК 519.63, 539.37

На основе определяющих уравнений Озеена–Франка моделируется
эффект переориентации молекул в протяженном слое жидкого крис-
талла, находящемся в неоднородном электрическом поле конденсато-
ра с короткими периодически расположенными обкладками. Для чис-
ленного решения уравнений построена вариационно-разностная схе-
ма, алгоритмическая реализация которой основана на методе прямых
и итерационном процессе, на каждом шаге которого строится решение
уравнения Пуассона с помощью быстрого преобразования Фурье.

Ключевые слова: уравнения Озеена–Франка, жидкий кристалл, элект-
рическое поле, технология CUDA

Modelling of the unstable state of a liquid crystal in an electric
field

We use the Oseen–Frank constitutive equations to simulate the effect of
reorientation of molecules in an extended layer of a liquid crystal located
in a non-uniform electric field of a capacitor with short periodically ar-
ranged plates. For numerical solution of equations the variational dif-
ference scheme is proposed, the algorithmic implementation of which is
based on the method of straight lines and an iterative process, at each
step of which the solution of Poisson’s equation is constructed using the
fast Fourier transform).

Keywords: Oseen–Frank equations, liquid crystal, electric field, CUDA
technology

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè Îçååíà�Ôðàíêà, èñïîëüçóåìîé ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ñòàòèêè æèäêèõ êðèñòàëëîâ, âûòåêàþò èç âàðèàöèîííîãî ïðèí-
öèïà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ðàñïðåäåëåíèå óãëîâ îðèåíòàöèè
ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàëëà ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäà-
âàåìîãî çàðÿäàìè íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòà-
öèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

𝐽 =

∫︁∫︁
Ω

(︂
𝐹 − 1

2
𝐷 · 𝐸

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Мин-
обрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ (Со-
глашение 075-02-2022-873).
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Çäåñü 𝐸 = −∇𝜙 è 𝐷 = 𝜀0 𝜀 · 𝐸 � âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè-
÷åñêîé èíäóêöèè, 𝐹 = 𝛾

(︀
|∇ ·𝑛|2 + |∇×𝑛|2

)︀
/2 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ôðàíêà,

𝜙 � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, 𝜀 � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè,
𝑛 =

(︀
cos(𝜃 − 𝜃0) , sin(𝜃 − 𝜃0)

)︀
� âåêòîð�äèðåêòîð îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ ìîëåêóë, 𝜃 � óãîë îðèåíòàöèè.
Èç âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé 𝛿𝜃 𝐽(𝜃, 𝜙) = 0 è 𝛿𝜙 𝐽(𝜃, 𝜙) = 0 ïîëó÷èì:

− 2 𝜀⊥

𝜀‖ − 𝜀⊥
∆𝜙 =

𝜕

𝜕𝑥

(︁
2𝜙𝑥 cos2 𝜃 + 𝜙𝑦 sin 2𝜃

)︁
+

𝜕

𝜕𝑦

(︁
𝜙𝑥 sin 2𝜃 + 2𝜙𝑦 sin2 𝜃

)︁
,

− 2 𝛾

𝜀0
(︀
𝜀‖ − 𝜀⊥

)︀ ∆
(︀
𝜃 − 𝜃0

)︀
= 2𝜙𝑥 𝜙𝑦 cos 2𝜃 −

(︀
𝜙2
𝑥 − 𝜙2

𝑦

)︀
sin 2𝜃,

ãäå 𝜀‖ è 𝜀⊥ � äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè âäîëü è ïîïåðåê ìîëåêóë, 𝜙𝑥
è 𝜙𝑦 � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

Ýòè óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîé
ñõåìû. Ïðè íàõîæäåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ îðè-
åíòàöèè ìîëåêóë èñïîëüçóþòñÿ äâà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà èòåðàöèîí-
íûõ ïðîöåññà, òðåõòî÷å÷íàÿ ïðîãîíêà, ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå, ìåòîä ïðÿìûõ. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ âûïîëíåíà ïî òåõíîëîãèè
CUDA äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè.

Ñ ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà è ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû
ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû ïåðåîðèåíòàöèè ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàëëà 5ÖÁ â
íåîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ îáêëàäîê
êîíäåíñàòîðà. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ÆÊ ñëîÿ ñ ãîðèçîíòàëü-
íîé íà÷àëüíîé îðèåíòàöèåé ìîëåêóë, ñ ïîñòîÿííûì íà÷àëüíûì óãëîì îðè-
åíòàöèè 𝜃0 (ñì. ðèñ. 1) è ñ íåðàâíîìåðíûì 𝑠-îáðàçíûì (ïî òîëùèíå ñëîÿ)
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì óãëîâ.

Ðèñ. 1: Âîçäåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì íà ÆÊ ñëîé (íà÷àëüíûé óãîë
îðèåíòàöèè ìîëåêóë 𝜃0 = 450): ëèíèè óðîâíÿ óãëîâ îðèåíòàöèè 𝜃−𝜃0 (ñëåâà)
è ðàñïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ñïðàâà)

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî öåíòðàìè áîëüøèõ äîìåíîâ ñîðèåí-
òèðîâàííûõ ìîëåêóë (ðîåâ) â æèäêîì êðèñòàëëå ñëóæàò ëîêàëèçîâàííûå
ãðóïïû ìîëåêóë, íà÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâ-
ëåíèþ ïîëÿ, è ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà òàêèõ öåíòðîâ ìîæåò îáðàçî-
âûâàòüñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî ðîåâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìèðîâàíèå ðîåâ
ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ãðóïï.

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â [1].
Óïðîùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè æèäêîãî êðèñòàëëà êàê
àêóñòè÷åñêîé ìèêðîíåîäíîðîäíîé ñðåäû, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷èòûâàòü òåðìî-
ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ íàÆÊ, ïðåäñòàâëåíà â [2].



200

Литература
1. Sadovskii V.M., Sadovskaya O.V. Mathematical modeling of inhomogeneous

electric field impact on a liquid crystal layer // Z Angew Math Mech (2022),
e202200248.

2. Sadovskii V., Sadovskaya O. Acoustic approximation of the governing equations

of liquid crystals under weak thermomechanical and electrostatic perturbations. In:

Advances in Mechanics of Microstructured Media and Structures, chapt. 17. — Cham:

Springer, 2018. — 297-341.

ИМПУЛЬСНОЕ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С
ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫМ ПЕРЕХОДНЫМ СЛОЕМ
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Рассматривается задача Коши для уравнения теплопроводности с
младшим интегральным членом, моделирующим немгновенное им-
пульсное воздействие с эффектом памяти. Длительность воздействия
является в задаче малым положительным параметром. Проводится
предельный переход при стремлении этого параметра к нулю с сохра-
нением при этом суммарного импульса. Как результат конструирует-
ся предельная модель с мгновенным (инфинитезимальным) ударным
переходным слоем, структура которого наследует профиль немгно-
венного импульсного воздействия.

Ключевые слова: параболическое уравнение Вольтерра, немгновенный
импульс, ударный слой

The impulsive heat equation with Volterra’s infinitesimal
transition layer

We consider the Cauchy problem for the heat equation containing the
minor integral term, which models a non-instantaneous impulsive impact
with memory effect. Duration of the impact is a small positive parameter
in the problem. As this parameter tends to zero, we fulfill the limiting
transition, assuming at the same time that the integral impulsive mo-
mentum remains unchanged. As the result, we construct the limit model
incorporating the infinitesimal shock transition layer, whose structure in-
herits the form of the non-instantaneous impulsive profile.

Keywords: parabolic Volterra equation, non-instantaneous impulse, shock
layer
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Äîêëàä ïîñâÿùåí àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó ïðè 𝜀→ 0+ ñåìåéñòâà ðå-
øåíèé {𝑢 = 𝑢𝜀}𝜀>0 çàäà÷è Êîøè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî èí-
òåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà

𝜕𝑡𝑢(x, 𝑡) = ∆𝑥𝑢(x, 𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝜏
𝜀 (𝑡)𝐾𝜏

𝜀 (𝑠)𝛽(x, 𝑢(x, 𝑠)) 𝑑𝑠 â R𝑑𝑥 × (0, 𝑇 ), (1)

â êîòîðîì 𝐾𝜏
𝜀 (·) � ýòî êóñî÷íî-ãëàäêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÿäðî ñ íîñèòåëåì

íà ñåãìåíòå [𝜏, 𝜏 + 𝜀] è ñî ñðåäíèì, ðàâíûì åäèíèöå, ñëàáî⋆ ñõîäÿùååñÿ
(ïðè 𝜀→ 0+) â ïðîñòðàíñòâå ìåð Ðàäîíà íà (0, 𝑇 ) ê îäíîñòîðîííåé äåëüòà-
ôóíêöèè Äèðàêà 𝛿(·=𝜏+0), 𝑇 > 0 è 𝜏 = const ∈ (0, 𝑇 ) � äâà ôèêñèðîâàííûõ
ìîìåíòà âðåìåíè è 𝛽 � çàäàííàÿ ñóáëèíåéíàÿ ïî 𝑢 è äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ
âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ (äàííûå Êîøè)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0 (2)

ÿâëÿåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêîé è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà𝑊 1,𝑝
𝑙𝑜𝑐 (R𝑑𝑥).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (1) âûòåêàåò èç ñèñòåìû

𝜕𝑡𝑢(x, 𝑡) = ∆𝑥𝑢(x, 𝑡) +𝐾𝜏
𝜀 (𝑡)𝑉 (x, 𝑡),

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (x, 𝑡) = 𝐾𝜏

𝜀 (𝑡)𝛽(x, 𝑢(x, 𝑡)),

ìîäåëèðóþùåé óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, â êîòîðîì ôóíêöèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ 𝑉 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ 𝑢 ïîñðåäñòâîì íåÿâíîãî ìå-
õàíèçìà, âûðàæàåìîãî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé 𝜀 > 0 â ñëó÷àå, êîãäà 𝑝 > 𝑑, ñóùåñòâîâà-
íèå è åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2) ãàðàíòèðóþòñÿ õîðîøî
èçâåñòíûìè òåîðåòè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè [1].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè 𝜀 → 0+ ñåìåéñòâî {𝑢 = 𝑢𝜀}𝜀>0 ñëàáûõ ðåøåíèé

çàäà÷è (1)-(2) è ñåìåéñòâî {�̄�𝜀 : R𝑑𝑥 × [0, 1] ↦→ R} îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëå
�̄�𝜀(x, 𝑡)

def
= 𝑢𝜀(x, 𝜏 + 𝜀𝑡) (𝑡 ∈ [0, 1], 𝜀 > 0) ïåðåìàñøòàáèðîâàííûõ ñëàáûõ

ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2) ñõîäÿòñÿ ê ïàðå ôóíêöèé (𝑢, �̄�), êîòîðàÿ ñëóæèò
åäèíñòâåííûì ñèëüíûì ðåøåíèåì äâóõìàñøòàáíîé çàäà÷è

𝜕𝑡𝑢 = ∆𝑥𝑢 ïðè (x, 𝑡) ∈ R𝑑𝑥 ×
(︀
(0, 𝑇 ) ∖ {𝑡 = 𝜏}

)︀
,

𝜕𝑡�̄� =

∫︁ 𝑡

0

4𝐾(𝑡)𝐾(𝑠)𝛽(x, �̄�(x, 𝑠)) 𝑑𝑠 ïðè (x, 𝑡) ∈ R𝑑𝑥 × (0, 1),

𝑢(x, 0) = 𝑢0(x) ïðè x ∈ R𝑑𝑥,
�̄�(x, 0+) = 𝑢(x, 𝜏 − 0), 𝑢(x, 𝜏 + 0) = �̄�(x, 1− 0) ïðè x ∈ R𝑑𝑥,
𝑢(x + e𝑖, 𝑡) = 𝑢(x, 𝑡) ïðè (x, 𝑡) ∈ R𝑑𝑥 ×

(︀
(0, 𝑇 ) ∖ {𝑡 = 𝜏}

)︀
,

�̄�(x + e𝑖, 𝑡) = �̄�(x, 𝑡) ïðè (x, 𝑡) ∈ R𝑑𝑥 × (0, 1).

Çäåñü ÷åðåç e𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑑) îáîçíà÷åíû âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî äåêàðòîâà
áàçèñà â R𝑑𝑥. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ 𝑢𝜀 −→

𝜀→0
𝑢 è �̄�𝜀 −→

𝜀→0
�̄�

âûïîëíÿþòñÿ ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâàõ 𝐿2((0, 1)𝑑×(0, 𝑇 )) è 𝐿2((0, 1)𝑑×(0, 1)),
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðåäñòàâëåííîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ñîâìåñòíî ñ Èâàíîì Âëàäèìè-
ðîâè÷åì Êóçíåöîâûì (ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ) è â ïîëíîì âèäå îïóáëèêîâàíî â
ñòàòüå [2].

Литература
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ВОКРУГ ТЕОРЕМЫ ГАУССА О ЗНАЧЕНИЯХ
ДИГАММА-ФУНКЦИИ ЭЙЛЕРА В РАЦИОНАЛЬНЫХ

ТОЧКАХ
Т.А. Сафонова

t.Safonova@narfu.ru

УДК 517.927.25+517.589

В работе найдены представления производящих функций для значе-
ний дзета-функции Римана в нечётных точках и родственных с ними
чисел в терминах определённых интегралов, зависящих от параметра
𝑎. Возникающие интегралы таковы, что если 𝑎 является правильной
рациональной дробью, то они явно вычисляются в терминах значений
некоторых элементарных функций. При этом получаются разнообраз-
ные аналоги теоремы Гаусса о значениях функции 𝜓(𝑎) в рациональ-
ных точках и, в частности, ещё одно её доказательство.

Ключевые слова: Теорема Гаусса о значениях дигамма-функции Эй-
лера, интегральные представления сумм рядов.

Around the Gauss theorem on the values of Euler’s digamma
function at rational points

In this paper, we find representations of generating functions for the val-
ues of the Riemann zeta function at odd points and related numbers in
terms of definite integrals depending on the parameter 𝑎. The resulting
integrals are such that if 𝑎 is a proper rational fraction, then they are
explicitly calculated in terms of the values of some elementary functions.
In this case, various analogues of the Gauss theorem on the values of the
function 𝜓(𝑎) at rational points and, in particular, one more proof of it
are obtained.

Keywords: the Gauss theorem on the values of Euler’s digamma, integral
representations for sums of series

Сафонова Татьяна Анатольевна, к.ф.-м.н., доцент, САФУ имени М.В. Ломоносова
(Архангельск, Россия), Центр фундаментальной и прикладной математики МГУ имени
М.В. Ломоносова (Москва, Россия); Tatyana Safonova (Northern (Arctic) Federal University
named after M.V. Lomonosov, Arkhangelsk, Russia; Moscow Center for Fundamental and
Applied Mathematics, Moscow, Russia)
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Ñèìâîëîì 𝜓(𝑎) îáîçíà÷èì äèãàììà-ôóíêöèþ Ýéëåðà, ò.å. ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ îò Ã-ôóíêöèè Ýéëåðà. Ïðèâåä¼ì èçâåñòíóþ òåîðåìó
Ãàóññà î çíà÷åíèÿõ ýòîé ôóíêöèè â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ.

Теорема Гаусса. Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒩 и 0 < 𝑝 < 𝑞. Тогда справедливо ра-
венство

𝜓

(︂
𝑝

𝑞

)︂
= −𝛾 − ln(2𝑞)− 𝜋

2
ctg

(︂
𝑝𝜋

𝑞

)︂
+ 2

[𝑞/2]∑︁
𝑘=1

cos
2𝑝𝑘𝜋

𝑞
ln sin

𝑘𝜋

𝑞
,

где 𝛾 - постоянная Эйлера.

Íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðåäñòâàìè ñïåêòðàëüíîé òåî-
ðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Ïðè-
âåä¼ì ôîðìóëèðîâêó îäíîé èç òåîðåì, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé ìîæíî óñòà-
íîâèòü ýòèì ìåòîäîì.

Теорема 1. При −1 < 𝑎 < 1 справедливы равенства

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(2𝑘 − 1)2 − 𝑎2
=

1

2𝑎 cos(𝑎𝜋/2)

𝜋/2∫︁
0

sin(𝑎𝑥)

sin𝑥
𝑑𝑥, (1)

+∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 − 1)((2𝑘 − 1)2 − 𝑎2)
=

1

2𝑎2 cos(𝑎𝜋/2)

𝜋/2∫︁
0

cos(𝑎𝑥)− cos(𝑎𝜋/2)

cos𝑥
𝑑𝑥, (2)

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘(𝑘2 − 𝑎2)
=

ln 2

𝑎2
− 1

𝑎2 sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

sin(2𝑎𝑥) ctg 𝑥𝑑𝑥, (3)

+∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘(𝑘2 − 𝑎2)
=

ln 2

𝑎2
+

1

𝑎2 sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

(sin(2𝑎𝑥)− sin(𝑎𝜋)) tg 𝑥𝑑𝑥. (4)

Äëÿ ôóíêöèè 𝜓(𝑎) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.

Следствие 1.При 0 < 𝑎 < 1 для функции 𝜓(𝑎) справедливы тождества

𝜓(𝑎) = −𝛾 − ln 2− 1

2𝑎
− 𝜋

2
ctg(𝑎𝜋)− 1

sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

(sin(2𝑎𝑥)− sin(𝑎𝜋)) tg 𝑥𝑑𝑥 =

−𝛾 − 2 ln 2− 𝜋

2
ctg(𝑎𝜋) +

1

sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

sin(𝑎𝜋)− cos(2𝑎− 1)𝑥

cos𝑥
𝑑𝑥.

Åñëè 𝑎 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ, ò.å.
𝑎 = 𝑝/𝑞, ãäå 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒩 è 0 < 𝑝 < 𝑞, òî èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
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ðàâåíñòâ (1) � (5), ñâîäÿòñÿ ê îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëàì îò òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, è ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé,
à èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 2. Пусть 𝑎 = 𝑝/𝑞, где 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒩 и 0 < 𝑝 < 𝑞. Тогда справедливы
равенства

+∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘(𝑘2 − 𝑎2)
=

(︂
𝑞

𝑝

)︂2
⎛⎝ln(2𝑞)− 𝑞

2𝑝
− 2

[𝑞/2]∑︁
𝑘=1

cos
2𝑝𝑘𝜋

𝑞
ln sin

𝑘𝜋

𝑞

⎞⎠ ,

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑘

𝑘2 − 𝑎2
=

𝑞

2𝑝
+ 2

[𝑞/2]∑︁
𝑘=1

cos(2𝑘 − 1)
𝑝𝜋

𝑞
ln sin(2𝑘 − 1)

𝜋

2𝑞
.

Кроме того, если 𝑝 и 𝑞 — нечётные числа, то

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(2𝑘 − 1)2 − 𝑎2
=
𝑞

𝑝

[𝑞/2]∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 sin(2𝑘 − 1)
𝑝𝜋

2𝑞
ln sin(2𝑘 − 1)

𝜋

2𝑞
,

+∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 − 1)((2𝑘 − 1)2 − 𝑎2)
=

(︂
𝑞

𝑝

)︂2
⎛⎝1

2
ln
𝑞

2
−

[𝑞/2]∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 cos
𝑝𝑘𝜋

𝑞
ln sin

𝑘𝜋

𝑞

⎞⎠ .

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû, êîãäà ÷èñëà 𝑝 è 𝑞
èìåþò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü.

Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè 𝜓(𝑎) èç ñëåäñòâèÿ 1, ïîçâîëÿåò ýòèì æå ñïîñî-
áîì ïîëó÷èòü åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû
Ãàóññà.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ñîâìåñòíî ñ ïðîôåññîðîì
Ê.À. Ìèðçîåâûì.
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ОГРАНИЧЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ КОМПОЗИЦИИ
𝐵𝑉 -ПРОСТРАНСТВ НА ГРУППАХ КАРНО

Д.А. Сбоев
dnlsboev@gmail.com

УДК 517.98

Получено эквивалетное описание гомеоморфизмов, индуцирущих
ограниченный оператор композиции пространств 𝐵𝑉 -функций на
группах Карно. Кроме того, были доказаны следующие свойства для
𝐵𝑉 -функций и отображений на группах Карно: характеризация на
интегральных линиях, оценки при замене переменной.

Ключевые слова: операторы композиции, функции и отображение
ограниченной вариации, группы Карно

Bounded composition operators in 𝐵𝑉 -spaces on Carnot groups

We consider the problem on description of homeomorphisms which induce
bounded composition operator in BV-spaces on Carnot groups. We have
got a criterion for such homeomorphisms. Moreover, we proved the fol-
lowing properties of 𝐵𝑉 functions and mappings: characterization on the
integral lines, inequality in a ”chain-rule”.

Keywords: composition operators, functions and mappings of bounded
variation, Carnot groups

Ïóñòü 𝜙 : Ω → Ω′ � ãîìåîìîðôèçì îáëàñòåé Ω, Ω′ íà ãðóïïå Êàðíî 𝐺.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ, êîãäà 𝜙 èíäóöèðóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
êîìïîçèöèè 𝐵𝑉 -ïðîñòðàíñòâ:

𝐵𝑉 (Ω′) ∩ 𝐶(Ω′) ∋ 𝑢 ↦→ 𝜙*(𝑢) = 𝑢 ∘ 𝜙 ∈ 𝐵𝑉 (Ω).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Теорема 1. Допустим, что гомеоморфизм 𝜙 индуцирует ограничен-
ный оператор

𝜙* : 𝐵𝑉 (Ω′) ∩ 𝐶(Ω′)→ 𝐵𝑉 (Ω).

Тогда
1) 𝜙 ∈ 𝐵𝑉loc(Ω,Ω′);
2) существует 𝐶 > 0 такая, что |𝐷𝜙|(𝜙−1(𝐴)) 6 𝐶|𝐴| для произволь-

ного борелевского множества 𝐴 ⊂ Ω′.
Обратно, если для гомеоморфизма 𝜙 выполнены условия 1, 2, то он

индуцирует ограниченный оператор композиции 𝐵𝑉 -пространств.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà 𝐵𝑉 -
ôóíêöèé è îòîáðàæåíèé íà ãðóïïàõ Êàðíî:

Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, согла-
шение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации № 075-15-
2022-281.

Сбоев Данил Алексеевич, лаборант, ИМ СО РАН (Новосибирск, Россия); Danil Sboev,
(IM SB RAS, Novosibirsk, Russia)
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Теорема 2. Пусть 𝜙 : 𝐺 → 𝐺 – непрерывное отображение класса
𝐿1
loc(𝐺,𝐺).
Отображение 𝜙 ∈ 𝐵𝑉loc(𝐺,𝐺) тогда и только тогда, когда∫︁

𝐾

ess V𝛾𝑘
𝑔 (𝑎,𝑏)

𝑓 𝑑𝛾𝑘(𝑔) <∞

для любых 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, 𝑎 < 𝑏 и компактного множества 𝐾 ⊂ 𝑆𝑘.
Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé èìååò ìåñòî äëÿ 𝐵𝑉loc-ôóíêöèé.
Теорема 3. Пусть 𝜙 : Ω → Ω′ – гомеоморфизм класса 𝐵𝑉loc и 𝑢 : Ω′ →

R — функция класса 𝐶1(Ω′). Тогда 𝑣 = 𝑢 ∘ 𝜙 ∈ 𝐵𝑉loc(Ω) и справедливо
неравенство

|𝐷𝑣|(𝑈) 6 𝐶

∫︁
𝑈

|∇𝑢(𝜙(𝑥))| 𝑑|𝐷𝜙|

для любого борелевского множества 𝑈 b Ω′. При этом константа 𝐶 за-
висит только от структуры группы 𝐺.
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Уточняется оценка короткой "неоднородной" суммы Клоостермана
по простому модулю 𝑚. Уточнение происходит за счет применения
так называемого решета Виноградова.
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Vinogradov’s sieve and short Kloosterman sums

The estimation of the short ”non-uniform” Kloosterman sum with the
prime modulus 𝑚 is refined. The refinement occurs due to the use of the
so-called Vinogradov sieve.

Keywords: short Kloosterman sum, Vinogradov’s sieve, Karatsuba’s
method

Ïîëíîé ñóììîé Êëîîñòåðìàíà íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà
âèäà

𝑆(𝑚; 𝑎, 𝑏) =

𝜈=𝑚∑︁
𝜈=1

(𝜈,𝑚)=1

exp
(︁

2𝜋𝑖
𝑎𝜈 + 𝑏𝜈

𝑚

)︁
, (1)

ãäå 𝑚, 𝑎, 𝑏 � öåëûå ÷èñëà, à ÷åðåç 𝜈 îáîçíà÷àåòñÿ âû÷åò, îáðàòíûé ê 𝜈
ïî ìîäóëþ 𝑚. Äàííûå ñóììû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêëè â ðàáîòå
Õ.Ä. Êëîîñòåðìàíà [1] ïðè âûâîäå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà
ðåøåíèé äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ 𝐴𝑥2 +𝐵𝑦2 +𝐶𝑧2 +𝐷𝑡2 = 𝑛, ãäå 𝐴, 𝐵, 𝐶,
𝐷, 𝑛 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îöåíêàì òàêèõ ñóìì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ íà 𝑎, 𝑏, 𝑚 ïîñâÿùåíû ðàáîòû Õ.Ä. Êëîîñòåðìàíà [1], Ã. Äýâåíïîðòà [2],
À. Âåéëÿ [3]. Â ñëó÷àå 𝑏 ̸= 0 áóäåì íàçûâàòü ñóììû íåîäíîðîäíûìè.

Íàðÿäó ñ îöåíêàìè ïîëíûõ ñóìì Êëîîñòåðìàíà (1) ïðåäñòàâëÿþò èíòå-
ðåñ îöåíêè êîðîòêèõ ñóìì Êëîîñòåðìàíà, ò.å. ñóìì ó êîòîðûõ äëèíà ïðî-
ìåæóòêà ñóììèðîâàíèÿ íå ïðåâîñõîäèò

√
𝑚:

𝑆(𝑚; 𝑎, 𝑏) =

𝜈=𝑚∑︁
𝜈6𝑥

(𝜈,𝑚)=1

exp
(︁

2𝜋𝑖
𝑎𝜈 + 𝑏𝜈

𝑚

)︁
. (2)

Â íà÷àëå 1990-õ ãã. À.À. Êàðàöóáîé [4] áûë ðàçðàáîòàí ïðèíöèïèàëüíî íî-
âûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü íåòðèâèàëüíûå îöåíêè êîðîòêèõ ñóìì
Êëîîñòåðìàíà íå òîëüêî äëèíû 𝑥 6

√
𝑚, íî è ñóìì ñ äëèííîé 𝑥 6 𝑚𝜀, ãäå 𝜀

� ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò ëåììà î ÷èñëå ðåøåíèé
ñèììåòðè÷íîãî ñðàâíåíèÿ 𝑝1 + . . .+𝑝𝑘 ≡ 𝑝𝑘+1 + . . .+𝑝2𝑘 (mod 𝑚) â ïðîñòûõ
÷èñëàõ 𝑝1, . . . , 𝑝2𝑘. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà À.À. Êàðàöóáû íàøëî îòðàæåíèå
â åãî ðàáîòàõ [5, 6] è ðàáîòàõ Ì.À. Êîðîë¼âà [7, 8]. Â 2014 ãîäó Æ. Áóð-
ãåéí è Ì.Ç. Ãàðàåâ â [9] ìîäèôèöèðîâàëè ëåììó, ÷òî ïîçâîëèëî óëó÷øèòü
ïîëó÷åííûå ðàíåå îöåíêè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â äîïîëíåíèå ê ìåòîäó À.À. Êàðàöóáû è åãî ìîäè-
ôèêàöèè áûëî èñïîëüçîâàíî òàê íàçûâàåìîå ðåøåòî Âèíîãðàäîâà [10], ÷òî
äàëî óòî÷íåíèå ñóùåñòâóþùåé îöåíêè íåîäíîðîäíîé ñóììû (2) â ñëó÷àå
ïðîñòîãî ìîäóëÿ 𝑚.

Теорема 1. Пусть 𝑚 > 𝑚0 — достаточно большое простое число,
(𝑎,𝑚) = 1, и пусть

exp(𝑐(log𝑚)5/6(log log𝑚)1/6) 6 𝑥 6
√
𝑚, 𝑐 > 0.
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Тогда имеет место оценка⃒⃒⃒∑︁
𝜈6𝑥

exp
(︁

2𝜋𝑖
𝑎𝜈 + 𝑏𝜈

𝑚

)︁⃒⃒⃒
≪ 𝑥∆,

где

∆ =
(log𝑚)5/4(log log𝑚)1/4

(log 𝑥)3/2
,

а постоянная в знаке Виноградова — абсолютная.

Следствие. В случае 𝑥 ≍ 𝑞𝜀, где 𝜀 > 0 — сколь угодно малое фиксиро-
ванное число, верна оценка:⃒⃒⃒∑︁

𝜈6𝑥

exp
(︁

2𝜋𝑖
𝑎𝜈 + 𝑏𝜈

𝑚

)︁⃒⃒⃒
≪𝜀 𝑥∆1,

где

∆1 =
4

√︂
ln ln𝑚

ln𝑚
.
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ВИДОВ УСТОЙЧИВОСТИ
ПО ПЕРВОМУ ПРИБЛИЖЕНИЮ

И.Н. Сергеев
igniserg@gmail.com

УДК 517.926.4

Изучаются классы линейных приближений, обеспечивающих раз-
личные ляпуновские, перроновские или верхнепредельные свойства
дифференциальных систем: устойчивость, асимптотическую устойчи-
вость, а также глобальную, частичную и частную устойчивость. Раз-
личных непустых классов, обеспечивающих какие-либо из перечис-
ленных 15 разновидностей устойчивости, оказалось всего 2.

Ключевые слова: устойчивость по Ляпунову, устойчивость по Перро-
ну, первое приближение

Study of various types of stability in the first approximation

Classes of linear approximations are studied that provide various Lya-
punov, Perron or upper-limit properties of differential systems: stability,
asymptotic stability, as well as global, partial and particular stability. As
it turned out, there are only two different non-empty classes that provide
any of the fifteen varieties of stability listed.

Keywords: Lyapunov stability, Perron stability, first approximation

Äëÿ ÷èñëà 𝑛 ∈ N è îêðåñòíîñòè íóëÿ 𝐺 ⊂ R𝑛 ðàññìîòðèì ñèñòåìó

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(·, 0) ≡ 0, 𝑓, 𝑓 ′𝑥 ∈ 𝐶(R+ ×𝐺), R+ ≡ [0,+∞). (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆* è 𝑆𝛿 ìíîæåñòâà непродолжаемых ðåøåíèé 𝑥 ñèñòåìû
(1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè |𝑥(0)| ≠ 0 è 0 < |𝑥(0)| < 𝛿 ñîîòâåòñòâåííî.

Определение 1 [1, 2]. Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò перроновской
èëè верхнепредельной:

1) устойчивостью, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå 𝛿 > 0, ÷òî
ëþáîå ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝑆𝛿 óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡)| 6 𝜀 èëè, ñîîòâåòñòâåííî, lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡)| 6 𝜀, (2)

ïðåäïîëàãàþùåìó, ÷òî ðåøåíèå 𝑥 îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè R+;
2) частичной устойчивостью, åñëè äëÿ êàæäûõ 𝜀, 𝛿 > 0 õîòÿ áû îäíî

ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝑆𝛿 óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (2);
3) частной устойчивостью, åñëè äëÿ êàæäîãî 𝜀 > 0 õîòÿ áû îäíî ðå-

øåíèå 𝑥 ∈ 𝑆* óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (2);
4) асимптотической устойчивостью, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 𝛿 > 0 ëþáîå

ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝑆𝛿 óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (2) ïðè 𝜀 = 0;
5) глобальной устойчивостью, åñëè âñå ðåøåíèÿ 𝑥 ∈ 𝑆* óäîâëåòâîðÿþò

òðåáîâàíèþ (2) ïðè 𝜀 = 0.

Сергеев Игорь Николаевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Igor Sergeev (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Ïåððîíîâñêèå è âåðõíåïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ляпуновских ñâîéñòâ (ñì., ê ïðèìåðó, [3, ãë. II, �1]), äëÿ îïèñàíèÿ
êîòîðûõ äîñòàòî÷íî â ïï. 1)�3) çàìåíèòü òðåáîâàíèå (2) òðåáîâàíèåì

sup
𝑡∈R+

|𝑥(𝑡)| 6 𝜀,

ïîñëå ÷åãî â ïï. 4) è 5), êîíêðåòíî ñ ïðàâûì òðåáîâàíèåì (2), äîïîëíèòåëüíî
ïîòðåáîâàòü íàëè÷èå ó ñèñòåìû (1) ëÿïóíîâñêîé óñòîé÷èâîñòè èç ï. 1).

Определение 2. Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò линейное приближение

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝐴 : R+ → EndR𝑛, (3)

åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

𝐴(·) ≡ 𝑓 ′𝑥(·, 0) ∈ 𝐶(R+), sup
𝑡∈R+

|𝑓(𝑡, 𝑥)−𝐴(𝑡)𝑥| = 𝑜(𝑥), 𝐺 ∋ 𝑥→ 0.

Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ñèñòåì âèäà (1) îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ℳ𝑛. Ñêàæåì, ÷òî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå (3) обеспечивает
äàííîå ñâîéñòâî, åñëè èì îáëàäàåò âñÿêàÿ ñèñòåìà (1) ñ ýòèì ëèíåéíûì
ïðèáëèæåíèåì. Îáðàçóåì перроновские классы ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé

𝒮𝑏𝜋, 𝒮𝑐𝜋, 𝒮𝑑𝜋, 𝒮𝑎𝜋 , 𝒮𝑔𝜋,

îáåñïå÷èâàþùèå ïåððîíîâñêèå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâåííî èç
ïï. 1�5 îïðåäåëåíèÿ 1. Â àíàëîãè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ верхнепредельных
è ляпуновских классов çàìåíèì íèæíèå èíäåêñû 𝜋 íà 𝜎 è 𝜆 ñîîòâåòñòâåííî.

Èññëåäîâàíèþ ëÿïóíîâñêîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ, ñîñòàâëÿþùåìó ñóòü первого метода Ляпунова, ïîñâÿùåíî
îãðîìíîå ÷èñëî ðàáîò (ñì. [4, �11]).

Ìåæäó êëàññàìè èç îïðåäåëåíèÿ 2 äåéñòâóåò åñòåñòâåííàÿ èåðàðõèÿ
ïî âêëþ÷åíèþ, îáóñëîâëåííàÿ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçÿìè ìåæäó ñâîéñòâàìè èç
îïðåäåëåíèåì 1. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû (÷àñòè÷íî
äîêàçàííûå â ðàáîòå [5]), ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî ýòèõ âêëþ÷åíèé îáðàùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà. Îáùåå æå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåïóñòûõ êëàññîâ, îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ âñåâîçìîæíûå ðàçíîâèäíîñòè óñòîé÷èâîñòè, ðàâíî âñåãî ëèøü äâóì, à
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå � âîîáùå îäíîìó. Ñîâïàäåíèÿ ýòèõ êëàññîâ êàê ðàç è
îáåñïå÷èâàþò êîððåêòíîñòü îáîçíà÷åíèé íèæå.

Теорема 1. Имеют место следующие совпадения

𝒮𝑔κ ≡ 𝒮𝑔, 𝒮𝑎κ = 𝒮𝑏κ ≡ 𝒮𝑎𝑏, 𝒮𝑐κ = 𝒮𝑑κ ≡ 𝒮𝑐𝑑, κ = 𝜋, 𝜎, 𝜆. (4)

Теорема 2. Классы (4) удовлетворяют цепочке соотношений

∅ = 𝒮𝑔  𝒮𝑎𝑏 ⊆ 𝒮𝑐𝑑  ℳ𝑛.
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Теорема 3. При 𝑛 = 1 и при 𝑛 > 1 имеют место соотношения

𝒮𝑎𝑏 = 𝒮𝑐𝑑 ≡ 𝒮𝑎𝑏𝑐𝑏 и, соответственно, 𝒮𝑎𝑏  𝒮𝑐𝑑.
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УДК 517.956.4, 517.988.8

В работе рассматривается задача Коши для параболического урав-
нения с частными производными в римановом многообразии ограни-
ченной геометрии. Приводится формула, выражающая сколь угодно
точные (в Lp-норме) аппроксимации к решению задачи Коши через
параметры - коэффициенты уравнения и начальное условие. Пред-
ставленный метод аппроксимации основан на теореме Чернова об ап-
проксимации операторных полугрупп.

Ключевые слова: параболическое уравнение на многообразии, задача
Коши, представление решений, аппроксимация решений, многообра-
зие ограниченной геометрии, полугруппа операторов
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Lp-approximations of solutions of parabolic differential
equations on manifolds

The paper considers the Cauchy problem for a parabolic partial differen-
tial equation in a Riemannian manifold of bounded geometry. A formula
is given that expresses arbitrarily accurate (in the Lp-norm) approxima-
tions to the solution of the Cauchy problem in terms of parameters - the
coefficients of the equation and the initial condition. The presented ap-
proximation method is based on Chernoff theorem on approximation of
operator semigroups.

Keywords: parabolic equation on manifold, Cauchy problem, representa-
tion of solutions, approximation of solutions, manifold of bounded geom-
etry, semigroup of operators

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ íàõîäÿò âñå áîëüøå
ïðèëîæåíèé â ñîâðåìåííîé íàóêå è òåõíèêå, êàê â ïðèêëàäíûõ àñïåêòàõ,
òàê è â òåîðåòè÷åñêèõ. Íàïðèìåð, â òåðìîäèíàìèêå (æèäêèå êðèñòàëëû
[1]) è ìåõàíèêå (ãðàíóëÿðíûé ïîòîê [2]), áèîôèçèêå (áèîìåìáðàíû [3]) è
êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå (âèçóàëèçàöèÿ ìîçãà [4], âîññòàíîâëåíèå ïîâðåæäåí-
íûõ ñòðóêòóð [5]) è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ íàóêàõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ìíîãîîáðàçèè èëè íà ïîâåðõíîñòè.
Óðàâíåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ñîâðåìåí-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, ñì., íàïðèìåð, [6] è ññûëêè òàì. Âîò ïî÷åìó
òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ÷èñëåííîìó è àíàëèòè÷åñêîìó ðåøå-
íèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ, ïðèâëåêàþò âñå
áîëüøå âíèìàíèÿ [7], [8].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ (òèïà äèôôóçèè) âòîðîãî ïîðÿäêà â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
𝑀 îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè, äîïóñêàÿ â òîì ÷èñëå è òî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
ìîæåò íå áûòü êîìïàêòíûì. Óñëîâèå îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðà-
çèÿ íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïîëíîòó ëþáîãî ãëàäêîãî
îãðàíè÷åííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè. Ýòî ñâîéñòâî âàæ-
íî äëÿ òåõíèêè ñäâèãà âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòî-
ðóþ ìû èñïîëüçóåì: âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ,
çàòåì ìû èñïîëüçóåì èõ äëÿ ñîçäàíèÿ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè (íàçû-
âàåìîé ôóíêöèåé ×åðíîâà), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà [0,+∞) � âîò ïî÷åìó
íàì íóæíî, ÷òîáû èíòåãðàëüíûå êðèâûå âåêòîðíûõ ïîëåé ñóùåñòâîâàëè
äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé âðåìåíè 𝑡 > 0 (íà êîìïàêòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ ýòî âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè). Ïîñëå ýòîãî ìû èñïîëüçóåì
ôóíêöèþ ×åðíîâà è íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñîçäàíèÿ àïïðîêñèìàöèé ×åð-
íîâà 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥), êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ 𝑢(𝑡, 𝑥) çàäà÷è Êîøè â 𝐿𝑝-íîðìå:
lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛(𝑡, ·)−𝑢(𝑡, ·)‖𝐿𝑝(𝑀) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ â âèäå

ÿâíîé ôîðìóëû, ñîäåðæàùåé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ êîýôôèöèåíòû óðàâ-
íåíèÿ è íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëå-
äóþùèé ëîãè÷åñêèé øàã ïîñëå ñòàòüè [9], ãäå òàêîãî ðîäà ôîðìóëû áûëè
îïóáëèêîâàíû âïåðâûå, íî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáðàùà-
þùèõñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáëàñòü ïðèìåíèìî-
ñòè ôîðìóë ðàñøèðÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî 𝐿𝑝: ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò 𝐿𝑝(𝑀),
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à àïïðîêñèìàöèè ñõîäÿòñÿ â 𝐿𝑝(𝑀). Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè
îñíîâàí íà òåîðåìå ×åðíîâà [10], [11].

Определение 1. Ñèìâîëîì 𝛾𝑥,𝐴𝑗 : [0,+∞) → 𝑀 îáîçíà÷èì èíòåãðàëü-
íóþ êðèâóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝐴𝑗 , áåðóùóþ íà÷àëî ïðè âðåìåíè 0 â òî÷êå
𝑥 ∈𝑀 è ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è{︂

𝑑
𝑑𝑡𝛾𝑥,𝐴𝑗

(𝑡) = 𝐴𝑗(𝛾𝑥,𝐴𝑗
(𝑡)),

𝛾𝑥,𝐴𝑗
(0) = 𝑥.

(1)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ïóñòü (𝑀, 𝑔) � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå îãðàíè÷åííîé ãåîìåòðèè ðàç-

ìåðíîñòè 𝑑. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíî ÷èñëî 𝑟 = 1, 2, 3, . . . è çàäàíû 𝑟 + 1
ãëàäêèõ è 𝐶2-îãðàíè÷åííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝐴𝑗 íà𝑀 , ãäå 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑟.
Òàêæå çàäàíî îãðàíè÷åííîå èçìåðèìîå ñêàëÿðíîå ïîëå 𝑐 : 𝑀 → R. Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè 𝑢 : [0,+∞)×𝑀 → R{︂

𝑢′𝑡(𝑡, 𝑥) = 𝐿𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑥 ∈𝑀, 𝑡 ∈ R,
𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥),

(2)

ãäå 𝐿 � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, çíà÷åíèå 𝐿𝑓 êîòî-
ðîãî íà êàæäîé ãëàäêîé ôóíêöèè 𝑓 : 𝑀 → R çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(𝐿𝑓)(𝑥) =
1

2

𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐴𝑗𝐴𝑗𝑓)(𝑥) +𝐴0𝑓(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝑓(𝑥), 𝑥 ∈𝑀. (3)

Ìû ïðèâåäåì ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðåøåíèå çàäà÷è (2) ÷åðåç ïàðàìåòðû
𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑟, 𝑐, 𝑢0, ïðè÷¼ì â ýòó ôîðìóëó áóäóò âõîäèòü èíòåãðàëüíûå
êðèâûå âåêòîðíûõ ïîëåé 𝐴𝑗 . Ïîýòîìó ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè èí-
òåãðàëüíûå êðèâûå òàêæå èçâåñòíû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàì íóæíî íàéòè
èõ, ðåøèâ çàäà÷ó (1) êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Теорема. Пусть функция 𝑐 : 𝑀 → R измерима и ограничена. Пусть

даны числа 𝑝 ∈ [1,+∞) и 𝑟 = 1, 2, 3, . . . Пусть также заданы 𝑟+ 1 гладких
и 𝐶2-ограниченных векторных полей 𝐴𝑗 на 𝑀 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑟, и для всех 𝑗
выполняется 𝑑𝑖𝑣𝐴𝑗(𝛼

*
𝑠(𝑥)) = 0. По определению для всех 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑀), 𝑥 ∈𝑀

и 𝑡 > 0 положим

(𝑆(𝑡)𝑓)(𝑥) =
1

4𝑟

𝑟∑︁
𝑗=1

(︁
𝑓
(︁
𝛾𝑥,𝐴𝑗

(
√

2𝑟𝑡)
)︁

+ 𝑓
(︁
𝛾𝑥,−𝐴𝑗

(
√

2𝑟𝑡)
)︁)︁

+

+
1

2
𝑓(𝛾𝑥,𝐴0

(2𝑡)) + 𝑡𝑐(𝑥)𝑓(𝑥), (4)

где 𝛾𝑥,𝐴𝑗 : [0,+∞)→𝑀 это интегральная кривая (определенная в (1)) век-
торного поля 𝐴𝑗, берущая начало при времени, равном 0 в точке 𝑥 ∈ 𝑀 .
Мы также предполагаем, что оператор 𝐿 является генератором 𝐶0-
полугруппы (𝑒𝑡𝐿)𝑡>0 в пространстве 𝐿𝑝(𝑀) с его естественной нормой

‖𝑓‖ =

(︂∫︀
𝑀

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
)︂1/𝑝

.
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Тогда:
1. Решение задачи Коши (2) с оператором 𝐿, заданным в (3), суще-

ствует и даётся равенством 𝑢(𝑡, 𝑥) = (𝑒𝑡𝐿𝑢0)(𝑥).
2. Решение при всех 𝑡 > 0 и почти всех 𝑥 ∈𝑀 представимо в виде

𝑢(𝑡, 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛(𝑡, 𝑥),

где предел существует в 𝐿𝑝(𝑀), а 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥) – черновские аппроксимации,
задаваемые следующим образом:

𝑢𝑛(𝑡, 𝑥) =

(︂
lim
𝑛→∞

𝑆

(︂
𝑡

𝑛

)︂𝑛
𝑢0

)︂
(𝑥),

где 𝑆
(︀
𝑡
𝑛

)︀
получается из (4) заменой 𝑡 на 𝑡/𝑛, а 𝑆

(︀
𝑡
𝑛

)︀𝑛
= 𝑆

(︂
𝑡

𝑛

)︂
. . . 𝑆

(︂
𝑡

𝑛

)︂
⏟  ⏞  

𝑛

это композиция 𝑛 копий линейного ограниченного оператора 𝑆
(︀
𝑡
𝑛

)︀
.

3. Сходимость в 𝐿𝑝(𝑀) локально равномерная по 𝑡, т.е. для каждого
𝑇 > 0 верно, что

lim
𝑛→∞

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∫︁
𝑀

|𝑢𝑛(𝑡, 𝑥)− 𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝𝑑𝑥 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ñðåäñòâà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òåî-
ðèè 𝐶0-ïîëóãðóïï (â òîì ÷èñëå òåîðåìó ×åðíîâà), ìû íàøëè ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ìíîãîîáðà-
çèè íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíî, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî îíî
èìååò îãðàíè÷åííóþ ãåîìåòðèþ. Èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ ×åðíîâà, ïðåä-
ëîæåííàÿ â [9], ïîýòîìó íàéäåííûå àïïðîêñèìàöèè ×åðíîâà ñîâïàäàþò ñ
ïðèâåäåííûìè â [9]. Îäíàêî ðåøåíèÿ, èõ ïðèáëèæåíèÿ è ñõîäèìîñòü â [9]
ðàññìàòðèâàëèñü â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â
íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè (ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé), ìåæäó òåì âûøå ìû äîêà-
çàëè, ÷òî òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, åñëè ðåøåíèÿ, èõ ïðèáëèæåíèÿ
è ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ â 𝐿𝑝.

Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå (íàïðè-
ìåð, íà÷àëüíîå óñëîâèå è ðåøåíèå ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè). Òàêæå ìû
ðàçðàáîòàëè íåñêîëüêî ëåìì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè
ïîäîáíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝(𝑀) íà íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ 𝑀 , ýòè ëåììû áóäóò îïóáëèêîâàíû â áîëåå ïîäðîáíîé ðàáîòå ïîçæå.
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2. Rauter M., Tuković Ž. A finite area scheme for shallow granular flows on three-
dimensional surfaces — Computers and Fluids, 2018. — 166 — 184-199.

3. Elliott C. M., Stinner B. Modeling and computation of two phase geometric
biomembranes using surface finite elements — Journal of Computational Physics, 2010
— 229(18) — 6585-6612.

4.Mémoli F., Sapiro G., Thompson P. Implicit brain imaging — NeuroImage, 2004
— 23 — 179-188.



215

5. Macdonald C. B., Ruuth S. J. The implicit closest point method for the
numerical solution of partial differential equations on surfaces — SIAM Journal on
Scientific Computing, 2010 — 31(6) — 4330-4350.

6. Volkov B. O. Levy Laplacians and instantons on manifolds — Infin. Dimens.
Anal. Quantum Probab. Relat. Top., 2020 — 23:2 — 20.

7. Zhang QI S. Blow-up results for nonlinear parabolic equations on manifolds —
Duke mathematical journal, 1999 — 97(3).

8. Yan Q., Jiang S. W., Harlim J. Kernal-based methods for
solving time-dependent advection-diffusion equations on manifolds —
https://arxiv.org/abs/2105.13835v1.

9. Mazzucchi S., Moretti V., Remizov I., Smolyanov O. Feynman type formulas for
Feller semigroups in Riemannian manifolds — https://arxiv.org/abs/2002.06606.

10. Chernoff P. R. Note on product formulas for operator semigroups — J.
Functional Analysis, 1968 — 2 — 238-242.

11. Butko Ya.A. The method of Chernoff approximation — Springer Proceedings

in Mathematics and Statistics, 2020 — 325.
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Мы доказываем существование ядер у случайных операторов, возни-
кающих при построении вероятностного представления резольвенты
оператора 𝒜 = − 1

2
𝑑
𝑑𝑥

(︀
𝑏2(𝑥) 𝑑

𝑑𝑥

)︀
+ 𝑉 (𝑥).

Ключевые слова: резольвента, локальное время, случайные оператор

On existence of kernels os some random operators.

We study random operators arising when one constructs a probabilistic
representation of the resolvent of an operator𝒜 = − 1

2
𝑑
𝑑𝑥

(︀
𝑏2(𝑥) 𝑑

𝑑𝑥

)︀
+𝑉 (𝑥).
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Ïóñòü 𝜉𝑥(𝑡) � ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

𝑑𝜉𝑥(𝑡) = 𝑏(𝜉𝑥(𝑡))𝑏′(𝜉𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝑏(𝜉𝑥(𝑡)) 𝑑𝑤(𝑡), 𝜉𝑥(0) = 𝑥.

Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(R) ðàññìîòðèì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

𝒜 = −1

2

𝑑

𝑑𝑥

(︀
𝑏2(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︀
+ 𝑉 (𝑥),

çàäàííûé íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ𝑊 2
2 (R). Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé 𝑏(𝑥), 𝑉 (𝑥)

ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1. 𝑉 → 0 ïðè 𝑥→∞
2.
∫︀

(1 + 𝑥2)|𝑉 (𝑥)| 𝑑𝑥 <∞
3. 𝑏 ∈ 𝐶2

𝑏 è îòäåëåíà îò íóëÿ.
4. Ñóùåñòâóåò 𝑏0 > 0 òàêîå ÷òî lim

𝑥→±∞
𝑏(𝑥) = 𝑏0.

5. lim
𝑥→±∞

𝑏′(𝑥) = lim
𝑥→±∞

𝑏′′(𝑥) = 0.

6.
∫︀
R 𝑥

2(|𝑏(𝑥)− 𝑏0|+ |𝑏′(𝑥)|) 𝑑𝑥 <∞.
Èç óñëîâèé 1-6 âûòåêàåò ([1], �XIII.3), ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà 𝒜 ñîñòîèò

èç èíòåðâàëà [0,∞) è, âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ îòðèöàòåëüíûõ îäíîêðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. ×åðåç 𝐻𝑎 ⊂ 𝐿2(R) îáîçíà÷èì àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà 𝒜, à ÷åðåç 𝑃𝑎 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â
𝐿2(R) íà 𝐻𝑎. ×åðåç 𝒜0 = 𝒜𝑃𝑎 îáîçíà÷èì ñóæåíèå îïåðàòîðà 𝒜 íà 𝐻𝑎.

Äëÿ êàæäîãî 𝜆, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ Re𝜆 6 0 îïðåäåëèì ñëó÷àé-
íûé îïåðàòîð ℛ𝑡𝜆, ïîëàãàÿ

ℛ𝑡𝜆𝑓(𝑥) =

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝜆𝜏 (𝑃𝑎𝑓)(𝜉𝑥(𝜏))𝑒−
∫︀ 𝜏
0
𝑉 (𝜉𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏.

Теорема 1. 1. С вероятностью 1 оператор ℛ𝑡𝜆 является ограниченным
интегральным оператором в 𝐿2(R) вида

ℛ𝑡𝜆𝑓(𝑥) =

∫︁
R
𝑟𝜆(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦,

причем при Re𝜆 < 0 последнее равенство справедливо также для 𝑡 =∞.
2. Для любых 𝜆, 𝑡, 𝑥 функция 𝑟𝜆(𝑡, 𝑥, ·) ∈𝑊𝛼

2 для любого 𝛼 ∈ [0, 12 ).
Теорема 2. 1. Если Re𝜆 < 0 то для любого 𝑓 ∈ 𝐻𝑎 выполнено

E
∫︁
R
𝑟𝜆(∞, ·, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 = (𝒜0 − 𝜆𝐼)−1𝑓.

2. Если Re𝜆 = 0 и 𝜆 ̸= 0 то для любого 𝑓 ∈ 𝐻𝑎 выполнено

lim
𝑡→∞

E
∫︁
R
𝑟𝜆(𝑡, ·, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 = (𝒜0 − 𝜆𝐼)−1𝑓. (1)

При 𝜆 = 0 равенство (1) выполнено для любого 𝑓 ∈ 𝒟(𝒜0 − 𝜆𝐼)−1.
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ОБ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ
ГРУПП НЕКОТОРЫХ ГРАФОВ ГРУПП
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УДК 512.543

В докладе описывается подход, позволяющий доказывать аппрокси-
мируемость фундаментальной группы графа групп не каким-то кон-
кретным, а произвольным классом групп, принадлежащим некоторо-
му потенциально бесконечному семейству.

Ключевые слова: аппроксимационные свойства, фундаментальные
группы графов групп, свободные конструкции групп.

On the approximability of the fundamental groups of some
graphs of groups

The report describes an approach that makes it possible to prove that
the fundamental group of a graph of groups is residually a 𝒞-group, where
𝒞 is not some specific, but an arbitrary class of groups belonging to a po-
tentially infinite family.

Keywords: residual properties, fundamental groups of graphs of groups,
free constructions of groups.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ãðóïï ãðàôîâ ãðóïï ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî фильтра-
ционного метода, èçíà÷àëüíî ïðåäëîæåííîãî â [1] äëÿ èçó÷åíèÿ ôèíèòíîé
àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ ãðóïï. Èñ-
ñëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèå äàííûé ìåòîä, äî íåäàâíåãî âðåìåíè âñåãäà íà-
÷èíàëèñü ñ âûáîðà íåêîòîðîé ñâîáîäíîé êîíñòðóêöèè (òîãî èëè èíîãî ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ãðàôà ãðóïï) è êîíêðåòíîãî àïïðîê-
ñèìèðóþùåãî êëàññà ãðóïï 𝒞. Çàòåì äîêàçûâàëèñü а) êðèòåðèé 𝒞-àïïðîê-
ñèìèðóåìîñòè âûáðàííîé êîíñòðóêöèè â ñëó÷àå, êîãäà âñå åå âåðøèííûå
ãðóïïû ïðèíàäëåæàò êëàññó 𝒞, è б ) îáùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå 𝒞-àïïðîê-
ñèìèðóåìîñòè òîé æå êîíñòðóêöèè (íàçûâàåìîå, êàê è ìåòîä, фильтраци-
онным), èñïîëüçóåìîå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ âåðøèííûõ ãðóïï. Ïîñëåäó-
þùàÿ ðàáîòà ñîñòîÿëà â ïîèñêå ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé,
ïðè íàëîæåíèè êîòîðûõ íà âûáðàííóþ êîíñòðóêöèþ óñëîâèå èç ïóíêòà б
îêàçûâàëîñü áû âûïîëíåííûì. Îïèñàííàÿ ñõåìà äîëãèå ãîäû óñïåøíî ïðè-
ìåíÿëàñü ïðè èçó÷åíèè àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ ïðî-
èçâåäåíèé è HNN-ðàñøèðåíèé êëàññàìè âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï è êîíå÷íûõ
𝑝-ãðóïï (ãäå 𝑝 � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî). Äëÿ äðóãèõ àïïðîêñèìèðóþ-
ùèõ êëàññîâ êðèòåðèè èç ïóíêòà а ïîëó÷àëèñü ëèøü ïðè òåõ èëè èíûõ
äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ñâîáîäíóþ êîíñòðóêöèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî îòäåëüíîãî ôèëüòðàöèîííîãî óñëîâèÿ â êàæäîì èç òàêèõ

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 22-
21-00166).
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ñëó÷àåâ, ïîèñê âîçìîæíîñòåé åãî ïðèìåíåíèÿ (è âñå ýòî � äëÿ êîíêðåò-
íîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî êëàññà ãðóïï) ïðåäñòàâëÿëèñü ñëèøêîì òðóäîåì-
êèì äåëîì. Âìåñòå ñ òåì, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííóþ ïîïàðíóþ âçàèìîñâÿçü
ôîðìóëèðîâîê èçâåñòíûõ êðèòåðèåâ è óñëîâèé èç ïï. а è б, ñòàíîâèëîñü âñå
áîëåå î÷åâèäíûì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííûõ óñëîâèé è íåêîòîðûå ñïî-
ñîáû èõ èñïîëüçîâàíèÿ èìåþò ìíîãî îáùåãî. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêëà çàäà÷à
îòûñêàíèÿ åäèíîãî ôèëüòðàöèîííîãî óñëîâèÿ, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà ãðóïï è äëÿ öåëîãî ñåìåéñòâà àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ êëàññîâ. Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è áûëî
ïîëó÷åíî â [2].

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ � íåêîòîðûé ãðàô ãðóïï, 𝜋1(Γ) �
åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è 𝒞 � ïðîèçâîëüíûé êîðíåâîé êëàññ ãðóïï
(ò. å. êëàññ, ñîäåðæàùèé íååäèíè÷íûå ãðóïïû è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî
âçÿòèÿ ïîäãðóïï, ðàñøèðåíèé è äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà

∏︀
𝑦∈𝑌 𝑋𝑦,

ãäå 𝑋,𝑌 ∈ 𝒞 è 𝑋𝑦 � èçîìîðôíàÿ êîïèÿ ãðóïïû 𝑋 äëÿ êàæäîãî 𝑦 ∈ 𝑌 ). Îêà-
çàëîñü, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óíèâåðñàëüíîé ôèëüòðàöèîííîé òåîðåìû
âìåñòî êðèòåðèÿ èç ïóíêòà а íóæíî ïðåäïîëàãàòü èçâåñòíûì äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîìîðôèçìà ãðóïïû 𝜋1(Γ) íà ãðóïïó èç êëàññà 𝒞,
äåéñòâóþùåãî èíúåêòèâíî íà âñåõ âåðøèííûõ ãðóïïàõ (êîíêðåòíàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà òàêîãî óñëîâèÿ ðîëè íå èãðàåò). Îòìåòèì, ÷òî èç íàëè÷èÿ ãîìî-
ìîðôèçìà ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñëåäóåò 𝒞-àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðóï-
ïû 𝜋1(Γ) è ÷òî îáðàòíîå âåðíî, åñëè ãðàô Γ è âñå åãî âåðøèííûå ãðóïïû
êîíå÷íû. Ïîýòîìó íàéäåííîå â [2] óíèâåðñàëüíîå ôèëüòðàöèîííîå óñëîâèå
îáîáùàåò âñå ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà. Áîëåå âàæíî, îä-
íàêî, òî, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò èçìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè èçó-
÷åíèè àïïðîêñèìèðóåìîñòè êîðíåâûìè êëàññàìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï
ãðàôîâ ãðóïï. Ïåðâîé è îñíîâíîé çàäà÷åé ñòàíîâèòñÿ òåïåðü ïîèñê îãðàíè-
÷åíèé, êîòîðûå äîñòàòî÷íî íàëîæèòü íà ãðóïïó 𝜋1(Γ) äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà
îáëàäàëà ãîìîìîðôèçìîì íà 𝒞-ãðóïïó, èíúåêòèâíûì íà âñåõ âåðøèííûõ
ãðóïïàõ. Îòûñêàíèå î÷åðåäíîãî íàáîðà òàêèõ îãðàíè÷åíèé ïðàêòè÷åñêè
ñðàçó ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
𝒞-àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû 𝜋1(Γ), ñïðàâåäëèâûõ óæå áåç ïðåäïîëîæå-
íèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè âåðøèííûõ ãðóïï êëàññó 𝒞. Ïî ñðàâíåíèþ ñ îïèñàí-
íûì âûøå òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì ýêîíîìèÿ ñèë çäåñü äîñòèãàåòñÿ, âî-ïåð-
âûõ, çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ãîòîâîãî ôèëüòðàöèîííîãî óñëîâèÿ è, âî-âòîðûõ,
âñëåäñòâèå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè íå êàêèì-òî êîí-
êðåòíûì, à ïðîèçâîëüíûì (íó, èëè ïî÷òè) êîðíåâûì êëàññîì ãðóïï. Íîâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññóæäåíèé áûëà èñïîëüçîâàíà â ñòàòüå [3], ïîñâÿùåí-
íîé èçó÷åíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ãðàôîâ ãðóïï ñ öåíòðàëüíûìè ðå-
áåðíûìè ïîäãðóïïàìè. Íàèáîëåå ñâåæèé ïðèìåð åå ïðèìåíåíèÿ ñîäåðæèòñÿ
â [4], ãäå ðå÷ü èäåò îá HNN-ðàñøèðåíèÿõ è îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ ïðî-
èçâåäåíèÿõ, òîëüêî îäíà èç ðåáåðíûõ ïîäãðóïï êîòîðûõ ëåæèò â öåíòðå
ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèííîé ãðóïïû.
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Аксиальные алгебры йорданова типа – коммутативные алгебры, по-
рождённые идемпотентами, для которых выполнен аналог разложе-
ния Пирса. Каждому порождающему идемпотенту можно сопоста-
вить инволютивный автоморфизм алгебры, называемый инволюци-
ей Миямото. В данной работе мы классифицируем группы, которые
порождаются тремя инволюциями Миямото и являются группами 4-
транспозиций.

Ключевые слова: аксиальные алгебры, йордановы алгебры, группы 4-
транспозиций

Groups of Jordan type

Axial algebras of Jordan type are commutative algebras generated by
idempotents for which an analog of the Peirce decomposition holds. For
each generating idempotent one can associate an involutive automorphism
of the algebra called the Miyamoto involution. In this paper, we clas-
sify groups that are generated by three Miyamoto involutions and are
4-transposition groups.

Keywords: axial algebras, Jordan algebras, 4-transposition groups
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Àêñèàëüíûå àëãåáðû éîðäàíîâà òèïà áûëè îïðåäåëåíû â 2015 ã [1]. Îíè
ÿâëÿþòñÿ íåàññîöèòèâíûìè êîììóòàòèâíûìè àëãåáðàìè, ïîðîæä¼ííûìè
èäåìïîòåíòàìè. Ïîðîæäàþùèå èäåìïîòåíòû íàçûâàþòñÿ îñÿìè, äëÿ íèõ
âûïîëíåíî ðàçëîæåíèå àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèþ Ïèðñà äëÿ èäåìïîòåíòîâ
â éîðäàíîâûõ àëãåáðàõ.

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ Ïèðñà ñ êàæäîé îñüþ ìîæíî ñâÿçàòü
èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì àëãåáðû, íàçûâàåìûé èíâîëþöèåé Ìèÿìîòî.
Íàçîâ¼ì ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì èíâîëþöèé Ìèÿìî-
òî, ãðóïïîé éîðäàíîâà òèïà.

Ïóñòü 𝑛 > 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãðóïïà 𝑛-òðàíñïîçèöèé � ýòî ïàðà
(𝐺,𝐷), ãäå 𝐺 � ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ íîðìàëüíûì ìíîæåñòâîì èíâîëþöèé
𝐷, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ |𝑐𝑑| 6 𝑛 äëÿ âñåõ 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐷. Èçâåñòíî, ÷òî
ãðóïïû 3-òðàíñïîçèöèé ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè éîðäàíîâà òèïà. Îáùàÿ çàäà÷à
çâó÷èò òàê � êàêèå (êîíå÷íûå) ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè éîðäàíîâà òèïà?

Íàèáîëåå àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà î êëàññå àêñèàëüíûõ àëãåáð éîðäàíîâà
òèïà íà äàííûé ìîìåíò � èõ êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå êîíå÷íîé ïîðîæä¼í-
íîñòè. Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îäèí èç êðàåóãîëüíûõ ñëó-
÷àåâ â êëàññèôèêàöèè � êîãäà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþöèÿìè Ìèÿìî-
òî, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé 4-òðàíñïîçèöèé. Íåäàâíî áûëè êëàññèôèöèðîâàíû 3-
ïîðîæä¼ííûå àêñèàëüíûå àëãåáðû éîðäàíîâà òèïà [2]. Èñïîëüçóÿ ýòó êëàñ-
ñèôèêàöèþ, ìû îïèñàëè âñå 3-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû 4-òðàíñïîçèöèé ñðåäè
ãðóïï éîðäàíîâà òèïà.

Теорема 1. Предположим, что группа 𝐺 порождена тремя инволю-
циями Миямото 𝜏𝑎, 𝜏𝑏, 𝜏𝑐 некоторой аксиальной алгебры йорданова типа.
Обозначим 𝐷 = 𝜏𝐺𝑎 ∪ 𝜏𝐺𝑏 ∪ 𝜏𝐺𝑐 – объединение классов сопряжённости для
𝜏𝑎, 𝜏𝑏, 𝜏𝑐. Тогда (𝐺,𝐷) является группой 4-транспозиций тогда и только
тогда, когда 𝐺 принадлежит множеству

{1,Z2,Z2 × Z2, 𝑆3, 𝑆4, 𝐷8, 𝐷12, 𝐿2(7), ((Z4 × Z4) : Z3) : Z2, (Z3 × Z3) : Z2},

а множество 𝐷 выбирается естественным образом.
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О СПЕКТРАХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ КОЛЕБЛЕМОСТИ
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Установлено существование двух линейных однородных дифференци-
альных уравнений третьего порядка с непрерывными на временной
полуоси коэффициентами, спектры показателей колеблемости смен
знаков, нулей и корней которых совпадают с любым наперед задан-
ным не более чем счетным и суслинским множеством соответственно.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, колеблемость, число
нулей, показатели колеблемости, показатели Ляпунова

On the spectra of the exponents of oscillation of linear
homogeneous differential equations of the third order

Established existence of two linear homogeneous differential equations of
the third order with coefficients continuous on the time semiaxis, the
spectra of exponents of oscillation of sign changes, zeros and roots of
which coincide with any given in advance at most countable and Suslin
sets, respectively.

Keywords: differential equations, oscillation, number of zeros, exponents
of oscillation, Lyapunov exponents

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ℰ𝑛 ëèíåéíûõ îä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé 𝑛-ãî ïîðÿäêà

𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑦(𝑛−1) + · · ·+ 𝑎𝑛−1(𝑡)�̇� + 𝑎𝑛(𝑡)𝑦 = 0, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0; +∞),

çàäàâàåìûõ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè 𝑎 ≡ (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) : R+ → R𝑛, ñ êîòî-
ðûìè â äàëüíåéøåì è áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñàìè óðàâíåíèÿ. Ìíîæåñòâî
âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 𝑎 ∈ ℰ𝑛 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝒮*(𝑎).

Определение 1[1]. Ñêàæåì, ÷òî â òî÷êå 𝑡 > 0 ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà
ôóíêöèè 𝑦 : R+ → R, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ 𝑦
ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Определение 2[2�3]. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå 𝑦 ∈ 𝒮*(𝑎) ëþ-
áîãî óðàâíåíèÿ 𝑎 ∈ ℰ𝑛. Äëÿ ìîìåíòà 𝑡 > 0, íåíóëåâîãî âåêòîðà 𝑚 ∈
R𝑛 è âåêòîð-ôóíêöèè 𝜓𝑦 = (𝑦, �̇�, . . . , 𝑦(𝑛−1)) îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜈−(𝑦,𝑚, 𝑡),
𝜈0(𝑦,𝑚, 𝑡) è 𝜈+(𝑦,𝑚, 𝑡) ÷èñëî ñìåí çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé ñîîòâåòñòâåííî
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⟨𝜓𝑦,𝑚⟩ íà ïðîìåæóòêå (0, 𝑡].

Определение 3[2�4]. Верхние (нижние) сильный è слабый показатели
колеблемости смен знаков, нулей è корней ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ 𝑦 ∈
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𝒮*(𝑎) ëþáîãî óðàâíåíèÿ 𝑎 ∈ ℰ𝑛 ïðè 𝛼 ∈ {−, 0,+} ñîîòâåòñòâåííî çàäàäèì
ôîðìóëàìè
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Äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âñå ïî-
êàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðàâíû íóëþ, òàê êàê ýòè ðåøåíèÿ íå èìåþò íóëåé,
à äëÿ âñåõ ðåøåíèé ëþáîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âñå âåðõíèå (êàê è
âñå íèæíèå) ïîêàçàòåëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé [3].

Â ðàáîòå [5] ïîñòðîåíû ïðèìåðû äâóõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íà âðåìåííîé ïîëóîñè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ñïåêòðû ÷àñòîò Ñåðãååâà ñìåí çíàêîâ è íóëåé îäíîãî èç êî-
òîðûõ ñîñòîÿò èç ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [0, 1], à äðóãîãî -
èç ìíîæåñòâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [0, 1] è ÷èñëà íîëü. Â [6] ïî-
ñòðîåíî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåïðå-
ðûâíûìè íà âðåìåííîé ïîëóîñè êîýôôèöèåíòàìè, ñïåêòðû ÷àñòîò Ñåðãåå-
âà ñìåí çíàêîâ êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ëþáûì íàïåðåä çàäàííûì ñóñëèíñêèì
ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñî-
äåðæàùèì íîëü. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû óêàçàííûõ ðàáîò [5,6] ïåðåíåñåíû
â íàñòîÿùåé çàìåòêå è íà ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñìåí çíàêîâ, íóëåé è
êîðíåé.

Теорема 1. Для любого не более чем счетного множества неотрица-
тельных чисел 𝑆 существует дифференциальное уравнение 𝑎 ∈ ℰ3, что
при любом 𝛼 ∈ {−, 0,+} справедливо равенство

𝜈𝛼∙ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∙ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∘ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∘ (𝒮*(𝑎)) = 𝑆 ∪ {0}.

Следствие. Существует дифференциальное уравнение 𝑎 ∈ ℰ3, для ко-
торого при любом 𝛼 ∈ {−, 0,+} выполняются равенства

𝜈𝛼∙ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∙ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∘ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∘ (𝒮*(𝑎)) = [0, 1] ∩Q.

Теорема 2. Для произвольного содержащего ноль суслинского множе-
ства 𝒜 ⊂ R+ существует дифференциальное уравнение 𝑎 ∈ ℰ3, удовлетво-
ряющее при любом 𝛼 ∈ {−, 0,+} равенствам

𝜈𝛼∙ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∙ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∘ (𝒮*(𝑎)) = 𝜈𝛼∘ (𝒮*(𝑎)) = 𝒜.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó È.Í. Ñåðãååâó çà îáñóæäå-
íèå ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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О РЕШЕНИИ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ
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Доклад посвящен решению задачи динамической реконструкции
неизвестного управления и порожденной им траектории динамиче-
ской системы по неточным дискретным замерам реализованного на-
блюдаемого движения. Предлагается новый подход к решению таких
задач. Особенность этого подхода — использование гамильтоновых
конструкций из вспомогательных задач на поиск стационарных точек
невыпуклых функционалов. Эффективность алгоритма обеспечивает-
ся сведением задачи динамической реконструкции к интегрированию
линейных ОДУ.

Ключевые слова: динамическая реконструкция, вариационное исчис-
ление, гамильтоновы системы

To solving inverse problems of control theory by Hamiltonian
constructions

The talk is devoted to the problem of dynamic reconstruction of an un-
known control and the trajectory of a dynamic system by known inaccu-
rate discrete measurements of the realized observed motion. A new ap-
proach to solving such problems is proposed. A feature of this approach is
the use of Hamiltonian constructions from auxiliary problems for finding
stationary points of non-convex functionals. The efficiency of the algo-
rithm is ensured by reducing the problem of dynamic reconstruction to
integrating linear ODEs.

Keywords: dynamical reconstruction, calculus of variations, Hamiltonian
systems
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Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé ðå-
êîíñòðóêöèè (ÇÄÐ) äëÿ äèíàìè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå àôôèííî-óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû. Ïîä ÇÄÐ ïî-
íèìàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ ïî
íåòî÷íûì äèñêðåòíûì çàìåðàì íàáëþäàåìîé òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ýòèì óïðàâëåíèåì. Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ �
èçìåðèìûå ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíû èçâåñòíûì êîìïàêòîì.

Â îáùåì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ íåâûïóê-
ëûå, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ òàê íàçûâàåìûõ ñêîëüçÿùèõ
óïðàâëåíèé [1]. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ðåæèìîâ ðàáîòû äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ââîäÿòñÿ îáîáùåííûå óïðàâëåíèÿ [1].

Ïðåäëîæåííûé àâòîðàìè äîêëàäà íîâûé ïîäõîä [2,3] ê ðåøåíèþ ÇÄÐ
îïèðàåòñÿ íà âñïîìîãàòåëüíûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ
èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ íåâÿçêè. Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ïîäõîäà
� èñïîëüçîâàíèå íåâûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïðè ýòîì âî âñïîìîãàòåëüíûõ
çàäà÷àõ èùóòñÿ ëèøü ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèîíàëîâ, à íå ýêñòðåìóì.
Òàêîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ïî îòíîøåíèþ ê âîçìó-
ùåíèþ âõîäíûõ äàííûõ.

Íà îñíîâàíèå ýòîãî ïîäõîäà ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí àëãîðèòì [2,3], ïîç-
âîëÿþùèé ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ, ñõîäÿùèåñÿ
ê èñêîìîìó ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ
ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îáóñëîâëåíà ñâåäå-
íèåì ðåøåíèÿ ÇÄÐÓ ê èíòåãðèðîâàíèþ ëèíåéíûõ ÎÄÓ.

Íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà, îïóáëèêîâàííîãî â ðàáîòàõ [2,3], ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî ïðåäëîæåííûå àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ ÇÄÐ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè, îãðàíè÷åííûìè ðàâíîìåðíî ïî ïàðàìåòðàì àïïðîêñèìàöèè, îäíàêî íå
ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíûì ãåîìåòðè÷åñêèì
îãðàíè÷åíèÿì íà äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ. Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèòèå
ïîäõîäà, ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè èñêîìîãî óïðàâëåíèÿ â ôîð-
ìå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèì îãðà-
íè÷åíèÿì íà óïðàâëåíèÿ, â òîì ÷èñëå è äëÿ ñëó÷àÿ íåâûïóêëûõ îãðàíè÷å-
íèé. Ðàáîòà àëãîðèòìà àïðîáèðîâàíà íà ðÿäå ìîäåëüíûõ çàäà÷.
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Для некоэрцитивной задачи Дирихле для эллиптического уравнения
второго порядка в дивергентной форме со сносом обсуждаются оценки
типа М. Чикко.
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некоэрцитивные задачи

Estimates of solutions to noncoercive elliptic problems

We discuss M. Chicco type estimates for noncoercive Dirichlet problem
for second order elliptic equation of divergent type

Keywords: elliptic equations, Dirichlet problem, noncoercive problems

Â îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 3, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è Äèðèõëå

−div (A(𝑥)∇𝑢) + b(𝑥) · ∇𝑢 = 𝑓, 𝑓 ∈𝑊−1,2(Ω), 𝑢 ∈𝑊 1,2
0 (Ω), (1)

è

−div (A(𝑥)∇𝑢+ b(𝑥)𝑢) = 𝑓, 𝑓 ∈𝑊−1,2(Ω), 𝑢 ∈𝑊 1,2
0 (Ω), (2)

ãäå ìàòðèöà A ∈ (𝐿∞(Ω))𝑛×𝑛 ñèììåòðè÷åñêàÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè

𝜈|𝜉|2 6 A(𝑥)𝜉 · 𝜉 6𝑀 |𝜉|2, 𝑀, 𝜈 > 0,

äëÿ ïî÷òè âñåõ 𝑥 ∈ Ω è âñåõ 𝜉 ∈ R𝑛.
Ïðîñòðàíñòâî 𝑊 1,2

0 (Ω) åñòü çàìûêàíèå 𝐶∞
0 (Ω) ïî íîðìå ‖𝑢‖𝑊 1,2

0 (Ω) =

‖∇𝑢‖𝐿2(Ω), à 𝑊−1,2(Ω) � ñîïðÿæ¼ííîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî |b|2 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω) è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òèïà Õàðäè:∫︁
Ω

|b|2𝜙2 𝑑𝑥 6 𝐶2
𝐻

∫︁
Ω

|∇𝜙|2 𝑑𝑥 äëÿ âñåõ 𝜙 ∈𝑊 1,2
0 (Ω).

Îïðåäåëèì íà 𝑊 1,2
0 (Ω) áèëèíåéíóþ ôîðìó

𝑎(𝑢, 𝑣) =

∫︁
Ω

(A∇𝑢 · ∇𝑣 + b𝑣 · ∇𝑢) 𝑑𝑥.

Ýòà ôîðìà îãðàíè÷åíà:

|𝑎(𝑢, 𝑣)| 6 (𝑀 + 𝐶𝐻)‖𝑢‖𝑊 1,2
0 (Ω)‖𝑣‖𝑊 1,2

0 (Ω).

Сурначёв Михаил Дмитриевич, д.ф.-м.н., ИПМ им. М.В. Келдыша РАН (Москва,
Россия); Mikhail Surnachev (Keldysh Institute of Applied Mathematics, Moscow, Russia)
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Ôóíêöèþ 𝑢 ∈ 𝑊 1,2
0 (Ω) áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì çàäà÷è (1) (ñîîòâ. çà-

äà÷è (2)), åñëè 𝑎(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑓, 𝑣⟩ (ñîîòâ. 𝑎(𝑣, 𝑢) = ⟨𝑓, 𝑣⟩) äëÿ âñåõ 𝑣 ∈𝑊 1,2
0 (Ω).

Â ñëó÷àå ìàëîñòè âåëè÷èíû 𝐶𝐻 ôîðìà 𝑎(·, ·) êîýðöèòèâíàÿ,

𝑎(𝑢, 𝑢) > (𝜈 − 𝐶𝐻)‖𝑢‖2
𝑊 1,2

0 (Ω)
,

îòêóäà ïî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çà-
äà÷ (1), (2) âìåñòå ñ îöåíêîé

‖𝑢‖𝑊 1,2
0 (Ω) 6 (𝜈 − 𝐶𝐻)−1‖𝑓‖𝑊−1,2(Ω).

Áåç óñëîâèÿ ìàëîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â ñëó÷àå b ∈ (𝐿𝑛(Ω))𝑛

îöåíêà âèäà
‖𝑢‖𝑊 1,2

0 (Ω) 6 𝐾‖𝑓‖𝑊−1,2(Ω) (3)

ñ êîíñòàíòîé 𝐾, çàâèñÿùåé ëèøü îò 𝑛, 𝜈, ‖b‖(𝐿𝑛(Ω))𝑛 , áûëà óñòàíîâëåíà â
ðàáîòå Ì. ×èêêî [1], ñì. òàêæå ðàáîòû [2]�[4]. Èñïîëüçóÿ ìåòîä äâîéñòâåí-
íîñòè, ýòó îöåíêó ìîæíî ïåðåíåñòè è íà ðåøåíèå çàäà÷è (2).

Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îöåíîê òèïà ×èêêî
(�Áîòòàðî�Ìàðèíà) äëÿ çàäà÷ (1), (2) äëÿ b èç êëàññîâ Ëåáåãà, Ëîðåíöà è
Êàòî, à òàêæå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷ (1), (2).

Ñôîðìóëèðóåì ïðîñòîé âàðèàíò îöåíîê òàêîãî ðîäà. Ïóñòü äëÿ íåêîòî-
ðîãî 𝜀 ∈ (0, 1] èìååò ìåñòî

b = b′ + b′′, ãäå b′ ∈ (𝐿𝑛(Ω))𝑛 è

|b′′(𝑥)| 6 (𝑛− 2)(1− 𝜀)𝜈|𝑥|−1/2 äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω.

Ïóñòü 𝑆 = 𝑆(𝑛) � êîíñòàíòà â òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà èç 𝑊 1,2
0 (Ω)

â 𝐿2𝑛/(𝑛−2)(Ω):

‖𝜙‖𝐿2𝑛/(𝑛−2)(Ω 6 𝑆‖∇𝜙‖𝐿2(Ω) ∀𝜙 ∈𝑊 1,2
0 (Ω).

Ïóñòü 𝑚 � íàèáîëüøåå ÷èñëî èç N ∪ {0} òàêîå, ÷òî

𝑚 6

(︂
2𝑆

𝜀𝜈

)︂𝑛 ∫︁
Ω

|b′|𝑛 𝑑𝑥.

Теорема 1. Для решений задач (1), (2) справедлива оценка (3) с кон-
стантой 𝐾 = (2/𝜀)𝑚+2𝜈−1.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì [1]. Äëÿ ðåøåíèé
çàäà÷è (2) îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ïðÿìûì ìåòîäîì áåç èñïîëüçîâàíèÿ äâîé-
ñòâåííîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òàêæå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òà-
êîãî òèïà.
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ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ И ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ
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УДК 512, 519.17

Полностью положительные матрицы лежат в основе современной бур-
но развивающейся области кластерных алгебр, имеют приложения в
интегрируемых моделях статистической физики, теории представле-
ний квантовых алгебр, диофантовых уравнениях и многих других об-
ластях. Вместе с тем возникли они в контексте классической задачи
малых колебаний линейных упругих континуумов. В докладе пойдет
речь о происхождении этих структур, основных характеристических
свойствах полностью положительных матриц, об их лагранжевой вер-
сии и связи с теорией электрических сетей.

Ключевые слова: кластерные алгебры, осцилляторные матрицы, элек-
трические сети

Positive matrices and electrical networks

Completely positive matrices underlie the modern rapidly developing field
of cluster algebras, have applications in integrable models of statistical
physics, representation theory of quantum algebras, diophantine equations
and many other fields. At the same time, they arose in the context of the
classical problem of small oscillations of linear elastic continuums. The
report is focused on the origin of these structures, the main characteristic
properties of completely positive matrices, their Lagrangian version and
their connection with the theory of electrical networks

Keywords: cluster algebras, oscillatory matrices, electrical networks
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Определение. Âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëîæè-
òåëüíîé (íåîòðèöàòåëüíîé) åñëè âñå åå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû (íåîòðèöà-
òåëüíû).

Определение. Ïîëíîñòüþ íåîòðèöàòåëüíûì ãðàññìàíèàíîì 𝐺>0(𝑛, 𝑘)
íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ãðàññìàíèàíà, ñîñòîÿùåå èç ïîäïðîñòðàíñòâ, êî-
îðäèíàòû Ïëþêêåðà êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûáðàíû íåîòðèöàòåëüíûìè.

Îñíîâíûå ñòðóêòóðíûå âîïðîñû òåîðèè ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ìàò-
ðèö âêëþ÷àþò ñïîñîáû èõ ïàðàìåòðèçàöèè, â òîì ÷èñëå âûáîð ìèíèìàëü-
íûõ äîñòàòî÷íûõ íàáîðîâ ìèíîðîâ, ïîëîæèòåëüíîñòü êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò
ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ìèíîðîâ. Íàïðèìåð, ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûå ìàò-
ðèöû 2õ2

𝐴 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: â îäíîé êàðòå äîñòàòî÷íûìè ìè-
íîðàìè ÿâëÿþòñÿ {𝑎, 𝑏, 𝑐,𝐷𝑒𝑡(𝐴)}, à â äðóãîé - {𝑑, 𝑏, 𝑐,𝐷𝑒𝑡(𝐴)}. Ïîëîæèòåëü-
íîñòü ìèíîðîâ â îäíîé êàðòå âëå÷åò ïîëîæèòåëüíîñòü â äðóãîé.

Òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé èìååò ìíîãî îáùåãî ñ çàäà÷åé ïàðàìåòðèçà-
öèè ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö è ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ãðàñ-
ñìàíèàíîâ. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ ñåòü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãðàô Γ ñ íàáîðîì âåðøèí, â êîòîðîì âûäåëåíî ïîäìîæåñòâî âíåøíèõ
âåðøèí 𝑉𝐵 ⊂ 𝑉 = {1, . . . , 𝑛}, ôóíêöèÿ âåñà ðåáðà 𝑐 : 𝐸 → R+, ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ ñîáîé åãî ïðîâîäèìîñòü. Ìàòðèöåé Êèðõãîôà ñåòè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

𝑇𝑖𝑗 =

{︂
−𝑐𝑖𝑗 åñëè 𝑖 ̸= 𝑗∑︀
𝑘 ̸=𝑖 𝑐𝑖𝑘 åñëè 𝑖 = 𝑗

Êëàññè÷åñêèì âîïðîñîì îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ ÷åðåç ãðàíè÷íûå òî÷êè 𝐼 : 𝑉𝐵 → R, ïðè çà-
äàííûõ ïîòåíöèàëàõ 𝑈 : 𝑉𝐵 → R. Åñëè ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó Êèðõãîôà â
áëî÷íîé ôîðìå:

𝑇 =

(︂
𝐴 𝐵
𝐵𝑇 𝐶

)︂
,

òî ñâÿçü òîêîâ è ïîòåíöèàëîâ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé îòêëèêà

𝐼 = 𝑀𝑅𝑈,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê äîïîëíåíèå Øóðà

𝑀𝑅 = 𝐴−𝐵𝐶−1𝐵𝑇 .

Замечания.Ìíîæåñòâî ìàòðèö îòêëèêà ñåòåé ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì
ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ
ìàòðèö. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè ñïåöèàëüíûõ ìè-
íîðîâ, íàçûâàåìûõ öèðêóëÿðíûìè. Ýòè ìàòðèöû èìåþò ïàðàìåòðèçàöèè,
ðîäñòâåííûå òîìó, êàê ïàðàìåòðèçóþòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûå ìàòðè-
öû. Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûé â ðàáîòàõ [1], [2].
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Ïóñòü𝑀𝑅 = (𝑥𝑖𝑗) � ìàòðèöà îòêëèêà ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè ñ 𝑛 ãðàíè÷íû-
ìè òî÷êàìè. Îïðåäåëèì òî÷êó Gr(𝑛−1, 2𝑛) êàê ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
ñòðîêàìè ìàòðèöû

Ω =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥11 1 −𝑥12 0 𝑥13 0 · · · (−1)𝑛

−𝑥21 1 𝑥22 1 −𝑥23 0 · · · 0
𝑥31 0 −𝑥32 1 𝑥33 1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...

⎞⎟⎟⎟⎠
Теорема. Пространство строк Ω определяет точку лагранжева полно-

стью неотрицательного Грассманиана LG>0(𝑛−1, 𝑉 ) для некоторого сим-
плектического пространства 𝑉 .
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РАССТОЯНИЕ НРОМОВА–ХАУСДОРФА МЕЖДУ
МНОЖЕСТВАМИ ВЕРШИН ПРАВИЛЬНЫХ

МНОГОУГОЛЬНИКОВ, ВПИСАННЫХ В ОДНУ
ОКРУЖНОСТЬ
Т.К. Талипов
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В работе вычислено расстояние Громова –Хаусдорфа между множе-
ствами вершин правильных 𝑛- и𝑚-угольников, наделенных метрикой,
индуцированной с окружности, когда 𝑚 нацело делится на 𝑛. Также
вычислены все расстояния до 2- и 3-угольников.

Ключевые слова: метрическая геометрия, расстояние Громова –
Хаусдорфа, метрическое пространство.

Gromov –Hausdorff distance between the vertex sets of regular
polygons inscribed in a given circle

We calculate the Gromov –Hausdorff distance between vertex sets of reg-
ular polygons endowed with the round metric. We give a full answer for
the case of 𝑛- and 𝑚-gons with 𝑚 divisible by 𝑛. Also, we calculate all
distances to 2-gons and 3-gons.

Keywords: metric geometry, Gromov –Hausdorff distance, metric space.

Талипов Талант Камбарович, студент, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Рос-
сия); Talant Talipov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



230

Ïóñòü 𝑋 � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑑(𝑥, 𝑦) èëè |𝑥𝑦|. Äëÿ íåïóñòûõ 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋
îïðåäåëèì

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = max
{︀

sup
𝑎∈𝐴

inf
𝑏∈𝐵

𝑑(𝑎, 𝑏), sup
𝑏∈𝐵

inf
𝑎∈𝐴

𝑑(𝑎, 𝑏)
}︀
.

Определение. Âåëè÷èíà 𝑑𝐻(𝐴,𝐵) íàçûâàåòñÿ расстоянием Хаусдорфа
ìåæäó 𝐴 è 𝐵.

Определение. Äëÿ ìíîæåñòâ 𝑋,𝑌 соответствием ìåæäó 𝑋 è 𝑌 íà-
çûâàåòñÿ 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑌 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝑋 ñóùåñòâóåò 𝑦 ∈ 𝑌 , äëÿ
êîòîðûõ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 è, îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî 𝑦 ∈ 𝑌 ñóùåñòâóåò 𝑥 ∈ 𝑋, äëÿ
êîòîðûõ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅. Åñëè 𝑋,𝑌 � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî îïðåäåëèì
искажение соответствия 𝑅 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dis𝑅 = sup
{︁⃒⃒
|𝑥1𝑥2| − |𝑦1𝑦2|

⃒⃒
: (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑅

}︁
.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó 𝑋 è 𝑌 áóäåì îáîçíà÷àòü ℛ(𝑋,𝑌 ).

Теорема 1 ([1]). Для произвольных метрических пространств 𝑋 и 𝑌
выполняется

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) =
1

2
inf
{︀

dis𝑅 : 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 )
}︀
.

Â ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàëîñü ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè. Äëÿ
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (𝑋, 𝑑𝑋) ðàññìîòðèì ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî (𝑋,𝑢𝑋), ãäå 𝑢𝑋 : 𝑋 ×𝑋 → R+ îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì :

𝑢𝑋 (𝑥, 𝑦) ↦→ inf
{︀

max
06𝑖6𝑛−1

𝑑𝑋(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) : 𝑥0 = 𝑥, ..., 𝑥𝑛 = 𝑦
}︀
.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî U(𝑋) îïðåäåëèì êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
(𝑋,𝑢𝑋) ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè :

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑢𝑋(𝑥, 𝑦) = 0.

Теорема 2 ([2]). Для любых метрических пространств 𝑋 и 𝑌 выпол-
няется следующее неравенство :

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) > 𝑑𝐺𝐻
(︀
U(𝑋),U(𝑌 )

)︀
.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 > 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑃𝑛 ìíîæåñòâî âåð-
øèí ïðàâèëüíîãî 𝑛-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü 𝑆1.
Îòìåòèì, ÷òî 𝑃2 � ïàðà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê. Íàäåëèì
ìíîæåñòâà 𝑃𝑛 ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííûé ñ îêðóæíîñòè. Äëÿ 𝑚,𝑛 > 2 ïî-
ëîæèì 𝑝𝑚,𝑛 = 𝑑𝐺𝐻(𝑃𝑚, 𝑃𝑛).
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Предложение 1 ([2]). Для любого 𝑚 > 2 выполняется

𝑑𝐺𝐻(𝑆1, 𝑃𝑚) =
𝜋

𝑚
;

𝑑𝐺𝐻(𝑃𝑚, 𝑃𝑚+1) =
𝜋

𝑚+ 1
.

Ïåðåéäåì ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì ðàáîòû.

Теорема 3. Пусть 2 6 𝑛 6 𝑚 и 𝑚 делится на 𝑛 без остатка, тогда

𝑝𝑛,𝑚 =
𝜋

𝑛
− 𝜋

𝑚
.

Теорема 4. Пусть 𝑚 > 2, тогда

𝑝2,𝑚 =

{︃
𝜋
2 −

𝜋
2𝑚 , если 𝑚 — нечетное;

𝜋
2 −

𝜋
𝑚 , если 𝑚 — четное.

Теорема 5. Пусть 𝑚 > 3, а 𝑟 — остаток от деления 𝑚 на 3, тогда

𝑝3,𝑚 =

{︃
𝜋
3 −

𝜋
𝑚 , если 𝑟 = 0;

𝜋
3 −

𝑟𝜋
3𝑚 , если 𝑟 ̸= 0.

Литература
1. Бураго Д.Ю., Бураго Ю.Д., Иванов С.В. Курс метрической геометрии //

Москва–Ижевск, Институт компьютерных исследований, 2004.

2. Lim S., Memoli F., Smith Z. The Gromov–Hausdorff distance between spheres

// ArXiv e-prints, arXiv:2105.00611v5, 2022.



232

СОВЕРШЕННЫЕ РАСКРАСКИ ГИПЕРГРАФОВ И ИХ
СПЕКТРЫ

А.А. Тараненко
taa@math.nsc.ru

УДК 519.179.1, 519.174.7, 519.177

Совершенной 𝑘-раскраской гиперграфа назовем такую раскраску его
вершин в 𝑘 цветов, что цвет вершины однозначно определяет раскрас-
ку инцидентных ей гиперребер. Мы покажем, что многие хорошие ал-
гебраические свойства совершенных раскрасок графов остаются вер-
ными и для гиперграфов.

Ключевые слова: совершенная раскраска, собственные числа гипер-
графов, накрытия гиперграфов, многомерная матрица смежности

Perfect colorings of hypergraphs and their spectra

A perfect 𝑘-coloring of a hypergraph is a coloring of its vertices into 𝑘
colors such that the color of a vertex uniquely defines the color ranges
of incident hyperedges. We show that many nice algebraic properties of
perfect colorings of graphs remain true for hypergraphs.

Keywords: perfect coloring; eigenvalues of hypergraphs; coverings of hy-
pergraphs; multidimensional adjacency matrix

Ïóñòü 𝒢(𝑋,𝐸) � ãèïåðãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí 𝑋 è ìíîæåñòâîì ãè-
ïåððåáåð 𝐸. Ôóíêöèþ 𝑓 : 𝑋 → {1, . . . , 𝑘} áóäåì íàçûâàòü ðàñêðàñêîé 𝒢 â
𝑘 öâåòîâ (𝑘-ðàñêðàñêîé). Öâåòîâîé ñîñòàâ 𝑓(𝑒) ãèïåððåáðà � ýòî ìíîæåñòâî
öâåòîâ âñåõ èíöèäåíòíûõ åìó âåðøèí: 𝑓(𝑒) = {𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑒}.

Ðàñêðàñêó 𝑓 ãèïåðãðàôà 𝒢 íàçîâåì ñîâåðøåííîé, åñëè ëþáûå âåðøèíû
𝑥 è 𝑦 îäíîãî öâåòà èìåþò îäèíàêîâûé öâåòîâîé ñîñòàâ èíöèäåíòíûõ ãèïåð-
ðåáåð.

Êàæäîé 𝑘-ðàñêðàñêå 𝑓 ãèïåðãðàôà 𝒢(𝑋,𝐸) íà 𝑛 âåðøèíàõ ìîæíî ñî-
ïîñòàâèòü ìàòðèöó ðàñêðàñêè 𝑃 ðàçìåðîâ 𝑛 × 𝑘 òàêóþ, ÷òî 𝑝𝑥,𝑖 = 1, åñëè
𝑓(𝑥) = 𝑖, è 𝑝𝑥,𝑖 = 0 èíà÷å.

Ïóñòü [𝑛] = {1, . . . , 𝑛}. 𝑑-ìåðíîé ìàòðèöåé A ïîðÿäêà 𝑛 íàçîâåì ìàññèâ
(𝑎𝛼), 𝑎𝛼 ∈ R, ãäå 𝛼 ∈ [𝑛]𝑑, 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑑). 𝑑-ìåðíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà 𝑛
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè 𝑑-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà 𝒢 = (𝑋,𝐸) íà 𝑛
âåðøèíàõ, åñëè åå ýëåìåíòû 𝑎𝛼 äëÿ 𝛼 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ 𝐸 ðàâíû (𝑑− 1)!−1, à
âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû 𝑎𝛼 ðàâíû 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � 𝑑-ìåðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 𝑛 è B � 𝑡-ìåðíàÿ ìàò-
ðèöà òîãî æå ïîðÿäêà. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå A∘B êàê ((𝑑−1)(𝑡−1)+1)-
ìåðíóþ ìàòðèöó C ïîðÿäêà 𝑛 ñ ýëåìåíòàìè

𝑐𝑖,𝛽2,...,𝛽𝑑 =

𝑛∑︁
𝑖2=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑑=1

𝑎𝑖,𝑖2,...,𝑖𝑑 · 𝑏𝑖2,𝛽2 · · · 𝑏𝑖𝑑,𝛽𝑑 ,

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00202.
Тараненко Анна Александровна, к.ф.-м.н., с.н.с., Институт математики имени С.Л.
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ãäå èíäåêñû 𝛽2, . . . , 𝛽𝑑 ∈ [𝑛]𝑡−1, 𝑖 ∈ [𝑛].
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 𝜆 ∈ C � ñîáñòâåííîå ÷èñëî 𝑑-ìåðíîé ìàòðèöû A

ïîðÿäêà 𝑛, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) òàêîé, ÷òî 𝐴 ∘ 𝑥 =
𝜆I∘𝑥. Çäåñü I îáîçíà÷àåò 𝑑-ìåðíóþ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 𝑛, ýëåìåíòû
ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàâíû 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëåâûå.
Âåêòîð 𝑥 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà 𝜆.

Теорема 1. Пусть 𝒢 – 𝑑-однородный гиперграф с 𝑑-мерной матрицей
смежности A. Тогда раскраска 𝑃 гиперграфа 𝒢 в 𝑘 цветов является совер-
шенной тогда и только тогда, когда A ∘ 𝑃 = 𝑃 ∘ S. Более того, элементы
𝑠𝛾 матрицы S равны

𝑠𝛾 = 𝑣𝛾1,𝛾 ·
(︂

𝑑− 1

𝑑1, . . . , 𝑑𝑘

)︂−1

,

где 𝑣𝛾1,𝛾 – число гиперребер цветового состава 𝛾, инцидентных вершине
цвета 𝛾1, цвет 𝑙 входит в мультимножество {𝛾2, . . . , 𝛾𝑑} ровно 𝑑𝑙 раз,(︀

𝑑−1
𝑑1,...,𝑑𝑘

)︀
– мультиномиальный коэффициент.

Ìàòðèöà S, îïðåäåëåííàÿ â Òåîðåìå 1, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ
ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè 𝑃 .

Теорема 2.Пусть 𝒢 – 𝑑-однородный гиперграф с матрицей смежности
A и 𝑃 – его совершенная раскраска с матрицей параметров S. Если 𝜆 и 𝑥
– собственные число и вектор для матрицы S, то 𝜆 и 𝑃𝑥 – собственные
число и вектор для матрицы A.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåðãðàô 𝒢 íàêðûâàåò ãèïåðãðàô ℋ, åñëè ñóùå-
ñòâóåò îòîáðàæåíèå (íàêðûòèå) 𝜙 : 𝑋(𝒢) → 𝑋(ℋ) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ãèïåððåáðà 𝑒 ∈ 𝐸(𝒢) ìíîæåñòâî {𝜙(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑒} îáðàçóåò ãèïåððåáðî â ℋ è 𝜙
ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè ìåæäó ãèïåððåáðàìè è âåðøèíàìè.

Утверждение 1. Отображение 𝜙 : 𝑋(𝒢) → 𝑋(ℋ) является накры-
тием гиперграфа ℋ гиперграфа 𝒢 тогда и только тогда, когда 𝜙 – это
совершенная раскраска 𝒢 с матрицей параметров S равной матрице смеж-
ности A𝐻 гиперграфа ℋ.

Теорема 3. Предположим, что однородный гиперграф 𝒢 накрывает
гиперграф ℋ. Тогда для любой совершенной раскраски ℋ с матрицей па-
раметров S существует совершенная раскраска 𝒢 с той же матрицей
параметров S.

Теорема 4. Если связные гиперграфы ℋ и ℋ′ имеют совершенные рас-
краски с одинаковыми матрицами параметров S, то существует гипер-
граф 𝒢 который накрывает и ℋ, и ℋ′.

Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãèïåðãðàôà 𝒢, êîòîðîå ïðîòûêàåò êàæäîå åãî ãè-
ïåððåáðî ðîâíî 𝑘 ðàç, íàçîâåì 𝑘-òðàíñâåðñàëüþ. 2-ðàñêðàñêà âåðøèí îä-
íîðîäíîãî ðåãóëÿðíîãî ãèïåðãðàôà ïî èõ ïðèíàäëåæíîñòè 𝑘-òðàíñâåðñàëè
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé.

Теорема 5. Пусть S – матрица параметров совершенной раскраски,
построенной по 𝑘-трансверсали в 𝑑-однородном 𝑟-регулярном гиперграфе 𝒢.
Тогда собственные числа S есть 𝜆0 = 0 и 𝜆𝑗 = 𝑟𝜉𝑗𝑘, где 𝜉 – примитивный
корень из единицы степени 𝑑.
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И.В. Тихонов, В.Б. Шерстюков

ivtikh@mail.ru, shervb73@gmail.com

УДК 517.518.82

Дан краткий обзор результатов, полученных авторами за последние
десять лет по теории классических полиномов Бернштейна. Основное
внимание уделено специальному случаю кусочно линейных порожда-
ющих функций. Приведен подробный список литературы.

Ключевые слова: полиномы Бернштейна, кусочно линейные функции,
алгебраические соотношения, распределение нулей.

From the theory of Bernstein polynomials

A brief review of the authors’ results on the theory of classical Bernstein
polynomials is given. The main attention is paid to the specific case of
piecewise linear generating functions. The bibliography lists all major
publications.

Keywords: Bernstein polynomials, piecewise linear functions, algebraic re-
lations, distribution of zeros.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûë âûïîëíåí áîëüøîé öèêë èññëåäîâàíèé,
ñâÿçàííûõ ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà â ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèÿõ. Îñíîâíûå
ïóáëèêàöèè â èõ õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå ïðåäñòàâëåíû â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû [1�17]. Ñðåäè ïðî÷åãî äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà îò êóñî÷íî ëèíåéíûõ
ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé ðàññìîòðåí âîïðîñ î õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè â êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïîñòðîåíà çàâåðøåííàÿ òåîðèÿ àòòðàêòîðîâ íóëåé
(ñì. [6�9, 13�15, 17]). Äëÿ îñíîâíûõ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ

∙ ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé (ñì. [1, 2, 5, 13]);
∙ óêàçàíû òî÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà âîçíèêàþùèõ êîýôôèöèåíòîâ
(ñì. [1�3, 10, 11]);

∙ óñòàíîâëåíû ñâÿçè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ñ ïîëèíîìàìè Êàíòîðîâè-
÷à, ÷òî äàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ ïîñëåäíèõ (ñì. [16, 17]).

Работа подготовлена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках ре-
ализации программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики
по соглашению № 075-15-2022-284.
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Îòäåëüíî ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à î ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èÿõ â òåîðèè
ïðè åå ïåðåíîñå íà ñèììåòðè÷íûé îòðåçîê [−1, 1] (ñì. [4, 5, 10�12]). Àêòèâ-
íîå ó÷àñòèå â ïðîâîäèìûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèíÿëè íàøè êîëëåãè, ìîëîäûå
ìàòåìàòèêè Ì.À.Ïåòðîñîâà, Ä. Ã.Öâåòêîâè÷, È.Â.Îêîðî÷êîâ.
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вании в произвольной размерности палиндромичных цепных дробей.
В качестве многомерного обобщения цепных дробей рассматриваются
полиэдры Клейна.
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Cyclic symmetries of multidimensional continued fractions
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palindromic continued fractions in an arbitrary dimension. As a multidi-
mensional generalization of continued fractions, we consider Klein poly-
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Äëÿ ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé öåïíîé äðîáè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èçâåñò-
íî íåñêîëüêî îáîáùåíèé, îäíî èç êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè öåïíîé äðîáè, ïðåäëîæåííîé Ô. Êëåéíîì (ñì. [1]). À èìåí-
íî, ïóñòü 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 � îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà R𝑛, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî âñåì R𝑛. Ãèïåðïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå íà âñåâîç-
ìîæíûå (𝑛−1)-íàáîðû èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàçáèâàþò R𝑛 íà 2𝑛 ñèìïëè-
öèàëüíûõ êîíóñîâ. Îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê òî÷åê Z𝑛 ∖ {0} âíóò-
ðè ýòèõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîíóñîâ íàçûâàåòñÿ (𝑛 − 1)-ìåðíîé öåïíîé äðî-
áüþ. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå Äèðèõëå îá àëãåáðàè÷åñêèõ åäèíèöàõ (ñì. [2]) ëþ-
áàÿ (𝑛− 1)-ìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âïîëíå
âåùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ ïîëÿ Q ñòåïåíè 𝑛, îáëàäàåò áîãàòîé ãðóïïîé
GL𝑛(Z)-ñèììåòðèé, äåéñòâèå êîòîðîé ñîõðàíÿåò êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ
𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 (ñì., íàïðèìåð, [3]). Îäíàêî, ó (𝑛− 1)-ìåðíîé àëãåáðàè÷åñêîé öåï-
íîé äðîáè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äîïîëíèòåëüíûå GL𝑛(Z)-ñèììåòðèè, íàçû-
âàåìûå ïàëèíäðîìè÷åñêèìè. Òàêèå ñèììåòðèè íåòîæäåñòâåííûì îáðàçîì
ïåðåñòàâëÿþò ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛. Â äàííîì äîêëàäå ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî 𝑛 > 1 ñóùåñòâóåò (𝑛 − 1)-ìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
öåïíàÿ äðîáü, îáëàäàþùàÿ ïàëèíäðîìè÷åñêèìè ñèììåòðèÿìè (ñì. [4]).
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Limit theorems for weighted sums and its applications

The report consists of three parts. The first part describes a general
approach leading to estimates of the accuracy of approximations of dis-
tributions of statistics. The following discusses the use of the general
approach in CLT for weighted sums of random elements. At the same
time, new results in the multivariate CLT make it possible to improve the
asymptotic properties of statistics using randomization.

Keywords: non-asymptotic estimates, weighted sums, randomized statis-
tics.

Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà äàí êðàòêèé îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ ïî íåà-
ñèìïòîòè÷åñêèì îöåíêàì òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé íåëè-
íåéíûõ ôîðì îò ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ. Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåëèíåéíûå ôîðìû, âñòðå÷àþùèåñÿ â ìíîãîìåðíîé ñòàòèñòèêå, ñì., íàïð.,
[1�3].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå
ìåòîäû. Âìåñòå ñ òåì â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé â
äîñòàòî÷íî îáùåì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íåàñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ
íåëèíåéíûõ ôîðì, âêëþ÷àÿ ñëó÷àè, êîãäà â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèé èñ-
ïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, à îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæå-
íèé äàþòñÿ â òåðìèíàõ ëÿïóíîâñêèõ îòíîøåíèé. Â [4] ðàññìîòðåí êëàññ
äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé ℎ𝑛(𝜀, ..., 𝜀𝑛), 𝑛 > 1, íà R𝑛, ñèììåòðè÷íûõ îò-
íîñèòåëüíî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ñâîèõ àðãóìåíòîâ, è òàêèõ, ÷òî
ℎ𝑛+1(𝜀1, ..., 𝜀𝑗 , 0, 𝜀𝑗+1, ..., 𝜀𝑛) = ℎ𝑛(𝜀1, ..., 𝜀𝑗 , 𝜀𝑗+1, ..., 𝜀𝑛) è

𝜕

𝜕𝜀𝑗
ℎ𝑛(𝜀1, ..., 𝜀𝑗 , ..., 𝜀𝑛)

⃒⃒⃒⃒
𝜀𝑗=0

= 0

äëÿ âñåõ 𝑗 = 1, ..., 𝑛.

Åñëè ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåí-
òîâ 𝑋𝑗 ñ îáùèì ðàñïðåäåëåíèåì 𝑃 , òî ìîæíî âçÿòü ℎ𝑛 = E𝐹 (𝜀1(𝛿𝑋1

−
𝑃 ) + . . . + 𝜀𝑛(𝛿𝑋𝑛 − 𝑃 )), ò.å., ℎ𝑛 åñòü ñðåäíåå ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà 𝐹 îò
взвешенного ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ ìåðàìè Äèðàêà â 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Èíû-
ìè ñëîâàìè, ℎ𝑛 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ¾âêëàäîâ¿ ñëó÷àé-
íûõ ýëåìåíòîâ 𝑋𝑗 . Â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü 𝐹 îò ýòèõ ìåð íåëèíåéíà.
Â äîêëàäå ïîêàçàíî (ñì.äîêàçàòåëüñòâà â [4]), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ¾åñòå-
ñòâåííûõ¿ ìîìåíòíûõ óñëîâèé íà ðàïðåäåëåíèå 𝑋1 äëÿ óêàçàííîãî êëàññà
ôóíêöèé ℎ𝑛 ñóùåñòâóåò ¾ïðåäåëüíàÿ¿ ôóíêöèÿ, à òàêæå ìîæíî âûïèñàòü
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ òèïà ×åáûøåâà�Ýäæâîðòà. Ïðè ýòîì îøèáêà
ïðèáëèæåíèÿ äàåòñÿ â òåðìèíàõ |𝜀|𝑑 :=

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝜀𝑖|𝑑.

Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ è óòî÷íåíèÿ îáùåãî
ïîäõîäà, â ÷àñòíîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ÖÏÒ) äëÿ âçâå-
øåííûõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èëè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, êîãäà ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ìåðû íà (𝑛 − 1)-ìåðíîì åäèíè÷íîì øàðå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âçâåøåííûõ ñóìì ïðèáëèæàþòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 𝑂(𝑛−1), ñì.[5].



239

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äîêëàäà ïîêàçàíî, ÷òî íîâûå ðåçóëüòàòû â
ìíîãîìåðíîé ÖÏÒ äëÿ âçâåøåííûõ ñóìì ïîçâîëÿþò ñ ïîìîùüþ ðàíäîìè-
çàöèè çàìåòíî óëó÷øèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòàòèñòèê èç øèðîêî-
ãî êëàññà ñòàòèñòèê êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ ñî ñòåïåííûìè ìåðàìè ðàñõîæäå-
íèÿ (ïðèìåðû: ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, ñòàòèñòèêà Ôðèìàíà�
Òüþêè, ñòàòèñòèêà Êðåññè�Ðèäà) è ðàíãîâûõ ñòàòèñòèê (ïðèìåðû: ñòàòè-
ñòèêà Ôðèäìàíà, ñòàòèñòèêà Áðàóíà�Ìóäà), ñì.[6].
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ТРОПИЧЕСКИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СОМОСА
А.В. Устинов

ustinov.alexey@gmail.com
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Для целого 𝑘 > 4 последовательностью Сомос–𝑘 называется последо-
вательность, задаваемая квадратичным рекуррентным соотношением

𝑠𝑛+𝑘𝑠𝑛 =

[𝑘/2]∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑠𝑛+𝑘−𝑗𝑠𝑛+𝑗 ,

где 𝛼𝑗 — константы, 𝑠0, . . . , 𝑠𝑘−1 — начальные условия. Оказывается,
что некоторые последовательности Сомоса являются целочисленны-
ми. При некоторых дополнительных условиях на коэффициенты по-
следовательности Сомос–𝑘 при 𝑘 = 4, 5, 6, 7 оказываются полиномами
от начальных условий. При попытке изучать свойства этих полино-
мов, например, рост степеней, возникает необходимость рассматри-
вать тропические аналоги последовательностей Сомоса. О них и пой-
дёт речь в докладе.

Ключевые слова: теория чисел
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Tropical Somos sequences

For integer 𝑘 > 4 Somos–𝑘 sequence is a sequence generated by quadratic
recurrence relation of the form

𝑠𝑛+𝑘𝑠𝑛 =

[𝑘/2]∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑠𝑛+𝑘−𝑗𝑠𝑛+𝑗 ,

where 𝛼𝑗 are constants and 𝑠0, . . . , 𝑠𝑘−1 are initial data. It turns out
that some Somos sequences are integer. Under some additional condi-
tions on the coefficients of the Somos–𝑘-sequences at 𝑘 = 4, 5, 6, 7 will be
polynomials of initial conditions. When one tries to study properties of
these polynomials, e.g. growth of powers, it becomes necessary to consider
tropical analogues of Somos sequences. Such sequences will be discussed
in the talk.

Keywords: number theory

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ПОЛУЛИНЕЙНОГО
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ЦИЛИНДРЕ

И.В. Филимонова
filimi@yandex.ru

УДК 517.956

Изучается асимптотическое поведении при 𝑡 → ∞, определенных и
положительных в цилиндрической области Ω× (0,∞), решений полу-
линейного параболического уравнения вида 𝑢𝑡 = 𝐿𝑢+ 𝑓(𝑢), где L(u) -
дивергентного вида равномерно эллиптический оператор. Предпола-
гается, что решение 𝑢 удовлетворяет условию Неймана на 𝜕Ω×(0,∞),
область Ω ⊂ 𝑅𝑛 ограничена. Условия на функция 𝑓(𝑢) таковы, чтобы
им удовлетворяла функция 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞 , 0 < 𝑞 < 1.

Ключевые слова: полулинейное уравнение, асимптотическое поведе-
ние, цилиндрическая область

The asymptotic behavior of positive solutions of a semilinear
parabolic equation in a cylinder

We study the asymptotic behavior for 𝑡 → ∞, solutions of a semilinear
parabolic equation of the form 𝑢𝑡 = 𝐿𝑢 + 𝑓(𝑢), where L(u) where L is a
uniformly elliptic divergent operator. It is assumed that the solution 𝑢
satisfies the Neumann condition on 𝜕Ω × (0,∞), Ω ⊂ 𝑅𝑛 is a bounded
domain. The conditions on the function 𝑓(𝑢) are such that they are
satisfied by the function 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞, 0 < 𝑞 < 1.

Keywords: mathematics, differential equations, spectral theory
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Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

𝑢𝑡 =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︁
+ 𝑓(𝑢). (1)

îïðåäåëåííûå â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Ω × (0,∞) è óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ Íåéìàíà íà 𝜕Ω × (0,∞). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ 𝑅𝑛

îãðàíè÷åíà, êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖,𝑗(𝑥, 𝑡) � îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå ïî 𝑥 óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè

𝜆1|𝜉|2 <
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 < 𝜆2|𝜉|2,

ïîñòîÿííûå 0 < 𝜆1 < 𝜆2 íå çàâèñÿò îò 𝑡. Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1)
ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ èç 𝑊 1,1

2,𝑙𝑜𝑐, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1) â ñìûñëå
èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà.

Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëèñü ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ
ôóíêöèåé 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞, 0 < 𝑞 < 1. Äëÿ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
Íåéìàíà,â [1] ïîëó÷åíà ôîðìóëà

𝑢(𝑥, 𝑡) = [𝑎0(1− 𝑞)(𝑡+ 𝑡0)]1/(1−𝑞) +𝑂(𝑒−𝛿𝑡),

ãäå 𝛿 > 0 íå çàâèñèò îò 𝑢(𝑥, 𝑡), à ïîñòîÿííàÿ 𝑡0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ðåøåíèåì 𝑢(𝑥, 𝑡). Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàòü òàêèå óñëîâèÿ
íà ôóíêöèþ 𝑓(𝑢), ÷òî áû äëÿ ðåøåíèÿ áûëà âåðíà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà.

Â ðàáîòàõ [2], [3] áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà íåëèíåéíûé ÷ëåí, ïðè
êîòîðûõ äëÿ ðåøåíèé áóäóò èìåòü ìåñòî ôîðìóëû, êîòîðûå âåðíû äëÿ
𝑓(𝑢) = −𝑢𝑞, 𝑞 > 1. Òî÷íåå â ðàáîòàõ [2], [3] ðàññìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå
𝑢𝑡 = 𝐿𝑢 − 𝑎(𝑥)𝑓(𝑢) ñ êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðà 𝐿, íå çàâèñÿùèìè îò 𝑡,
𝑎(𝑥) > 0, è áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà 𝑓(𝑢), ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøå-
íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Íåéìàíà, ïðè 𝑡→∞ èìååò ìåñòî ôîðìóëà
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝛼(𝑡)(1+𝑜(𝑡)), ãäå 𝛼(𝑡) � íåêîòîðîå ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �̇� = −𝑎0𝑓(𝛼), ñ ïîñòîÿííîé 𝑎0 > 0, íå çàâèñÿùåé
îò 𝑢(𝑥, 𝑡).

Ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòàì íàñòîÿùåé ðàáîòû.
Ïóñòü 𝑓(𝑢) > 0 ïðè 𝑢 ∈ (0,∞) è 𝑓(𝑢)/𝑢→ 0 ïðè 𝑢→∞ òîãäà äëÿ ëþáûõ

𝛽1(𝑡), 𝛽2(𝑡) ïîëîæèòåëüíûõ ïðè 𝑡 > 𝑡0 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �̇�(𝑡) = 𝑓(𝛽) èìååò
ìåñòî 𝛽1(𝑡)/𝛽2(𝑡) = 1 è 𝛽1(𝑡) =∞ ïðè 𝑡→∞.

Теорема 1. Пусть 𝑓(𝑢) > 0 для 𝑢 ∈ (0,∞), 𝑓(𝑢)/𝑢 → 0 при 𝑢 → ∞,
𝑓 ′(𝑢) монотонно убывает по 𝑢 на (0,∞). Пусть 𝛽(𝑡) решение уравнения
�̇�(𝑡) = 𝑓(𝛽) такое, что 𝛽(0) = 1, и выполнено 𝑓(𝛽(𝑡))/𝛽(𝑡) = 𝑂(𝑡−1) при
𝑡 → ∞. Тогда положительное в Ω × (0,∞) решение 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения (1),
удовлетворяющее условию Неймана, стремится к ∞ при 𝑡→∞ и имеет
место формула

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝛽(𝑡+ 𝑡0) +𝑂(𝑒−𝛿𝑡),
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где 𝛿 > 0 не зависит от 𝑢(𝑥, 𝑡), постоянная 𝑡0 однозначно определяется
решением 𝑢(𝑥, 𝑡).
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В ограниченной области Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2, с границей Γ ∈ 𝐶2 рассматри-
вается краевая задача Робена на собственные значения для оператора
Лапласа с параметром в граничном условии. Изучается асимптотиче-
ское поведение собственных значений задачи при больших веществен-
ных значениях параметра.

Ключевые слова: оператор Лапласа, задача Робена, собственное зна-
чение, параметр, асимптотика

On Robin boundary value problems with a large parameter

In a bounded domain Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2, with boundary Γ ∈ 𝐶2, we consider
Robin’s boundary eigenvalue problem for the Laplace operator with a
parameter in the boundary condition. We study the asymptotic behavior
of the eigenvalues of the problem for large real values of the parameter.

Keywords: Laplace operator, Robin problem, eigenvalue, parameter,
asymptotics
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Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2, ñ ãðàíèöåé Γ ∈ 𝐶2 ðàññìîòðèì
êðàåâóþ çàäà÷ó Ðîáåíà íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, (1)(︁𝜕𝑢
𝜕𝜈

+ 𝛼𝑢
)︁⃒⃒⃒⃒
𝑥∈Γ

= 0, (2)

ãäå 𝛼 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Â ýòîé æå îáëàñòè ðàññìîòðèì çàäà÷ó
Äèðèõëå

∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω,

𝑢|𝑥∈Γ = 0,

îáîçíà÷àÿ ÷åðåç 𝜆𝐷1 å¼ ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à ÷åðåç 𝑢𝐷1 (𝑥) � ñîîò-
âåòñòâóþùóþ íîðìèðîâàííóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ (‖𝑢𝐷1 ‖𝐿2(Ω) = 1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå

∆𝑣 + 𝜆𝐷1 𝑣 =

∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠 𝑢𝐷1 , 𝑥 ∈ Ω, (3)

𝑣|𝑥∈Γ = − 𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈Γ

. (4)

Теорема 1. Задача (3) — (4) имеет единственное решение 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω)
удовлетворяющее условию ∫︁

Ω

𝑣𝑢𝐷1 𝑑𝑥 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜆𝑅1 (𝛼) ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è Ðîáåíà (1)
� (2).

Теорема 2. Справедливо асимптотическое разложение

𝜆𝑅1 (𝛼) = 𝜆𝐷1 − 𝑎1𝛼−1 − 𝑎2𝛼−2 + 𝑜
(︀
𝛼−2

)︀
, 𝛼→ +∞,

где

𝑎1 =

∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠, 𝑎2 =

∫︁
Γ

𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

𝜕𝑣

𝜕𝜈
𝑑𝑠.

Â ([1], [2]) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè.

Теорема 3. Если Ω ⊂ 𝐵𝑅0
(0) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑅0} и b(𝑥) =

(𝑏1(𝑥), . . . , 𝑏𝑛(𝑥)) ∈ 𝐶1(Ω) — вектор-функция, то справедливы неравенства:

2𝜆𝐷1
𝑅0

6 𝑎1 6 4𝑛 inf
b ∈ 𝐶1(Ω)
b|Γ = 𝜈

max
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

‖(𝑏𝑖)𝑥𝑗
‖𝐶(Ω)𝜆

𝐷
1 , (5)

‖𝑓(𝑥)‖𝐶(Ω) = sup
𝑥∈Ω

|𝑓(𝑥)|.
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Определение 1. Поверхность Γ называется строго звездной, если для

всех 𝑥 ∈ Γ выполнено неравенство (𝜈, 𝑥) > 0.

Теорема 4. Если Γ — строго звездная поверхность, то справедлива
оценка:

𝑎1 6
2𝜆𝐷1

inf
𝑥∈Γ

(𝜈, 𝑥)
. (6)

Замечание 1. Äëÿ Ω = 𝐵𝑅0(0) èç îöåíîê (5), (6) ñëåäóåò, ÷òî 𝑎1 =
2𝜆𝐷

1

𝑅0
.

Замечание 2. Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ñ âîçìóùåíèåì ïðè íå çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.
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УДК 517.518

Рассматривается новая модель ветвящихся случайных блужданий по
многомерным решеткам, когда, блуждая по решетке, частица может
погибнуть в каждой точке и только в одной из них, например, в нуле,
также может произвести потомство. Получена классификация асимп-
тотического поведения целочисленных моментов общего числа частиц
и числа частиц в каждой точке решетки в зависимости от соотноше-
ния между параметрами модели. В случае существования изолирован-
ного положительного собственного значения у эволюционного опера-
тора средних численностей частиц получена предельная теорема об
экспоненциальном росте численностей частиц.

Ключевые слова: ветвящиеся случайные блуждания, эволюционный
оператор, функция Грина
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Branching random walks with one particle generation center
and an infinite number of absorbing sources

A new model of branching random walks on multidimensional lattices is
considered, when, walking along the lattice, a particle can die at any point
and only at one of them, for example, at zero, can also produce offspring.
A classification of the asymptotic behavior of the integer moments of the
total number of particles and the number of particles at every lattice point
is obtained depending on the relation between the model parameters. In
the case of the existence of an isolated positive eigenvalue of the evolution
operator of average particle numbers, a limit theorem on the exponential
growth of particle numbers is obtained.

Keywords: branching random walks, evolution operator, Green’s function

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ íåïðåðûâíûì âðå-
ìåíåì ïî ìíîãîìåðíîé ðåøåòêå Z𝑑, 𝑑 ∈ N, òàêîå, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ ðå-
øåòêè íàõîäÿòñÿ èñòî÷íèêè, íàçûâàåìûå поглощающими, â êîòîðûõ ÷à-
ñòèöà ìîæåò òîëüêî ïîãèáíóòü, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå âîç-
ìîæíî òàêæå ðàçìíîæåíèå ÷àñòèöû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæ-
äàíèå, ëåæàùåå â îñíîâå ïðîöåññà, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè,
ñèììåòðè÷íîñòè, îäíîðîäíîñòè è íåïðèâîäèìîñòè, à âñå ÷àñòèöû-ïîòîìêè
ýâîëþöèîíèðóþò ïî òîìó æå çàêîíó íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà ñîñòîèò èç îäíîé ÷àñòèöû, ðàñïîëîæåííîé
â òî÷êå 𝑥 ∈ Z𝑑. Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé
àíàëèç ÷èñëà ÷àñòèö íà âñåé ðåøåòêå è ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö â êàæäîé òî÷-
êå, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç èõ öåëî÷èñëåííûõ ìîìåíòîâ. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ïåðâûå ìîìåíòû ÷èñëà ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå è îáùåãî ÷èñëà

÷àñòèö óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷å Êîøè:
𝑑𝑚1

𝑑𝑡
= ℰ𝑚1 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑚1(0, 𝑥, 𝑦) = 𝛿𝑦(𝑥) èëè 𝑚1(0, 𝑥) ≡ 1 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ýâîëþöèîííûé îïå-
ðàòîð ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö èìååò âèä ℰ = 𝒜 + 𝛽∆0 − 𝑏0ℐ, çäåñü
𝒜 : 𝑙𝑝(Z𝑑) → 𝑙𝑝(Z𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, � îïåðàòîð áëóæäàíèÿ, îïðåäåëåííûé
â [1], ïàðàìåòð 𝛽 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 𝛽 :=

∑︀
𝑛>1

(𝑛 − 1)𝑏𝑛, ãäå 𝑏𝑛 �

èíòåíñèâíîñòü ïîÿâëåíèÿ ó ÷àñòèöû 𝑛 > 1 ïîòîìêîâ, âêëþ÷àÿ ñàìó ÷à-
ñòèöó, ∆𝑥 = 𝛿𝑥𝛿

𝑇
𝑥 , 𝛿𝑥 = 𝛿𝑥(·) � âåêòîð-ñòîëáåö íà ðåøåòêå, ïðèíèìàþùèé

åäèíè÷íîå çíà÷åíèå â òî÷êå 𝑥 ∈ Z𝑑 è çíà÷åíèå íîëü â îñòàëüíûõ òî÷êàõ
ðåøåòêè, 𝑏0 > 0 � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè,
à ℐ � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Ïóñòü ïàðàìåòð 𝛽𝑐 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
𝛽𝑐 := 1/𝐺0(0, 0), ãäå 𝐺𝜆(𝑥, 𝑦) � ôóíêöèÿ Ãðèíà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, à 𝜆0
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 𝛽𝐺𝜆(0, 0) = 1. Ïîëó÷åíî, ÷òî ïîâåäåíèå ìîìåíòîâ çà-
âèñèò îò ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè 𝛽 è 𝛽𝑐, à
òàêæå îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó 𝜆0 è 𝑏0. Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ïàðàìåòðàìè 𝛽 è 𝛽𝑐, à òàêæå äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðà-
ìåòðàìè 𝜆0 è 𝑏0 ïðè 𝛽 > 𝛽𝑐, ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ìîìåíòîâ ÷èñëà ÷àñòèö â òî÷êå 𝑦 ∈ Z𝑑 𝑚1(𝑡, 𝑥, 𝑦)
è îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö 𝑚1(𝑡, 𝑥) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 𝑑-ìåðíûõ ðåøåòîê ïðè
𝑡 → ∞. Â ñëó÷àå, êîãäà 𝛽 > 𝛽𝑐 è 𝜆0 > 𝑏0 ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðíûé ðîñò ìî-
ìåíòîâ è äîêàçûâàåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ê íåêîòîðîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîâòîðÿåò ìåòîä
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äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíîé òåîðåìû, ïðåäëîæåííûé â [2]. Áóäåì îáîçà÷àòü
÷èñëåííîñòü ÷àñòèö â òî÷êå 𝑦 ∈ Z𝑑 êàê 𝜇(𝑡, 𝑦), îáùóþ ÷èñëåííîñòü (ïî-
ïóëÿöèþ ÷àñòèö) êàê 𝜇(𝑡), 𝛽(𝑟) := 𝑓 (𝑟)(1), ãäå 𝑓(𝑢) � èíôèíèòåçèìàëüíàÿ
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà.

Теорема 1. Пусть 𝛽 > 𝛽𝑐 и 𝜆0 > 𝑏0. Если 𝛽(𝑟) = 𝑂(𝑟!𝑟𝑟−1) для всех
𝑟 ∈ N, то в смысле сходимости по распределению справедливы соотноше-
ния

lim
𝑡→∞

𝜇(𝑡, 𝑦)𝑒−(𝜆0−𝑏0)𝑡 = 𝜉𝜓(𝑦), lim
𝑡→∞

𝜇(𝑡)𝑒−(𝜆0−𝑏0)𝑡 = 𝜉,

где 𝜓(𝑦) — некоторая неотрицательная функция, а 𝜉 — невырожденная
случайная величина.

Â ñëó÷àå 𝜆0 = 𝑏0 ïîëó÷åíî, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû èìåþò ñòåïåí-
íîé ðîñò ïðè 𝑡→∞, ïðè ýòîì ïåðâûå ìîìåíòû àñèìïòîòè÷åñêè âåäóò ñåáÿ
êàê êîíñòàíòû. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî åñòü ïðè 𝜆0 < 𝑏0 è ïðè îòñóòñòâèè ó
îïåðàòîðà ℰ èçîëèðîâàííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (𝛽 6 𝛽𝑐), ïîëó÷åíî, ÷òî
öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò.
Ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå, îáåñïå÷èâàþ-
ùåå áåñêîíå÷íóþ äèñïåðñèþ ñêà÷êîâ, òàêèå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ïðèíÿòî
íàçûâàòü â ëèòåðàòóðå ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àÿ 𝛽 > 𝛽𝑐, îñòàþò-
ñÿ âåðíû. Â ñëó÷àå æå 𝛽 6 𝛽𝑐 êëàññèôèêàöèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ìîìåíòîâ îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ êîíå÷íîé äèñïåðñèè ñêà÷êîâ, íàáëþäàåòñÿ
áîëåå áûñòðîå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå.
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В работе получен ответ на вопрос о дизъюнктных семействах компак-
тов, поставленный в 1970 г.

Ключевые слова: математика, топология, ручные и дикие вложения

An answer to a question of J.W. Cannon and S.G. Wayment

We answer the question about disjoint families of compact sets, posed in
1970.

Keywords: mathematics, topology, tame and wild embeddings

Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòà 𝑋 ïðîñòðàíñòâî 𝐸𝑚𝑏(𝑋,R𝑁 ) âëîæåíèé
𝑋 →˓ R𝑁 , íàäåëåííîå ìåòðèêîé 𝜌(𝑓, 𝑔) = sup{𝑑(𝑓𝑥, 𝑔𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋}, ÿâëÿåò-
ñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò:
Ïóñòü ℱ � íåñ÷åòíîå ñåìåéñòâî âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãîìåîìîðô-
íûõ êîïèé êîìïàêòà 𝑋 â R𝑁 ; òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, . . . ∈ ℱ , ÷òî 𝑋𝑖 ̸= 𝑋0 äëÿ êàæäîãî 𝑖 > 0 è {𝑋𝑖, 𝑖 ∈ N} ãîìåî-
ìîðôíî ñõîäèòñÿ ê 𝑋0.

Определение 1. Последовательность множеств 𝑋1, 𝑋2, . . . ⊂ R𝑁 го-
меоморфно сходится к множеству 𝑋0 ⊂ R𝑁 , если для каждого 𝜀 > 0
существует такое целое число 𝑛, что при 𝑖 > 𝑛 имеется гомеоморфизм
ℎ𝑖 : 𝑋0

∼= 𝑋𝑖, перемещающий точки не более, чем на 𝜀.
Â 1970 ã. Äæ. Êýííîí è Ñ. Óýéìåíò ïîñòàâèëè âîïðîñ [1]: Ïóñòü

𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, . . . ⊂ R𝑁 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîí-
òèíóóìîâ, ãîìåîìîðôíî ñõîäÿùàÿñÿ ê 𝑋0. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñ÷åò-
íîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãîìåîìîðôíûõ êîïèé 𝑋0 â R𝑁 ?
(Ïî òåîðåìå âàí Äàóýíà, ýòî ýêâèâàëåíòíî âîïðîñó î âëîæèìîñòè 𝑋0 × 𝒞 â
R𝑁 , ãäå 𝒞 � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî [2]; à ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Òîäîð÷åâè÷à
[3], ýòî ýêâèâàëåíòíî âîïðîñó î âëîæèìîñòè 𝑋0 ×Q â R𝑁 .)

Ýòîò âîïðîñ äî ñèõ ïîð îòêðûò. Â ðàáîòå [1] Êýííîí è Óýéìåíò ïî-
ëó÷èëè ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè: åñëè
𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, . . . âëîæåíû â R𝑁 ýêâèâàëåíòíî äðóã äðóãó.

Определение 2. Два подмножества 𝑋,𝑋 ′ ⊂ R𝑁 îáúåìëåìî ãîìåî-
ìîðôíû, или ýêâèâàëåíòíî âëîæåíû, если существует такой гомеомор-
физм ℎ пространства R𝑁 на себя, что ℎ(𝑋) = 𝑋 ′. В этом случае пишем
ℎ : (R𝑁 , 𝑋) ∼= (R𝑁 , 𝑋 ′).

Íî äàæå ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè òàêîå èñêîìîå
íåñ÷åòíîå ñåìåéñòâî, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû âëîæåíû ýêâèâàëåíòíî ïðåäåëü-
íîìó ïðîñòðàíñòâó 𝑋0 ⊂ R𝑁 . Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåðàìè.

Äëÿ 𝑁 = 2 ñì. [4, ïðèìåðû 3, 4], [5, ïðèìåð 2]; ïðîñòðàíñòâà 𝑋0 èìåþò
äîâîëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ 𝑁 = 3 èëè 𝑁 > 5 Êýííîí è Óýéìåíò
ïîñòðîèëè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, . . . ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ äèêèõ (𝑁 − 1)-ñôåð â R𝑁 , ÷òî: {𝑋𝑖, 𝑖 ∈ N} ãîìåîìîðôíî ñõîäèòñÿ ê
𝑋0; (R𝑁 , 𝑋𝑖) ∼= (R𝑁 , 𝑋0) äëÿ êàæäîãî 𝑖; íî íåò âîçìîæíîñòè íàéòè íåñ÷åò-
íîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (𝑁 − 1)-ñôåð â R𝑁 , êàæäàÿ èç
êîòîðûõ âëîæåíà ýêâèâàëåíòíî 𝑋0 [1, ñ. 568�570].

Определение 3. Подмножество 𝑋 ⊂ R𝑁 , гомеоморфное (𝑁−1)-сфере,
называется ïëîñêèì, если оно объемлемо гомеоморфно стандартной еди-
ничной сфере, и äèêèì в противном случае.
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(Î äèêèõ âëîæåíèÿõ ñì. êíèãè [6], [7], [8].)
Ñëó÷àé𝑁 = 4 íå áûë îõâà÷åí ïðèìåðàìè Êýííîíà-Óýéìåíòà è îñòàâàëñÿ

îòêðûòîé ïðîáëåìîé [1, ñ. 569�570].
Ìû ñòðîèì íîâûå ñåðèè âëîæåíèé äëÿ êàæäîãî 𝑁 > 4. Òåì ñàìûì ïî-

ëó÷àåì îòâåò äëÿ îòêðûòîãî äî ñèõ ïîð ñëó÷àÿ 𝑁 = 4; êðîìå òîãî, ìû
ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèå êîìïàêòû, à íå òîëüêî (𝑁 −1)-ñôåðû. Â íàøåì
ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàíû �ëèïêèå� êàíòîðîâû ìíîæåñòâà Â.Êðóøêàëÿ [9].
Â îòëè÷èå îò ðàáîòû Êýííîíà è Óýéìåíòà, äîêàçàòåëüñòâî íå òðåáóåò
îïîðû íà ñëîæíûå ðåçóëüòàòû Ð.Áèíãà (1957-1961), Äæ.Áðàéåíòà (1968),
À.Â.×åðíàâñêîãî (1973) è Ð.Äàâåðìàíà (1973).

Теорема. Пусть 𝑁 > 4; 𝑋 ⊂ 𝑆𝑁−1 — такой компакт, что для неко-
торой точки 𝑞 ∈ 𝑋, некоторой открытой окрестности 𝑈 точки 𝑞 в
𝑆𝑁−1 и некоторого целого числа 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑁 − 1} выполнено (𝑈,𝑈 ∩𝑋) ∼=
(R𝑁−1,R𝑘). Тогда существуют такие вложение 𝑒 : 𝑋 →˓ R𝑁 и последова-
тельность попарно непересекающихся компактов 𝑋1, 𝑋2, . . . ⊂ R𝑁 ∖ 𝑒(𝑋),
что

1) {𝑋𝑖, 𝑖 ∈ N} гомеоморфно сходится к 𝑒(𝑋);

2) (R𝑁 , 𝑋𝑖) ∼= (R𝑁 , 𝑒(𝑋)) для каждого 𝑖 ∈ N; и
3) если ℱ — такое дизъюнктное семейство множеств 𝑌𝛼 ⊂ R𝑁 , что

(R𝑁 , 𝑌𝛼) ∼= (R𝑁 , 𝑒(𝑋)) для каждого 𝛼, то ℱ содержит не более чем счет-
ное число элементов.

Êýííîí è Óýéìåíò îãðàíè÷èëè ñâîé âîïðîñ ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè, íî
îí íåòðèâèàëåí è äëÿ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ; ìû ðàññìîòðèì è ýòîò ñëó÷àé.
Ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàáîòå [10].
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НЕКОТОРЫЕ ЭКЗОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ И
СООТВЕТСТВУЮЩИХ 𝐶*-АЛГЕБР
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УДК 515.122, 517.986.32

Исследуются свойства (коммутативных) 𝐶*-алгебр с точки зрения
теории фреймов в терминах поведения сигма-компактных подмно-
жеств соответствующего топологического пространства.

Ключевые слова: 𝐶*-алгебра, гильбертов 𝐶*-модуль, фрейм, сигма-
компактность

Some exotic properties of topological spaces and corresponding
𝐶*-algebras

We study the properties of (commutative) 𝐶*-algebras from the point of
view of frame theory in terms of the behavior of sigma-compact subsets
of the corresponding topological space.

Keywords: 𝐶*-algebra, Hilbert 𝐶*-module, frame, 𝜎-compactness

Ãèëüáåðòîâ 𝐶*-ìîäóëü � ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âìåñòî ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíàÿ 𝐶*-àëãåáðà 𝐴 (äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ àíàëîã ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ < ·, · >, êîòîðîå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ýòîé àëãåáðå). Òî÷íî òàê
æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ïîíÿòèå ôðåéìà.

Ñåìåéñòâî {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà 𝐶*-ìîäóëÿ 𝑁 íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíûì ôðåéìîì â 𝑁 , åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå 𝑐1, 𝑐2, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝑁 ðÿä

∑︀
𝑗

< 𝑥, 𝑥𝑗 >< 𝑥𝑗 , 𝑥 > ñõîäèòñÿ ïî

íîðìå â 𝐴 è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

𝑐1 < 𝑥, 𝑥 > 6
∑︁
𝑗

< 𝑥, 𝑥𝑗 >< 𝑥𝑗 , 𝑥 > 6 𝑐2 < 𝑥, 𝑥 > .

Âàæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ôðåéìà äëÿ ãèëüáåðòîâà 𝐶*-ìîäóëÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â ñëó÷àå óíèòàëüíîé àëãåáðû 𝐴 åãî ñóùåñòâîâàíèå àíàëîãè÷íî
íàëè÷èþ ñâîéñòâà ñòàáèëèçàöèè òèïà Êàñïàðîâà: ãèëüáåðòîâ 𝐶*-ìîäóëü 𝑁
íàä 𝐶*-àëãåáðîé 𝐴 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðòîãîíàëüíîãî ïðÿìîãî ñëà-
ãàåìîãî â ñòàíäàðòíîì ìîäóëå íåêîòîðîé ìîùíîñòè

⨁︀
𝜆∈Λ

𝐴 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà â 𝑁 ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíûé ôðåéì.
�Ñòàíäàðòíûé� îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå � íàðÿäó ñî ñòàí-

äàðòíûì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è �ïðîñòî� ôðåéìû. Â ýòîì ñëó÷àå ñõîäè-
ìîñòü ïîäðàçóìåâàåòñÿ â óëüòðàñëàáîé òîïîëîãèè ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó

Фуфаев Денис Владимирович, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Denis Fufaev (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Íî åñòü è áîëåå ïðî-
ñòîå îïèñàíèå ôðåéìîâ: ñåìåéñòâî {𝑥𝑗}𝐽 ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì â 𝑁 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû 𝑐1, 𝑐2 òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝑁 è ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ 𝜙 íà 𝐴 (ò.å. ïîëîæèòåëüíîãî ëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëà íîðìû 1) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

𝑐1𝜙(< 𝑥, 𝑥 >) 6
∑︁
𝑗

𝜙(< 𝑥, 𝑥𝑗 >< 𝑥𝑗 , 𝑥 >) 6 𝑐2𝜙(< 𝑥, 𝑥 >)

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ãèëüáåðòîâà 𝐶*-ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìà 𝐶*-
àëãåáðà 𝐴 ñ óìíîæåíèåì < 𝑎, 𝑏 >= 𝑎*𝑏. Îêàçûâàåòñÿ, äàæå â ýòîì ñëó÷àå
âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ôðåéìîâ ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì, ïðè÷åì äàæå â ñëó-
÷àå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû 𝐴. Òîãäà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå 𝐶0(𝐾)
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî-êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå 𝐾, îáðàùà-
þùèõñÿ â íîëü íà áåñêîíå÷íîñòè. Çäåñü ìîæíî ïðîñëåäèòü ñâÿçü ìåæäó ñó-
ùåñòâîâàíèåì ôðåéìîâ â 𝐶*-àëãåáðå è ïîâåäåíèåì ñèãìà-êîìïàêòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ 𝐾. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðóþ êëàññèôèêàöèþ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ:

𝐾𝐼 � ñèãìà-êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà (ò.å. ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìîæ-
íî ïîêðûòü ñ÷åòíûì ñåìåéñòâîì êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ);

𝐾𝐼𝐼 � íå ñèãìà-êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèå ïëîòíîå ñèãìà-
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî;

𝐾𝐼𝐼𝐼 � ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ íè îäíî ñèãìà-êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì, ò. å. äîïîëíåíèå ê ëþáîìó ñèãìà-êîìïàêòíîìó
ïîäìíîæåñòâó èìååò âíóòðåííþþ òî÷êó, íî áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà (â
îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèè) ìîæåò íå áûòü âíóòðåííåé äëÿ äîïîëíå-
íèÿ; ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî íàéäåòñÿ ñèãìà-êîìïàêòíîå íå ïðåäêîì-
ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî;

𝐾𝐼𝑉 � ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ äîïîëíåíèå ê ëþáîìó ñèãìà-
êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó èìååò âíóòðåííþþ òî÷êó, à (â îäíîòî÷å÷íîé
êîìïàêòèôèêàöèè) áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-
íåé äëÿ äîïîëíåíèÿ; ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñÿêîå ñèãìà-êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî ïðåäêîìïàêòíî.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññû 𝐾𝐼 è 𝐾𝐼𝑉 �ïðîòèâîïîëîæíû� äðóã äðóãó �
äëÿ ïðîñòðàíñòâ èç ïåðâîãî êëàññà â ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàõ âñåãäà åñòü
ñòàíäàðòíûé ôðåéì, äëÿ ïðîñòðàíñòâ æå èç ïîñëåäíåãî êëàññà íèêîãäà
íåò è ïðîñòûõ ôðåéìîâ. Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ æå êëàññîâ îïèñàíèå áîëåå
ñëîæíîå, îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íåò, íî ïðè ýòîì òàì íàõîäÿòñÿ ïðèìåðû ñ
äîâîëüíî èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè � íàïðèìåð, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð
𝐶*-àëãåáðû, ó êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîãî ôðåéìà, íî íàéäåòñÿ
ïðîñòîé.
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ТЕОРЕМЫ ТИПА ЛИУВИЛЛЯ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ВНЕ
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По классической теореме Лиувилля всякая целая или субгармониче-
ская функция, ограниченная сверху на комплексной плоскости C, по-
стоянна. Такой же вывод возможен и в предположении ограниченно-
сти сверху таких функций вне некоторого достаточно малого исклю-
чительного множества при дополнительном ограничении на скорость
роста функции. При этом взаимосвязь между малостью исключитель-
ного множества и скоростью роста функции должна быть взаимно
обратной. Количественные аспекты последнего и будут обсуждаться,
включая и многомерные случаи.

Ключевые слова: целая функция, субгармоническая функция, функ-
ция конечного порядка, теорема Лиувилля

Liouville-type theorems with constraints outside exceptional
sets

According to the classical Liouville theorem, every entire or subharmonic
function bounded from above on the complex plane C is constant. The
same conclusion is possible under the assumption that such functions are
limited from above outside of some sufficiently small exceptional set with
an additional restriction on the growth rate of the function. In this case,
the relationship between the smallness of the exceptional set and the
growth rate of the function should be mutually inverse. Quantitative
aspects of the latter will be discussed, including multidimensional cases.

Keywords: entire function, subharmonic function, finite order function,
Liouville’s theorem

Ãîëîìîðôíàÿ íà евклидовом комплексном пространстве C𝑛 ðàçìåðíî-
ñòè 𝑛 ∈ N := {1, 2, . . . } ñ îáû÷íîé åâêëèäîâîé íîðìîé-ìîäóëåì |·|, ò.å. целая,
ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ функцией конечного порядка, åñëè

lim sup
𝑧→∞

ln max
{︀

ln |𝑓(𝑧)|, 1
}︀

ln |𝑧|
< +∞.

Â 2018 ã. â [1; ëåììà 4.2] áûëà óñòàíîâëåíà è íàøëà ïîëåçíûå ïðèìåíåíèÿ
â [1]�[2] è ðÿäå äðóãèõ ðàáîò ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Если целая функция конечного порядка на C ограничена вне
𝐸 ⊂ C, а площади пересечений 𝐸 с кругами радиуса 𝑟 ∈ R+ с центром в
нуле — величины порядка 𝑜(𝑟2) при 𝑟 → +∞, то она постоянная.

Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда № 22-21-00026,
https://rscf.ru/project/22-21-00026/
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Êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èç íàøåé ñòàòüè [3; òåîðåìà 2] 2020 ã.,
îòðàæ¼ííîå è â [2; òåîðåìà 3.1], îõâàòûâàåò òàêæå è ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Теорема 2. Если целая функция конечного порядка на C𝑛 ограничена
сверху вне множества 𝐸 ⊂ C𝑛, а объёмы пересечений множества 𝐸 ⊂ C𝑛
с шарами радиуса 𝑟 ∈ R+ с центром в нуле — величины порядка 𝑜(𝑟2𝑛) при
𝑟 → +∞, то она постоянная.

Â ñëåäóþùåé íàøåé ðàáîòå [4] îãðàíè÷åíèÿ íà ðîñò ôóíêöèè äàþò-
ñÿ â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ëèøü íà ðàñøèðÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
îêðóæíîñòåé èëè ñôåð âíå àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûõ ìíîæåñòâ íà ýòèõ îêðóæ-
íîñòÿõ èëè ñôåðàõ ïðè ñòðåìëåíèè èõ ðàäèóñîâ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàê, â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå [4, òåîðåìà 4′] èìååò ìåñòî

Теорема 3. Пусть множества 𝐸𝑘 ⊂ C при 𝑘 ∈ N лежат на окружно-
стях 𝑆(𝑟𝑘) с центрами в нуле и возрастающими радиусами 𝑟𝑘, для кото-
рых lim sup𝑘→∞ 𝑟𝑘+1/𝑟𝑘 < +∞, а предел линейных мер Лебега множеств
{arg 𝑧 : 𝑧 ∈ 𝐸𝑘}

⋂︀
[0, 2𝜋) равен нулю. Если целая функция конечного порядка

ограничена сверху на объединении
⋃︀
𝑘 𝑆(𝑟𝑘) ∖ 𝐸𝑘, то она постоянная.

Îäèí èç ìíîãîìåðíûõ âàðèàíòîâ òåîðåìû 3 � ýòî

Теорема 4. Пусть для каждой точки s на сфере в C𝑛 единичного ради-
уса с центром в нуле на комплексной прямой-плоскости Cs := {𝑧s : 𝑧 ∈ C}
в C𝑛 найдутся последовательность

(︀
𝑟𝑘(s)

)︀
𝑘∈N на R+ и множества 𝐸𝑘(s)

на окружностях 𝑆
(︀
𝑟𝑘(s)

)︀
⊂ Cs, для которых выполнены все условия тео-

ремы 3. Если для целой функции 𝑓 на C𝑛 её сужение на каждую ком-
плексную прямую Cs — функция конечного порядка, ограниченная сверху
на
⋃︀
𝑘∈N 𝑆

(︀
𝑟𝑘(s)

)︀
∖ 𝐸𝑘(s), то функция 𝑓 постоянная на C𝑛.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû óñòàíîâëåíû â [4] è äëÿ âûïóêëûõ, (ïëþ-
ðè)ñóáãàðìîíè÷åñêèõ, (ïëþðè)ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè èëè
ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå, ñ çàêëþ÷åíèåì ëèøü îá îãðàíè÷åííî-
ñòè ñâåðõó, äëÿ òàêèõ æå ôóíêöèé â êðóãå èëè øàðå.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü âîçìîæíîñòè ðàçâèòèÿ ïîäîáíûõ òåîðåì òèïà
Ëèóâèëëÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè âíå ìàëûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ â ÷åòû-
ð¼õ íàïðàâëåíèÿõ: 1) ïðè ðîñòå ôóíêöèé áûñòðåå ÷åì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà;
2) ïðè íóëåâîì ïîðÿäêå ðîñòà ôóíêöèé; 3) ïðè áîëåå òî÷íûõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ íà âåëè÷èíó òèïà èëè äàæå èíäèêàòîðà ðîñòà ïðè çàäàííîì êîíå÷íîì
ïîðÿäêå; 4) ïðè çàìåíå êëàññè÷åñêèõ ïëîùàäåé è îáú¼ìîâ ÷àñòåé èñêëþ÷è-
òåëüíûõ ìíîæåñòâ íà áîëåå îáùèå èëè òîíêèå ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
èõ, êàê-òî: ìåðû è îáõâàòû Õàóñäîðôà â äóõå [5]�[6] èëè ðàçëè÷íûå åìêîñòè.
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ОТСУТСТВИЕ НЕТРИВИАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
ПОЛУЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ

2-ПОРЯДКА В C𝑁
А. Ханан
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Статья посвящена проблеме отсутствия решения для полулинейных
неравенств второго порядка с ограниченными коэффициентами и рас-
пространению соответсвующих результатов с 𝑛-мерного вещественно-
го пространства на 𝑛-мерное комплексное пространство.

Ключевые слова: отсутствие решения, полулинейныe эллиптические
уравнения, комплекснозначные.

Nonexistence of nontrivial solutions for semilinear elliptic
equations and inequalities in C𝑛

This paper is devoted to extending the results of the absence of solutions
to second-order semilinear inequalities with bounded coefficients from an
n-dimensional real space to an n-dimensional complex space.

Keywords: Nonexistence of solutions, semilinear elliptic equations,
complex-valued.

Áóäåì ðàññìîòðåòü ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è âåä

−
𝑛∑︁

𝑘,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑗
𝑎𝑘,𝑗(𝑧, 𝑢) > |𝑢|𝑞 𝑧 ∈ C𝑛 (1)

Çäåñü 𝑎𝑘,𝑗 : C𝑛×C→ C, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, ñóòü êàðàòåîäîðèåâû ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

|𝑎𝑘,𝑗(𝑧, 𝑢)| 6 𝑎0|𝑢|𝑝, (𝑧, 𝑢) ∈ C𝑛 × C, (2)

ñ ïîñòîÿííîé 𝑎0 > 0 è íåêîòîðûì 𝑝 > 0 è 𝑞 > 𝑝
Ãäå 𝑢 ∈ C𝑛 -ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó:

Али Ханан, Аспирант, Математический институт им. С.М. Никольского РУДН
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definition 1.[6] 𝑢(𝑧) ∈ 𝐿𝑞𝑙𝑜𝑐(R𝑛) íàçûâàþòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè 𝜙 > 0 åñòü

−
∫︁
R𝑛

𝑢∆𝜙𝑑𝑧 >
∫︁
R𝑛

|𝑢|𝑞𝜙𝑑𝑧 (3)

Теорема 1. Çàäà÷à ( 1) íå èìååò ãëîáàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ñëàáîãî
ðåøåíèÿ, êîãäà

𝑞 >
𝑛

𝑛− 1
𝑝, 𝑞 > 𝑝

ãäå

∆𝜙 = 𝐿𝜌,𝜃(𝜙) =

𝑛∑︁
𝑘,𝑗=1

𝑒−𝑖(𝜃𝑘+𝜃𝑗)
(︂

𝜕2𝜙

𝜕𝜌𝑘𝜕𝜌𝑗
− 1

𝜌𝑘𝜌𝑗

𝜕2𝜙

𝜕𝜃𝑘𝜕𝜃𝑗
− 𝑖( 1

𝜌𝑘
+

1

𝜌𝑗
)
𝜕2𝜙

𝜕𝜌𝑘𝜕𝜃𝑗

)︂

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè

𝑎𝑘,𝑗 =

{︂
𝑢 𝑘 = 𝑗,
0 𝑘 ̸= 𝑗.

𝑘, 𝑗 = 1, 2, ......𝑛.

,òî
Теорема 2. 𝑢 = 𝑅(𝜌)𝑒𝑖𝜃 ðåøåíèå çàäà÷à ( 1) ãäå:

𝑅(𝜌) =
𝜇

𝜌2/(𝑞−1)
; 𝜇 =

(︂
(𝑞 + 1)𝑛

2

)︂1/(𝑞−1)

(4)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑛 > 2𝑞
𝑞−1 è 𝑞 > 1.

Замечание 1 òåîðèÿ (2) äîêàçàòü, ÷òî êîãäà

𝑛 6
2𝑞

𝑞 − 1

è êîãäà

𝑛 >
2𝑞

𝑞 − 1
, 𝑞 < 1

Òîãäà çàäà÷à (1) íå èìååò ãëîáàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ,
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ВЛОЖЕННЫХ РЕГУЛЯРНЫХ КРИВЫХ
НА НОРМИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЯХ

В.Р. Хачатуров
vladimir.khachaturov@math.msu.ru

УДК 514

Классическая задача Штейнера состоит в построении связного графа
минимальной длины, соединяющего данные точки плоскости. В об-
щем случае такая задача является 𝑁𝑃 -полной. Однако можно пока-
зать, что при достаточно плотном расположении граничных точек на
регулярной кривой, последовательная вдоль кривой ломаная на этих
точках будет кратчайшим деревом Штейнера. Данный факт упроща-
ет построение кратчайших деревьев на регулярных кривых и является
предметом данного исследования.

Ключевые слова: математика, минимальные деревья Штейнера, регу-
лярные кривые, выпуклые гладкие нормы

Stabilization of embedded regular curves in normed planes

The classical Steiner problem consists in constructing a connected graph
of minimal length connecting given points on the plane. In general, the
problem is𝑁𝑃 -complete. However, it can be shown that with a sufficiently
dense arrangement of boundary points on a regular curve, a polyline con-
secutive along the curve at these points will be the minimal Steiner tree.
This fact simplifies the construction of minimal trees on regular curves
and is the subject of this work.

Keywords: mathematics, Steiner minimal trees, regular curve, strictly con-
vex smooth norm
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Íà ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå äåðåâüÿ, ó êîòîðûõ óãëû ìåæ-
äó ñìåæíûìè ðåáðàìè íå ìåíüøå âåëè÷èíû, áîëüøåé Π

2 . Â ÷àñòíîñòè, ó òà-
êèõ äåðåâüåâ ñòåïåíè âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 3. Ó êàæäîãî èç ýòèõ äåðåâüåâ
âûäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 è 2
(è, âîçìîæíî, íåêîòîðûå âåðøèíû ñòåïåíè 3). Ýòî ïîäìíîæåñòâî íàçûâà-
åòñÿ ãðàíèöåé äåðåâà, à âõîäÿùèå â íåãî âåðøèíû � ãðàíè÷íûìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â êàæäîì ïóòè, ñîåäèíÿþùåì ãðàíè÷íûå
âåðøèíû äåðåâà, äëèíû ðåáåð íå ïðåâîñõîäÿò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè
ýòîãî ïóòè. Ðàññìàòðèâàåìûå äåðåâüÿ íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ïëîñêîñòè ñî ñòðîãî âûïóêëîé ãëàäêîé âñþäó
âíå íóëÿ íîðìîé âëîæåííóþ ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ â êà÷åñòâå ëîêóñà ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê. Ïðè äîñòàòî÷íî ïëîòíîì ðàçáèåíèè êðèâîé óãîë ìåæäó ñîñåäíè-
ìè òî÷êàìè òàêîãî ðàçáèåíèÿ áóäåò áîëüøå íåêîòîðîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî.
Ëîìàíàÿ, ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà òî÷êàõ ýòîãî ðàçáèåíèÿ, áóäåò
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûì äåðåâîì. Õîòåëîñü áû ïîíÿòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
ýòà ëîìàíàÿ áóäåò êðàò÷àéøèì äåðåâîì.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè äîñòàòî÷íî ïëîòíîì ðàñïîëîæåíèè âåðøèí ëîìàíîé
íà êðèâîé è, ñîîòâåòñòâåííî, äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ð¼áðàõ ýòîé ëîìàíîé,
îíà áóäåò êðàò÷àéøèì äåðåâîì Øòåéíåðà. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ôàêòà è
ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåññ
стабилизации êðèâîé, ñõîäíûé ñ ïðîöåññîì ñòàáèëèçàöèè ëîêàëüíî ìèíè-
ìàëüíîãî äåðåâà è ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü íóæíóþ íàì ëîìàíóþ. Äàííàÿ
ðàáîòà îáîáùàåò è óãëóáëÿåò èäåè, ïðåäëîæåííûå ðàíåå Ì.Ïîëîíîâñêîé
äëÿ ñëó÷àÿ åâêëèäîâîé íîðìû.

Теорема 1. Ïóñòü 𝛾 [𝑎, 𝑏]→ R2 � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, âëîæåííàÿ â äâó-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âûïóêëîé ãëàäêîé âñþäó âíå íóëÿ íîðìîé.
Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå 𝑡0 = 𝑎 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛 = 𝑏 îòðåçêà [𝑎, 𝑏].
Îáîçíà÷èì 𝐿 ëîìàíóþ 𝛾(𝑡0)𝛾(𝑡1) · · · 𝛾(𝑡𝑛). Òîãäà ñóùåñòâóåò 𝑝0 ∈ N òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑝 > 𝑝0, 𝑝 ∈ N, 𝑝-èçìåëü÷åíèå 𝐿𝑝 ÿâëÿåòñÿ единственным
êðàò÷àéøèì äåðåâîì â äàííîé íîðìå äëÿ ñâîåé ãðàíèöû 𝑉 (𝐿𝑝).

𝐴1 𝐴2

𝐾1 𝐾2

s s
s s

𝑣

𝑤

ss
Λ

Ðèñ. 1: Ó÷àñòîê êðèâîé ñî ñõåìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì îò ïðîòèâíîãî.
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ОБ УСРЕДНЕНИИ АТТРАКТОРОВ СИСТЕМ
РЕАКЦИИ-ДИФФУЗИИ В ПОРИСТОЙ ОБЛАСТИ

В.В. Чепыжов
chep@iitp.ru

УДК 517.957+517.955.8

Рассматривается система реакции-диффузии в области с периодиче-
ской перфорацией, которая содержит быстро осциллирующие чле-
ны в уравнениях системы и в граничных условиях. Нелинейные чле-
ны, входящие в уравнения, могут не удовлетворять условию Липши-
ца. Доказано, что траекторные аттракторы рассматриваемой системы
реакции-диффузии сходятся в сильной топологии к траекторному ат-
трактору соответствующей усредненной системы, которая содержит
дополнительный “странный” член (потенциал).

Ключевые слова: траекторный аттрактор, усреднение, система
реакции-диффузии

On homogenization of attractors for reaction-diffusion systems
in porous domain

We consider a reaction–diffusion system in a perforated domain with
rapidly oscillating terms in the equation and in the boundary conditions.
A nonlinear function in the equations may not satisfy the Lipschitz con-
dition. It is proved that the trajectory attractors of this system converge
in the corresponding strong topology to the trajectory attractors of the
homogenized reaction–diffusion system with a “strange term” (potential).

Keywords: trajectory attractor, homogenization, reaction-diffusion system
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Óñðåäíåíèå àòòðàêòîðîâ ñèñòåì ðåàêöèè-äèôôóçèè èçó÷àëîñü àâòîðàìè
ýòèõ òåçèñîâ â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [1,2,3], ãäå ìîæíî òàêæå ïðî÷èòàòü îáçîð
ðåçóëüòàòîâ, èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, à òàêæå îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó ïî äàí-
íîé òåìå. Â ÷àñòíîñòè â ðàáîòàõ [1,3] ðàññìàòðèâàëîñü ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå
ðåàêöèè-äèôôóçèè â îáëàñòè ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïåðôîðàöèåé.

Àòòðàêòîðû îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ðåøåíèé èçó÷àåìûõ äèññèïàòèâíûõ
íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, êîãäà âðåìÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè. Àòòðàêòîðû âêëþ÷àþò â ñåáÿ íàèáîëåå âàæíûå ïðåäåëüíûå èíâàðè-
àíòíûå îáúåêòû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ò.å., ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé, êîòîðûå
îòðàæàþò ôèíàëüíóþ ýâîëþöèþ ìîäåëè ñ ýòèìè ýâîëþöèîííûìè óðàâíå-
íèÿìè.

Òåîðèÿ òðàåêòîðíûõ àòòðàêòîðîâ äëÿ äèññèïàòèâíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè áûëà ðàçâèòà â êíèãå [4]. Ýòîò ïîäõîä îñîáåííî ýô-
ôåêòèâåí ïðè èçó÷åíèè äîëãîâðåìåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ íå äîêàçàíû òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ èëè çàäà÷ Êîøè (íàïðè-
ìåð, äëÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà) èëè ýòè òåîðåìû íå âûïîë-
íåíû (íàïðèìåð, äëÿ îáùåé ñèñòåìû ðåàêöèè-äèôôóçèè, ðàññìîòðåííîé â
äàííîé ïóáëèêàöèè, åñëè íåëèíåéíûå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ñèñòåìó íå óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà).

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé 𝜕Ω,
𝐺0 � îáëàñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ êóáó 𝑌 = (− 1

2 ,
1
2 )3 è äèôôåîìîðôíàÿ øàðó.

Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ 𝑗 ∈ Z3 îïðåäåëèì òî÷êè 𝑃 𝑗𝜀 = 𝜀𝑗 è îáëàñòè
𝐺𝑗𝜀 = 𝑃 𝑗𝜀 + 𝜀3𝐺0. Âåäåì îáëàñòü ̃︀Ω𝜀 = {𝑥 ∈ Ω : 𝜌(𝑥, 𝜕Ω) >

√
3 𝜀} ⊂ Ω è

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìóëüòèèíäåêñîâ Υ𝜀 =
{︁
𝑗 ∈ Z3 : 𝐺𝑗𝜀 ∩ ̃︀Ω𝜀 ̸= ∅}︁ .

Â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè Ω𝜀 = Ω ∖𝐺𝜀 ãäå 𝐺𝜀 =
⋃︀
𝑗∈ϒ𝜀

𝐺𝑗𝜀 èçó÷àåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡 = 𝜆∆𝑢𝜀 − 𝑎
(︀
𝑥, 𝑥𝜀

)︀
𝑓(𝑢𝜀) + 𝑔

(︀
𝑥, 𝑥𝜀

)︀
, 𝑥 ∈ Ω𝜀,

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜈 + 𝜀3𝐵
(︁
𝑥,

𝑥−𝑃 𝑗
𝜀

𝜀3

)︁
𝑢𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝐺𝑗𝜀, 𝑗 ∈ Υ𝜀,

𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,
𝑢𝜀(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝜀,

ãäå 𝑢𝜀 = 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝑢1𝜀, . . . , 𝑢
𝑁
𝜀 )⊤ � íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, 𝑓 =

(𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 )⊤ � íåëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, 𝑎 � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, 𝑔 =
(𝑔1, . . . , 𝑔𝑁 )⊤ � âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé, è 𝜆 � ïîëîæèòåëüíàÿ 𝑁×𝑁 -
ìàòðèöà, 𝜈 � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöàì îáëàñòåé 𝐺𝑗𝜀.

Â èçó÷àåìîé çàäà÷å ìàëûé ïàðàìåòð 𝜀 õàðàêòåðèçóåò äèàìåòð ïîëîñòåé
ïåðôîðàöèè 𝐺𝑗𝜀, à âåëè÷èíà 𝜀

−1 � ñêîðîñòü îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû. Íåëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓(𝑢) ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé 𝑢, ïîýòîìó òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè 𝑎𝜀(𝑥) = 𝑎
(︀
𝑥, 𝑥𝜀

)︀
è 𝑔

(︀
𝑥, 𝑥𝜀

)︀
èìåþò ñðåäíèå

ïðè 𝜀→ 0+ â ïðîñòðàíñòâàõ 𝐿∞,*𝑤(Ω) è 𝐻−1(Ω)𝑁 , ñîîòâåòñòâåííî.
Â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöàõ ïîëîñòåé 𝜕𝐺𝑗𝜀 ñòîèò äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà 𝐵 = 𝐵(𝑥, 𝑦) ñ ïîëîæèòåëüíûìè îãðàíè÷åííûìè ýëåìåíòàìè, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî ïåðåìåííîé 𝑦.
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò ñëàáîå ðåøåíèå (òðàåêòîðèþ)
𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑡 > 0, ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω𝜀)

𝑁 . Íà
ïðîñòðàíñòâå âñåõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàíñëÿöèîííàÿ ïîëóãðóï-
ïà {𝑇 (ℎ), ℎ > 0}, äåéñòâóþùàÿ ïî ôîðìóëå: 𝑇 (ℎ)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡+ ℎ, 𝑥), 𝑡 > 0.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì 𝜀 ïîñòðîåííàÿ ïîëóãðóïïà èìååò òðàåêòîðíûé
àòòðàêòîð A𝜀 â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëüíîé òîïîëîãèè (ñì. [2,4]).

Äîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A𝜀 ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ðå-
àêöèè äèôôóçèè â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè ñõîäèòñÿ â ñèëüíîé òîïîëîãèè
ïðè 𝜀 → 0+ ê òðàåêòîðíîìó àòòðàêòîðó A0 ñîîòâåòñòâóþùåé óñðåäíåííîé
ñèñòåìû ðåàêöèè äèôôóçèè â îáëàñòè Ω áåç ïåðôîðàöèè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé �ñòðàííûé� ÷ëåí (ïîòåíöèàë).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Ê.À. Áåêìàãàíáåòîâûì è Ã.À. ×å÷êèíûì.
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ИЗУЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ЗЕЙФЕРТА С ПОМОЩЬЮ
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ДИАГРАММ

М.М. Чернавских
mike.chernavskikh@gmail.com

УДК 515.162.8

Приводится алгоритм построения прямоугольной диаграммы поверх-
ности Зейферта для произвольного зацепления, заданного прямо-
угольной диаграммой зацепления. Оценивается сложность диаграм-
мы, полученной в результате применения алгоритма.

Ключевые слова: прямоугольная диаграмма зацепления, прямоуголь-
ная диаграмма поверхности, поверхность Зейферта

Investigation Seifert surfaces using rectangular diagrams.

We present an algorithm for constructing a rectangular diagram of a
Seifert surface for any link, represented by a rectangular diagram. We
estimated complexity of a resulting diagram of a surface.

Keywords: rectangular diagram of a link, rectangular diagram of a surface,
Seifert surface

Чернавских Михаил Михайлович, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Россия);
Mikhail Chernavskikh (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Ïðÿìîóãîëüíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â èçó÷å-
íèè óçëîâ. Íàïðèìåð, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìîíîòîííîãî óïðîùåíèÿ [2]. Òàêæå
íà ÿçûêå ïðÿìîóãîëüíûõ äèàãðàìì êîìáèíàòîðíî îïðåäåëÿþòñÿ ãîìîëîãèè
Õåãîðà-Ôëîåðà [5, 6]. Â ðàáîòå Äûííèêîâà�Ïðàñîëîâà [3, 4] áûëî âïåðâûå
ââåäåíî ïîíÿòèå ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû ïîâåðõíîñòè, ãäå ñ ïîìîùüþ
äàííîé òåõíèêè áûëè èçó÷åíû Ëåæàíäðîâû óçëû.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé êëàññ èçîòîïèè êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè (ñ êðàåì
è áåç) â òðåõìåðíîé ñôåðå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ïðÿìîóãîëüíîé
äèàãðàììû. Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé äèà-
ãðàììû ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà áûë ïîñòðîåí â ðàáîòå [1]:

Теорема 1. Существует алгоритм, который по произвольной прямо-
угольной диаграмме зацепления 𝑅 сложности 𝑚 строит ориентирован-
ную прямоугольную диаграмму Π поверхности Зейферта для этого зацеп-
ления сложности не выше 2𝑚4, причем 𝜕Π получается из 𝑅 не более чем
𝑚2

2 стабилизациями.
Для выполнения алгоритма требуется не более 𝑂(𝑚6) арифметиче-

ских операций, операций сравнения и присваивания.
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О ДВУХ МОДЕЛЯХ ДЛЯ ПЛАЗМЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ:
ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ И ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ

Е.В. Чижонков
chizhonk@mech.math.msu.su

УДК 519.63

Проводится сравнение кинетической и гидродинамических моделей на
примере задачи о возбуждении плазменных колебаний и волн мощ-
ным коротким лазерным импульсом. Показано, что рассмотренные
гидродинамические модели не дают хороших приближений к реше-
нию кинетического уравнения Власова: одна приводит к разрывным
решениям, а вторая имеет существенное качественное отличие. При
небольшой температуре плазмы влияние неизотермичности процесса
невелико, но оно может привести к существенным искажениям реше-
ния при дальнейшем нагреве.

Ключевые слова: плазменные колебания и волны, кинетическая и гид-
родинамические модели, численное моделирование

On two models for plasma oscillations: problem statements
and numerical analysis

The kinetic and hydrodynamic models are compared on the example of
the problem of excitation of plasma oscillations and waves by a powerful
short laser pulse. It is shown that the considered hydrodynamic models
do not give good approximations to the solution of the kinetic Vlasov
equation: one leads to discontinuous solutions, and the second has a sig-
nificant qualitative difference. At a low plasma temperature, the effect
of non-isothermicity of the process is minor, but it can lead to significant
distortions of the solution during further heating.

Keywords: plasma oscillations and waves, kinetic and hydrodynamic mod-
els, numerical modeling

Òåîðåòè÷åñêèì ôóíäàìåíòîì ñîâðåìåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàçìåííûõ
ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Âëàñîâà [1]. Îäíàêî, êàê è áîëüøèíñòâî êè-
íåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îíî òðåáóåò íå òîëüêî íåòðèâèàëüíûõ àëãîðèòìîâ
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, íî è âåñüìà çíà÷èòåëüíûõ îáú-
åìîâ âû÷èñëåíèé äëÿ èõ ðåàëèçàöèè [2]. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå òðóäîåìêîå
÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ÷àñòî çàìåíÿþò ðåøåíèåì òåñíî ñâÿ-
çàííûõ ñ íèì áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé. Ñðåäè òàêèõ ìîäåëåé � èçâåñòíûé
ìåòîä ½÷àñòèö â ÿ÷åéêå�, ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóþùèé õàðàêòåðèñòèêè óðàâ-
íåíèÿ Âëàñîâà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè îòäåëüíûõ ÷àñòèö [3]. Òàê-
æå ïîïóëÿðíûìè óïðîùåíèÿìè óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå
ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ½îáðåçàåòñÿ� òåì èëè èíûì ñïîñîáîì [4].

Чижонков Евгений Владимирович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоно-
сова (Москва, Россия); Eugene Chizhonkov (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî ñðåäè ðàçëè÷íûõ óïðîùåíèé ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ïîðîæäàþò íàèáîëåå òî÷íûå ðåøåíèÿ, çàìåíÿþùèå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì ôàê-
òîì, ÷òî åñëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âçÿòü ïðîïîðöèîíàëüíîé äåëüòà-
ôóíêöèè, òî óðàâíåíèÿ ½õîëîäíîé� ïëàçìû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûì ñëåäñòâèåì
óðàâíåíèÿ Âëàñîâà [4], êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðîáíî èçó÷åíû àíà-
ëèòè÷åñêè, àñèìïòîòè÷åñêè è ÷èñëåííî [5]. Êîíå÷íî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ñðàçó âîçíèêàåò ïðîáëåìà ó÷åòà îòëè÷íîé îò íóëÿ òåì-
ïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ, íî è íà ýòîò ñ÷åò ñóùåñòâóþò ïîëåçíûå ðåêîìåíäà-
öèè. Â äîêëàäå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ èñõîäíîé êèíåòè÷åñêîé
ìîäåëè ñ ðåçóëüòàòàìè äâóõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ
ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ó÷åòà íåíóëåâîé òåìïåðàòóðû. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ôè-
çè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçáóæäåíèå ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé è
âîëí ñ ïîìîùüþ êîðîòêîãî ìîùíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà.

Äîêëàä îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïè-
ñàíèþ èñõîäíûõ äàííûõ: îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ñâîéñòâà èõ ðåøåíèé, ñôîð-
ìóëèðîâàííûå â âèäå òåîðåì, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ áóäóùåãî ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ìàêñè-
ìàëüíî ñîãëàñîâàòü ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ïî ñâîåé ñóòè ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷. Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ èìïóëüñà, ðàçìåðîâ îáëàñòè, êðàòêî îõàðàêòåðèçîâàíû èñïîëüçóå-
ìûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé è ñåòî÷íûå õàðàêòåðè-
ñòèêè, à òàêæå óêàçàíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, íà êîòîðîå âàæíî îáðàùàòü
âíèìàíèå ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ. Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ýòîãî ðàçäå-
ëà ÿâëÿåòñÿ ïîäáîð êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëè÷íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäå-
ëÿõ ñ öåëüþ êà÷åñòâåííîãî ñîãëàñîâàíèÿ äèíàìèêè ýëåêòðîíîâ ñ àíàëîãîì
â êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè. Òðåòèé � ñàìûé áîëüøîé ðàçäåë � ïîñâÿùåí èç-
ëîæåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ñíà÷àëà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû
ïåðâûå ½ïîëóïåðèîäû� ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ ê
öåíòðó îáëàñòè è îò íåãî. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèòñÿ îòêàçàòüñÿ îò îäíîé
èç ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîðîæäàþùåé ½íåôèçè÷íîå� ðàçðûâíîå ðå-
øåíèå. Çàòåì àêöåíòèðóåòñÿ âíèìàíèå, ÷òî òåìïåðàòóðà ýëåêòðîíîâ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à êîëåáëåòñÿ, êàê è äðóãèå ôóíêöèè, íà ÷àñòîòå, áëèç-
êîé ê ïëàçìåííîé. Íàêîíåö, ïðèâîäÿòñÿ èëëþñòðàöèè ñôîðìèðîâàâøèõñÿ
ïîñëå èñòå÷åíèÿ çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè áåãóùèõ âîëí, êîòîðûå äëÿ îñòàâ-
øèõñÿ â ðàññìîòðåíèè ìîäåëåé èìåþò êàê îáùèå, òàê è ðàçëè÷íûå ÷åðòû.
Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû âûâîäû èç ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà è
íàìå÷åíû íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Представлены эффективные условия осцилляции всех решений ли-
нейного дифференциального уравнения первого порядка устойчивого
типа с последействием, включающего как частные случаи уравнения
с сосредоточенными и распределенными запаздываниями.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, последействие, ос-
цилляция, эффективные условия

On oscillation conditions for linear first-order delay differential
equation of general form

We present effective oscillation conditions for all solutions of a linear first-
order delay differential equation of stable type including equations with
concentrated and distributed delays as special cases.

Keywords: delay differential equation, oscillation, effective conditions

Ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì ìîãóò îñöèëëèðîâàòü
íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ïîðÿäêà: õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî
óðàâíåíèÿ �̇�(𝑡) = −𝑎𝑥(𝑡− 𝑟), ãäå 𝑎, 𝑟 > 0, îñöèëëèðóþò, åñëè è òîëüêî åñëè
𝑎𝑟 > 1/𝑒. Óñëîâèÿ îñöèëëÿöèè ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíåíèé ñ ïî-
ñëåäåéñòâèåì âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àë À.Ä.Ìûøêèñ â ñåðåäèíå XX
âåêà. Ïåðâûå óòî÷íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ Ìûøêèñà ïîÿâèëèñü òîëüêî â 70-õ ãã.
Íàèáîëåå ñèëüíûì ïî ïðîñòîòå, ÿñíîñòè è òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîì ÿâèëàñü
òåîðåìà Ð.Ã.Êîïëàòàäçå è Ò.À.×àíòóðèÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

�̇�(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥(ℎ(𝑡)) = 0, 𝑡 > 0, (1)

ãäå ôóíêöèè 𝑎 è ℎ íåïðåðûâíû è ℎ(𝑡) 6 𝑡. Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ урав-
нением устойчивого типа, åñëè 𝑎(𝑡) > 0 è ℎ(𝑡)→∞ ïðè 𝑡→∞.

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ (госзадание FSNM-2020-0028).
Чудинов Кирилл Михайлович, к.ф.-м.н., Пермский национальный исследователь-

ский политехнический университет (Пермь, Россия); Kirill M. Chudinov (Perm National
Reserch Polytechnic University, Perm, Russia)



264

Теорема 1 [1]. Если

lim
𝑡→+∞

𝑡∫︁
ℎ(𝑡)

𝑎(𝑠) 𝑑𝑠 > 1/𝑒,

то все решения уравнения (1) устойчивого типа осциллируют.

Çà ïîñëåäíèå 40 ëåò îïóáëèêîâàíû ñîòíè ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ óòî÷íåíè-
ÿì è îáîáùåíèÿì ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè.

�̇�(𝑡) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑡)𝑥(ℎ𝑘(𝑡)) = 0, 𝑡 > 0, (2)

ãäå ôóíêöèè 𝑎𝑘, ℎ𝑘 : [0,∞)→ R, 𝑘 = 1,𝑚, ëîêàëüíî ñóììèðóåìû è ℎ𝑘(𝑡) 6 𝑡
ïî÷òè âñþäó. Ïðè çàäàííîé èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ íà÷àëüíîé ôóíêöèè óðàâ-
íåíèå (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â êëàññå ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé. Óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì óñòîé÷èâîãî òèïà, åñëè
𝑎𝑘(𝑡) > 0 è ℎ𝑘(𝑡)→∞ ïðè 𝑡→∞.

Îïðåäåëèì 𝑚 ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ 𝐸𝑘(𝑡) = {𝑠 > 𝑡 | ℎ𝑘(𝑠) < 𝑡}.
Теорема 2 [2]. Если

lim
𝑡→+∞

𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘(𝑡)

𝑎𝑘(𝑠) 𝑑𝑠 > 1/𝑒,

то все решения уравнения (2) устойчивого типа осциллируют.

Â ñëó÷àå 𝑚 = 1 òåîðåìà 2 ñóùåñòâåííî îáîáùàåò òåîðåìó 1. Îñíîâíûì
åå ïðåèìóùåñòâîì ïåðåä èçâåñòíûìè óñëîâèÿìè îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (2),
êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íà îöåíêàõ èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêó [max

𝑠6𝑡
max
𝑘

ℎ𝑘(𝑠), 𝑡], ÿâ-

ëÿåòñÿ ó÷åò âñåõ çàïàçäûâàíèé â ðàâíîé ìåðå.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

�̇�(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑥(𝑠) 𝑑𝑠𝑟(𝑡, 𝑠) = 0, 𝑡 > 0, (3)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà, ôóíêöèÿ 𝑟(𝑡, ·) èìå-

åò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ äëÿ âñåõ 𝑡, ôóíêöèÿ 𝜌(𝑡) =
𝑡⋁︀

𝑠=0
𝑟(𝑡, 𝑠) ëîêàëüíî

ñóììèðóåìà è ôóíêöèÿ 𝑟(·, 𝑠) èçìåðèìà äëÿ âñåõ 𝑠. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâ-
íåíèþ (3) íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå âêëþ÷àåò êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ
ñ ñîïðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì è óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïîñëåäåéñòâèÿ ðàçíûõ òè-
ïîâ (ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåíîñèòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü).

Óðàâíåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì óñòîé÷èâîãî òèïà, åñëè äëÿ âñåõ 𝑡
ôóíêöèÿ 𝑟(𝑡, ·) íå óáûâàåò è äëÿ âñåõ 𝑠 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå 𝑇 (𝑠) > 𝑠, ÷òî

äëÿ âñåõ 𝑡 > 𝑇 (𝑠) èìååì
𝑠∫︀
0

𝑑𝜏𝑟(𝑡, 𝜏) = 0.
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Теорема 3 [3]. Если

lim
𝑡→+∞

+∞∫︁
𝑡

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏𝑟(𝑠, 𝜏) 𝑑𝑠 > 1/𝑒,

то все решения уравнения (3) устойчивого типа осциллируют.
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Мы рассмотрим связь кластерных алгебр с комплексным объемом
гиперболических узлов, а также с группами классических и вирту-
альных кос. Будут приведены примеры вычислений для простейших
гиперболических узлов.

Ключевые слова: кластерные алгебры, теория узлов, инварианты уз-
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Cluster algebras and volumes of hyperbolic knots

We consider the connection of cluster algebras with the complex volume
of hyperbolic knots as well as groups of classical and virtual braids. Ex-
amples of calculations for the simplest hyperbolic knots will be given.

Keywords: cluster algebras, knot theory, knot invariants
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Òåîðèÿ êëàñòåðíûõ àëãåáð âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ôîìèíà è Çåëåâèíñêîãî, à
òàêæå Ôîêà è Ãîí÷àðîâà, îïóáëèêîâàííûì îêîëî 20 ëåò íàçàä. Â îñíîâå ïî-
íÿòèÿ êëàñòåðíîé àëãåáðû ëåæèò êîë÷àí (êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô
áåç ïåòåëü è 2-öèêëîâ) è åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì,
íàçûâàåìûå ìóòàöèÿìè. Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå âåðøèí ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, òî ïî÷òè ñðàçó áûëè óñòàíîâëåíû ãëóáî-
êèå ñâÿçè ìåæäó êëàñòåðíûìè àëãåáðàìè è ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè. Â ïîñëåäíèå ãîäû íåñêîëüêî ãðóïï àâòîðîâ àêòèâíî
èññëåäóþò ñâÿçü êëàñòåðíûõ àëãåáð ñ âàæíûìè ïîíÿòèÿìè è îáúåêòàìè
äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

Â ðàìêàõ äàííîãî äîêëàäà ìû ïîãîâîðèì î ñâÿçè êëàñòåðíûõ àëãåáð ñ
ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï êîñ è ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ, âîçìîæíîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ îáúåìîâ äîïîëíåíèé ê óçëàì íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé óçëîâ çàìû-
êàíèÿìè êîñ, à òàêæå î âîçìîæíûõ îáîáùåíèÿõ èäåé ðàçâèòûõ â ðàáîòàõ,
óêàçàííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
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СЛУЧАЙНЫЕ БЛУЖДАНИЯ, СОПРОВОЖДАЮЩИЕ
РЕКУРРЕНТНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

А.В. Шкляев
ashklyaev@ gmail.com

УДК 519.214.8, 519.218.22

Для ветвящегося процесса в случайной среде хорошо известно поня-
тие сопровождающего случайного блуждания, играющее ключевую
роль при изучении процесса. Однако, для других моделей с ветвле-
нием такого понятия не вводится. В работе рассматривается общая
модель случайной рекуррентной последовательности со случайными
коэффицентами, для которой вводится сопровождающее блуждание.
В качестве частных случаев рассматриваются ветвящиеся процессы
в случайной среде, двуполые ветвящиеся процессы в случайной сре-
де, максимальные ветвящиеся процессы и максимальные ветвящие-
ся процессы в случайной среде. Рассматривается связь вероятностей
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Российской академии наук

Шкляев Александр Викторович, к.ф.-м.н., ведущий научный сотрудник, МГУ име-
ни М.В. Ломоносова (Москва, Россия), старший научный сотрудник, Математический
институт им. В.А. Стеклова Российской академии наук (Москва, Россия); Alexander
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больших уклонений случайной рекуррентной последовательности и ее
сопровождающего случайного блуждания.

Ключевые слова: теория случайных процессов, ветвящиеся процессы,
случайные блуждания, случайные среды, большие уклонения

Random Walks Associated with Stochastic Recurrence
Sequences

Associated random walk of branching process in random environment is
well-known and plays a key role in investigation of the process. However,
for other branching models we have no analogue of it. In this work we in-
troduce the associated random walk for a stochastic recurrence sequence
with random coefficients. Particularly, we consider branching processes
in random environment, bisexual branching processes in random envi-
ronment, maximal branching processes, maximal branching processes in
random environment. We consider the connection between large deviation
probabilites of a recurrence sequence and its associated random walk.

Keywords: stochastic processes, branching processes, random walks, ran-
dom environments, large deviations

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

𝑌𝑛+1 = 𝐴𝑛𝑌𝑛 +𝐵𝑛,

ãäå (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) � ñëó÷àéíûå âåêòîðû èç R+ × R, 𝑌0 � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà. Êàê ïðàâèëî, òàêîãî ðîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçó÷àþò â ïðåäïî-
ëîæåíèè òîãî, ÷òî (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (í.î.ð.),
îäíàêî, â ñëó÷àå èçó÷åíèÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé óñëîâèÿ ìîæíî çíà÷èòåëü-
íî îñëàáèòü. Áîëåå êîíêðåòíî, ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 𝐴𝑖 èç í.î.ð. ïîëîæèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à âåëè÷èíû 𝐵𝑖 ðàñ-
ñìàòðèâàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèìûìè è ðàçíîðàñïðåäåëåííûìè, íàêëà-
äûâàÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè (𝐴𝑗 , 𝑗 > 𝑖) îò ïðîøëîãî (𝑌0, 𝐵𝑗 , 𝐴𝑗 , 𝑗 < 𝑖) è
ìîìåíòíûå îãðàíè÷åíèÿ íà 𝐵𝑖. Ïðè ýòèõ è îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ
òåõíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëîñü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå c
øàãàìè 𝜉𝑗 = ln𝐴𝑗+1 è âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ln𝑌𝑛 áûëè ñâåäåíû ê âåðîÿòíîñòÿì áîëüøèõ óêëîíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
𝑆𝑛: ïðè 𝑥/𝑛 èç íåêîòîðîãî ïîäêîìïàêòà (0,+∞) ïîêàçàíî, ÷òî

P(ln𝑌𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆)) ∼ 𝐼
(︁𝑥
𝑛

)︁
P(𝑆𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆)), 𝑛→∞,

ãäå 𝜉 ïðåäïîëàãàþòñÿ íåðåøåò÷àòûìè, ∆ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
êîíñòàíòà, à 𝐼 � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Â äàëüíåéøåì áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè ïðîöåññà {ln𝑌[𝑛𝑡]} è 𝑆[𝑛𝑡] áëèçêè ïðè
óñëîâèè óêëîíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îíè óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâûì óñëîâ-
íûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðåäåëüíûì òåîðåìàì î ñõîäèìîñòè ê áðîóíîâñêî-
ìó ìîñòó ([2]). Äàííûå ðåçóëüòàòû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ
âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ â ñëó÷àéíîé ñðå-
äå (ÂÏÑÑ) è âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ èììèãðàöèåé â ñëó÷àéíîé ñðåäå
(ÂÏÈÑÑ) ([3], [4]).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äðóãèå ìîäåëè ñ âåòâëåíèåì, ê
êîòîðûì ïðèìåíèì òîò æå ïîäõîä.

1. Ïóñòü 𝜂 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, {𝑓𝑦(𝑠, 𝑡)}, 𝑦 ∈ R � íàáîð äâóìåðíûõ ïðîèçâîäÿ-
ùèõ ôóíêöèé (ï.ô.), (𝑋𝑖,𝑗 , 𝑌𝑖,𝑗) � ñëó÷àéíûå âåêòîðû, êîòîðûå ïðè ôèêñà-
öèè ñðåäû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è èìåþò ï.ô. 𝑓𝜂𝑖(𝑠). Ôèêñèðóåì òàêæå
ôóíêöèþ 𝐿 : N0×N0 → N0, ãäå N0 � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Òîãäà äâóïîëûì âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì â ñëó÷àéíîé ñðåäå íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

𝑁0 = (1, 1), 𝑁𝑛+1 = 𝐿

(︃
𝑁𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑛,𝑖,

𝑁𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑛,𝑖

)︃
.

Ïðè øèðîêèõ óñëîâèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèÿ (𝑋,𝑌 ) è ôóíêöèþ 𝐿(𝑥, 𝑦) óäàåòñÿ
ïîñòðîèòü ñîïðîâîæäàþùåå áëóæäàíèå è ïîêàçàòü, ÷òî ê ïðîöåññó ïðèìå-
íèìû îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ.

2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) öåëî÷èñëåííîé íåîòðè-
öàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííóþ ñîîòíîøåíèåì 𝐹 (𝑥) = 1 − (𝑐 +
𝑟(𝑥))/𝑥 ïðè 𝑥 → ∞, ãäå 𝑟(𝑥) → 0, 𝑥 → +∞. Çàäàäèì 𝑋𝑖,𝑗 � í.î.ð. ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ô.ð. 𝐹 è çàäàäèì ìàêñèìàëüíûé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ
ñîîòíîøåíèÿìè

𝑀𝑛+1 = max(𝑋𝑛,1, . . . , 𝑋𝑛,𝑀𝑛), 𝑛 > 0, 𝑀0 = 1.

Ïðè ýòîì â ïðåäïîëîæåíèè 𝑟(𝑥) = 𝑜(𝑥−𝛼), 𝑥 → +∞, 𝛼 > 0, óäàåòñÿ ïî-
ñòðîèòü ñîïðîâîæäàþùåå áëóæäàíèå ñ øàãàìè, èìåþùèìè ðàñïðåäåëåíèå
Ãóìáåëÿ, è ïðèìåíèòü îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ.

3. Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è óäàåòñÿ ïåðåíåñòè íà ìàêñèìàëüíûé
âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé ñðåäå, â êîòîðîì óñëîâíàÿ ô.ð. â êàæ-
äîì ïîêîëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 𝐹𝜂𝑛(𝑥) = 1−(𝑐𝜂𝑛(𝑥)+𝑟𝜂𝑛(𝑥))/𝑥,
𝑥 → +∞. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà 𝑟𝜂𝑛(𝑥) óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ñîïðî-
âîæäàþùåå áëóæäàíèå è ïðèìåíèòü îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû î áîëüøèõ
óêëîíåíèÿõ.
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О ЧИСЛАХ С ЗАДАННЫМ ОКОНЧАНИЕМ РАЗЛОЖЕНИЯ
В ОБОБЩЕННЫЕ СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ ФИБОНАЧЧИ

А.В. Шутов
a1981@mail.ru

УДК 511.3

Каждое натуральное число можно разложить в систему счисления
Фибоначчи: 𝑛 =

∑︀
𝑘 𝜀𝑘𝐹𝑘, где 𝜀𝑘 ∈ {0, 1} и 𝜀𝑘𝜀𝑘+1 = 0. Данное разло-

жение можно обобщить, заменив последовательность Фибоначчи на
более общую линейную рекуррентную последовательность, либо на
последовательность знаменателей подходящих дробей к некоторому
иррациональному числу. Рассмотрены множества натуральных чисел
с заданным окончанием подобных разложений. Среди рассматривае-
мых задач: плотности этих множеств, разности между соседними эле-
ментами таких множеств, распределение простых в этих множествах
и т.д.

Ключевые слова: системы счисления

On numbers with given ending of generalized Fibonacci
representations

Any natural number has a representation in Fibonacci numeration sys-
tem 𝑛 =

∑︀
𝑘 𝜀𝑘𝐹𝑘, where 𝜀𝑘 ∈ {0, 1} and 𝜀𝑘𝜀𝑘+1 = 0. This representation

can be generalized by changing Fibonacci sequence to more general linear
recurrence sequence or to the sequence of denominators of partial con-
vergents to some irrational number. Sets of natural numbers with given
endings of such representations are considered. We study densities of
such sets, differences between neighbour elements, distribution of primes
in such sets, etc.

Keywords: numeration systems

Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ
Ôèáîíà÷÷è : 𝑛 =

∑︀
𝑘 𝜀𝑘𝐹𝑘, ãäå 𝜀𝑘 ∈ {0, 1} è 𝜀𝑘𝜀𝑘+1 = 0 ïðè ïîìîùè æàäíîãî

àëãîðèòìà. Äàííîå ðàçëîæåíèå ìîæíî îáîáùèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:
1) Çàìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è íà áîëåå îáùóþ ëèíåéíóþ

ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑇𝑛} ïîðÿäêà 𝑑, çàäàííóþ ñîîòíîøåíèåì
𝑇𝑛 = 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑑𝑇𝑛−𝑑 è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝑇0 = 1, 𝑇𝑛 =
1+𝑎1𝑇𝑛−1 +𝑎2𝑇𝑛−2 + . . .+𝑎𝑛𝑇0 ïðè 𝑛 < 𝑑, ãäå 𝑎1 > 𝑎2 > . . . > 𝑎𝑑−1 > 𝑎𝑑 = 1.
Áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå 𝑇 -ðàçëîæåíèåì ïîðÿäêà 𝑑.

2) Çàìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
ìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê íåêîòîðîìó èððàöèîíàëüíîìó 𝛼.

Íàáîð 𝑤 = (𝑤𝑑−1, . . . , 𝑤0) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì äëÿ 𝑇 -
ðàçëîæåíèÿ (ðàçëîæåíèÿ Îñòðîâñêîãî), åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå 𝑛 äëÿ
êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ 𝑇 -ðàçëîæåíèÿ (ðàçëîæåíèÿ
Îñòðîâñêîãî) çàêàí÷èâàåòñÿ íà 𝑤.

Шутов Антон Владимирович, к.ф.-м.н., доцент, Владимирский государственный уни-
верситет (Владимир, Россия); Anton Shutov (Vladimir State University, Vladimir, Russia)
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Ïóñòü 𝑤 � äîïóñòèìûé íàáîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(𝑤) ìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ 𝑇 -ðàçëîæåíèå (ðàçëîæåíèå Îñòðîâñêîãî) çàêàí-
÷èâàåòñÿ íà 𝑤.

Öåëü ðàáîòû � èçó÷åíèå òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ N(𝑤).
Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ ñâîéñòâ.

Теорема 1. Пусть 𝑤 – допустимый набор для разложения Остров-
ского с некоторым фиксированным иррациональным 𝛼. Тогда при фикси-
рованной длине набора плотность множества N(𝑤) принимает ровно два
значения.

Теорема 2. Пусть 𝑤 – допустимый набор для некоторого 𝑇 -
разложения порядка 𝑑. Тогда при фиксированной длине набора плотность
множества N(𝑤) принимает ровно 𝑑 значений.

Теорема 3. Пусть 𝑤 – допустимый набор для разложения Островско-
го с некоторым фиксированным иррациональным 𝛼. Тогда разность между
соседними элементами множества N(𝑤) принимает ровно два значения.

Теорема 4. Пусть 𝑤 – допустимый набор для некоторого 𝑇 -
разложения порядка 𝑑. Предположим, что 𝑤 начинается с нуля. Тогда
разность между соседними элементами множества N(𝑤) принимает ров-
но 𝑑 значений.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî íàáîðà àíàëîã òåî-
ðåìû 4 ïîêà íå íàéäåí.

Теорема 5. Пусть 𝑤 – допустимый набор для разложения Островско-
го с некоторым фиксированным иррациональным 𝛼, либо для некоторого
𝑇 -разложения. Тогда множество N(𝑤) содержит бесконечно много про-
стых чисел.

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ òàêæå ðàññìîòðåòü ðÿä äðóãèõ òåîðåòèêî-
÷èñëîâûõ çàäà÷ î ìíîæåñòâàõ N(𝑤), íàïðèìåð çàäà÷ó î ïðåäñòàâëåíèè íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ òàêèõ ìíîæåñòâ.

Êðîìå òîãî, ïëàíèðóåòñÿ èçëîæèòü íåêîòîðûõ îáùèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
ìíîæåñòâ N(𝑤), â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ñâÿçü ìåæäó äàííûìè ìíîæåñòâà-
ìè è ðàñïðåäåëåíèåì äðîáíûõ äîëåé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà òîðå.
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УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С
РАСПРЕДЕЛЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Т. Ыскак
istima92@mail.ru

УДК 517.929

Рассматривается система нелинейных дифференциальных уравнений
с распределенным запаздыванием и периодическими коэффициента-
ми в линейной части. Используя функционал Ляпунова – Красовско-
го, установлены достаточные условия экспоненциальной устойчивости
нулевого решения, получены оценки, характеризующие скорость убы-
вания решений на бесконечности, и оценки на множество притяжения.

Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения, распре-
деленное запаздывание, периодические коэффициенты, экспоненци-
альное убывание решений, оценки решений, функционал Ляпунова –
Красовского

Stability of solutions to systems of nonlinear differential
equations with distributed delay

In the paper we consider a system of nonlinear differential equations with
distributed delay and periodic coefficients in the linear part. Using the
Lyapunov –Krasovsky functional, sufficient conditions for the exponential
stability of the zero solution are established, estimates characterizing the
rate of decrease of solutions at infinity and estimates for the attraction
set are obtained.

Keywords: nonlinear differential equations, distributed delay, periodic
coefficients, exponential decay of solutions, estimates of solutions, Lya-
punov - Krasovskii functional

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàñ-
ïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡−𝜏

𝐵(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝐹

⎛⎝𝑡, 𝑦(𝑡),

𝑡∫︁
𝑡−𝜏

𝑦(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠ , (1)

𝐴(𝑡) � ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛× 𝑛 ñ íåïðåðûâíûìè 𝑇 -ïåðèîäè÷åñêèìè ýëåìåí-
òàìè, 𝐵(𝑡, 𝑠) � ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛 × 𝑛 ñ íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè, 𝑇 -
ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé, ò. å.

𝐴(𝑡+ 𝑇 ) ≡ 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡+ 𝑇, 𝑠) ≡ 𝐵(𝑡, 𝑠),

Доклад подготовлен при поддержке Математического Центра в Академгородке, со-
глашение с Министерством науки и высшего образования Российской Федерации №075-
15-2022-281.

Ыскак Тимур, к.ф.-м.н., ИМ СО РАН (Новосибирск, Россия); Timur Yskak (Sobolev
Institute of Mathematics SB RAS, Novosibirsk, Russia)
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𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî (𝑢1, 𝑢2) è ñëåäóþùåé îöåíêå:

‖𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2)‖ 6 𝑞1‖𝑢1‖1+𝜔1 + 𝑞2‖𝑢2‖1+𝜔2 , 𝑡 > 0,

ãäå
𝑞1, 𝑞2 > 0, 𝜔1, 𝜔2 > 0 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ýêñïîíåíöèàëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ïîëó÷åíèå îöåíîê ðå-
øåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, è
îöåíîê íà ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) èñïîëü-
çóåòñÿ ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ôóíê-
öèîíàëîâ èç [1], [2]:

𝑣(𝑡, 𝑦) = ⟨𝐻(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩+

𝜏∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−𝜂

⟨𝐾(𝑡− 𝑠, 𝜂)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)⟩ 𝑑𝑠𝑑𝜂.
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ЗАДАЧИ
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УДК 511.35

Доказано, что∑︁
𝑝6𝑥

1

𝜏(𝑝− 1)
≍ 𝑥

(log 𝑥)3/2
и

∑︁
𝑛6𝑥

1

𝜏(𝑛2 + 1)
≍ 𝑥

(log 𝑥)1/2
,

где 𝜏(𝑛) =
∑︀

𝑑|𝑛 1 — количество делителей числа 𝑛, а суммирование в
первой сумме ведётся по простым числам.

Ключевые слова: функция делителей, сдвинутые простые и квадраты.

Работа была поддержана грантом Фонда развития теоретической физики и матема-
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Karatsuba’s divisor problem and related questions

We prove that∑︁
𝑝6𝑥

1

𝜏(𝑝− 1)
≍ 𝑥

(log 𝑥)3/2
and

∑︁
𝑛6𝑥

1

𝜏(𝑛2 + 1)
≍ 𝑥

(log 𝑥)1/2
,

where 𝜏(𝑛) =
∑︀

𝑑|𝑛 1 is the number of divisors of 𝑛, and the summation
in the first sum is over primes.

Keywords: divisor function, shifted primes and shifted squares.

Â 2004 ãîäó À. À. Êàðàöóáà íà ñåìèíàðå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë
è ïðèëîæåíèÿ¿ ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè àñèìïòîòèêó ñóììû

Φ(𝑥) =
∑︁
𝑝6𝑥

1

𝜏(𝑝− 1)

ïðè 𝑥 → ∞, ãäå 𝜏(𝑛) =
∑︀
𝑑|𝑛 1 � ôóíêöèÿ äåëèòåëåé, à ñóììèðîâàíèå âå-

ä¼òñÿ ïî ïðîñòûì ÷èñëàì, íå ïðåâîñõîäÿùèì 𝑥. Äàííûé âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì ¾ãèáðèäîì¿ ñëåäóþùèõ äâóõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ÷è-
ñåë.

Ïåðâàÿ èç íèõ (ïðîáëåìà äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà) çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæ-
äåíèè àñèìïòîòèêè ñóììû

𝐷(𝑥) =
∑︁
𝑝6𝑥

𝜏(𝑝− 1).

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [1], [2], [3], [4]), ÷òî

𝐷(𝑥) ∼ 𝜁(2)𝜁(3)

𝜁(6)
𝑥, 𝑥→∞,

ãäå 𝜁(𝑠) îáîçíà÷àåò äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà. Âòîðàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íà-
õîæäåíèè àñèìïòîòèêè ñóììû

𝑇 (𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

1

𝜏(𝑛)

è áûëà ðåøåíà Ñ. Ðàìàíóäæàíîì â [5]: îí ïîêàçàë, ÷òî

𝑇 (𝑥) = 𝑐0
𝑥√

log 𝑥

(︂
1 +𝑂

(︂
1√

log 𝑥

)︂)︂
,

ãäå

𝑐0 =
1√
𝜋

∏︁
𝑝

√︀
𝑝2 − 𝑝 log

𝑝

𝑝− 1
= 0.5486 . . .

Ñóììà Φ(𝑥) èçó÷àëàñü ðàíåå. Â íåäàâíåé ðàáîòå [6] ïîëó÷åíà îöåíêà

Φ(𝑥) 6 4𝐾
𝑥

(log 𝑥)3/2
+𝑂

(︂
𝑥 log log 𝑥

(log 𝑥)5/2

)︂
,
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ãäå

𝐾 =
1√
𝜋

∏︁
𝑝

√︂
𝑝

𝑝− 1

(︂
𝑝 log

𝑝

𝑝− 1
− 1

𝑝− 1

)︂
= 0.2532 . . .

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêó Φ(𝑥) ≪ 𝑥
(log 𝑥)3/2

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäñòâèÿ 1.2
ðàáîòû [7], à òàêæå äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó âåðõíåé îöåíêè
òåîðåìû 2 íèæå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Φ(𝑥) ∼ 𝐾 𝑥

(log 𝑥)3/2
, 𝑥→∞,

îäíàêî äîêàçàòü ýòî, ïî-âèäèìîìó, òðóäíî.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî óïîìÿíóòàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà

äëÿ ñóììû Φ(𝑥) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïî ïîðÿäêó.
Теорема 1. Èìååò ìåñòî îöåíêà

Φ(𝑥)≫ 𝑥

(log 𝑥)3/2
.

Òåì ñàìûì äëÿ Φ(𝑥) íàéäåí ïîðÿäîê ðîñòà:

Φ(𝑥) ≍ 𝑥

(log 𝑥)3/2
,

÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðåøàåò çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ Êàðàöóáîé.
Íàðÿäó ñ Φ(𝑥) ìû ðàññìàòðèâàåì ñóììó

𝐹 (𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

1

𝜏(𝑛2 + 1)

è äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Теорема 2. Èìååò ìåñòî îöåíêà

𝐹 (𝑥) ≍ 𝑥

(log 𝑥)1/2
.

Îáñóäèì îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ. Â ñóììå Φ(𝑥) äëÿ êàæäîãî ïðî-
ñòîãî 𝑝 6 𝑥 ìû çàïèñûâàåì ÷èñëî 𝑝 − 1 â âèäå 𝑎𝑏, ãäå ÷èñëî 𝑎 ñîñòîèò èç
ïðîñòûõ äåëèòåëåé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 𝑧, à ÷èñëî 𝑏 � èç ïðîñòûõ äåëèòå-
ëåé, áîëüøèõ 𝑧; ïðè ýòîì 𝑧 = 𝑥𝜀 è 𝜀 > 0 ôèêñèðîâàíî. Òîãäà ñóììà Φ(𝑥)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

Φ(𝑥) =
∑︁
𝑎6𝑥

𝑝|𝑎⇒𝑝6𝑧

1

𝜏(𝑎)

∑︁
𝑏6 𝑥−1

𝑎

𝑝|𝑏⇒𝑝>𝑧
𝑎𝑏+1−простое

1

𝜏(𝑏)
,

è, òàê êàê 𝜏(𝑏) = 𝑂𝜀(1), ïîëó÷àåì

Φ(𝑥)≫𝜀

∑︁
𝑎6𝑥𝜀

1

𝜏(𝑎)

∑︁
𝑏6 𝑥−1

𝑎

𝑝|𝑏⇒𝑝>𝑥𝜀

𝑎𝑏+1−простое

1.
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Âíóòðåííÿÿ ñóììà îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Áðóíà-Õîîëè âå-
ëè÷èíîé ïîðÿäêà

𝑥

𝑎(log 𝑥)2
−𝑅(𝑥; 𝑎),

ãäå âêëàäîì âåëè÷èíû 𝑅(𝑥; 𝑎) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáó-
åìûé ðåçóëüòàò:

Φ(𝑥)≫𝜀
𝑥

(log 𝑥)2

∑︁
𝑎6𝑥𝜀

1

𝑎𝜏(𝑎)
≫𝜀

𝑥

(log 𝑥)3/2
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñóììû 𝐹 (𝑥). Âåðõíþþ îöåíêó
äëÿ 𝐹 (𝑥) ìû ïîëó÷àåì èç íåðàâåíñòâà 𝜏(𝑛) > 2𝜔(𝑛) (çäåñü 𝜔(𝑛) � ÷èñëî
ïðîñòûõ äåëèòåëåé 𝑛 áåç ó÷¼òà êðàòíîñòè) è îöåíêè íà êîëè÷åñòâî ÷èñåë
𝑛 6 𝑥 ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì 𝜔(𝑛2 + 1).

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ðàáîòå, ìîæíî ïðèìåíÿòü
è ê äðóãèì ôóíêöèÿì, ðîäñòâåííûì 𝜏(𝑛). Òàê, åñëè 𝜏𝑘(𝑛) îçíà÷àåò îáîáù¼í-
íóþ ôóíêöèþ äåëèòåëåé, 𝜏𝑘(𝑛) =

∑︀
𝑛=𝑑1𝑑2...𝑑𝑘

1, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

∑︁
𝑝6𝑥

1

𝜏𝑘(𝑝− 1)
≍𝑘 𝑥(log 𝑥)

1
𝑘−2.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ñ.Â. Êîíÿãèíûì è Ì.Ð. Ãàá-
äóëëèíûì.
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О МЕТОДАХ ИССЛЕДОВАНИЯ ВЕТВЯЩИХСЯ
СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ

Е.Б. Яровая
yarovaya@mech.math.msu.su

УДК 519.21

Рассматриваются стохастические процессы с непрерывным временем,
которые могут быть описаны в терминах размножения, гибели и
транспорта частиц. Такие процессы на многомерных решетках на-
зывают ветвящимися случайными блужданиями, а точки решетки,
в которых может происходить рождение и гибель частиц, — источни-
ками ветвления. Особое внимание уделено различным методам иссле-
дования асимптотического поведения численностей частиц в каждой
точке решетки и их моментов для ветвящихся случайных блужданий,
в основе которых лежит симметричное, однородное по пространству,
неприводимое случайное блуждание по решетке.

Ключевые слова: ветвящиеся случайные блуждания, эволюционный
оператор, функция Грина

On methods for studying branching random walks

We study stochastic processes with continuous time that can be described
in terms of reproduction, death, and transport of particles. Such processes
on multidimensional lattices are called branching random walks, and the
points of the lattice where the birth and death of particles can occur are
called branching sources. Special attention is given to various methods for
studying the asymptotic behavior of the particle numbers at each point
of the lattice and their moments for branching random walks based on a
symmetric, spatially homogeneous, irreducible random walk on the lattice.

Keywords: branching random walks, evolution operators, moments, limit
theorems

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå (ÂÑÁ) ïî Z𝑑, 𝑑 ∈ N,
ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ëåæàùåå â îñíîâå ÂÑÁ,
çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé 𝐴 =

(︀
𝑎(𝑥 − 𝑦)

)︀
𝑥,𝑦∈Z𝑑 , â êî-

òîðîé 𝑎(𝑥) > 0 ïðè 𝑥 ̸= 0 è 𝑎(0) < 0, è ïðè ýòîì ôóíêöèÿ 𝑎(𝑥) ÷åòíàÿ è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∑︀
𝑥∈Z𝑑 𝑎(𝑥) = 0. Áëóæäàíèå òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ

íåðàçëîæèìûì, ò.å. äëÿ êàæäîãî 𝑧 ∈ Z𝑑 íàéäóòñÿ òàêèå 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 ∈ Z𝑑, ÷òî
𝑧 =

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑧𝑖 è 𝑎(𝑧𝑖) ̸= 0 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Âåòâëåíèå â òî÷êàõ 𝑥 ∈ Z𝑑 îïðåäåëÿ-

åòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé 𝑓(𝑢, 𝑥) =
∑︀∞
𝑘=0 𝑏𝑘(𝑥)𝑢𝑘

îïðåäåëåííîé ïðè 0 6 𝑢 6 1, ãäå 𝑏𝑘(𝑥) > 0 ïðè 𝑘 ̸= 1, 𝑏1(𝑥) 6 0
è
∑︀
𝑘 ̸=1 𝑏𝑘(𝑥) = |𝑏1| <∞. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝑓 (𝑟)(1, 𝑥) < ∞ äëÿ êàæäî-

ãî 𝑥 ∈ Z𝑑 ïðè 𝑟 ∈ N. Âåëè÷èíó 𝛽(𝑥) = 𝑓 ′(1, 𝑥) =
∑︀
𝑘 𝑘𝑏𝑘(𝑥) íàçûâàþò

интенсивностью ветвления â òî÷êå 𝑥 ∈ Z𝑑. Ôóíêöèè 𝑎(𝑥) è 𝑓(𝑢, 𝑥) îïðå-
äåëÿþò âåòâÿùèéñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, à èìåííî, ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿ-
ñÿ â òî÷êå 𝑥 (источнике ветвления), çà ìàëîå âðåìÿ ℎ ñ âåðîÿòíîñòüþ

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 20-01-00487.
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𝑝(ℎ, 𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑥 − 𝑦)ℎ + 𝑜(ℎ) ïåðåõîäèò â òî÷êó 𝑦 ̸= 𝑥, ëèáî íå ñîâåðøàåò
òàêîãî ïåðåõîäà è ïðè ýòîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑝*(ℎ, 𝑥, 𝑘) = 𝑏𝑘ℎ + 𝑜(ℎ) ïðîèç-
âîäèò ïîòîìñòâî èç 𝑘 ̸= 1 ÷àñòèö, îñòàþùèõñÿ â òî÷êå 𝑥 (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî è
ñàìà ÷àñòèöà âõîäèò â ýòî ÷èñëî, à ïðè 𝑘 = 0 ãîâîðÿò, ÷òî частица гиб-
нет), ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−

∑︀
𝑦 ̸=𝑥 𝑎(𝑥−𝑦)ℎ−

∑︀
𝑘 ̸=1 𝑏𝑘(𝑥)ℎ+𝑜(ℎ) íèêàêèõ

èçìåíåíèé ñ ÷àñòèöåé íå ïðîèñõîäèò. Îòäåëüíûå ÷àñòèöû ýâîëþöèîíèðóþò
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîñòü ÷àñòèö 𝜇𝑡,𝑥(𝑦) â
ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 â ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå 𝑦 ∈ Z𝑑 ïðè óñëîâèè,
÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ó íàñ èìåëàñü îäíà ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ
â òî÷êå 𝑥 ∈ Z𝑑. Êàê ïîêàçàíî, íàïð., â [1] ïåðâûé ìîìåíò 𝑚1(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
E𝜇𝑡,𝑥(𝑦) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜇𝑡,𝑥(𝑦) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì 𝑢(𝑡, 𝑥) çàäà÷è Êîøè
𝜕𝑡𝑢 = 𝒜𝑢+ ℬ𝑢 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑢(0, 𝑥) = 𝛿(𝑦 − 𝑥), ãäå ñèììåòðè÷íûé
îïåðàòîð ñâåðòî÷íîãî òèïà 𝒜, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé 𝐴, è äèàãîíàëüíûé
îïåðàòîð ïîêîîðäèíàòíîãî óìíîæåíèÿ ℬ äåéñòâóþò íà ôóíêöèþ 𝜙 ∈ 𝐿2(Z𝑑)
ñëåäóþùèì îáðàçîì: (𝒜𝜙)(𝑥) =

∑︀
𝑦∈Z𝑑 𝑎(𝑥−𝑦)𝜙(𝑦), (ℬ𝜙)(𝑥) = 𝛽(𝑥)𝜙(𝑥), äëÿ

ëþáîãî 𝑥 ∈ Z𝑑.
Â áîëüøèíñòâå ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìàòèêå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëü-

íûõ òåîðåì äëÿ ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö 𝜇𝑡,𝑥(𝑦) îáúåäèíÿþòñÿ îáùèì ìåòîäîì
èññëåäîâàíèÿ, îñíîâàííîì íà àíàëèçå àñèìïòîòèêè ìîìåíòîâ 𝜇𝑡,𝑥(𝑦), ñì.,
íàïð., [2]. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïðîâåðêå óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ åäèí-
ñòâåííîñòü (ïðè íåêîòîðîé íîðìèðîâêå) îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî âåðîÿò-
íîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ñâîèìè ìîìåíòàì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ìîäåëåé ÂÑÁ ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí èíîé ìå-
òîä [3]. Åñëè â ÂÑÁ ñ ðàçìíîæåíèåì è ãèáåëüþ ÷àñòèö â êàæäîì óçëå Z𝑑
äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæòü, ÷òî 𝛽(𝑥) → 0 ïðè ‖𝑥‖ → ∞, ãäå ‖ · ‖ � íîð-
ìà â 𝐿2(Z𝑑). Êðîìå òîãî ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ: 𝑓 (𝑟)(1, 𝑥) < ∞
ëèøü ïðè 𝑟 = 1, 2 è sup‖ℎ‖=1 {(𝒜+ ℬ)ℎ, ℎ)} > 0, ãàðàíòèðóþùåå ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ðîñò ïåðâîãî ìîìåíòà ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â êàæäîì óçëå Z𝑑. Â
ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [3], äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ÂÑÁ ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè íîð-
ìèðîâàííîãî ÷èñëà ÷àñòèö â òî÷êå ðåøåòêè íåêîòîðûì íåîòðèöàòåëüíûì
ìàðòèíãàëîì, ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí ê ïðåäåëó â
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì.
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О ТЕОРЕМЕ МАРЧЕНКО-ПАСТУРА ДЛЯ СЛУЧАЙНОЙ
ТЕНЗОРНОЙ МОДЕЛИ

П.А. Яськов
yaskov@mi-ras.ru

УДК 519.214

Найдены необходимые и достаточные условия в теореме Марченко-
Пастура для выборочных ковариационных матриц, отвечающих сим-
метричным случайным тензорам, состоящим из

(︀
𝑛
𝑑

)︀
различных про-

изведений 𝑑 величин случайной выборки объема 𝑛.

Ключевые слова: случайные матрицы, выборочные ковариационные
матрицы

On the Marchenko-Pastur theorem for a random tensor model

We obtain necessary and sufficient conditions for the Marchenko-Pastur
theorem for sample covariance matrices associated with symmetric ran-
dom tensors, which are formed by

(︀
𝑛
𝑑

)︀
different products of 𝑑 variables

chosen from a random sample of size 𝑛.

Keywords: random matrices, sample covariance matrices

Ïóñòü 𝑋 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ E𝑋 = 0 è E𝑋2 = 1. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð x𝑝 ñî çíà÷åíèÿìè â R𝑝 îòâå÷àåò ñëó÷àéíîé òåíçîðíîé
ìîäåëè, ïîðîæäåííîé 𝑋, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ 𝑑, 𝑛 ∈ N ñ 𝑑 6 𝑛 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî 𝑝 =

(︀
𝑛
𝑑

)︀
, à ýëåìåíòû x𝑝 ñóòü âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà∏︀𝑑

𝑘=1𝑋𝑖𝑘 , 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑑 6 𝑛, ãäå {𝑋𝑖}𝑛𝑖=1 � í.î.ð. êîïèè 𝑋. Îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç 𝜇𝐴 := 𝑝−1

∑︀𝑝
𝑖=1 𝛿𝜆𝑖 ýìïèðè÷åñêîå ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑝×𝑝, ãäå {𝜆𝑖}𝑝𝑖=1 � ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé 𝐴 ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, à 𝛿𝜆 � äåëüòà-ìåðà â òî÷êå 𝜆 ∈ R.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà âûáîðî÷-
íûõ êîâàðèöèîííûõ ìàòðèö (ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè) âèäà

̂︀Σ𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

x𝑝𝑘x
⊤
𝑝𝑘,

ãäå {x𝑝𝑘}𝑁𝑘=1 � íåçàâèñèìûå êîïèè x𝑝 ñî ñòðóêòóðîé, îïèñàííîé âûøå. À
èìåííî, äàåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà
𝑑, 𝑛,𝑋 ïðåäåëüíîå ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ̂︀Σ𝑁 â ñòàíäàðòíîé àñèìïòî-
òèêå

(︀
𝑑
𝑛

)︀
/𝑁 → 𝜌 > 0 ïðè 𝑑, 𝑛,𝑁 → ∞ ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðàñïðåäå-

ëåíèåì Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà 𝜇𝜌, ãäå 𝜇𝜌 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

𝑑𝜇𝜌 = max{1− 1/𝜌, 0} 𝑑𝛿0 +

√︀
(𝑎+ − 𝑥)(𝑥− 𝑎−)

2𝜋𝑥𝜌
1
(︀
𝑎− 6 𝑥 6 𝑎+

)︀
𝑑𝑥,
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ãäå 𝑎± = (1±√𝜌)2, à 1(·) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Äàííàÿ çàäà÷à âîñõîäèò
ê íåäàâíåé ðàáîòå [1], ãäå âîïðîñ îá îïòèìàëüíûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ
ðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ ìîäåëè ñ íåçàâèñèìûìè, íî íåîáÿçàòåëüíî îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûìè 𝑋𝑖 ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè ÷åòâåðòûõ ìîìåíòîâ. Â
ñëó÷àå îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè 𝑋𝑖 óäàåòñÿ ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùåå
îïèñàíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà 𝑑, 𝑛,𝑋.

Теорема 1. Пусть 𝑑 = 𝑑(𝑁), 𝑛 = 𝑛(𝑁) ∈ N, 𝑁 ∈ N, таковы, что
𝑑 6 𝑛 и

(︀
𝑛
𝑑

)︀
/𝑁 → 𝜌 > 0, здесь и далее пределы берутся при 𝑁 → ∞.

Предположим также, что для каждого 𝑝 =
(︀
𝑛
𝑑

)︀
случайный вектор x𝑝 в

R𝑝 отвечает случайной тензорной модели, порожденной одной и той же

случайной величиной 𝑋 с E𝑋 = 0 и E𝑋2 = 1. Тогда P(𝜇̂︀Σ𝑁

𝑑→ 𝜇𝜌) = 1, когда

𝑑E𝑋21(𝑑𝑋2 > 𝑛) = 𝑜(1) и 𝑑2E𝑋41(𝑑𝑋2 6 𝑛) = 𝑜(𝑛). (1)

Обратно, P(𝜇̂︀Σ𝑁

𝑑→ 𝜇𝜌) = 1 влечет (1), когда 𝑋 не есть бернуллиевская
величина.

Â ÷àñòíîñòè, ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî ïðè 𝑑2 = 𝑜(𝑛)
ïðè E𝑋4 < ∞, ñð. ñ óñëîâèåì 𝑑3 = 𝑜(𝑛) èç [1]. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
1 îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû 2.1 èç [5], ïîäõîäÿùåé âåðõíåé îöåíêå
íà äèñïåðñèè ïðîèçâîëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò x𝑝 (â ïðåäïîëîæåíèè
E𝑋4 < ∞), à òàêæå íîâîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

𝑆(𝑑)
𝑛 :=

∑︁
16𝑖1<...<𝑖𝑑6𝑛

𝑍𝑖1 · · ·𝑍𝑖𝑑 , 𝑑, 𝑛 ∈ N.

Теорема 2. Пусть 𝑍,𝑍1, 𝑍2, . . . – н.о.р. неотрицательные случайные
величины. Пусть также E𝑍 = 1 и 𝑑 = 𝑑(𝑛) ∈ {1, . . . , 𝑛} для 𝑛 ∈ N. Тогда

𝑆
(𝑑)
𝑛(︀
𝑛
𝑑

)︀ P→ 1, 𝑛→∞,

если и только если 𝑑E𝑍1(𝑑𝑍 > 𝑛)→ 0 и 𝑑2E𝑍21(𝑑𝑍 6 𝑛) = 𝑜(𝑛).

Òåîðåìà 2 ðàñøèðÿåò êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû îá ýëåìåíòàðíûõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ìíîãî÷ëåíàõ [2], [3], [4].
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MULTIPLICATION OF QUANDLE STRUCTURES
V.G. Bardakov, D.A. Fedoseev
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We define a composition of quandle structures which are defined on the
same set, and find conditions under which this composition gives a quan-
dle. Further we prove that under this multiplication we get a group and
show that this group is abelian.

Keywords: quandle, multi-quandle, multiplication of quandles.

By groupoid (𝑄, *) we mean a non-empty set 𝑄 with one binary algebraic operation
* : 𝑄 ×𝑄 → 𝑄. A quandle is a groupoid (𝑄, *) in which the operation (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥 * 𝑦
satisfies the following axioms:

(Q1) Idempotency axiom: 𝑥 * 𝑥 = 𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝑄,

(Q2) Right invertibility axiom: for any 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 there exists a unique 𝑧 ∈ 𝑄 such that
𝑥 = 𝑧 * 𝑦,

(Q3) Self-distributivity axiom: (𝑥 * 𝑦) * 𝑧 = (𝑥 * 𝑧) * (𝑦 * 𝑧) for all 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄.

It follows from (Q2) that we can define an operation *̄ : 𝑄×𝑄→ 𝑄 by the rule

𝑎 = 𝑐 * 𝑏⇔ 𝑐 = 𝑎*̄𝑏.

This is equivalent to
(𝑎 * 𝑏)*̄𝑏 = 𝑎 = (𝑎*̄𝑏) * 𝑏.

Many interesting examples of quandles come from groups.

∙ If 𝐺 is a group and 𝑛 is an integer, then the set 𝐺 equipped with the binary
operation 𝑎 * 𝑏 = 𝑏−𝑛𝑎𝑏𝑛 forms a quandle 𝐶𝑜𝑛𝑗𝑛(𝐺). For 𝑛 = 1, it is called the
conjugation quandle 𝐶𝑜𝑛𝑗(𝐺).

∙ If 𝐺 is a group, then the binary operation 𝑎 * 𝑏 = 𝑏𝑎−1𝑏 turns the set 𝐺 into the
core quandle 𝐶𝑜𝑟𝑒(𝐺).

Consider two quandles 𝑄1 = (𝑄, ∘) and 𝑄2 = (𝑄, *) defined on a set 𝑄. Define
the composition ∘* of operations ∘ and * in the following way:

∘* : 𝑄×𝑄→ 𝑄; 𝑎 ∘ * 𝑏 = (𝑎 ∘ 𝑏) * 𝑏.

A natural question arises: is (𝑄, ∘*) a quandle? In general, the answer is negative.

Proposition 1. Let 𝑄 be a set and let ∘ and * be two quandle operations on the
set 𝑄. Then,

1. The composition ∘* satisfies the idempotency and right invertibility axioms;
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2. If the operation * is distributive with respect to the operation ∘, i.e.

(𝑎 ∘ 𝑏) * 𝑐 = (𝑎 * 𝑐) ∘ (𝑏 * 𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄,

then the composition ∘* satisfies the self-distributivity axiom.

Definition. Let 𝑄 be a set and let ∘ and * be two quandle operations on 𝑄 which
satisfy the condition

(𝑎 ∘ 𝑏) * 𝑐 = (𝑎 * 𝑐) ∘ (𝑏 * 𝑐)

for any 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄. Then multiplication of quandles (𝑄, ∘) and (𝑄, *) is defined by the
following formula:

(𝑄, ∘)(𝑄, *) = (𝑄, ∘*).

The situation when * is distributive with respect to ∘ leads to an interesting con-
sequence. We get the following chain of equalities:

𝑎 ∘ *𝑏 = (𝑎 ∘ 𝑏) * 𝑏 = (𝑎 * 𝑏) ∘ (𝑏 * 𝑏) = (𝑎 * 𝑏) ∘ 𝑏 = 𝑎 * ∘𝑏.

Hence we proved that ∘* = *∘. In particular, *∘ is also a quandle operation.

Proposition 2. If the operation * is distributive with respect to the operation
∘, quandle multiplication of (𝑄, ∘) and (𝑄, *) is commutative, that is (𝑄, ∘)(𝑄, *) =
(𝑄, *)(𝑄, ∘).

If we begin with operations ∘ and * and consider iterative compositions of their
powers, we get an infinite family of operations, each of which is defined by a word
in the alphabet {∘, *, ∘̄, *̄}. For example, the word ∘ ∘ *̄ ∘ * defines the operation
(𝑎, 𝑏) ↦→ ((𝑎 ∘2 𝑏)*̄𝑏) ∘ 𝑏. We can say that each operation of this family is defined by
an element of the free group 𝐹2 = ⟨∘, *⟩.

Theorem. Let (𝑄, ∘) and (𝑄, *) be quandles and let the operations ∘ and * be
distributive with respect to each other, i.e.

(𝑎 ∘ 𝑏) * 𝑐 = (𝑎 * 𝑐) ∘ (𝑏 * 𝑐), (𝑎 * 𝑏) ∘ 𝑐 = (𝑎 ∘ 𝑐) * (𝑏 ∘ 𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄.

Then any finite word in the alphabet {∘, *, ∘̄, *̄} defines a quandle operation on the set
𝑄.

If 𝐺 is a non-abelian group, then we can define two quandles on the set 𝐺: 𝐶𝑜𝑛𝑗(𝐺)
and 𝐶𝑜𝑟𝑒(𝐺). It is interesting to understand under which conditions they generate a
group.

Corollary. If 𝐺 is a two-step nilpotent group in which the square of any element
lies in the center, then 𝐶𝑜𝑛𝑗(𝐺) and 𝐶𝑜𝑟𝑒(𝐺) generate a group that is isomorphic to
abelianization 𝐺𝑎𝑏 = 𝐺/𝐺′.

Remark. The quandle multiplication was also considered in [2, 3].
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This paper is devoted to the study of homotopy types of orientation-
preserving Morse-Smale diffeomorphisms on closed orientable surfaces.In
the present work, it is proposed an algorithm for recognizing the homotopy
type of a non-gradient-like Morse-Smale diffeomorphism by its heteroclinic
intersection. The algorithm is based on the construction of a filtration
for a diffeomorphism and calculation of the intersection index of saddle
separatrices in the fundamental annuli of filtration elements.

Keywords: Morse-Smale diffeomorphisms, Nielsen-Thurston theory, ho-
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In this paper, the authors propose an algorithm for recognizing that a given non-
gradient-like diffeomorphism belongs to the Nielsen-Thurston set 𝑇1 or 𝑇2 by its het-
eroclinic intersection. Let’s analyze this problem in more detail.

Let 𝑓 : 𝑆𝑝 → 𝑆𝑝 be an orientation-preserving Morse-Smale diffeomorphism. Since
{𝑓} ∈ 𝑇𝑖 if and only if {𝑓𝑘} ∈ 𝑇𝑖, 𝑘 ̸= 0 (see, for example [1-3]), then, without loss of
generality, we can assume that the nonwandering set of the diffeomorphism 𝑓 consists
of fixed points and 𝑓 preserves orientation on their invariant manifolds. Then the set
Ω1 of saddle points of the diffeomorphism 𝑓 can be ordered: 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘1 due to the
Smale relation [4]. Precisely, if 𝑊𝑢

𝜎𝑗
∩𝑊 𝑠

𝜎𝑖
̸= ∅, then 𝑖 < 𝑗.

Denote by Ω0, Ω2 the sets of sinks and sources of the diffeomorphism 𝑓 , respec-
tively, and by 𝑘0, 𝑘2 the number of points in these sets. Let

𝐴𝑓,0 = Ω0, 𝐴𝑓,𝑖 = Ω0 ∪
𝑖⋃︁

𝑗=1

𝑊𝑢
𝜎𝑗
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘1,

𝑅𝑓,𝑖 = Ω2 ∪
𝑘1⋃︁

𝑗=𝑖+1

𝑊 𝑠
𝜎𝑗
, 𝑖 = 0, . . . , 𝑘1 − 1, 𝑅𝑓,𝑘1 = Ω2.

It follows from [5,6], that each of the sets 𝐴𝑓,𝑖 (𝑅𝑓,𝑖) is an attractor (repeller), that
has grabbing neighbourhood 𝑀𝑓,𝑖 (𝑁𝑓,𝑖), which is a compact surface with boundary,
such that

𝑓(𝑀𝑓,𝑖) ⊂ 𝑖𝑛𝑡𝑀𝑓,𝑖,
⋂︁
𝑛∈N

𝑓𝑛(𝑀𝑓,𝑖) = 𝐴𝑓,𝑖

(︃
𝑓−1(𝑁𝑓,𝑖) ⊂ 𝑖𝑛𝑡𝑁𝑓,𝑖,

⋂︁
𝑛∈N

𝑓−𝑛(𝑁𝑓,𝑖) = 𝑅𝑓,𝑖

)︃
.
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Moreover, the attractor 𝐴𝑓,𝑖 and the repeller 𝑅𝑓,𝑖 are dual, i.e. 𝑁𝑓,𝑖 = 𝑆𝑝 ∖ 𝑖𝑛𝑡𝑀𝑓,𝑖.
Since 𝐴𝑓,0 ⊂ 𝐴𝑓,1 ⊂ · · · ⊂ 𝐴𝑓,𝑘1 , then capturing neighborhoods can be chosen so that
𝑀𝑓,𝑖 ⊂ 𝑓(𝑀𝑓,𝑖+1), 𝑖 = 0, . . . , 𝑘1 − 1, 𝜕𝑀𝑓,𝑖 does not contain heteroclinic points and
each connected component 𝑣 of the set 𝐾𝑓,𝑖 = 𝑀𝑓,𝑖 ∖ 𝑖𝑛𝑡 𝑓(𝑀𝑓,𝑖) is diffeomorphic to
the two-dimensional annulus [0, 1] × S1 by some diffeomorphism ℎ𝑣 : [0, 1] × S1 → 𝑣
such that ℎ−1

𝑣 𝑓ℎ𝑣|{0}×S1(0, 𝑠) = (1, 𝑠), 𝑠 ∈ S1.
Let 𝑎𝑣 = ℎ𝑣([0, 1] × {0}), 𝑏𝑣 = ℎ𝑣({0} × S1). Let us orient the curve 𝑎𝑣 by

the direction on the interval [0, 1] from 0 to 1. Then the space of orbits 𝑣 = 𝑣/𝑓
is diffeomorphic to the two-dimensional torus and the natural projection 𝑝𝑣 : 𝑣 → 𝑣
induces on the torus 𝑣 generators �̂�𝑣 = 𝑝𝑣(𝑎𝑣), �̂�𝑣 = 𝑝𝑣(𝑏𝑣).

Let 𝑣 be the connected component of the set 𝐾𝑓,𝑖 and 𝐶𝑣 =
⋃︀
𝑛∈Z

𝑓𝑛(𝑣). Denote

by 𝐿𝑠
𝑓,𝑣 (𝐿

𝑢
𝑓,𝑣) the union of stable (unstable) separatrices of saddles 𝜎𝑗 , 𝑗 6 𝑖 (𝑗 > 𝑖),

lying entirely in the set 𝐶𝑣.

If the sets 𝐿𝑠
𝑓,𝑣, 𝐿

𝑢
𝑓,𝑣 are not empty, then we set �̂�𝑠

𝑓,𝑣 = 𝑝𝑣(𝐿
𝑠
𝑓,𝑣), �̂�

𝑢
𝑓,𝑣 = 𝑝𝑣(𝐿

𝑢
𝑓,𝑣).

Then each connected component of these sets is a knot on the torus 𝑣, of homotopy
type ⟨1, 𝑑𝑠𝑓,𝑣⟩, ⟨1, 𝑑𝑢𝑓,𝑣⟩ in the chosen generators �̂�𝑣, �̂�𝑣. Let 𝜉𝑓,𝑣 = 𝑑𝑠𝑓,𝑣 − 𝑑𝑢𝑓,𝑣.

By virtue of [7] the number 𝜉𝑓,𝑣 does not depend on the choice of the basis �̂�𝑣, �̂�𝑣.
A component 𝑣 will be called a heteroclinic annulus,if the set 𝐿𝑢

𝑓,𝑣 contains at least
one unstable separatrix of the saddle 𝜎𝑖+1, intersecting the set 𝐿𝑠

𝑓,𝑣. Note that there
are at most two heteroclinic annuli in each set 𝐾𝑓,𝑖. The heteroclinic annulus 𝑣 will
be called

∙ contractible, if the curve 𝑏𝑣 is homotopic to zero on the surface 𝑆𝑝;

∙ trivial, if 𝜉𝑓,𝑣 = 0;

∙ essential, if 𝑣 is neither contractible nor trivial.

Denote by 𝒱𝑓 the set of essential heteroclinic annuli 𝑣. If the set 𝒱𝑓 is empty, then we
set 𝜉𝑓 = 0. Otherwise, we introduce the following equivalence relation on the set 𝒱𝑓 :
components 𝑣 ⊂ 𝐾𝑓,𝑖, 𝑣

′ ⊂ 𝐾𝑓,𝑖′ will be called equivalent, if there exists an ambient
isotopy 𝐻𝑡 : 𝑆𝑝 → 𝑆𝑝 such that 𝐻0 = 𝑖𝑑, 𝐻1(𝑏𝑣) = 𝑏𝑣′ . Denote by [𝑣] the equivalence
class of the annulus 𝑣 and by [𝒱𝑓 ] the set of equivalence classes. Assuming that the
curves 𝑏𝑣, 𝑏𝑣′ are consistently oriented for the equivalent annuli 𝑣, 𝑣′, we set

𝜉𝑓,[𝑣] =
∑︁
𝑣∈[𝑣]

𝜉𝑓,𝑣, 𝜉𝑓 =
∑︁

[𝑣]∈[𝒱𝑓 ]

|𝜉𝑓,[𝑣]|.

Theorem 1.Let 𝑓 be an orientation-preserving Morse-Smale diffeomorphism on a
surface. Then {𝑓} ∈ 𝑇1 ({𝑓} ∈ 𝑇2) ⇔ 𝜉𝑓 = 0 (𝜉𝑓 ̸= 0).
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In this work we construct a finite presentation for the singular pure braid
group 𝑆𝑃𝑛. Using this representation, we prove that the center of the
singular braid group is a direct factor in 𝑆𝑃𝑛. Also we construct linear
representations and representation by automorphisms of free group 𝐹𝑛 for
the singular braid group 𝑆𝐵𝑛. We introduce groups of camomile type and
prove that the singular pure braid group 𝑆𝑃𝑛, 𝑛 > 5, is a subgroup of
camomile type.

Keywords: braid group, pure braid group, singular braid group, singular
pure braid group, center of group, finite presentation.

The singular braid group 𝑆𝐺𝑛 is generated by elements 𝜎𝑖, 𝜏𝑖, where
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1. The elements 𝜎𝑖, generate the braid group 𝐵𝑛. The generators 𝜏𝑖
satisfy the defining relations

𝜏𝑖 𝜏𝑗 = 𝜏𝑗 𝜏𝑖, |𝑖− 𝑗| > 2,

other relations are mixed:

𝜏𝑖 𝜎𝑗 = 𝜎𝑗 𝜏𝑖, |𝑖− 𝑗| > 2,

𝜏𝑖 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

𝜎𝑖+1 𝜎𝑖 𝜏𝑖+1 = 𝜏𝑖 𝜎𝑖+1 𝜎𝑖, 𝜎𝑖 𝜎𝑖+1 𝜏𝑖 = 𝜏𝑖+1 𝜎𝑖 𝜎𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2.

Define the map 𝜋 : 𝑆𝐺𝑛 −→ 𝑆𝑛 of the singular braid group 𝑆𝐺𝑛 onto the symmet-
ric group 𝑆𝑛 on 𝑛 symbols by actions on the generators 𝜋(𝜎𝑖) = 𝜋(𝜏𝑖) = (𝑖, 𝑖+1), 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑛 − 1. The kernel ker(𝜋) of this map is called the singular pure braid group
and denoted by 𝑆𝑃𝑛.
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Theorem 1. The singular pure braid group 𝑆𝑃𝑛, 𝑛 > 2 is generated by elements
𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑛 and is defined by relations:

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗 ,

𝑎−𝜀
𝑖𝑘 𝑎𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑖𝑘 = (𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑗)

𝜀𝑎𝑘𝑗(𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑗)
−𝜀,

𝑎−𝜀
𝑖𝑘 𝑏𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑖𝑘 = (𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑗)

𝜀𝑏𝑘𝑗(𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑗)
−𝜀,

𝑎−𝜀
𝑘𝑚𝑎𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑘𝑚 = (𝑎𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗)

𝜀𝑎𝑘𝑗(𝑎𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗)
−𝜀, for 𝑚 < 𝑗,

𝑎−𝜀
𝑘𝑚𝑏𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑘𝑚 = (𝑎𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗)

𝜀𝑏𝑘𝑗(𝑎𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗)
−𝜀, for 𝑚 < 𝑗,

𝑎−𝜀
𝑖𝑚𝑎𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑖𝑚 = [𝑎−𝜀

𝑖𝑗 , 𝑎
−𝜀
𝑚𝑗 ]

𝜀𝑎𝑘𝑗 [𝑎
−𝜀
𝑖𝑗 , 𝑎

−𝜀
𝑚𝑗 ]

−𝜀, for 𝑖 < 𝑘 < 𝑚,

𝑎−𝜀
𝑖𝑚𝑏𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑖𝑚 = [𝑎−𝜀

𝑖𝑗 , 𝑎
−𝜀
𝑚𝑗 ]

𝜀𝑏𝑘𝑗 [𝑎
−𝜀
𝑖𝑗 , 𝑎

−𝜀
𝑚𝑗 ]

−𝜀, for 𝑖 < 𝑘 < 𝑚,

𝑎−𝜀
𝑖𝑚𝑎𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑖𝑚 = 𝑎𝑘𝑗 , for 𝑘 < 𝑖 < 𝑚 < 𝑗 or 𝑚 < 𝑘,

𝑎−𝜀
𝑖𝑚𝑏𝑘𝑗𝑎

𝜀
𝑖𝑚 = 𝑏𝑘𝑗 , for 𝑘 < 𝑖 < 𝑚 < 𝑗 or 𝑚 < 𝑘,

𝑏−𝜀
𝑖𝑚𝑎𝑘𝑗𝑏

𝜀
𝑖𝑚 = 𝑎𝑘𝑗 , for 𝑘 < 𝑖 < 𝑚 < 𝑗 or 𝑚 < 𝑘,

𝑏−𝜀
𝑖𝑚𝑏𝑘𝑗𝑏

𝜀
𝑖𝑚 = 𝑏𝑘𝑗 , for 𝑘 < 𝑖 < 𝑚 < 𝑗 or 𝑚 < 𝑘,

𝑏−𝜀
𝑖𝑗 (𝑎𝑖𝑘𝑎𝑗𝑘)𝑏

𝜀
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑘𝑎𝑗𝑘, for 𝑖 < 𝑗 < 𝑘.

𝑏−𝜀
𝑖𝑚

(︀
𝑎−1
𝑚𝑗𝑎𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗

)︀
𝑏𝜀𝑖𝑚 = 𝑎−1

𝑚𝑗𝑎𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗 , for 𝑖 < 𝑘 < 𝑚,

𝑏−𝜀
𝑖𝑚

(︀
𝑎−1
𝑚𝑗𝑏𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗

)︀
𝑏𝜀𝑖𝑚 = 𝑎−1

𝑚𝑗𝑏𝑘𝑗𝑎𝑚𝑗 , for 𝑖 < 𝑘 < 𝑚.

Theorem 2. For any 𝑛 > 3 the center 𝑍(𝑆𝐺𝑛) is a direct factor in 𝑆𝑃𝑛. But
𝑍(𝑆𝐺𝑛) is not a direct factor in 𝑆𝐺𝑛.

Let 𝐹 be the field of rational fractions over Q with two variables 𝑡 and 𝑎, 𝐹 =
Q(𝑡, 𝑎).

Theorem 3. Any linear local homogeneous representation 𝜙 : 𝑆𝐺𝑛 → 𝐺𝐿𝑛(𝐹 )
that is an extension of the Burau representation of 𝐵𝑛 can be defined on the generators:

𝜙(𝜎𝑖) =

⎛⎜⎜⎝
𝐸𝑖−1 0 0 0

0
0

1− 𝑡 𝑡
1 0

0
0

0 0 0 𝐸𝑛−𝑖−1

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜙(𝜏𝑖) =

⎛⎜⎜⎝
𝐸𝑖−1 0 0 0

0
0

1− 𝑡+ 𝑎𝑡 𝑡− 𝑎𝑡
1− 𝑎 𝑎

0
0

0 0 0 𝐸𝑛−𝑖−1

⎞⎟⎟⎠ .

Suppose that a group 𝐺 is defined by a set of generators 𝑋 and a set of relations
𝑅. In this case we say that 𝐺 has a presentation 𝒫(𝐺) = ⟨𝑋 | 𝑅⟩. We will denote the
set of generators 𝑋 by 𝒢(𝐺) and the set of relations 𝑅 by ℛ(𝐺).

Let 𝐺 be a group, 𝐻 is its normal subgroup, �̄� is a set of coset representatives
𝐻 in 𝐺. The subgroup 𝐻 is said to be a subgroup of camomile type with highlighted
petal 𝐻0, and conjugated set 𝑀 , if 𝐻0 6 𝐻, 𝑀 is a subset of �̄� that contains a unit
element 𝑒 of 𝐺, and

𝒫(𝐻) =
⋃︁

𝑚∈𝑀

𝒫(𝐻𝑚
0 ), where 𝐻𝑚

0 = 𝑚−1𝐻0𝑚,
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𝒢(𝐻) =
⋃︁

𝑚∈𝑀

𝒢(𝐻𝑚
0 ) and ℛ(𝐻) =

⋃︁
𝑚∈𝑀

ℛ(𝐻𝑚
0 ).

Theorem 4. The pure singular braid group 𝑆𝑃𝑛, 𝑛 > 5, is a subgroup of camomile
type with highlighted petal 𝑆𝑃4.
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INVERSE PROBLEMS FOR THE GENERALIZED KAWAHARA
EQUATION

E.V. Martynov
e.martynov@inbox.ru

In this research we study the inverse problems for the generalized form of
Kawahara equation as well as its linearized analog in a bounded domain
with integral overdetermination. As the control function we consider ei-
ther a special form of the right-hand side of the equation or the value
of the derivative of the solution on one of the boundaries. In order to
achieve the controllability of the generalized Kawahara equation we im-
pose smallness conditions on either the time interval or the input data.
Those restrictions are absent in linear case.

Keywords: Kawahara equation, inverse problems, integral overdetermina-
tion, initial-boundary value problem.
MSC: 35Q93

Consider an initial-boundary value problem for the generalized Kawahara equation

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +

4∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝜕
𝑗
𝑥𝑢+ (𝐹 (𝑢))𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (1)

𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑎𝑗 ∈ R, posed on a rectangle 𝑄𝑇 = (0, 𝑇 ) × (0, 𝑅), where 𝑇,𝑅 > 0, with
the initial condition

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑅], (2)

and boundary conditions

𝑢(𝑡, 0) = 𝜇(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑅) = 𝜈(𝑡),

The work was supported by the Ministry of Science and Higher Education of Russian
Federation: agreement no. 075-03-2020-223/3 (FSSF-2020-0018).

Egor Martynov (RUDN University, Moscow, Russia)
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𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝜃(𝑡), 𝑢𝑥(𝑡, 𝑅) = ℎ(𝑡), (3)

𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝑅) = 𝜎(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

The function 𝐹 (𝑢) ∈ 𝐶1(R) satisfies the following inequality:

|𝐹 (𝑢)| 6 𝑐|𝑢|𝑞 ∀𝑢 ∈ R, (4)

where 𝑐 > 0, 𝑞 > 1 (the assumptions on the value of 𝑞 are specified later).
The overdetermination is given by the following integral condition∫︁ 𝑅

0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (5)

where 𝜔 and 𝜙 are known functions. We will consider either the boundary function 𝜎
or the special type of the right-hand side of the equation 𝑓 as a control.

Impose the following conditions to the function 𝜔:

𝜔 ∈ 𝐻5(0, 𝑅), 𝜔(0) = 𝜔(𝑅) = 𝜔′(0) = 𝜔′(𝑅) = 𝜔′′(0) = 0, (6)

and to coefficients
𝑎4 > 0, 𝑎2 6 0. (7)

The main results of our research are the following theorems.

Theorem 1. Let 𝑢0 ∈ 𝐿2(0, 𝑅), 𝜙 ∈ 𝑊 1
2 (0, 𝑇 ), 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐻2/5(0, 𝑇 ), ℎ, 𝜃 ∈

𝐻1/5(0, 𝑇 ), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 )), inequality (4) be verified for 1 < 𝑞 < 6, the conditions
(6) and (7) be satisfied and, moreover, 𝜔′′(𝑅) ̸= 0,

𝜙(0) =

∫︁ 𝑅

0

𝑢0(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥.

Let

𝑐0 = ‖𝑢0‖𝐿2(0,𝑅) + ‖𝜇‖𝐻2/5(0,𝑇 ) + ‖𝜈‖𝐻2/5(0,𝑇 )

+ ‖ℎ‖𝐻1/5(0,𝑇 ) + ‖𝜃‖𝐻1/5(0,𝑇 ) + ‖𝑓‖𝐿2(𝑄𝑇 ) + ‖𝜙′‖𝐿2(0,𝑇 ).

Then,
1) For the fixed 𝑐0 there exists a 𝑇0 > 0 such that if 𝑇 ∈ (0, 𝑇0), then there exists

a unique function 𝜎 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ) and the corresponding unique solution 𝑢 ∈ 𝑋(𝑄𝑇 ) of
the problem (1)–(3) with condition (5).

2) For the fixed 𝑇 there exists a 𝛿 > 0 such that if 𝑐0 6 𝛿, then there exists a
unique function 𝜎 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ) and the corresponding unique solution 𝑢 ∈ 𝑋(𝑄𝑇 ) of the
problem (1)–(3) with condition (5).

Theorem 2. Let 𝑢0 ∈ 𝐿2(0, 𝑅), 𝜙 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ), 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐻2/5(0, 𝑇 ), ℎ, 𝜃 ∈ 𝐻1/5,

𝜎 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ), 𝑔 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(0, 𝑅)), inequality (4) be verified for 1 < 𝑞 < 7, the
conditions (6) and (7) be satisfied and there exists a positive constant 𝑔0 such as for
all 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑔0 6
⃒⃒ ∫︁ 𝑅

0

𝑔(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥
⃒⃒
.

Let

𝑐0 = ‖𝑢0‖𝐿2(0,𝑅) + ‖𝜇‖𝐻2/5(0,𝑇 ) + ‖𝜈‖𝐻2/5(0,𝑇 )

+ ‖ℎ‖𝐻1/5(0,𝑇 ) + ‖𝜃‖𝐻1/5(0,𝑇 ) + ‖𝜎‖𝐿2(0,𝑇 ) + ‖𝜙′‖𝐿1(0,𝑇 ).

Then,
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1) For the fixed 𝑐0 there exists a 𝑇0 > 0 such that if 𝑇 ∈ (0, 𝑇0), then there exists
a unique function 𝑓0 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ) and the corresponding unique solution 𝑢 ∈ 𝑋(𝑄𝑇 ) of
the problem (1)–(3) with condition (5).

2) For the fixed 𝑇 there exists a 𝛿 > 0 such that if 𝑐0 6 𝛿, then there exists a
unique function 𝑓0 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ) and the corresponding unique solution 𝑢 ∈ 𝑋(𝑄𝑇 ) of
the problem (1)–(3) with condition (5).

CODIMENSION ONE BASIC SETS OF A-FLOWS

V.S. Medvedev, E.V. Zhuzhoma

medvedev-1942@mail.ru, zhuzhoma@mail.ru

Dynamical systems satisfying an Axiom A (in short, A-systems) were
introduced by S. Smale. The set of A-systems includes all structurally
stable systems (exm., Morse-Smale systems and Anosov systems) and Ω-
stable systems. We consider A-flows with codimension one basic sets on
closed 𝑛-manifolds, 𝑛 > 3.

Keywords: A-flow, attractor, fibered link

Dynamical systems satisfying an Axiom A (in short, A-systems) were introduced

by S.Smale. By definition, a non-wandering set of A-system is the topological clo-

sure of periodic orbits endowed with a hyperbolic structure. Due to Smale’s Spectral

Decomposition Theorem, the non-wandering set of any A-system is a disjoint union

of closed, invariant, and topologically transitive sets called basic sets. E. Zeeman

proved that any 𝑛-manifold, 𝑛 > 3, supporting nonsingular flows supports an A-flow

with a one-dimensional nontrivial basic set. It is natural to consider the existence of

codimension one (automatically non-trivial) basic sets on 𝑛-manifolds beginning with

closed 3-manifolds 𝑀3. We prove that any closed 3-manifolds supports A-flows with

two-dimensional attractors. This gives examples of chaotic laminations of topological

dimension two. Our main attention concerns to embedding of non-mixing attractors

and its basins (stable manifolds) in 𝑀3. We construct a special compactification of

𝑊 𝑠(Λ𝑎) called a casing by a collection of circles that form a fiber link in the casing.

This work is supported by Laboratory of Dynamical Systems and Applications of Na-
tional Research University Higher School of Economics of the Ministry of Science and Higher
Education of the RF (grant ag. no. 075-15-2022-1101; V.S. Medvedev) and the grant of the
RSF (no. 22-21-00304; E.V. Zhuzhoma).

Vladislav Medvedev (Laboratory of Dynamical Systems and Applications NRU HSE,
National Research University Higher School of Economics, Russia)

Evgeny Zhuzhoma (Laboratory of Dynamical Systems and Applications NRU HSE, Na-
tional Research University Higher School of Economics, Russia)
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SPECTRUM OF FRACTIONAL LAPLACIAN IN DOMAINS
WITH CYLINDRICAL OUTLETS TO INFINITY

A.I. Nazarov
nazarov@pdmi.ras.ru

UDC 517.9

We describe the spectrum structure for the restricted Dirichlet fractional
Laplacian in multi-tubes, i.e. domains with cylindrical outlets to infinity.
Some new effects in comparison with the local case are discovered.

Keywords: fractional Laplacian, multi-tubes, Dirichlet spectrum

The restricted Dirichlet fractional Laplacian 𝒜Ω
𝑠 in a domain Ω ⊂ R𝑛 is defined

by the quadratic form

𝑎Ω𝑠 [𝑢] = (𝒜Ω
𝑠 𝑢, 𝑢) :=

∫︁
R𝑛

|𝜉|2𝑠|ℱ𝑛𝑢(𝜉)|2 𝑑𝜉

(here ℱ𝑛 stands for the 𝑛-dimensional Fourier transform) with domain

Dom(𝑎Ω𝑠 ) = ̃︀𝐻𝑠(Ω) := {𝑢 ∈ 𝐻𝑠(R𝑛) : supp𝑢 ⊂ Ω},

where 𝐻𝑠(R𝑛) is the classical Sobolev–Slobodetskii space.
For 𝑠 = 1 this operator is just conventional Dirichlet Laplacian in Ω. Here we

consider the case 𝑠 ∈ (0, 1).
Assume that outside of some compact set 𝒦, Ω coincides with a finite union of

non-intersecting semi-tubes 𝒬𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , congruent to 𝒬 = 𝜔 ×R+, where 𝜔 is a
bounded domain in R𝑛−1.

Theorem 1. Let the axes of 𝒬𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , are not co-directional. Then the
essential spectrum of 𝒜Ω

𝑠 coincides with the ray [Λ𝑠,+∞), where Λ𝑠 is the smallest
eigenvalue of 𝒜𝜔

𝑠 .

Notice that the assumption on axes of semi-tubes is not needed in the local case
𝑠 = 1.

Next, let Ω be a boundedly enlarged cylinder 𝑄 = 𝜔 × R, 𝜔 b R𝑛−1. Namely,
we assume that Ω contains 𝑄, and the set Ω ∖ 𝑄 is non-empty and bounded. By
Theorem 1, we have 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝒜Ω

𝑠 ) = 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝒜𝑄
𝑠 ) = [Λ𝑠,+∞).

Theorem 2. Let 𝑠 ∈ [ 1
2
, 1). Then the discrete spectrum of 𝒜Ω

𝑠 is not empty.
Namely, there is at least one eigenvalue in the interval (0,Λ𝑠).

Conjecture. For 𝑠 < 1
2
, the discrete spectrum of 𝒜Ω

𝑠 is empty if the set Ω ∖𝑄 is
small enough.

The talk is based on the joint paper with F.L. Bakharev, see [1].
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