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Ñåòåâàÿ ìîäåëü

Îäíî èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé àíàëèçà ñëîæíûõ îáúåêòîâ
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòåâîé
ìîäåëè.

Ïðîñòîé ïîëíûé âçâåøåííûé ãðàô G = (V , Γ), Γ = ||γi ,j ||.
Âåðøèíû ãðàôà - ýëåìåíòû îáúåêòà.

âåñà ðåáåð îïðåäåëÿþòñÿ ìåðîé âçàèìîäåéñòâèÿ γi ,j ìåæäó
ýëåìåíòàìè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîæíûõ îáúåêòîâ ñëó÷àéíîé ïðèðîäû, ò.å.
îáúåêòîâ, ïîâåäåíèå ýëåìåíòîâ êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè, âåðøèíàì ñåòåâîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.
Ïðèìåðû: ðûíî÷íûå ñåòè, áèîëîãè÷åñêèå ñåòè.
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Ñåòåâûå ñòðóêòóðû

Ñåòåâûå ñòðóêòóðû - íåâçâåøåííûå ïîäãðàôû ñåòåâîé ìîäåëè.

Îòñå÷åííûé ãðàô (TG) ñåòåâîé ìîäåëè G = (V , Γ) - ïîäãðàô
G ′(γ0) = (V ,E ) : E = {(i , j) : γi ,j > γ0}, ãäå γ0 - çàäàííûé ïîðîã.

Ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà - ïîëíûé ïîäãðàô îòñå÷åííîãî ãðàôà
ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà.

Ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî - ïóñòîé ïîäãðàô
îòñå÷åííîãî ãðàôà ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà.

Ìàêñèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî (MST) ñåòåâîé ìîäåëè G = (V , Γ)
- äåðåâî (ãðàô áåç öèêëîâ) G ′ = (V ,E ′) : E ′ ⊂ E ; |E ′| = |V | − 1;
òàêîå ÷òî

∑
(i ,j)∈E ′ γi ,j ìàêñèìàëüíà.

Ðåäóöèðîâàííûé ïî âåðøèíàì ãðàô ñåòåâîé ìîäåëè G = (V , Γ) -
ïîäãðàô G ′ = (V ′,G ′) : V ′ ⊂ V ,G ′ ⊂ G
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Îïèñàíèå ïðîáëåìû

Ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè èëè âûäåëåíèÿ ñåòåâîé ñòðóêòóðû

çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå îäíîãî èç ìíîãèõ ðåøåíèé î å¼ ñîñòàâå

ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé íàä ôóíêöèîíèðîâàíèåì ñëîæíîé

ñèñòåìû.
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Îáçîð. Gaussian graphical model.

Ëàóðèòçåí (1990) - gaussian graphical model(concentration graph),
÷àñòíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

Ýäâàðäñ (1995) - îáçîð ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð.

Àíäåðñîí (2003) - òåñò ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Äðòîí, Ïåðëìàí (2004, 2007) - ìíîãîøàãîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå
ïðîöåäóðû ìíîæåñòâåííîé ïðîâåðêè ãèïîòåç. Äðòîí (2017) -
îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé.

Îãðàíè÷åíèÿ: àñèìïòîòèêà, íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Êîíòðîëü FWER, äðóãèå ñâîéñòâà íåèññëåäîâàíû.
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Îáçîð. Multiple hypotheses testing

Òüþêè, Øåôôå - 50-å ãîäû.

Ãàáðèåëü, Õîëì, Õî÷áåðã, Òàìõàí, Áåíæàìèíè - â êîíöå 20-ãî
ñòîëåòèÿ. Áèáëèîãðàôèÿ Ðàî è Øâàðóï÷àíä (2009) - 573 ðàáîòû.

Êîíòðîëü FWER, FDR, FDP.

Áàõàäóð, Ëåìàí - ôóíêöèÿ ðèñêà.

Èòîí(1967), Ñïæòâîëë(1972), Êîóýí, Ñàêðîâèòö (2005, 2007) -
çàäà÷è î ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèÿõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îãðàíè÷åíèÿ: íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èëè ÷àñòíûé

ñëó÷àé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû - intraclass type.
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Îáçîð. Ôîíäîâûé ðûíîê

Mantegna(1999) - MST äëÿ ñåòè ôîíäîâîãî ðûíêà. Êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ìåæäó äîõîäíîñòÿìè àêöèé.

Pardalos (2003) - TG äëÿ ñåòè ôîíäîâîãî ðûíêà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îêîëî 3000 ðàáîò.

Îñíîâíàÿ öåëü - ïîñòðîåíèå ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÷èñëåííûìè
àëãîðèòìàìè è èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðîáëåìà - íåîïðåäåëåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííàÿ
ñî ñëó÷àéíûì õàðàêòåðîì îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé.

Äëÿ èçó÷åíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ å¼
âîçìîæíîãî óìåíüøåíèÿ íåîáõîäèìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòåé.

Àêòóàëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ
èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð, óñòîé÷èâûõ â ýòîì øèðîêîì
êëàññå ìîäåëåé.
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Îãðàíè÷åííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îãðàíè÷åíû:

èññëåäîâàíèåì íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;

èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå ìåðû ñâÿçè êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè
Ïèðñîíà èëè ÷àñòíîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè,

àñèìïòîòè÷åñêèì õàðàêòåðîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ,

êîíòðîëåì òîëüêî âåðîÿòíîñòåé îøèáîê ïåðâîãî ðîäà,

îòñóòñòâèåì îöåíêè íåîïðåäåëåííîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Âîçíèêàþùèå âîïðîñû

Êàêàÿ èç ïîïóëÿðíûõ ñåòåâûõ ñòðóêòóð îáëàäàåò ìåíüøåé
ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòüþ?

Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò èñïîëüçóåìûå ìåòîäû
èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð?

Êàê ñòðîèòü ïðîöåäóðû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè îïòèìàëüíîñòè
è óñòîé÷èâîñòè?

Êàêóþ ìåðó áëèçîñòè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè
ïîñòðîåíèè ñåòåâîé ìîäåëè?
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Ìîäåëü - ñåòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñåòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí - ïàðà (X , γ):

X = (X1, . . . ,XN)− ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ïëîòíîñòüþ f (x , θ), θ ∈ Ω,

γ−ìåðà çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
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Ðàññìàòðèâàåìûå ñåòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ãàóññîâñêàÿ ñåòü êîððåëÿöèé Ïèðñîíà: X = (X1, . . . ,XN) -
N(µ,Σ), ìåðà çàâèñèìîñòè γPi ,j = ρi ,j =

σi,j√
σi,iσj,j

Ãàóññîâñêàÿ ñåòü ÷àñòíûõ êîððåëÿöèé: γparti ,j = |ρi ,j | =
∣∣∣ −σi,j
√
σi,iσj,j

∣∣∣
Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñåòü âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ:
X = (X1, . . . ,XN) ðàñïðåäåë¼í ñ ïëîòíîñòüþ

f (x ; θ) = |Λ|−
1
2 g{(x − µ)′Λ−1(x − µ)}, X − EC (µ,Λ, g) 1, ìåðà

çàâèñèìîñòè γSgi ,j = pi ,j = P((Xi − µi )(Xj − µj) > 0).

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñåòü êîððåëÿöèé Ïèðñîíà.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñåòü êîððåëÿöèé Êåíäàëëà
γKdi ,j = 2P((X 1

i − X 2
i )(X 1

j − X 2
j ) > 0)− 1.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñåòü êîððåëÿöèé Áëóìêâèñòà - Êðàñêàëà
γKri ,j = 2P((Xi −Med(Xi ))(Xj −Med(Xj)) > 0)− 1.

1θ = (µ,Λ, g), µ ∈ RN , Λ - ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,

g(x) ≥ 0,
∫∞
−∞ . . .

∫∞
−∞ g(y ′y)dy1 . . . dyN = 1
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Ñåòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñåòåâàÿ ìîäåëü, ñåòåâûå

ñòðóêòóðû

Ñåòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîðîæäàåò ñåòåâóþ ìîäåëü.

Ðàçíûå ñåòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîãóò ïîðîæäàòü îäèíàêîâûå
ñåòåâûå ìîäåëè.

Ðàçíûå ñåòåâûå ìîäåëè ìîãóò ïîðîæäàòü îäèíàêîâûå ñåòåâûå
ñòðóêòóðû
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Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè.

β : β = 1, . . . ,K - ýëåìåíò ñåòåâîé ìîäåëè G = (V , Γ),
G ′ = (V ,E )-èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñåòåâàÿ ñòðóêòóðà, β ∈ V ,K = N
èëè β ∈ E ,K = C 2

N .

ïóñòü hβ : θ ∈ ωβ - ýëåìåíò β ñåòåâîé ìîäåëè íå ïðèíàäëåæèò
èäåíòèôèöèðóåìîé ñòðóêòóðå, kβ : θ ∈ ω−1β - àëüòåðíàòèâà hβ .

Hi : θ ∈ Ωi (i = 1, . . . , L) - ýëåìåíòû {i1, i2, . . . , iM} ⊆ {1, 2, . . . ,K}
ïðèíàäëåæàò èäåíòèôèöèðóåìîé ñåòåâîé ñòðóêòóðå. M - ÷èñëî
ýëåìåíòîâ èäåíòèôèöèðóåìîé ñåòåâîé ñòðóêòóðû, ò.å.

Hi : θ ∈ Ωi

ãäå

Ωi = (
⋂

il∈{i1,...,iM} ω
−1
il

) ∩ (
⋂

is∈{1,...,K}−{i1,...,iM} ωis )

èëè
Hi = (

⋂
il∈{i1,...,iM} kil ) ∩ (

⋂
is∈{1,...,K}−{i1,...,iM} his )

(1)

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðîöåäóðó δ âûáîðà (ïî íàáëþäåíèÿì) îäíîé

èç ãèïîòåç (1). Çàìåòèì, ÷òî L ≤ 2
N(N−1)

2
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñåëåêöèÿ ïî ðåáðàì.

(X , γ)-ñåòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, G = (V , Γ)-ïîðîæäåííàÿ ñåòåâàÿ
ìîäåëü.

G ′ = (V ′,E ′) : V ′ ⊆ V ,E ′ ⊆ E - ñåòåâàÿ ñòðóêòóðà.

X èìååò ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà K = {(f (x , θ), θ ∈ Ω)}.
Ïóñòü S = (si ,j), S ∈ G - ìíîæåñòâî ìàòðèö ñìåæíîñòè.

HS : θ ∈ ΩS -ãèïîòåçà, ÷òî ñåòåâàÿ ñòðóêòóðà èìååò ìàòðèöó
ñìåæíîñòè S , S ∈ G1 ⊆ G.
Íàáëþäåíèÿ X (t) = (X1(t), . . . ,XN(t)), t = 1, . . . , n-ïîâòîðíàÿ
âûáîðêà.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü íåðàíäîìèçèðîâàííóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ

ïðîöåäóðó δ(x) âûáîðà îäíîé èç ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ãèïîòåç

HS , îáëàäàþùóþ æåëàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.
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Æåëàòåëüíûå ñâîéñòâà.

îïòèìàëüíîñòü ïðîöåäóð èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð â
íåêîòîðîì êëàññå.

óñòîé÷èâîñòü, ò.å. èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèè ðèñêà ïðîöåäóð
èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð â íåêîòîðîì êëàññå ïðè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîòåðü.
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Äâà òèïà çàäà÷.

çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñåòåâîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ìîæåò
ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñåòåâîé ìîäåëè:
îòñå÷åííûé ãðàô; ãðàô êîíöåíòðàöèé; ðåäóöèðîâàííûé ïî
âåðøèíàì ãðàô.

çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñåòåâîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
çàäàííîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ: ìàêñèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî
(M = N − 1); çàäà÷è âûáîðà Ì íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ)
ýëåìåíòîâ.
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Ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð ñ

ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Îòñå÷åííûé ãðàô

Ïóñòü

Φ(x) =


0 ϕ1,2(x) . . . ϕ1,N(x)
ϕ2,1(x) 0 . . . ϕ2,N(x)
. . . . . . . . . . . .
ϕN,1(x) ϕN,2(x) . . . 0


ãäå ϕi ,j(x) =

{
1, x ∈ A−1i ,j

0, x ∈ Ai ,j
− íåðàíäîìèçèðîâàííûå òåñòû

ãèïîòåç hi ,j - ðåáðî (i , j) íå ïðèíàäëåæèò TG.

δ(x) = dG åñëè Φ(x) = G (2)

ãäå dG - ðåøåíèå î òîì, ÷òî èñòèííà ãèïîòåçà HG .

Ò.î. çàäà÷à âûáîðà îäíîé èç 2
N(N−1)

2 ãèïîòåç ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
îäíîâðåìåííîé ïðîâåðêè N(N−1)

2 ãèïîòåç.
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Ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð ñ

çàäàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Ñîîòíîøåíèå
δ(x) = dG åñëè Φ(x) = G (2)

è â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþò îáùèé âèä ïðîöåäóð èäåíòèôèêàöèè
ñåòåâûõ ñòðóêòóð.

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè,
êîòîðîå èìååò âèä: ∑
(κiβi1

,...,κiβiK
):κiβi1

=...=κiβiM
=−1;κiβiM+1

=...=κiβiK
=1

Pθ(x ∈
⋂
β

A
κiβ
β ) = 1

(3)
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Îøèáêè 1-ãî è 2-ãî ðîäîâ

Êðèòåðèé êà÷åñòâà ïðîöåäóð èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð - ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâóõ ìàòðèö ñìåæíîñòè: èñòèííîé (gi ,j) è
âûáîðî÷íîé (ϕi ,j).
YI (S , δ) =

∑
i<j I (gi ,j = 0, ϕi ,j(x) = 1)− ÷èñëî îøèáî÷íî ïðîâåäåííûõ

ðåáåð ïðîöåäóðîé δ(x) ñ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè (ϕi ,j(x)) ïðè
èäåíòèôèêàöèè ñåòåâîé ñòðóêòóðû S ñ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè (gi ,j).
YII (S , δ) =

∑
i<j I (gi ,j = 1, ϕi ,j(x) = 0)− ÷èñëî îøèáî÷íî

íåïðîâåäåííûõ ðåáåð ïðîöåäóðîé δ(x).
Õàðàêòåðèñòèêà ïðîöåäóðû δ(x) - âåêòîð

(EθYI (S , δ),EθYII (S , δ)) (4)
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Êà÷åñòâî ïðîöåäóð. Êîíöåïöèÿ Âàëüäà

δ(x) = dQ - ðåøåíèå, ÷òî ñåòåâàÿ ñòðóêòóðà èìååò ìàòðèöó
ñìåæíîñòè Q,Q ∈ G.
w(HS ; dQ) = w(S ,Q) - ïîòåðè îò ðåøåíèÿ dQ êîãäà ãèïîòåçà HS

èñòèííà, w(S ,S) = 0,S ∈ G.
Ôóíêöèÿ ðèñêà ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîöåäóðû δ(x) îïðåäåëÿåòñÿ

Risk(S , θ; δ) =
∑
Q∈G

w(S ,Q)Pθ(δ(x) = dQ), θ ∈ ΩS , S ∈ G

Pθ(δ(x) = dQ) - âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ dQ êîãäà
ïðàâèëüíî ðåøåíèå dS .
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Àääèòèâíîñòü ôóíêöèè ïîòåðü

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî w(S ,Q) òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå
ðàçëè÷àþòñÿ ìàòðèöû S è Q.

wij =
∑
β

(εijβaβ + εjiβbβ) (5)

aβ, bβ- ïîòåðè îò ëîæíîãî îòâåðæåíèÿ è ïðèíÿòèÿ ãèïîòåç hβ , wij−
ïîòåðè îò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ dj ïðè ïðàâèëüíîì ðåøåíèè di ,

εijβ =

{
1, åñëè κiβ = 1, κjβ = −1
0, èíà÷å
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Ôóíêöèÿ ðèñêà.

Òåîðåìà 1:

ïóñòü ôóíêöèÿ ïîòåðü àääèòèâíà è çàäàåòñÿ (5). Òîãäà ôóíêöèÿ

ðèñêà ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîöåäóðû δ èäåíòèôèêàöèè ñåòåâîé

ñòðóêòóðû ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ èìååò âèä:

R(S , θ, δ) =
K∑
β=1

r(hβ, ϕβ) (6)

ãäå r(hβ, ϕβ)- ôóíêöèÿ ðèñêà òåñòîâ ϕβ ïðîâåðêè hβ ,

åñëè aβ = a, bβ = b,∀β = 1, . . . ,K , òî

R(S , θ, δ) = aEθ(YI (S , δ)) + bEθ(YII (S , δ)) (7)

ãäå YI (S , δ)− ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íåïðàâèëüíî âêëþ÷åííûõ (÷èñëî

îøèáîê 1−ãî ðîäà) ïðîöåäóðîé δ â ñåòåâóþ ñòðóêòóðó S;

YII (S , δ)− ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íåïðàâèëüíî íåâêëþ÷åííûõ (÷èñëî

îøèáîê 2−ãî ðîäà) ïðîöåäóðîé δ â ñåòåâóþ ñòðóêòóðó S.

Êîëäàíîâ Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷ (ÍÈÓ ÂØÝ)ÇÀÄÀ×È ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÑÅÒÅÂÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐÑàðàòîâ, 14-15 íîÿáðÿ 2019 ãîäà 23 / 51



Ôóíêöèÿ ðèñêà.

Òåîðåìà 2: Ïóñòü

ñåìåéñòâî òåñòîâ ϕβ èíäèâèäóàëüíûõ ãèïîòåç hβ ñîâìåñòíî ñ

çàäà÷åé ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç Hi , ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3);

ôóíêöèÿ ïîòåðü àääèòèâíà è çàäàåòñÿ (5); Òîãäà ôóíêöèÿ ðèñêà

ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîöåäóðû δ äëÿ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ

ñòðóêòóð ñ çàäàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ èìååò âèä:

R(S , θ, δ) =
K∑
β=1

r(hβ, ϕβ) (8)

ãäå r(hβ, ϕβ)- ôóíêöèÿ ðèñêà òåñòà ϕβ
Åñëè aβ = a, bβ = b,∀β = 1, . . . ,K òî

R(S , θ, δ) = (a + b)Eθ(YI (S , δ)) = (a + b)Eθ(YII (S , δ)) (9)

ãäå YI (S , δ),YII (S , δ)- ÷èñëî îøèáîê 1− ãî, 2− ãî ðîäà,

äîïóùåííûõ ïðîöåäóðîé δ ïðè èäåíòèôèêàöèè ñåòåâîé ñòðóêòóðû

S.
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Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ïðîöåäóðû δ èäåíòèôèêàöèè
ñåòåâîé ñòðóêòóðû S ïî âûáîðêå îáúåìà n -

R(S , θ, δ, n) = aEθ(YI (S , δ, n)) + bEθ(YII (S , δ, n))
∀θ ∈ ΩS

(10)

Ïðîöåäóðà δ1 èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóðû S ïðåäïî÷òèòåëüíåé, ÷åì
ïðîöåäóðà δ2 èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóðû S , åñëè

R(S , θ, δ1, n) < R(S , θ, δ2, n)
∀θ ∈ Ω; ∀n (11)

Ïðîöåäóðà δ1 èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóðû S1
ïðåäïî÷òèòåëüíåé â îáëàñòè Ω1 ⊂ Ω, ÷åì ïðîöåäóðà δ2
èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóðû S2, åñëè

R(S1, θ, δ1, n) < R(S2, θ, δ2, n)
∀θ ∈ Ω1; ∀n (12)
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Ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èññëåäîâàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü íåêîòîðûõ ñåòåâûõ
ñòðóêòóð. Ïðè óðîâíå ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè ≤ 0.1.

Êëèêè ìàêñèìàëüíîãî âåñà - n = 150 ïðè âñåõ ïîðîãàõ.

MG - n = 300 ïðè âñåõ ïîðîãàõ.

MIS ìèíèìàëüíîãî âåñà - n = 700 ïðè âñåõ ïîðîãàõ.

MST - n > 10000

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü îòñå÷åííîãî ãðàôà è

ñâÿçàííûõ ñ íèì ñòðóêòóð çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñòàòèñòè÷åñêîé

íåîïðåäåëåííîñòè ìàêñèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà è

ñâÿçàííûõ ñ íèì ñòðóêòóð
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Ñâîéñòâà îïòèìàëüíîñòè ïðèìåíÿåìûõ ïðîöåäóð

èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð.

ïðîöåäóðà δ? ∈ C îïòèìàëüíà â êëàññå C , åñëè

R(θ, δ?) ≤ R(θ, δ)
∀θ ∈ Ω,∀δ ∈ C

(13)

àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü, ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ
ñòðóêòóð ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ:

aEθ(YI (S , δ
?)) + bEθ(YII (S , δ

?)) ≤ aEθ(YI (S , δ)) + bEθ(YII (S , δ))
∀θ ∈ ΩS ,∀S ∈ G, ∀δ ∈ C

(14)

àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü, ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ
ñòðóêòóð ñ çàäàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ:

Eθ(YI (S , δ
?)) ≤ Eθ(YI (S , δ))

∀θ ∈ ΩS , ∀S ∈ G1 ⊂ G,∀δ ∈ C
(15)
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Óñëîâèå íåñìåùåííîñòè.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà δ(x) íàçûâàåòñÿ W-íåñìåùåííîé, åñëè

Eθw(θ, δ(x)) ≤ Eθw(θ′, δ(x))
∀θ, θ′ ∈ Ω

(16)

Çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ ïðè àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîòåðü:

aEθ(YI (S , δ)) + bEθ(YII (S , δ)) ≤ aEθ(YI (S
′, δ)) + bEθ(YII (S

′, δ))
∀θ ∈ ΩS ,∀S ,S ′ ∈ G,∀δ ∈ C

(17)

Çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð ñ çàäàííûì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ ïðè àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîòåðü:

Eθ(YI (S , δ)) ≤ Eθ(YI (S
′, δ))

∀θ ∈ ΩS , ∀S ,S ′ ∈ G1 ⊂ G,∀δ ∈ C
(18)
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Îïòèìàëüíîñòü ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ãàóññîâñêîé

ãðàôè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïîñòðîåí ÐÍÌ â êëàññå íåñìåùåííûõ òåñò ïðîâåðêè ãèïîòåçû
hi ,j : ρi ,j = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû ki ,j : ρi ,j 6= 0. Òàêîé òåñò èìååò
âèä:

ϕi ,j =

{
0, 2q − 1 <

asi,j−b/2√
b2/4+ac

< 1− 2q

1, èíà÷å
(19)

ãäå q−êâàíòèëü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ FBe(q(αij)) =
αij

2 , a, b, c−
êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè det(sk,l) ïîëèíîìîì âòîðîé
ñòåïåíè îò si ,j , det(sk,l) = −as2i ,j + bsi ,j + c , ||sk,l ||− âûáîðî÷íàÿ
êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà.
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Îïòèìàëüíîñòü ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ãàóññîâñêîé

ãðàôè÷åñêîé ìîäåëè.

ñòàíäàðòíûé òåñò ïðîâåðêè ãèïîòåçû îá óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè
â ìíîãîìåðíîì íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè èìååò âèä:

ϕi ,j =

{
0, |r i ,j | ≤ ci ,j
1, |r i ,j | > ci ,j

(20)

ãäå ci ,j ÿâëÿåòñÿ (1− α/2)-êâàíòèëåì ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f (x) =
1√
π

Γ(n − N + 1)/2)

Γ((n − N)/2)
(1− x2)(n−N−2)/2, −1 ≤ x ≤ 1

Êîëäàíîâ Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷ (ÍÈÓ ÂØÝ)ÇÀÄÀ×È ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÑÅÒÅÂÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐÑàðàòîâ, 14-15 íîÿáðÿ 2019 ãîäà 30 / 51



Îïòèìàëüíîñòü ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ãàóññîâñêîé

ãðàôè÷åñêîé ìîäåëè.

Òåîðåìà 3. Òåñò (20) ýêâèâàëåíòåí ÐÍÌ â êëàññå íåñìåùåííûõ

òåñòó (19) ïðîâåðêè ãèïîòåçû ρi ,j = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû

ρi ,j 6= 0.

Òåîðåìà 4. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà

δ(x) = dG åñëè Φ(x) = G

ãäå Φ(x) = ||ϕi ,j(x)||, ϕi ,j(x) èìåþò âèä (20) èëè (19), ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé â êëàññå íåñìåùåííûõ ïðîöåäóðîé èäåíòèôèêàöèè

ãðàôà êîíöåíòðàöèé ïðè àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîòåðü.
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Îïòèìàëüíîñòü ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè

ðåäóöèðîâàííîãî ïî âåðøèíàì ãðàôà.

Èíäèâèäóàëüíûå ãèïîòåçû hi : µi ≤ µ0, i = 1, . . . ,N, ãäå (µ1, µ2, . . . , µN)-

âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(µ,Σ).
Òåîðåìà 5. Âåêòîð (X1, . . . ,XN) - N(µ,Σ) ñ íåèçâåñòíûì µ è

èçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè σi ,i ìàòðèöû Σ, ôóíêöèÿ ïîòåðü W ÿâëÿåòñÿ

àääèòèâíîé.

Ïðîöåäóðà

δ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕN(x)) . (21)

îñíîâàííàÿ íà èíäèâèäóàëüíûõ òåñòàõ (22)

ϕi (x) =

{
1,

√
n xi−µ0√

σii
> c

0, èíà÷å
(22)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â êëàññå W-íåñìåùåííûõ ïðîöåäóðîé

èäåíòèôèêàöèè ðåäóöèðîâàííîãî ïî âåðøèíàì ãðàôà.

Ôóíêöèÿ ðèñêà ïðîöåäóðû (21) íå çàâèñèò îò êîððåëÿöèîííîé

ìàòðèöû.
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Ñâîéñòâà ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè îòñå÷åííîãî ãðàôà.

Ââåäåí êëàññ D ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð δ(x):
1 δ(x) - èíâàðèàíòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû ïî îòíîøåíèþ ê
ãðóïïå G c,d : y = cx + d .

2 R(S , θ, δ) íåïðåðûâíà ïî θ.
3 ýëåìåíòû ϕi ,j(x) ìàòðèöû Φ(x) çàâèñÿò òîëüêî îò xi (t), xj(t).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü (X , γ) - Ãàóññîâñêàÿ ñåòü êîððåëÿöèé Ïèðñîíà,

ôóíêöèÿ ïîòåðü àääèòèâíà (5) è ïîòåðè ai ,j , bi ,j ñâÿçàíû ñ óðîâíåì

çíà÷èìîñòè αi ,j ñîîòíîøåíèåì ai ,j = 1− αi ,j ; bi ,j = αi ,j . Òîãäà

ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà δ(x) = dG åñëè Φ(x) = G ãäå ýëåìåíòû

ìàòðèöû Φ èìåþò âèä

ϕi ,j(xi , xj) =


1,

ri,j−ρ0√
1−r2i,j

> ci ,j

0,
ri,j−ρ0√
1−r2i,j

≤ ci ,j
(23)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñòàòècòè÷åñêîé ïðîöåäóðîé èäåíòèôèêàöèè

îòñå÷åííîãî ãðàôà â êëàññå D.
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Ñåòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñåòåâàÿ ìîäåëü, ñåòåâûå

ñòðóêòóðû

Ñåòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîðîæäàåò ñåòåâóþ ìîäåëü.

Ðàçíûå ñåòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîãóò ïîðîæäàòü îäèíàêîâûå
ñåòåâûå ìîäåëè.

Ðàçíûå ñåòåâûå ìîäåëè ìîãóò ïîðîæäàòü îäèíàêîâûå ñåòåâûå
ñòðóêòóðû

Ðàññìîòðèì âîïðîñ âûáîðà ìåðû çàâèñìîñòè â ñåòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.
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Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñåòü âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ.

Íîâûé êëàññ ìîäåëåé ñåòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí - êëàññ
ýëëèïòè÷åñêèõ ñåòåé âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ (X , γSg ).

X = (X1, . . . ,XN) èìååò ýëëèïòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïëîòíîñòüþ

f (x) = |Λ|−
1
2 g{(x − µ)′Λ−1(x − µ)} (24)

ìåðà çàâèñèìîñòè èìååò âèä:

γSgi ,j = pi ,j = P{(Xi − µi )(Xj − µj) > 0} (25)
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Ýêâèâàëåíòíîñòü ñåòåâûõ ñòðóêòóð â ýëëèïòè÷åñêîé ñåòè

êîððåëÿöèè Ïèðñîíà.

Êëàññ K ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðà X òàêîé, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé
γ ñåòåâûå ìîäåëè, ïîðîæäåííûå (X (1), γ), (X (2), γ) ñîâïàäàþò, ò.å.

γ(X
(1)
i ,X

(1)
j ) = γ(X

(2)
i ,X

(2)
j ), ∀X (1),X (2) ∈ K, ∀i , j = 1, . . . ,N

Äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé èç K ñåòåâûå ñòðóêòóðû òàêæå ñîâïàäàþò.

Â êëàññå ýëëèïòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé âûäåëÿåòñÿ ïîäêëàññ K(Λ)
ðàñïðåäåëåíèé ñ ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöåé Λ. Òàê êàê
γPi ,j = λi ,j/

√
λi ,iλj ,j , Λ = (λi ,j), òî ñåòåâûå ìîäåëè, ïîðîæäåííûå

ñåòÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X , γP),X ∈ K(Λ) ñîâïàäàþò.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü ñåòåâûõ ñòðóêòóð â ýëëèïòè÷åñêîé ñåòè

âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ.

Òåîðåìà 7: Åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (Xi ,Xj) èìååò ïëîòíîñòü

f (xi , xj) =

∣∣∣∣ ai ,i ai ,j
ai ,j aj ,j

∣∣∣∣ 12 g(ai ,ix
2
1 + 2ai ,jx1x2 + aj ,jx

2
2 )

òî âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ γSgi ,j íå çàâèñèò îò g .

Ò.å. ñåòåâûå ìîäåëè, ïîðîæäåííûå ñåòÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(X , γSg ),X ∈ K(Λ) ñîâïàäàþò.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü ñåòåâûõ ñòðóêòóð ïðè ðàçíûõ ìåðàõ

Òåîðåìà 8: Åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (X1,X2, . . . ,XN) èìååò
ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà EC (µ,Λ, g), òî îòñå÷åííûé ãðàô â ñåòè

êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ñ ïîðîãîì ρ0 ñîâïàäàåò ñ îòñå÷åííûì
ãðàôîì â çíàêîâîé ñåòè ñ ïîðîãîì p0 = 1

2 + 1
π arcsin(ρ0).

Òåîðåìà 9: Åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (X1,X2, . . . ,XN) èìååò
ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà EC (µ,Λ, g), òî ìàêñèìàëüíîå îñòîâíîå

äåðåâî â ñåòè êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì

îñòîâíûì äåðåâîì â ñåòè êîððåëÿöèè çíàêîâ.

Ýòè òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî â êëàññå ýëëèïòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé
EC (µ,Λ, g) ñåòåâûå ñòðóêòóðû â ñåòè Ïèðñîíà è çíàêîâîé ñåòè
îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé Λ, íå çàâèñÿò îò g è íàõîäÿòñÿ âî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè.
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Ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè TG, îñíîâàííàÿ íà ÷àñòîòå

ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ

hSgi ,j : pi ,j ≤ p0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâ kSgi ,j : pi ,j > p0

ϕSg
i ,j =

{
1, vSgi ,j > ci ,j

0, vSgi ,j ≤ ci ,j
(26)

vSgi ,j = T i ,j
0,0 + T i ,j

1,1 (27)

T i ,j
0,0 =

n∑
t=1

(1− ui (t))(1− uj(t)),T i ,j
1,1 =

n∑
t=1

ui (t)uj(t)

uk(t) =

{
1, xk(t) > 0
0, xk(t) ≤ 0

(28)

n∑
k=ci,j

n!

k!(n − k)!
(p0)k(1− p0)n−k ≤ αi ,j (29)
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Ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè TG, îñíîâàííàÿ íà ÷àñòîòå

ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ

Ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè TG, îñíîâàííàÿ íà ÷àñòîòå ñîâïàäåíèÿ
çíàêîâ, èìååò âèä

δSg (x) = dG , åñëè ΦSg (x) = G (30)

ãäå

ΦSg (x) =


0, ϕSg

12 (x), . . . , ϕSg
1N(x)

ϕSg
21 (x), 0, . . . , ϕSg

2N(x)
. . . . . . . . . . . .

ϕSg
N1(x), ϕSg

N2(x), . . . , 0

 . (31)
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Óñòîé÷èâîñòü ïðîöåäóðû δSg

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà δ èäåíòèôèêàöèè ñåòåâîé ñòðóêòóðû S
â ñåòåâîé ìîäåëè G = (V , Γ), ïîðîæäåííîé ñåòüþ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí (X , γ) : X ∈ EC (µ,Λ, g), èìååò èíâàðèàíòíóþ ôóíêöèþ

ðèñêà (óñòîé÷èâà) â êëàññå K(Λ), åñëè ôóíêöèÿ ðèñêà

R(S , θ, δ), θ = (µ,Λ, g) íå çàâèñèò îò g .

Òåîðåìà 10: Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð (X1, . . . ,XN) èìååò
ðàñïðåäåëåíèå EC (µ,Λ, g), θ = (µ,Λ, g) ñ èçâåñòíûì µ. Òîãäà
ôóíêöèè ðèñêà ïðîöåäóð èäåíòèôèêàöèè îòñå÷åííîãî ãðàôà

R(S , θ, δSS), R(S , θ, δH), R(S , θ, δHg ) (δSS -îäíîøàãîâàÿ ïðîöåäóðà,

δH -ïðîöåäóðà Õîëìà, δHg - ïðîöåäóðà Õî÷áåðãà, îñíîâàííûå íà
ñòàòèñòèêàõ V Sg

i ,j ) è ôóíêöèÿ ðèñêà ïðîöåäóðû Êðàñêàëà

èäåíòèôèêàöèè ìàêñèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà îïðåäåëÿþòñÿ

ìàòðèöåé Λ è íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè g ïðè ëþáîé ôóíêöèè

ïîòåðü w(S ,Q).
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Íåóñòîé÷èâîñòü ïðîöåäóð èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ

ñòðóêòóð, îñíîâàííûõ íà âûáîðî÷íîì êîýôôèöèåíòå

êîððåëÿöèè Ïèðñîíà.
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Figure: 2: Ôóíêöèÿ ðèñêà äëÿ TG, ρ0 = 0.64. Ñëåâà - n = 400, ëèíèÿ ñî

çâåçäîé - δP , ëèíèÿ - δS , ïî ãîðèçîíòàëè - ïàðàìåòð ñìåñè ε; ñïðàâà:
îêðóæíîñòü - ε = 1, δP ; ðîìá - ε = 0, 5, δP ; êâàäðàò - ε = 0, δP , ëèíèÿ - δS ,
ïî ãîðèçîíòàëè - ÷èñëî íàáëþäåíèé. Ñìåñü ðàñïðåäåëåíèé íîðìàëüíîãî ñ

âåñîì ε è Ñòüþäåíòà ñ 3 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ âåñîì 1− ε.
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Ðåçþìå: âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü

ïîïóëÿðíîñòü êîððåëÿöèè Ïèðñîíà, êàê ìåðû çàâèñèìîñòè â
ñåòåâîì àíàëèçå.

ìîæíî ðàññìîòðåòü íîâûé êëàññ ñåòåâûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ìåðà
çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ.

ýêâèâàëåíòíîñòü ñåòåâûõ ñòðóêòóð â çíàêîâîé ñåòè è â ñåòè
êîððåëÿöèé Ïèðñîíà â êëàññå ýëëèïòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Êàêóþ ìåðó âûáèðàòü ïðè ïîñòðîåíèè ñåòåâûõ ìîäåëåé?

Îòâåò: â êëàññå ýëëèïòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñåòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ìåðàìè áëèçîñòè, òàêèìè êàê Ïèðñîíà, Êåíäàëëà,
Áëóìêâèñòà-Êðàñêàëà è âåðîÿòíîñòè ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ, ñåòåâûå
ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû.

ïðîñòîòà èíòåïðåòàöèè -
γPij = 0, 1↔ γSgij = 0, 53; γPij = 0, 6↔ γSgij = 0, 705
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Êàêóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó èñïîëüçîâàòü?

ãàóññîâñêàÿ ìîäåëü èëè áëèçêèå ê íåé - âûáîðî÷íûé

êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà.

íåãàóññîâñêèå ýëëèïòè÷åñêèå ìîäåëè - ÷àñòîòà ñîâïàäåíèÿ

çíàêîâ.

÷àñòîòà ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ

èäåíòèôèêàöèè ñåòåâûõ ñòðóêòóð â ýëëèïòè÷åñêîé ñåòè

êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è íàîáîðîò.
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Ïðèìåíåíèå ê çàäà÷àì àíàëèçà ôîíäîâûõ ðûíêîâ

ïðîâåðêà ãèïîòåçû ñèììåòðèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äîõîäíîñòåé àêöèé ôîíäîâîãî ðûíêà.

ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ èíâåñòèöèé.
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Ýôôåêòèâíûé ôðîíò ïîðòôåëåé àêöèé

4-õ ñòóïåí÷àòàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïîðòôåëÿ èíâåñòèöèé

èäåíòèôèêàöèÿ ðåäóöèðîâàííîãî ïî âåðøèíàì ãðàôà (ïî
îòíîøåíèþ Øàðïà).

èäåíòèôèêàöèÿ ðåäóöèðîâàííîãî ïî ðåáðàì ãðàôà.

èäåíòèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.

ïîñòðîåíèå ïîðòôåëÿ èíâåñòèöèé íà àêöèÿõ ìàêñèìàëüíîãî
íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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