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О НЕВОЗМОЖНОСТИ ПРИВЕДЕНИЯ ПЛОСКОЙ МЕМБРАНЫ 
В СОСТОЯНИЕ ПОКОЯ С ПОМОЩЬЮ ГРАНИЧНЫХ СИЛ 

Рассматриваются задачи точного управления колебаниями двумерных 
мембран с помощью граничных сил. Будем говорить, что систему можно 
привести в состояние покоя, если для любых начальных условий можно 
найти управление, такое что соответствующее ему решение обратится в 
нуль за конечное время, причем данное решение должно остаться в нуле­
вом состоянии в дальнейшем. Доказывается, что в случае определенных 
условий, наложенных на управляющее воздействие, некоторые системы с 
распределенными параметрами невозможно привести в состояние покоя 
за конечное время. 

Вопрос об управлении колебаниями двумерными мембранами и пласти­
нами с помощью граничных сил рассматривался ранее многими авторами 
(см., например, [1, 2]). В монографии [3] представлена задача об остановке 
колебаний ограниченной струны с помощью граничного управления, дока­
зывается, что возможно за конечное время полностью остановить колеба­
ния струны при ограничении на абсолютную величину управляющего воз­
действия и дается оценка времени, необходимого для полной остановки ко­
лебаний. В монографии [4] исследуются вопросы оптимального управления 
системами с распределенными параметрами и формулируются условия опти­
мальности, аналогичные принципу максимума Л.С. Понтрягина для систем 
с конечным числом степеней свободы. В [5-7] даны задачи приближенного и 
точного управления колебаниями двумерных мембран и пластин. 

В данной работе доказывается, что колебания прямоугольной мембраны 
невозможно успокоить равномерно распределенным граничным управлением 
для достаточно широкого класса начальных возмущений. Также исследуется 
вопрос управляемости колебаний мембраны произвольной формы в случае, 
когда управляющее воздействие имеет некоторый специальный вид. 

Пусть и С здесь и далее ограниченная область с кусочно-гладкой гра­
ницей, Г - некоторое положительное число, ^т = П х (О, Г ) , Е = дО, х (О, Т) -

боковая поверхность ^т, т: производная по направлению внегпней норма-
оп 

ли к границе области $1. 
Определим, как обычно, пространство С Л . Соболева Я'*(Г2) (при целом 

неотрицательном в), как пространство, полученное замыканием множества 
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бесконечногладких на Г2 функций по норме 

где X — (ж1,Ж2), а = ( « 1 , 0 2 ) - мультииндекс, а -̂, ^ = 1,2 - целые неотрица­
тельные числа, \а\ а1 + « 2 ; 

дх\^ дх%^ • 

Если в = О, то по определению получаем пространство Ь2(^)-
Рассмотрим краевую задачу для уравнения колебания двумерной мембра­

ны 

(1) ?/|*=о = 4^{х), %|*=о = 

-А]у = 0 в дт, 

дп \т. = Р{х,Ь). 

Функцию Р{х,1) можно понимать как распределенное по границе двумер­
ной мембраны управляющее воздействие. 

Определение 1. Бесконечно дифференцируемая в дт функция ^{х,1) с 
компактным в (5т носителем называется финитной (см. [8]). 

О п р е д е л е н и е 2. Функция у{х,1) Е Ь2{Ят) называется слабым реше­
нием задачи (1), если для любой пробной финитной функции ^{х,1) имеет 
место интегральное тождество 

11 у{х,1)^{х,1)дхдЬ = I{ф[ - •фв)г=ос1х + ^ Р{х,1)в{х,1)с[^, 

где ^{x,^) - классическое решение следующей задачи {которая называется 
транспонированной): 

^^-^-А^в{x,^) = аx,^) в дт, 

(2) в |*=т = в;|4=г = о, | ^ | Е = 0. 

Постановка задачи, аналогичная приведенной в определении 2, рассмат­
ривается, например, в [4, гл. 4]. 

Пусть {А?}о°, {Хг(ж)}о° - системы собственных значений и собственных 
функций оператора Лапласа задачи Неймана в области О, т.е. АХг{х) + 

дХ 
-Ь А?Хг(а;) = О в -^\до. = 0. Известно, что система собственных функций, 

определенная выше, является полной в Ь2{^)-
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Определим функцию Г„(^) для любого целого положительного номера п 
как решение дифференциального уравнения 

(3) Т^Ц) + \1Тп{г) = I Х„(ж)Р(х, 1)аа 

с начальными условиями: Т„(0) = (рп, Т^{0) = фп, где ^ Фп - коэффици­
енты разложения функций ^р к ф ъ ряды Фурье по собственным функциям, 
т.е. 

(ж) = I (р{х)Хп{х)(1х, фп{х) = I ф{х)Хп{х)с1х, 
а 

а также положим 
N 

ум{х,1) :=5^Х„(аОТ„(*). 
п = 0 

Докажем теперь важную лемму. Формулировка данной леммы (без дока­
зательства) содержится в [7]. 

Лемма (сформулирована и доказана совместно с А.С. Шамаевым, 
см. [7]). Пусть Р{х,1) - произвольная функции из пространства ЬчО^), ^ ^ 
6 Я^(Г2), ф Е Ь2{^)- Тогда последовательность функций у^{х,1) сходится 
в пространстве обобщенных функций к слабому решению задачи (1). 

Доказательство. Возьмем функцию ^{x,^), определенную как реше­
ние задачи (2). С помош,ью интегрирования по частям получаем 

УN{x,^) - &{х,г) - - у7у(ж,*)в(.т,о| дх(И = 

Последний интеграл в правой части обращается в нуль, так как ^ ^ | Е = О, 
дп 

а у^{х,1) - конечная комбинация собственных функций, нормальная произ­
водная которых обращается в нуль на границе. Тогда получаем 

УIум{х,1)е,{х,1)(1х(И = I{(р@[ - фв)1=одх + 

+ / / 5^/п(*)Х„(х)в(а;,*)сгжсг*, 

Яг 
поскольку 

^ -д ум{х,г) = ^ {т:{ь)+лХ(о)Хп{х) = 5 ; и т л х ) . 
^ п=0 п=0 
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Я м 
/п{^)Xп{x)0{x,^)(1x(1^. и меем 

// 
N 

^2ШХп{хМх,1)с1хсИ = 

= [[Хп{х)^ [Хп{х)Р{х,1)йа^^ег{1)Х,{х)йх<И^ 
•' п=0 Ят 
/ оо N 

г=0 

5̂X1®̂ *̂) / Хп{х)Х,{х)(1х / Хп{х)Р{х,1)аа^ 

дП 

о ^=0 

Используя ортогональность собственных функций, получим 

Лум{х,ЬШх,г)с1хсИ = I (у^Vв ; - (у^VКв )^^о^ж + I^в.1{г)ШсИ. 
Ят п о 

с другой стороны. 

т 
1ш1 [У2ег{1)Мт= Ит / У ] в , ( * ) I Хг{х)Р{х,1)Ао 

о »=0 о »=0 \9П / 

= и т у I \^е^{^)x^{x) р{х,1)йа^(И = ^ I е { х , г ) Р { х , 1 ) ( П : . 

о о 

Таким образом, доказано, что ум{х,1) сходится при Л/" +оо в простран­
стве обобщенных функций к обобн1,енному регнению задачи (1). Лемма дока­
зана. 

Данная лемма позволяет свести исходную задачу граничного управления 
системой (1) к задаче управления счетной системой осцилляторов (3). 

Пусть управляющее воздействие Р в системе (1) не зависит от перемен­
ной X, а зависят только от времени ^. Покажем, что мембрану прямоуго.ть-
ной формы невозможно привести в состояние покоя для достаточно широкого 
класса начальных возмущений, в случае когда функция управления является 
квадратично интегрируемой на интервале (О, Г ) , где Т > О - произвольный 
конечный момент времени. 

Пусть Т > О - заданный момент времени, ах, 02 - произвольные положи­
тельные чиста, Р{1) - произвольная функция из пространства Ь2 (0 ,Г) , (рп, 
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•фп ^ как и прежде коэффициенты разложения функций </? и ч/) в ряды Фурье 
по собственным функциям оператора Лапласа. 

Теорема 1. Пусть П = (0 ,01) х (О, ад), (р{х), ^{х) - произвольные функ­
ции из пространств Н^{0,), Ь2{^) соответственно и функция у{х,1) явля­
ется решением задачи 

(4) уи=о = ^{х), у[и=о = Ф{х), 

ду 

у = 0 в д т = ^ х ( 0 , Г ) , 

) , у[и=о 

дп 

Тогда, если существует хотя бы один натуральный индекс и, такой что 
число 

Хп<Рп со8(А„Т) + Фп 8 т ( Л „ Г ) 

отлично от нуля, то не существует такого момента времени Т и тако­
го управляющего воздействия Р{1), при которых функция у(х,Т) была бы 
равной нулю тождественно в области О,. 

Доказательство. Пусть начальные данные в задаче (4) выбраны 
так, что существует хотя бы один натуральный индекс п такой, что число 
Л„(/3„со8(Л„Г) + фп^т{ХпТ) отлично от нуля. Предположим, что найдутся 
момент времени Г и функция Р{1), при которых функция у{х,Т) была бы 
равной нулю тождественно в области Г2. Согласно лемме вопрос приведения в 
покой системы (4) эквивалентен задаче приведения в покой счетной системы 
осцилляторов (3). 

Рассмотрим счетную систему дифференциальных уравнений (3) с задан­
ными начальными условиями для всех натуральных индексов п. Заметим, 
что в данном случае функция Р зависит только от переменной I. Запишем 
решения этих уравнений для всех натуральных индексов п: 

ТпЦ) = Хп^Рп со8(А„*) -Н Фп 8т(Л„^) + ^~ ^Хп{х)да I Р{8) &шХп{1 - 8)6,8. 
дп о 

Используя условия приведения каждого осциллятора в нулевое состояние 
в момент времени Г, т.е. Тп{Т) = О при всех та = 1, 2 , . . . , получим систему 
равенств 

т 

(5) О = Хп^Рп со8(А„Т) + Фп 8 т ( Л „ Т ) + ^ I Хп{х)йа ^ Р{8) 8ш А„(Г - 8)(18. 
ап о 

Заметим, что собственные функции оператора Лапласа задачи Неймана в 
области 1] = (0,01) X (0 ,02) имеют вид 

2 

(01а2)2 
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Исходя из явного вида собственных функций, нетрудно проверить, что 

для любых индексов г,^ = 1,2.... Так как по условию теоремы найдется, по 
крайней мере, один натуральный индекс п такой, что число Хп'Рп со8(Л„Т) + 
+ фп 81п(Л„Т) отлично от нуля, ТО соответствующес этому индексу равенство 
в системе (5) оказывается невыполненным. Таким образом, получено проти­
воречие. Теорема доказана. 

Замечание 1. Применяя изложенное выше рассуждение, можно дока­
зать, что мембрану круглой формы также невозможно остановить за конеч­
ное время равномерно распределенным по границе управлением. 

Замечание 2. Аналогичные результаты можно получить для пласти­
ны прямоугольной и круглой форм. Постановка задачи управления для дву­
мерной пластины, а также формулировка утверждения о том, что исходную 
задачу можно свести к исследованию управляемости счетной системы осцил­
ляторов, содержатся в [6]. 

Рассмотрим задачу управления для мембраны произвольной формы. 
Пусть граничное управляющее воздействие в этом случае есть произведение 
двух функций, одна из которых зависит только от координат на плоскости 
и является фиксированной, а вторая зависит только от времени и является 
собственно управляющим воздействием: 

Докажем, что в этом случае для любой функции управления Р(1) найдутся 
такие начальные данные (р(.'г) и ^{х), что систему (6) пе.тьзя привести в покой 
за любое конечное время. 

Как было сказано выше, по определению систему можно привести в со­
стояние покоя, если для любых начальных условий можно найти управление, 
такое что соответствующее ему решение обратится в нуль за конечное время, 
причем данное решение должно остаться в нулевом состоянии в дальнейшем. 
Покажем, что решение задачи (6) нельзя привести в покой за любое конечное 
время. 

Теорема 2. Пусть в задаче (6) /(ж) - произвольная фиксированная 
функция из Ь2{^), тогда существуют начальные данные (р Е Н^{0,), ф Е 
е Ь2{^), такие что для любой функции Р{1) из Ь2{0,Т) решение задачи (6) 
невозможно привести в покой за любое время Т. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть (/5 и т/' - произволь­
ные начальные данные в задаче (6) из пространств Н^{0.) и Ь2{^) соответ-

(6) 

П X (0,Т) 

ф(х), 
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ственно. И пусть существуют такой момент времени Т > О и такая функ­
ция Р{Ь), удовлетворяющая условиям теоремы, что решение задачи (6) можно 
привести в покой. 

Из .леммы следует, что систему (6) можно привести в состояние покоя 
за конечное время тогда и только тогда, когда можно успокоить колебания 
всех осцилляторов, заданных счетной системой дифференциальных уравне­
ний (3). Введем обозначения: 

ип{г) ^ апР{1), ап = I Хп{х)!{х)Ла, п = 1 , 2 , . . . . 

Определим числа: 

Ь'^{Т) = А„</р„со8(Л„Г) + ^ п 8 т ( А „ Т ) , 

6'^(Г) = Хп^рп 8т(А„Т) - Фп со8(АпГ), п = 1,2,... . 

Запишем решения уравнений (3) (для натуральных п) при условии, что 
управляющее воздействие имеет вид такой же, как в системе (6) 

Г„(*) = ( / ' пС08А„*- | -^8шА„^-Н ^ [ ип(8)зтХп{1 - 8)(18, п = 1,2, 
Хп Хп ^ 

о 

Используя условия приведения системы в покой Т„(Т) = О, Т.^{Т) — О при 
всех п — 1,2,..., получим так называемую систему моментов 

Г)(/в, п = 1 , 2 , . . . ; 

Т)(18, п = 1,2,... . 

(7) 

1 
Ь'^{Т) = ап1 Р{8) 8т Хп{8-

0 
т 

№ ) = а„у" Р ( 5 ) с о 8 А „ ( 5 -

о 

Если для какого-нибудь номера п число а „ равняется нулю, то очевидно 
найдутся такие начальные данные, что система (7) не будет иметь решения 
для любой функции Р{8) из 1^2(0, Т) . Эти начальные данные следует выбрать 
такими, чтобы, по крайней мере, одно из чисел Ь^(Т) или 6" (Г) было не равно 
нулю. 

Пусть теперь о;„ ^ О для любого номера п. Умножим первое уравнение 
системы (7) на мнимую единицу г и сложим его со вторым уравнением. Тогда, 
применяя формулу Эйлера, получим систему моментов 

т 
(3^ Ь'п{Т) + Ьт^гХ„Т ^ [ р^фгХ^з^,^ П = 1,2, . . . . 

ап ] 
о 
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Известно (см., например, [9]), что если - последовательность ком­
плексных чисел, такая что О < < |Мп+1| < • • •) |Мп| ^ +оо при п —> -Ьоо, 
для которой существует число 7 > 1 такое, что выполнено свойство 

+ 0О 

то система экспонент {е'*"'} является полной в Ь2 (0 ,Г) для любого Т > 0. 
Известно также, что первый член асимптотики для собственных значений 
двумерного оператора Лапласа равен Сп, где С > О - некоторая констан­
та, зависящая от геометрии области (см. [10]). Отсюда следует, что для 
последовательности положительных корней из собственных значений, умно­
женных на мнимую единицу, т.е. для {гА„}, выполнено свойство (9) (если 
положить = ^^п) при 7, равном, например, двум. Таким образом, система 
экспонент {е^'^"*} является полной в Ь2{0,Т) для любого Т > 0. Заметим, что 
если из счетной системы {е*^"^} исключить любой элемент, то новая система 
останется полной в силу того, что по-прежнему будет выполнено свойство (9). 

Так как по предположению начальные данные в (6) являются произволь­
ными, то пусть ^ = 0, а функция такая, что все ее коэффициенты Фурье срп 
равны нулю за исключением некоторого произвольного (р);, равного 1. Тогда 
при всех натуральных п ф к уравнения из системы моментов (8) будут иметь 
вид 

т 

(10) О = У" Р{8)е'^^Ч8, п^к. 
о 

Если п = к, то 

(11) с о . ( Л > Т ) + . ш ( Л , Г ) ^ ^ ^ . , , , ^ „ . . ^ ^ 

о 

Так как числа со8(ЛуьТ) и 81п(Л^;Г) при любом Г одновременно в нуль не 
обращаются, то число в левой части уравнения (11) не равно нулю. В силу 
полноты системы экспонент {е^^"^}п-/^к в ^2(0, Г) следует, что система уравне­
ний (10) имеет единственное решение Р(8) = 0. Но из уравнения (11) следует, 
что Р{8) не может равняться нулю тождественно. Следовательно, система 
моментов (7) не имеет решения относительно выбранных начальных данных. 
Получили противоречие с исходным предположением. Теорема доказана. 
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