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Ãîìîëîãèè ïåòåëü

X � (îäíîñâÿçíîå) òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ⇝
ΩX � àññîöèàòèâíîå H-ïðîñòðàíñòâî ⇝

H∗(ΩX ; k) � êîêîììóòàòèâíàÿ k-àëãåáðà Õîïôà.

Çàäà÷à: çàäàòü H∗(ΩX ; k), êàê ãðàäóèðîâàííóþ k-àëãåáðó,
îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.

Ñêîáêà Óàéòõåäà πk(X )× πℓ(X ) → πk+ℓ−1(X ) çàäà¼ò ñòðóêòóðó
ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà Ëè íà L =

⊕
n≥1 πn+1(X ).

Òåîðåìà Ìèëíîðà�Ìóðà

H∗(ΩX ;Q) ∼= U(L⊗Z Q) êàê Q-àëãåáðû Õîïôà.

Êàê âû÷èñëèòü àëãåáðó H∗(ΩX ;k)?
Òåîðåìà Àäàìñà: H∗(ΩX ;k) ∼= CotorC (k, k) äëÿ dg-êîàëãåáðû

C ∼ C∗(X ; k).
Ñëåäñòâèå: åñëè X ôîðìàëüíî, òî H∗(ΩX ;k) ∼= ExtH∗(X ;k)(k,k).
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Êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå òîðà: T n ↷ Cn ≃ R2n; èìååì R2n/T n = Rn
≥0.

Çíà÷èò: åñëè äåéñòâèå T n ↷ M2n ëîêàëüíî ñòàíäàðòíî, òî

ïðîñòðàíñòâî îðáèò M/T � ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè.

Îïðåäåëåíèå (Davis,Januszkiewicz'91)

Ìíîãîîáðàçèå M2n ñ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì T n �

êâàçèòîðè÷åñêîå, åñëè M/T ∼= P � ïðîñòîé âûïóêëûé n-ìåðíûé
ìíîãîãðàííèê.

Ïðèìåðû:

T n ↷ CPn � êâàçèòîðè÷åñêîå, òàê êàê CPn/T n = ∆n;

Âñå ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ/C;
CP2#CP2 � íå òîðè÷åñêîå, íî êâàçèòîðè÷åñêîå; P = [0, 1]2.
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Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñû

Ïóñòü K � àáñòðàêòíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå

âåðøèí [m] = {1, . . . ,m}. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ:

ZK :=
⋃
J∈K

(D2, S1)J , ãäå (D2, S1)J :=
∏
j∈J

D2 ×
∏

j∈[m]\J

S1 ⊂ (D2)m.

Äåéñòâèå Tm ↷ (D2)m îãðàíè÷èâàåòñÿ äî Tm ↷ ZK.

Ïðåäëîæåíèå (Áóõøòàáåð, Ïàíîâ'99)

Åñëè |K| ∼= Sn−1, òî ZK � (m + n)-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå.

Åñëè òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû ïðîèñõîäèò èç ìíîãîãðàííèêà (èëè õîòÿ áû

ïîëíîãî âååðà) â Rn, òî ýòè äàííûå çàäàþò ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà ZK.
Áîëåå òîãî, òîãäà ZK (èëè ZK × S1) äîïóñêàåò Tm-èíâàðèàíòíóþ

íåêýëåðîâó êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó... (Ïàíîâ, Óñòèíîâñêèé'10)
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Êëàññèôèêàöèÿ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîáðàçèé

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êîìáèíàòîðíûå äàííûå (K, λ) :

K � �ìíîãîãðàííàÿ� òðèàíãóëÿöèÿ (n − 1)-ìåðíîé ñôåðû (ò.å.

K ∼= ∂(P∗) äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà P);

λ : Zm → Zn � òàêîå îòîáðàæåíèå ðåø¼òîê, ÷òî íàáîð

{λ(ej), j ∈ J} � áàçèñ â Zn äëÿ ëþáîãî (n − 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà

J ∈ K.

Òåîðåìà (Äýâèñ�ßíóøêåâè÷ + Áóõøòàáåð�Ïàíîâ)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ:

1 ZK íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ;

2 Ker(expλ : Tm → Tn) ⊂ Tm � ýòî (m − n)-ìåðíûé òîð, ñâîáîäíî

äåéñòâóþùèé íà ZK;

3 M(K, λ) = ZK/T
m−n � êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä P;

4 Ëþáîå êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ýêâèâàðèàíòíî

ãîìåîìîðôíî íåêîòîðîìó M(K, λ).
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Ïðîñòðàíñòâî Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à

Êîíñòðóêöèÿ Áîðåëÿ: åñëè G ↷ X � äåéñòâèå òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû,

òî G ↷ EG × X � ñâîáîäíîå äåéñòâèå (ïðè÷¼ì EG × X ∼ X ).

Ïîëó÷àåì ãîìîòîïè÷åñêîå ðàññëîåíèå

G → X → X//G , X//G := (EG × X )/G .

DJK := ZK//Tm = M//T n � ïðîñòðàíñòâî Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à.

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð, Ïàíîâ'99)

DJK ≃
⋃

J∈K(CP∞)J ⊂ (CP∞)m.

Ñëåäîâàòåëüíî, H∗(DJK; k) ∼= k[K], ãäå

k[K] := k[v1, . . . , vm]/(
∏
j∈J

vj = 0, ∀J /∈ K), deg vi = 2

� êîëüöî Ñòýíëè�Ðàéñíåðà.
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Ðàñùåïèìûå ðàññëîåíèÿ

DJK = ZK//Tm = M//T n, ïîýòîìó èìååì ãîìîòîïè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ

Tm → ZK → DJK, T n → M → DJK,

ΩZK → ΩDJK
p−→ Tm, ΩM → ΩDJK

p′−→ T n.

Íàáëþäåíèå (Ïàíîâ, Ðýé'08)

Ó îòîáðàæåíèé p è p′ åñòü ãîìîòîïè÷åñêèå ñå÷åíèÿ

(s : Tm → ΩDJK, p ◦ s ∼ 1). (Àíàëîãèÿ ñ Ω(X ∨ Y ) → Ω(X × Y ).)

Òåîðåìà (Ïàíîâ, Ðýé)

H∗(ΩDJK; k) ∼= Ext∗k[K](k,k) êàê ãðàäóèðîâàííûå k-àëãåáðû:
Hn(ΩDJK; k) ∼=

⊕
n=−i+2j Ext

i
k[K](k, k)2j .
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Ãîìîëîãèè ïåòåëü êàê ïîäàëãåáðû

Èòîã: ðàñøèðåíèÿ àëãåáð Õîïôà

1 → H∗(ΩZK; k) → E(k[K]) → Λ[u1, . . . , um] → 0,

1 → H∗(ΩM; k) → E(k[K]) → Λ[θ1, . . . , θn] → 0.

Â ÷àñòíîñòè: H∗(ΩZK;k) ⊂ E(k[K]), è

E(k[K]) ≃ H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[u1, . . . , um]

êàê ëåâûå H∗(ΩZK; k)-ìîäóëè (íî íå êàê àëãåáðû!) Àíàëîãè÷íî,

E(k[K]) ≃ H∗(ΩM; k)⊗ Λ[θ1, . . . , θn].

Ïîëó÷àåì äâå ïîäçàäà÷è:

1 Çàäàòü àëãåáðó E(k[K]) = Ext∗k[K](k,k) îáðàçóþùèìè è

ñîîòíîøåíèÿìè;

2 Çíàÿ E(k[K]), îïèñàòü å¼ ïîäàëãåáðû H∗(ΩZK; k) è H∗(ΩM;k).
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Èçâåñòíûå ýëåìåíòû è òîæäåñòâà â E(k[K])

Â ñïèñîê îáðàçóþùèõ âõîäÿò ýëåìåíòû u1, . . . , um ∈ Ext1k[K](k,k)2.
Îíè ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó, èçîìîðôíóþ

T (u1, . . . , um)/(u
2
1 = · · · = u2m = 0; [ui , uj ] = 0, {i , j} ∈ K).

Äðóãèõ îáðàçóþùèõ â Ext1 íåò.

Êàæäîé íåäîñòàþùåé ãðàíè J ⊂ [m], |J| ≥ 3, ñîîòâåòñòâóåò
îáðàçóþùàÿ wJ ∈ Ext2k[K](k, k)2|J|. Äðóãèõ îáðàçóþùèõ â Ext2 íåò.

Èìååì òîæäåñòâà

[ui ,wJ ] = 0, i ∈ J;∑
i∈Q: Q\i /∈K

[ui ,wQ\i ] = 0, ∂2∆Q ⊂ K.

Íåîïóáëèêîâàííûé ðåçóëüòàò Äîáðèíñêîé: åñëè K ïðèíàäëåæèò êëàññó

dual-SCM, òî äðóãèõ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé íåò.

Ðåçóëüòàòû Àáðàìÿíà è Ïàíîâà: ïðèìåðû îáðàçóþùèõ â Exti , i >> 1,
ñâÿçàííûõ ñ âûñøèìè ïðîèçâåäåíèÿìè Óàéòõåäà.
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Àëãåáðà E(k[K]) â èçâåñòíûõ ñëó÷àÿõ

Êîìïëåêñ K ôëàãîâûé, åñëè âåðíî: ëþáîé íàáîð âåðøèí, ïîïàðíî

ñîåäèí¼ííûõ ð¼áðàìè, ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì.

Ôëàãîâûé ñëó÷àé (Ôð¼áåðã'75)

Åñëè K ôëàãîâûé, òî k[K] êîøóëåâà. Ñëåäîâàòåëüíî,

E(k[K]) = T (u1, . . . , um)/(u
2
i = 0; [ui , uj ] = 0, {i , j} ∈ K).

�Ïî÷òè ôëàãîâûé� ñëó÷àé (Â.)

Ïóñòü K ïîëó÷àåòñÿ èç ôëàãîâîãî êîìïëåêñà óäàëåíèåì ìàêñèìàëüíûõ

ãðàíåé I1, . . . , Ir , ïðè÷¼ì |Ij | ≥ 3 äëÿ âñåõ j . Òîãäà

E(k[K]) =
T (u1, . . . , um,wI1 , . . . ,wIr )

(u2i = 0; [ui , uj ] = 0, {i , j} ∈ K; [ui ,wIj ] = 0, i ∈ Ij)
.

Êëþ÷åâàÿ ëåììà: ðàçëîæåíèå E(k[K]) ∼= colimE(k[KP ]) â êîïðåäåë ïî

âñåì ñìåæíîñòíûì ïîëíûì ïîäêîìïëåêñàì.
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Îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçíûõ k-àëãåáð

Ïðåäëîæåíèå (Óîëë'60)

Ïóñòü S = T (a1, . . . , aN)/(r1 = · · · = rM = 0) � ñâÿçíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ

àëãåáðà íàä ïîëåì k, ïðè÷¼ì âñå ýëåìåíòû ai , rj îäíîðîäíûå, à íàáîðû

{ai} è {rj} ìèíèìàëüíû ïî âêëþ÷åíèþ. Òîãäà

N⊕
i=1

k · ai ≃ TorS1 (k, k),
M⊕
j=1

k · rj ≃ TorS2 (k,k).

Çíà÷èò: åñëè ïîñ÷èòàòü TorH∗(ΩZK;k)(k, k) è TorH∗(ΩM;k)(k,k), òî ìû

óçíàåì êîëè÷åñòâî è ñòåïåíè îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé â

ìèíèìàëüíûõ êîïðåäñòàâëåíèÿõ ýòèõ àëãåáð.

Áîëåå òîãî, ïî ïðåäñòàâèòåëÿì áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â Tor1 è Tor2 â

áàð-êîíñòðóêöèè ìîæíî âîññòàíîâèòü îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ...
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Îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ ïîäàëãåáðû

Ïóñòü S ⊂ A � ïîäàëãåáðà â õîðîøî èçâåñòíîé àëãåáðå, ïðè÷¼ì

A ≃ S ⊗ V êàê ëåâûå S-ìîäóëè. Òîãäà TorS(k,k) ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî

ñëåäóþùåé ñõåìå.

1 Ïîñòðîèòü �ýêîíîìíóþ� ðåçîëüâåíòó

· · · → A⊗M2 → A⊗M1 → A⊗M0 → k → 0

ëåâîãî A-ìîäóëÿ k.
2 Ðàññìîòðåòü å¼ êàê ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó

· · · → S ⊗ (V ⊗M2) → S ⊗ (V ⊗M1) → S ⊗ (V ⊗M0) → k → 0

ëåâîãî S-ìîäóëÿ k.
3 Ïðèìåíèòü k⊗S (−) è ïîñ÷èòàòü ãîìîëîãèè:

TorSj (k,k) = Hj

[
V ⊗M•

]
.
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Ðåçóëüòàòû: êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé

Òåîðåìà (Â.'22)

Ïóñòü K ôëàãîâûé. Òîãäà

Tor
H∗(ΩZK;k)
i (k,k)t ∼=

⊕
J⊂[m]: |J|=t

H̃i−1(KJ ; k).

Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà H∗(ΩZK;k) ìèíèìàëüíî çàäà¼òñÿ∑
J⊂[m] dim H̃0(KJ ;k) îáðàçóþùèìè è

∑
J⊂[m] dim H̃1(KJ ; k)

ñîîòíîøåíèÿìè ñòåïåíåé |J|.

Òåîðåìà (Â.)

Ïóñòü M � êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä P, êîìïëåêñ K = ∂(P∗)
ôëàãîâûé. Òîãäà àëãåáðà H∗(ΩM; k) çàäà¼òñÿ h1(P) = m − n
îáðàçóþùèìè ñòåïåíè 1 è h2(P) ñîîòíîøåíèÿìè ñòåïåíè 2.

Çäåñü h2(P) = n(n − 1)/2−m(n − 1) + e, ãäå e � ÷èñëî ð¼áåð â K.
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Ðåçóëüòàòû: ÿâíîå îïèñàíèå îáðàçóþùèõ

Ïóñòü j ∈ J, J \ {j} = {i1 < · · · < ik}. Îáîçíà÷èì

c(J, j) := [ui1 , [ui2 , . . . [uik , uj ] . . . ]] ∈ E(k[K]).

Òåîðåìà (Ãðáè÷�Ïàíîâ�Òåðèî�Âó'16)

Ïóñòü K ôëàãîâûé. Òîãäà àëãåáðà H∗(ΩZK; k) ïîðîæäàåòñÿ
ñëåäóþùèì íàáîðîì èç

∑
J⊂[m] dim H̃0(KJ ; k) îáðàçóþùèõ:

{c(J, j) : J ⊂ [m], j ∈ Θ(J)},

ãäå Θ(J) � ïîäìíîæåñòâî â J, ñîäåðæàùåå ïî îäíîé âåðøèíå èç

êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êîìïëåêñà KJ , íå ñîäåðæàùåé max(J).

Îñòàëüíûå ýëåìåíòû âèäà c(J, j) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå ñ

ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà.
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Ðåçóëüòàòû: ÿâíîå îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé

Òåîðåìà (Â.)

Êàæäîìó ïðîñòîìó öèêëó (i1, . . . , is , is+1 = is) â KJ ñîîòâåòñòâóåò

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå â H∗(ΩZK;k) :

s∑
t=1

∑
J=P⊔Q:

it∈P, it+1∈Q,
max(P)>it , max(Q)>it+1

±
[
c(P, it), c(Q, it+1)

]
= 0.

Òåîðåìà (Â.)

Ïóñòü K ïîëó÷àåòñÿ èç ôëàãîâîãî êîìïëåêñà Kf óäàëåíèåì

ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé I1, . . . , Ir , ïðè÷¼ì |Ij | ≥ 3 äëÿ âñåõ j . Òîãäà
H∗(ΩZK;k) � ýòî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáðû H∗(ΩZKf ;k) è
òåíçîðíîé àëãåáðû íà

∑r
j=1 2

m−|Ij | îáðàçóþùèõ

[uℓ1 , [uℓ2 , . . . , [uℓp ,wIj ] . . . ]], L = {ℓ1 < · · · < ℓp} ⊂ [m] \ Ij .
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Êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ôëàãîâûé ñëó÷àé

Òåîðåìà (Â.)

Ïóñòü M = M(K, λ) êâàçèòîðè÷åñêîå, K ôëàãîâûé. Òîãäà

Àëãåáðà H∗(ΩM;k) çàäà¼òñÿ h1(P) = m− n îáðàçóþùèìè ñòåïåíè

1 è h2(P) ñîîòíîøåíèÿìè ñòåïåíè 2.

Îáðàçóþùèå èìåþò âèä
∑m

i=1 µitui ∈ E(k[K]), ãäå
µ⃗1, . . . , µ⃗m−n ∈ km � áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ker(λ⊗Z k : km → kn).
Áîëåå òî÷íî, H∗(ΩM;k) êâàäðàòè÷íî äâîéñòâåííà ê àëãåáðå

H∗(M; k) ∼= k[K]/(
m∑
i=1

λijvi = 0, j = 1, . . . , n),

ãäå (λij) � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ λ : Zm → Zn.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôëàãîâûõ K àëãåáðà H∗(M; k) êîøóëåâà!
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