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Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ãðàô-ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

Ïóñòü Γ � ïðîñòîé ãðàô íà m âåðøèíàõ, G = (G1, . . . ,Gm) �
íàáîð äèñêðåòíûõ ãðóïï. Èõ ãðàô-ïðîèçâåäåíèå � ýòî

GΓ := (G1 ∗ · · · ∗ Gm) / (hihj = hjhi ïðè hi ∈ Gi , hj ∈ Gj , {i , j} ∈ Γ) .

Ýòà ãðóïïà çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó

ñâîáîäíûì è ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì:

G1 ∗ · · · ∗ Gm ↠ GΓ, GΓ a
↠ G1 × · · · × Gm.

Ãðóïïó Cart(G , Γ) := Ker(a) ⊂ GΓ íàçûâàþò äåêàðòîâîé

ïîäãðóïïîé ãðàô-ïðîèçâåäåíèÿ.

(Åñëè G1, . . . ,Gm àáåëåâû, òî a � àáåëèçàöèÿ, ïîýòîìó

Cart(G , Γ) =
(
GΓ

)′
� êîììóòàíò.)



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû Àðòèíà è Êîêñåòåðà

×àñòíûå ñëó÷àè êîíñòðóêöèè ãðàô-ïðîèçâåäåíèÿ:

ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû Àðòèíà

RAΓ := ZΓ = ⟨g1, . . . , gm | gigj = gjgi , {i , j} ∈ Γ⟩

è ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû Êîêñåòåðà

RCΓ := Z2
Γ = ⟨g1, . . . , gm | gigj = gjgi , {i , j} ∈ Γ; g2

i = 1⟩.

Íåêîòîðûå ïðÿìîóãîëüíûå êîíôèãóðàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé â Ln

çàäàþò ïî÷òè ñâîáîäíîå äåéñòâèå RCΓ ↷ Ln.
Òîãäà (ñâîáîäíî äåéñòâóþùèå) ïîäãðóïïû â RCΓ ÿâëÿþòñÿ

ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Îñíîâíàÿ òåìà äîêëàäà: ýêîíîìíûå êîïðåäñòàâëåíèÿ RC′
Γ.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ãðàôû è ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû

Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí K íà

ìíîæåñòâå âåðøèí V � ýòî ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ I ⊂ V
(ãðàíåé), òàêîå ÷òî

Åñëè J ∈ K è I ⊂ J, òî I ∈ K;

{v} ∈ K äëÿ âñåõ v ∈ V .

1

2

3

4

5

Íà ðèñóíêå ñëåâà, K =
{∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {2, 3, 4}}.
Îáû÷íî V = [m] = {1, . . . ,m}.
Êàæäîìó ãðàôó Γ ñîîòâåòñòâóåò êëèêîâûé êîìïëåêñ

K(Γ) = {I ⊂ [m] : {i , j} ∈ Γ, ∀i , j ∈ I}.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m],
(X ,A) = {(Xi ,Ai )}i=1,...,m � íàáîð ïàð òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ (ò.å. Ai ⊂ Xi ).

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî

ïðîñòðàíñòâî

(X ,A)K :=
⋃
I∈K

∏
i∈I

Xi ×
∏

i∈[m]\I

Ai

 .

Ïðèìåð: K = ••, (X ,A)K = X1 × A2 ∪ A1 × X2. ßñíî, ÷òî

m∏
i=1

Ai ⊂ (X ,A)K ⊂
m∏
i=1

Xi .

Ìû ïèøåì (X ,A)K, êîãäà X1 = · · · = Xm = X ,
A1 = · · · = Am = A.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ñâÿçü ìåæäó G Γ è (X ,A)K

Äëÿ äèñêðåòíîé ãðóïïû G ïóñòü BG = K (G , 1) � å¼

êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî, EG � åãî óíèâåðñàëüíîå

íàêðûòèå. Íàïðèìåð, BZ = S1, BZ2 = RP∞.

Òåîðåìà (Ïàíîâ-Âåð¼âêèí'16; ñëåäñòâèå èç ðåçóëüòàòîâ

Ïàíîâà-Ðýÿ-Ôîãòà'04)

B(GΓ) = (BG ,pt)K(Γ);

B(Cart(G , Γ)) = (EG ,G )K(Γ).

Â ÷àñòíîñòè: äëÿ K = K(Γ) èìååì

B(RAΓ) = (S1,pt)K ⊂ Tm;
B(RA′

Γ) = (R,Z)K;
B(RCΓ) = (RP∞, pt)K;
B(RC′

Γ) = ([−1, 1], {±1})K =: RK ⊂ [−1, 1]m �

âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ñëåäñòâèå: ãîìîëîãèè äåêàðòîâûõ ïîäãðóïï

Ãîìîëîãèè ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (CA,A)K

èçâåñòíû (Bahri,Bendersky,Cohen,Gitler'08):

Hi ((CA,A)K;Z) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃i−1(|KJ | ∧
∧
j∈J

Aj ;Z).

Òàê êàê Hi (G ;Z) ∼= Hi (BG ;Z), ïîëó÷àåì:

Hi (Cart(G , Γ);Z) = Hi ((EG ,G )K;Z) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃i−1(KJ ;Z)⊕nJ ,

ãäå nJ :=
∏

j∈J(|Gj | − 1). Â ÷àñòíîñòè,

Hi (RC
′
Γ;Z) ∼=

⊕
J⊂[m]

H̃i−1(KJ ;Z).



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Êîïðåäñòàâëåíèå RC′
Γ ïî Ðåéäåìåéñòåðó�Øðàéåðó

Àëãîðèòì Ðåéäåìåéñòåðà�Øðàéåðà ⇝ ãðóïïó RC′
Γ ìîæíî

çàäàòü ñëåäóþùèì íàáîðîì îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé:

J ⊂ [m], j ∈ J, j ̸= max(J) ⇝ îáðàçóþùàÿ

γ(J, j) := (gj1 · . . . · gjk ) · g
−1
js

· (gj1 · . . . · ĝjs · . . . · gjk )
−1 ∈ RC′

Γ,

ãäå J = {j1 < · · · < jk}, j = js ;

J ⊂ [m], {js , jt} ∈ Γ ⇝ ñîîòíîøåíèå

γ(J, js) · γ(J \ js , jt) = γ(J, jt) · γ(J \ jt , js),

ãäå ôîðìàëüíî ïîëàãàåì γ(A,max(A)) := 1.

Èòîãî
∑

J⊂[m](|J| − 1) îáðàçóþùèõ è
∑

J⊂[m] |E(ΓJ)|
ñîîòíîøåíèé. Õîòèì óìåíüøèòü ýòè ÷èñëà.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ðàíã è äåôåêò

Äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé ãðóïïû G îïðåäåëèì å¼ ðàíã

rankG := min
G=⟨X |R⟩

|X |

è äåôåêò

def G := min
G=⟨X |R⟩

(|R| − |X |).

Íàïðèìåð, rank(Z⊕ Z5) = 2, def(Z⊕ Z5) = 0.
Òåîðåìà Ãðóøêî: rank(G ∗ H) = rankG + rankH. ßñíî, ÷òî
rankG ≥ rankGab, rankZN = N.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ðàíã ãðóïïû RC′
Γ

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷èì

b̃0(X ) := b0(X )− 1 = dimQ H̃0(X ;Q) = rank H̃0(X ;Z).

Òåîðåìà (Ïàíîâ, Âåð¼âêèí'16)

rankRC′
Γ =

∑
J⊂[m] b̃0(KJ) =: N(Γ).

Íèæíÿÿ îöåíêà: rankRC′
Γ ≥ rank (RC′

Γ)ab, íî (RC′
Γ)ab =

H1(RC
′
Γ;Z) = H1(RK;Z) =

⊕
J⊂[m] H̃0(KJ ;Z) ≃ ZN(Γ).

Âåðõíÿÿ îöåíêà: ÿâíî óêàçàí íàáîð èç N(Γ) ýëåìåíòîâ,
ïîðîæäàþùèõ RC′

Γ. À èìåííî: äëÿ êàæäîãî

J = {j1 < · · · < jk} ⊂ [m] ðàññìîòðèì ýëåìåíòû

δ(J, js) := (gj1 , . . . , (ĝjs , . . . (gjk−1
, (gjk , gjs )) . . . ) . . . ) ∈ RC′

Γ.

Íóæíî âûáðàòü ïî âåðøèíå js èç êàæäîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè êîìïëåêñà KJ , íå ñîäåðæàùåé jk .



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Ðàíã äåêàðòîâîé ïîäãðóïïû C = Cart(G , Γ) ⊂ G Γ

Îáîçíà÷èì nj := |Gj | − 1, nJ :=
∏

j∈J nj .

Òåîðåìà (Ïàíîâ, Âåð¼âêèí'19)

rankC =
∑

J⊂[m] nJ · b̃0(KJ).

Íèæíÿÿ îöåíêà: rankC ≥ rankCab, íî
Cab = H1(C ;Z) = H1((EG ,G )K;Z) =

⊕
J⊂[m] H̃0(KJ ;Z)⊕nJ .

Âåðõíÿÿ îöåíêà: ÿâíî óêàçàí íàáîð ïîðîæäàþùèõ äëÿ C .
Äëÿ J = {j1 < · · · < jk} ⊂ [m] è íàáîðà ýëåìåíòîâ

h = (hj : j ∈ J), hj ∈ Gj \ {1}, ðàññì. ýëåìåíò

δ(J, js , h) := (hj1 , . . . , (ĥjs , . . . (hjk−1
, (hjk , hjs )) . . . ) . . . ) ∈ C .

Íóæíî âûáðàòü ïî âåðøèíå js èç êàæäîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè êîìïëåêñà KJ , íå ñîäåðæàùåé jk .



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïðî ñîîòíîøåíèÿ

Òåîðåìà (Ïàíîâ, Âåð¼âêèí'19)

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

RC′
Γ � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà.

Cart(G , Γ) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà (â ñëó÷àå Gi ̸= {1}, ∀i).
Γ � õîðäîâûé ãðàô.

Òåîðåìà (Ãðáè÷, Èëüÿñîâà, Ïàíîâ, Ñèììîíñ'22)

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

RC′
Γ � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.

RC′
Γ � ãðóïïà ïîâåðõíîñòè ðîäà g = (m − 4)2m−3 + 1.

K(Γ) = Cm èëè Cm ∗∆, ãäå Cm � ïðîñòîé m-öèêë, m ≥ 4.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

Íåìíîãî îáîçíà÷åíèé

Ïóñòü X =
⊔

α Xα � ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà êîìïîíåíòû

ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Îáîçíà÷èì

Π1(X ) := ∗
α
π1(Xα), p(X ) :=

∑
α

rankπ1(Xα).

Ïî òåîðåìå Ãðóøêî, p(X ) = rankΠ1(X ). Çàìåòèì, ÷òî
Π1(X )ab = H1(X ;Z), òàê ÷òî p(X ) ≥ rankH1(X ;Z) ≥ b1(X ).
Ïðèìåð, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàçëè÷íû: åñëè X ñâÿçíî,

π1(X ) = Z2 ∗ Z3, òî H1(X ;Z) ≃ Z6. Òîãäà

rankΠ1(X ) = 2, rankΠ1(X )ab = 1, b1(X ) = 0.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

×èñëî îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé â RC′
Γ

Íàïîìíèì, ÷òî H1(RC
′
Γ;Z) ≃ ZN(Γ), N(Γ) =

∑
J⊂[m] b̃0(KJ).

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü RC′
Γ çàäàíà N îáðàçóþùèìè è M ñîîòíîøåíèÿìè. Òîãäà

N ≥ N(Γ) è M ≥ rank
(⊕

J⊂[m]H1(KJ ;Z)
)
.

Âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà (Epstein'61): åñëè ãðóïïà G
çàäàíà N îáðàçóþùèìè è M ñîîòíîøåíèÿìè, òî

N ≥ rankH1(G ;Z) è M − N ≥ rankH2(G ;Z)− dimQH1(G ;Q).

Òåîðåìà (Â.)

RC′
Γ ìîæíî çàäàòü N(Γ) îáðàçóþùèìè è

∑
J⊂[m] p(KJ)

ñîîòíîøåíèÿìè.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
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Çàçîð ìåæäó îöåíêàìè

Ïîëó÷àåì:

rank

 ⊕
J⊂[m]

H1(KJ ;Z)

 ≤ def RC′
Γ + N(Γ) ≤

∑
J⊂[m]

p(KJ).

Åñëè îáîçíà÷èòü Π := ∗J⊂[m]Π1(KJ), òî

rankΠab ≤ def RC′
Γ + N(Γ) ≤ rankΠ.

Ïîýòîìó: åñëè rankΠ = rankΠab, òî ìû çíàåì äåôåêò RC′
Γ.

(Ýòî âåðíî, íàïðèìåð, åñëè âñå ãðóïïû π1(KJ) ñâîáîäíû).

Ïðèìåð: ïóñòü K(Γ) � òðèàíãóëÿöèÿ S2. Èç äâîéñòâåííîñòè
Àëåêñàíäåðà, def RC′

Γ = 0 � ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî

RC′
Γ = π1(RK), RK � àñôåðè÷íîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

×èñëî îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé â Cart(G , Γ)

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü Cart(G , Γ) çàäàíà N îáðàçóþùèìè è M ñîîòíîøåíèÿìè.

Òîãäà N ≥
∑

J⊂[m] nJ · b̃0(KJ) è

M ≥ rank
(⊕

J⊂[m]H1(KJ ;Z)⊕nJ
)
.

Òåîðåìà (Â.)

Cart(G , Γ) ìîæíî çàäàòü
∑

J⊂[m] nJ · b̃0(KJ) îáðàçóþùèìè è∑
J⊂[m] nJ · p(KJ) ñîîòíîøåíèÿìè.

Çàçîð ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé îöåíêîé íà äåôåêò ðàâåí

rankΠ− rankΠab, ãäå òåïåðü Π = ∗J⊂[m]Π1(KJ)
∗nJ .



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
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ßâíîå îïèñàíèå îáðàçóþùèõ äëÿ RC′
Γ

Íàïîìíèì, ÷òî

γ(J, js) = (gj1 · . . . · gjk ) · g
−1
js

· (gj1 · . . . · ĝjs · . . . · gjk )−1 ∈ RC′
Γ,

J = {j1 < · · · < jk}.
Íàïðèìåð, γ({1, 2, 5, 7}, 5) = g1g2g5g7 · g−1

5 · (g1g2g7)−1.
Íàçîâ¼ì ýëåìåíò γ(J, j) õîðîøèì, åñëè â êîìïëåêñå KJ âåðíî:

j � íàèìåíüøàÿ âåðøèíà â ñâîåé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè;

j è max(J) íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå (Li Cai'20)

Õîðîøèõ ýëåìåíòîâ ðîâíî
∑

J⊂[m] dim H̃0(KJ), è îíè

ïîðîæäàþò RC′
Γ.

Òîæäåñòâà γ(J, js) · γ(J \ js , jt) = γ(J, jt) · γ(J \ jt , js) äëÿ
{js , jt} ∈ Γ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü âñå γ(J, j) ÷åðåç õîðîøèå.



Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï RC′
Γ è Cart(G , Γ)

ßâíîå îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé â RC′
Γ

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü (j1, j2, . . . , jN , jN+1 = i1) � çàìêíóòûé öèêë â KJ . Òîãäà
(∗)

∏N
t=1 γ(J \ jt+1, jt) · γ(J \ jt , jt+1)

−1 = 1.

Äëÿ êàæäîãî J ⊂ [m] ðàññìîòðèì p(KJ) çàìêíóòûõ ïóòåé ïî

âåðøèíàì KJ , êîòîðûå ïîðîæäàþò ãðóïïó Π1(KJ). Êàæäîìó èç
ýòèõ ïóòåé ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâî âèäà (*). Âûðàçèâ

âõîäÿùèå â íåãî γ(I , i) ÷åðåç õîðîøèå ýëåìåíòû, ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå. Èòîãî

∑
J⊂[m] p(KJ) ñîîòíîøåíèé.

Ïðåäëîæåíèå (Â.)∑
J⊂[m] dim H̃0(KJ) õîðîøèõ ýëåìåíòîâ γ(J, j), è

∑
J⊂[m] p(KJ)

ñîîòíîøåíèé ìåæäó íèìè, îáðàçóþò êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

RC′
Γ.
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Ïðèìåð: ãðàíèöà ïÿòèóãîëüíèêà (Li Cai, 2020)

Ïóñòü Γ � m-öèêë, m = 5. Â ãðóïïå RC′
Γ èìååì∑

J⊂[m] b̃0(KJ) = 10 õîðîøèõ ýëåìåíòîâ

γ(13,1), γ(14,1), γ(24,2), γ(25,2), γ(35,3), γ(124,1), γ(135,3), γ(235,2), γ(245,2)

è åäèíñòâåííîå òîæäåñòâî

γ(1345,1)γ(2345,2)−1·γ(1245,2)γ(1345,3)−1·γ(1235,3)γ(1245,4)−1·

·γ(1234,4)γ(1235,5)−1·γ(2345,5)γ(1234,1)−1=1.

Âûðàæàÿ γ(J, j) ÷åðåç õîðîøèå ýëåìåíòû, ïîëó÷àåì

γ(235,2)γ(35,3)γ(25,2)−1γ(245,2)γ(35,3)−1γ(134,1)−1γ(135,3)γ(14,1)γ(245,2)−1γ(124,1)−1·

·γ(25,2)γ(135,3)−1γ(13,1)γ(235,2)−1γ(13,1)γ(124,1)γ(24,2)γ(14,1)−1γ(134,1)γ(24,2)−1=1

Çàìåòèì: RK � ñôåðà ñ 1 + (m − 4)2m−3 = 5 ðó÷êàìè. Ïîýòîìó

çàìåíîé îáðàçóþùèõ ìîæíî ïðèâåñòè ñîîòíîøåíèå ê âèäó

(a1, b1)(a2, b2)(a3, b3)(a4, b4)(a5, b5) = 1.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: ñêëåèâàíèå RK èç êóñî÷êîâ

Ïî îïðåäåëåíèþ, RK = ([−1, 1], {−1, 1})K. Ýòî ïðîñòðàíñòâî

ñêëååíî èç 2m êóñî÷êîâ âèäà ([0, 1], {1})K. Ýòî ñòÿãèâàåìûå

ïðîñòðàíñòâà, ãîìåîìîðôíûå cone(|K|).
Àíàëîãè÷íî, (EG ,G )K ìîæíî ñ÷èòàòü ñêëååííûì èç

∏m
i=1 |Gi |

êóñî÷êîâ âèäà ([0, 1], {1})K.

Z2
1

Z2

2

Z2
3

Z2
1

Z3

2

Z2
3

Ðèñ.: (EG ,G )K ñêëååíî èç
∏

i |Gi | êóñî÷êîâ âèäà ([0, 1], {1})K
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: ñêëåèâàíèå RK èç êóñî÷êîâ

Ïî îïðåäåëåíèþ, RK = ([−1, 1], {−1, 1})K. Ýòî ïðîñòðàíñòâî

ñêëååíî èç 2m êóñî÷êîâ âèäà ([0, 1], {1})K. Ýòî ñòÿãèâàåìûå

ïðîñòðàíñòâà, ãîìåîìîðôíûå cone(|K|).
Àíàëîãè÷íî, (EG ,G )K ìîæíî ñ÷èòàòü ñêëååííûì èç

∏m
i=1 |Gi |

êóñî÷êîâ âèäà ([0, 1], {1})K.

Åñëè èõ ïðèêëåèâàòü â �ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå�, òî J-ûé
áóäåò ïðèêëååí ïî ïîäïðîñòðàíñòâó, ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíîìó |KJ |. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âàí Êàìïåíà,

ïîëó÷àåì: íà ýòîì øàãå äîáàâëÿåòñÿ b̃0(KJ ;Z) îáðàçóþùèõ è
p(KJ) ñîîòíîøåíèé.

Èòîã: êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû RC′
Γ = π1(RK), â êîòîðîì∑

J⊂[m] b̃0(KJ) îáðàçóþùèõ è
∑

J⊂[m] p(KJ) ñîîòíîøåíèé.
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Íàãëÿäíîå îïèñàíèå îáðàçóþùèõ

Êàæäîìó ýëåìåíòó ãðóïïû RCΓ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïóòü ïî

ïðîñòðàíñòâó RK (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, íåïîäâèæíîé íà

êîíöàõ): gi � ïóòü ïî ðåáðó â i−îì íàïðàâëåíèè, êîìïîçèöèè

ïåðåõîäÿò â êîìïîçèöèè. Çàìêíóòûå ïóòè ñîîòâåòñòâóþò

ñëîâàì, ëåæàùèì â RC′
Γ. Ýòî íàãëÿäíî îáúÿñíÿåò èçîìîðôèçì

π1(RK) ∼= RC′
Γ.

v∅

v[k]\i

v[k−1] v[k]

wi

wk

t(i)

t(k)

s(k, i)

Ðèñ.: Íîâàÿ îáðàçóþùàÿ ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà KJ íåñâÿçíî
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Íàãëÿäíîå îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé

v∅

v[k]\i

v[k−1] v[k]

wi
wk

t(i)

t(k)

s(k, i)

v∅

v[k]\{i ,j} v[k]\i

v[k]\j v[k]

ui ,j wi

wj

(1i , 1j )

(gi , gj )

(0i , 0j )

p(i)

p−1(j)

v∅

v[k]\{i ,j} v[k]\i

v[k]\j v[k]

ui ,j wi

wj

p−1({i, j})
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