
Максим Бекетов, стажер-исследователь и аспирант,  
Международная Лаборатория Алгебраической Топологии и её Приложений ФКН ВШЭ

Симметричные гиперболические вложения 
данных в машинном обучении

“Алгебраическая топология, гиперболическая геометрия и компьютерный 
анализ данных” – Томск, 05-09 декабря 2023 

конференция совместного проекта ВШЭ и ТГУ “Зеркальные Лаборатории”



Мотивация
Во многих данных есть иерархические связи:


•  социальные сети (родства / рабочих отношений)


•  филогенетические деревья (родства биологических 
видов)


•  слова в предложениях естественного языка


•  экспертно-определенные dissimilarity measures*


а деревья хорошо вкладываются


в гиперболическое пр-во:


т.к.  Vol(Br) ∼ exp(r)
синтаксические деревья

филогенетическое дерево

*Duin R. P. W., Pękalska E. Non-euclidean dissimilarities: Causes and informativeness //Structural, Syntactic, and Statistical Pattern Recognition: Joint IAPR 
International Workshop, SSPR&SPR 2010, Cesme, Izmir, Turkey, August 18-20, 2010. Proceedings. – Springer Berlin Heidelberg, 2010. – С. 324-333.



Эмбеддинги: word2vec
Обьекты отображаются в вектора.


Например, word2vec*


Слово  из словаря – дается слоем 
нейросети с набором параметров 

, на выходе которой  


Пусть  – слово контекста, и 
 – шумные примеры слов 

контекста.

u ∈ 𝒱 𝒱

α ∈ ℝd×|𝒱| β ∈ ℝd×|𝒱|

w0 ∈ 𝒱
{w1, …, wk}

* Mikolov T. et al. Efficient estimation of word representations in vector space //arXiv preprint arXiv:1301.3781. – 2013.  (~38k citations)

Обучение = максимизация 


(часто встречающиеся вместе слова – отображаются в близкие вектора)


после этого эмбеддинги слов можно складывать/вычитать (на них есть структура )

ℒu,w0
(α, β) =

k

∏
i=0

P(δi0 |wi, u) =
k

∏
i=0

σ((−1)1−δi0 ⟨αu, βwi
⟩ℝd )

ℝn



Идея: гиперболические эмбеддинги
Раз на словах есть иерархические связи, скалярное 
произведение в  – плохая мера “близости”.


Идея: заменим   на  


(в целевой функции )

ℝn

⟨ ⋅ , ⋅ ⟩ℝd ⟨p, q⟩ℍd = − cosh(dℍd(p, q))

ℒu,w0
(α, β) синтаксические деревья

Для обучения (максимизации ) нужно уметь считать её производные по 


для этого градиенты     – надо просто спроецировать на 


ℒ α, β

∇α, ∇β log ℒ Tpℍd

projp(v) = v + ⟨p, v⟩ℍd ⋅ p

То есть структура векторного пр-ва на словах 
будет в касательном пр-ве

* Leimeister M., Wilson B. J. Skip-gram word embeddings in hyperbolic space //arXiv preprint arXiv:1809.01498. – 2018.



Идея: гиперболические эмбеддинги

В  можно работать с т.н. гировекторами (Мёбиуса)  (в модели )


их можно складывать  


вычитать 


умножать на скаляр 


умножать на матрицу 

TpM 𝔹

x ⊕ y =
(1 + 2⟨x, y⟩ + ||y ||2 )x + (1 − ||x ||2 )y

1 + 2⟨x, y⟩ + ||x ||2 ||y ||2

x ⊖ y = x ⊕ (−y)

r ⊗ x = Exp0(r Log0(x))

M⊗(x) = tanh ( ||Mx ||
||x ||

atanh ||x||) Mx
||Mx ||

* Leimeister M., Wilson B. J. Skip-gram word embeddings in hyperbolic space //arXiv preprint arXiv:1809.01498. – 2018.
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Fig. 3. Illustration of the relationship in the five hyperbolic models. Here,
the five models are represneted in a two dimensional space. The points
⌘ 2 H, 1 2 B, 9 2 J, : 2 K, and ; 2 L can be thought of as the same
point in the hyperbolic space.

Here, we describe the isometries among them. Lorentz model
can be transferred to Poincaré model by this mapping function:

G = (G0, ..., G=) 2 L
=

,

✓
G1

1 + G0
, . . . ,

G=

1 + G0

◆
2 B

=

. (12)

Likewise, we can further construct a mapping from Poincaré
model to Poincaré half plane Model by inversion on a circle
centered at (1, 0, ..., 0), the resulting correspondence between B=
and H= is given by

G = (G0, ..., G=�1) 2 B
=

,

✓
1 � | |G | |

2
, 2G1, ..., 2G=�1

1 + 2G0 + ||G | |2

◆
2 H

=

.

(13)
As mentioned before, Klein model is also a projection of

Lorentz model, the transform relationship is

G = (G0, ..., G=) 2 L
=

,

✓
G1
G0

, ...,

G=

G0

◆
2 K

=

. (14)

As mentioned in [32], the points on the hemisphere model can
be projected to

G = (G0, ..., G=) 2 L
=

,

✓
G0
G=+1

, ...,

G=

G=+1
,

1
G=+1

◆
2 J

=+1
. (15)

3 GENERALIZING EUCLIDEAN OPERATIONS TO
THE HYPERBOLIC SPACE

The hyperbolic space is endowed with various geometric prop-
erties [23], [25], such that it has the potential to alleviate some
of the current machine learning problems for certain types of
data. Furthermore, currently, optimization methods essential for
any machine learning pipeline have recently made great advances.
Therefore, generalizing fundamental operations from Euclidean
space to hyperbolic space is one well-motivated approach to
designing better machine learning architectures. Although the use
of hyperbolic embeddings (first proposed by Kleinberg et al. [33])
in machine learning was introduced already early in 2007, only
recently have the methods been extended to deep neural networks.
Constructing deep neural networks in the hyperbolic space is not

as easy as it is on the Euclidean space. One of the most crucial
reasons that hampers the development of hyperbolic counterparts
of deep neural architectures is the difficulty of developing oper-
ations in the hyperbolic space required for neural networks. To
summarize, there are several challenges making this a nontrivial
issue:

• Implementations of modeling, learning, and optimization
on Riemannian manifolds are not as efficient as they are in
the Euclidean space.

• It is challenging to obtain closed form expressions of
the most relevant Riemannian geometric tools, such as
geodesics, exponential maps, or distance functions, since
these geometric elements can easily lose their appealing
closed form expressions.

• The adoption of neural networks and deep learning in these
non-Euclidean settings has been rather limited until very
recently.

One of the main reasons is that it is being the nontrivial or
impossible principled generalizations of basic operations, e.g.,
vector addition, matrix-vector multiplication. Work [23] provided
a pioneer study of how classical Euclidean deep learning tools can
be generalized in a principled manner to hyperbolic space. Fueled
by this, many current works generalize various deep learning
operations as it is the key step towards to hyperbolic deep neural
networks. In this section, we will review the research literature
which is trying to generalize operations, e.g., basic addition, mean
and neural network layers, to the hyperbolic space.

One easy and straightforward way to generalize all these
neural operations is transferring data in the hyperbolic space to
a tangent space, where we build all operations just like we do
in the Euclidean space, as tangent space keeps local Euclidean
properties. However, as noticed in some works [34], [35], the
approximation in the tangent space can have a negative impact
on the learning process. Thus, more advanced approaches, like
directly building neural operations using hyperbolic geometry,
are very much expected. We will detail these methods in the
corresponding sections.

3.1 Basic Arithmetic Operations
Basic mathematical operations, like addition and multiplication,
are fundamental components of neural networks. They are every-
where in the neural network components, like convolutional filters,
fully connected layers, and activation functions.

As mentioned before, one simple way to perform these com-
putations is to approximate them by employing the tangent space.

Another good choice is the Gyrovector space [36], which is a
generalization of Euclidean vector spaces to models of hyperbolic
space based on Möbius transformations. Specifically, for a model
B := {G 2 R

=
, | |G | | < 1}, the gyrovector space provides a non-

associatitative algebraic formulation for studying hyperbolic ge-
ometry, in analogy to the way vector spaces are used in Euclidean
geometry.

In the Gyrovector space, the Möbius addition � for x and y
in model B is defined as

G � H =
(1 + 2 hG, Hi + ||H | |

2
)G + (1 � | |G | |

2
)H

1 + 2 hG, Hi + ||G | |2 | |H | |2
. (16)

This is a generalization of the addition in Euclidean space.
And G � H will recover to G + H when the curvature goes to zero.

Модели гиперболической геометрии
1) Лоренца




где ,   


  

𝕃n = {x = (x0, …, xn) ∈ ℝn+1 : ⟨x, x⟩𝕃 = − 1, x0 > 0}

⟨x, y⟩𝕃 = xTgLy gL = diag(1,…,1, − 1)

d(x, y) = acosh( − ⟨x, y⟩𝕃)

2) Пуанкаре    

 

  где   


– конформна , что очень удобно

𝔹n = {x ∈ ℝn : ||x || < 1}

d(x, y) = acosh(1 + 2 ||x − y ||2

(1 − ||x ||2 )(1 − ||y ||2 ) )
g𝔹 = λ2

x gℝn λx = 2/(1 − ||x ||2 )

ℝn

есть также модели Пуанкаре  (полупр-ва), Клейна , полусферы , 
но Лоренц и Пуанкаре наиболее удобны

ℍn 𝕂n 𝕁n



Проблема: стабильность гиперб. вложений

При численном построении гиперболических вложений мы работаем с 
фиксированной точностью (числом разрядов float-ов).


Из-за растяжения метрики вдали от центра, вложения далёких точек 
нестабильны 

– вложение плохо* сохраняет метрику:


    


Казалось бы, можно запастись достаточной точностью; или сделать точность 
зависящей от этого удаления,


но есть и другая идея!

Av. Distortion = 1

(n
2) ∑

x,y∈X

1
d(x, y) dH( f(x), f(y)) − d(x, y)

Mishne G. et al. The numerical stability of hyperbolic representation learning //International Conference on Machine Learning. – PMLR, 2023. – С. 
24925-24949.


Sala F. et al. Representation tradeoffs for hyperbolic embeddings //International conference on machine learning. – PMLR, 2018. – С. 4460-4469. 

* Linial N., London E., Rabinovich Y. The geometry of graphs and some of its algorithmic applications //Combinatorica. – 1995. – Т. 15. – С. 215-245.



Гиперболические вложения замощениями!

Yu T., De Sa C. M. Numerically accurate hyperbolic embeddings using tiling-based models //Advances in Neural Information Processing Systems. – 2019. – Т. 32.



Гиперболические вложения замощениями!

Yu T., De Sa C. M. Numerically accurate hyperbolic embeddings using tiling-based models //Advances in Neural Information Processing Systems. – 2019. – Т. 32.



Регулярное замощение плоскости Лобачевского


кодируется символом Шлефли    {4,4}  –>


другие: {3, 6} – 6 треугольников смежны, {6,3} – 3 6-угольника


Плоскость можно замостить любым {n,k}, если 1/n+1/k = 1/2        

В размерностях выше задача, казалось бы, проста: 


у группы изометрий пр-ва  должна быть ко-компактная дискр. подгруппа 
(это называется Фуксовы группы)


К сожалению, классический результат* Кокстера гласит, что в  такого нет

PSLn(ℝ)

dim ≥ 6

Гиперболические вложения замощениями!

* Coxeter H. S. M. Regular honeycombs in hyperbolic space //Proceedings of the International Congress of Mathematicians. – Amsterdam : North-Holland 
Publishing, 1954. – Т. 3. – С. 155-169.



Гиперболические вложения замощениями!

* Yu T., De Sa C. M. Numerically accurate hyperbolic embeddings using tiling-based models //Advances in Neural Information Processing Systems. – 2019. – Т. 32.

Возможные решения (для увеличения размерности)


1) Рассматривать декартовы степени замощаемых 


в статье* предлагается замощать    –>


2) Строить замощения из изометрий, не 
образующих группу(?)

(ℍ2)n



Гиперболические вложения замощениями!
Есть т.н. алгоритм Sarkar-а 
вложения деревьев в 


его идея: вершину-родителя 
отправляем в центр, детей 
ставим по кругу, потом 
транспортируем всех обратно, 
сшиваем

ℍn

Sala F. et al. Representation tradeoffs for hyperbolic embeddings //International conference on machine learning. – PMLR, 2018. – С. 4460-4469. 

* Linial N., London E., Rabinovich Y. The geometry of graphs and some of its algorithmic applications //Combinatorica. – 1995. – Т. 15. – С. 215-245.

несмотря на отсутствие глобальной симметрии у такого 
вложения, это довольно эффективный метод


в применении его к реальным данным бывают некоторые 
затруднения:


<- например, если в данных есть циклы, их приходится 
убирать, вводя новые вершины (дерево Штейнера)


