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À.À. Çëîòíèê, À.Ñ. Ôåä÷åíêî. Ñâîéñòâà àãðåãèðîâàííîé êâàçè-
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãîìîãåííîé ãàçîâîé ñìåñè
ñ îáùåé ðåãóëÿðèçóþùåé ñêîðîñòüþ

Èçó÷àåòñÿ êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãîìîãåííîé (ñ îá-
ùèìè ñêîðîñòüþ è òåìïåðàòóðîé) ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé ñìåñè â îò-
ñóòñòâèå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ñ îáùåé äëÿ êîìïîíåíò ðåãóëÿðèçóþùåé ñêî-
ðîñòüþ. Äëÿ íåå âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè ñ íåîòðèöàòåëüíûì
ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè ïðè íàëè÷èè ïîòîêîâ äèôôóçèè êîìïîíåíò ñìåñè. Â
îòñóòñòâèå ïîòîêîâ äèôôóçèè íîâûì ñïîñîáîì ñòðîèòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ íà
ïîñòîÿííîì ðåøåíèè ñèñòåìà óðàâíåíèé, âûïîëíÿåòñÿ åå ïðèâåäåíèå ê ñèì-
ìåòðè÷íîìó âèäó è äîêàçûâàåòñÿ L2-äèññèïàòèâíîñòü åå ðåøåíèé, à òàêæå
óñòàíàâëèâàåòñÿ âûðîæäåíèå (ïî îòíîøåíèþ ê ïëîòíîñòÿì êîìïîíåíò ñìåñè)
ñâîéñòâà ïàðàáîëè÷íîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû. Ôàêòè÷åñêè èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà
èìååò ñîñòàâíîé òèï. Ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà ñòðîãî îòðàæàþò åå ôèçè÷åñêóþ
êîððåêòíîñòü è äèññèïàòèâíûé õàðàêòåð êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðè-
çàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîìîãåííàÿ ãàçîâàÿ ñìåñü, êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé, óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè, ëèíåàðèçàöèÿ, äèññèïàòèâ-
íîñòü, ïàðàáîëè÷íîñòü.

A.A. Zlotnik, A.S. Fedchenko. Properties of the aggregated quasi-
hydrodynamic system of equations for a homogeneous gas mixture with
a common regularizing velocity

We study a quasi-hydrodynamic system of equations for a homogeneous (with
common velocity and temperature) multicomponent gas mixture in the absence
of chemical reactions, with a regularizing velocity common for the components.
We derive the entropy balance equation with a non-negative entropy production
taking into account the di�usion �uxes of the mixture components. In the absence
of di�usion �uxes, a system of equations linearized on a constant solution is
constructed by a new technique. It is reduced to a symmetric form, the L2-
dissipativity of its solutions is proved, and a degeneration (with respect to the
densities of the mixture components) of the parabolicity property for the original
system is established. Actually, the system has the composite type. The obtained
properties strictly re�ect its physical correctness and dissipative nature of the
quasi-hydrodynamic regularization.

Keywords: homogeneous gas mixture, quasi-hydrodynamic system of equati-
ons, entropy balance equation, linearization, dissipativity, parabolicity

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò 19-01-00262.
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1. Ââåäåíèå.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé ãàçîâ (èëè
æèäêîñòåé) ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ, ñì.
â ÷àñòíîñòè [1�4]. Â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå ìíîãî ëåò èñïîëüçóþòñÿ êâàçè-
ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ (ÊÃÄ) è áîëåå ïðîñòàÿ êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ (ÊÃèäÄ)
ñèñòåìû óðàâíåíèé êàê ðåãóëÿðèçîâàííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-
Ñòîêñà âÿçêîãî ñæèìàåìîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà [5�9]. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëè-
âî óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè ñ íåîòðèöàòåëüíûì ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè.
Äîïîëíèòåëüíûìè âàæíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿ-
þòñÿ èõ ïàðàáîëè÷íîñòü ïî Ïåòðîâñêîìó è ðàâíîìåðíàÿ ïî âðåìåíè óñòîé-
÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì, äîêàçàííûå â [10�13]. Îáîáùå-
íèÿ ÊÃÄ è ÊÃèäÄ ñèñòåì íà ñëó÷àé áèíàðíûõ ñìåñåé ãàçîâ ñ ðàçëè÷íûìè
ïëîòíîñòÿìè, ñêîðîñòÿìè è òåìïåðàòóðàìè â îòñóòñòâèå ïîòîêîâ äèôôóçèè
è õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé áûëè äàíû â [6,14]. Íåäàâíî áûëè ïîñòðîåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îáîáùåíèÿ íà ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé ãîìîãåííûõ (ñ îáùèìè
ñêîðîñòüþ è òåìïåðàòóðîé) ñìåñåé ñ îäíîé îáùåé èëè íåñêîëüêèìè ðåãóëÿðè-
çóþùèìè ñêîðîñòÿìè, â òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì ìåæôàçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîì-
ïîíåíò ñìåñè [15,16]. Ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ÊÃèäÄ
è ÊÃÄ ñèñòåìàõ äëÿ áèíàðíûõ ñìåñåé ñ îáùåé ðåãóëÿðèçóþùåé ñêîðîñòüþ,
õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëî ñåáÿ â ðÿäå çàäà÷ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,
ñì. â òîì ÷èñëå [16�20].

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ÊÃèäÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãîìîãåííîé ìíîãî-
êîìïîíåíòíîé ãàçîâîé ñìåñè ñ ðåãóëÿðèçóþùåé ñêîðîñòüþ, îáùåé äëÿ âñåõ
êîìïîíåíò ñìåñè, ïðè íàëè÷èè ïîòîêîâ äèôôóçèè îïðåäåëåííîãî òèïà è â
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îòñóòñòâèå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Äëÿ íåå âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå áàëàíñà ñóì-
ìàðíîé ýíòðîïèè ñ íåîòðèöàòåëüíûì ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè; äëÿ ÊÃèäÄ
ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ïîòîêîâ äèôôóçèè ýòî ðåàëèçóåòñÿ âïåðâûå. Â ñëó÷àå
áèíàðíîé (äâóõêîìïîíåíòíîé) ñìåñè ïîòîêè äèôôóçèè ýêâèâàëåíòíû óêà-
çàííûì â [1, ãë. VI], íî âûïèñàíû èçíà÷àëüíî íåñêîëüêî èíà÷å è ïîëíîñòüþ;
âûâîä óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíòðîïèè òàêæå ðåàëèçîâàí áîëåå íàãëÿäíî è ïî-
äðîáíî. Êðîìå òîãî, íîâàÿ ôîðìà çàïèñè ïîòîêîâ äèôôóçèè ïîçâîëèëà äàòü
åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà ìíîãîêîìïîíåíòíûé ñëó÷àé.

Â îòñóòñòâèå ïîòîêîâ äèôôóçèè ñíà÷àëà óêàçûâàåòñÿ íà òî, ÷òî ìîæíî
âûïèñàòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñóììàðíûõ ïëîòíîñòè,
ãàçîâîé ¾ïîñòîÿííîé¿ è óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå (äëÿ
ñìåñåé äâå ïîñëåäíèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè), à òàêæå îáùèõ ñêîðî-
ñòè è òåìïåðàòóðû. Ýòî ìîæåò áûòü ïîëåçíî êàê ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ äàííîé
ÊÃèäÄ ñèñòåìû, òàê è ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Çàòåì, è ýòî ãëàâíîå, âûâîäèòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ íà ïîñòîÿííîì ðåøå-
íèè ÊÃèäÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé, âûïîëíÿåòñÿ åå ïðèâåäåíèå ê ñèììåòðè÷íîìó
âèäó è äîêàçûâàþòñÿ L2-äèññèïàòèâíîñòü ñëàáûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé
çàäà÷è Êîøè è èõ ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà. Ñòðîèòñÿ òàêæå óïðîùåííàÿ ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà èñêîìûõ ôóíêöèé ñ
ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè, è äëÿ íåå óñòàíàâëèâàþòñÿ L2-äèññèïàòèâíîñòü ðåøå-
íèé ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è è èõ ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà.

Óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêæå âûðîæäåíèå (ïî îòíîøåíèþ ê ïëîòíîñòÿì êîì-
ïîíåíò ñìåñè) ñâîéñòâà ïàðàáîëè÷íîñòè èñõîäíîé ÊÃèäÄ ñèñòåìû. Àíàëèç
ñâîéñòâ L2-äèññèïàòèâíîñòè è ïàðàáîëè÷íîñòè òåñíî ñâÿçàí è âûïîëíÿåòñÿ
èíûì çàìåòíî áîëåå êîìïàêòíûì îáðàçîì, ÷åì ýòî ñäåëàíî â [10�12]. Â ýòîì
àíàëèçå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò èñïîëüçîâàíèå ðåäóöèðîâàííîé ÊÃèäÄ
ñèñòåìû, óðàâíåíèÿ êîòîðîé ðàçëîæåíû ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòà ìîäóëÿ
ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ, è íîâûé ñïîñîá íîðìèðîâêè ïëîòíîñòåé êîìïîíåíò. Îáà
ñâîéñòâà ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàþò ôèçè÷åñêóþ äèññèïàòèâíîñòü
ÊÃèäÄ ðåãóëÿðèçàöèè, èãðàþùóþ âàæíóþ ðîëü â óñïåõå åå ïðèìåíåíèÿ.

Óêàçàííîå âûðîæäåíèå ñâîéñòâà ïàðàáîëè÷íîñòè âûçâàíî èìåííî èñïîëü-
çîâàíèåì îáùåé ðåãóëÿðèçóþùåé ñêîðîñòè (òî÷íåå, ñóììàðíîãî äàâëåíèÿ) â
óðàâíåíèÿõ áàëàíñà ïëîòíîñòè êîìïîíåíò ñìåñè. Áîëåå òîãî, ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ôàêòè÷åñêè ÊÃèäÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé â îòñóòñòâèå ïîòîêîâ äèôôóçèè,
ïîäîáíî ñèñòåìå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñæèìàåìîãî ãàçà, èìååò ñîñòàâíîé
òèï (à íå ïàðàáîëè÷åñêèé, êàê â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå). Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ñóùåñòâåííî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ïëîòíî-
ñòåé êîìïîíåíò â íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷àõ, à òàêæå äëÿ âûáîðà ñïîñîáà
äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé áàëàíñà ïëîòíîñòè êîìïîíåíò ñìåñè.
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2. Êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãîìîãåííîé ãà-
çîâîé ñìåñè ñ îáùåé ðåãóëÿðèçóþùåé ñêîðîñòüþ è åå ñëåäñòâèÿ.
Êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ (ÊÃèäÄ) ñèñòåìà óðàâíåíèé ãîìîãåííîé ãàçîâîé
ñìåñè ñ îáùåé ðåãóëÿðèçóþùåé ñêîðîñòüþ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé
áàëàíñà ìàññû êîìïîíåíò, ñóììàðíîãî èìïóëüñà è ñóììàðíîé ïîëíîé ýíåðãèè

∂tρα + div
[
ρα(u− ŵ) + dα

]
= 0, α = 1, K, (1)

∂t(ρu) + div
[
ρ(u− ŵ)⊗ u

]
+∇p = div Π + ρf , (2)

∂tE + div
[
(E + p)(u− ŵ)

]
= div(−q + Πu) + ρ(u− ŵ) · f +Q. (3)

Çäåñü îñíîâíûå èñêîìûå ôóíêöèè ρα > 0, u = (u1, . . . , un), θ > 0 � ïëîòíîñòü
êîìïîíåíòû α, îáùèå ñêîðîñòü è àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ñìåñè, ñ ÷èñëîì
êîìïîíåíò K > 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè çàâèñÿò îò x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
ãäå n = 1, 2, 3, è t > 0. Îïåðàòîðû div è ∇ = (∂1, . . . , ∂n) áåðóòñÿ ïî x, à
∂t = ∂/∂t, ∂i = ∂/∂xi. Ñèìâîëû ⊗ è · îáîçíà÷àþò òåíçîðíîå è ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, à äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà áåðåòñÿ ïî åãî ïåðâîìó èíäåêñó.

Êîìïîíåíòû ñìåñè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîâåðøåííûìè ïîëèòðîïíûìè ãàçàìè
ñ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ pα = Rαραθ è εα = cV αθ, ãäå pα è εα � äàâëåíèå è
óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ êîìïîíåíòû α, ñ ïîñòîÿííûìè Rα > 0 è cVα > 0,
α = 1, K. Ñóììàðíûå ïëîòíîñòü, äàâëåíèå, óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñìåñè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

ρ = 〈ρα〉 :=
K∑
α=1

ρα, p = 〈pα〉 = Rρθ, ε =
〈ρα
ρ
εα

〉
= cV θ, E =

1

2
ρ|u|2 + ρε

(4)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

R :=
〈ρα
ρ
Rα

〉
, cV :=

〈ρα
ρ
cV α

〉
. (5)

Çäåñü ââåäåíà ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ â äàëüíåéøåì îïåðàöèÿ 〈·〉 ñóììèðîâàíèÿ
ïî èíäåêñó α = 1, K. Âòîðàÿ èç ôîðìóë (4) � ýòî çàêîí Äàëüòîíà äëÿ ñìåñåé.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî R è cV ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, à íå ïîñòîÿííûìè, â îòëè÷èå
îò îäíîêîìïîíåíòíîãî ñëó÷àÿ (K = 1). Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ôóíêöèè Cα := ρα

ρ
� ìàññîâûå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò ñìåñè, êîòîðûå áóäóò âîçíèêàòü è íèæå.

Òåíçîð âÿçêîñòè èìååò âèä Π = ΠNS + Πτ , à ïîòîê òåïëà � âèä q = qF +
qd. Ïðè ýòîì òåíçîð âÿçêîñòè Íàâüå-Ñòîêñà è ïîòîê òåïëà Ôóðüå çàäàþòñÿ
ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè

ΠNS = µ
[
∇u + (∇u)T − 2

3
(divu)I

]
+ λ(divu)I, −qF = κ∇θ,
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ãäå ∇u = {∂iuj}ni,j=1, I � åäèíè÷íûé òåíçîð ïîðÿäêà n, à µ > 0, λ > 0 �
êîýôôèöèåíòû äèíàìè÷åñêîé è îáúåìíîé âÿçêîñòè, κ > 0 � êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè (êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò èñêîìûõ ôóíêöèé). Îáùàÿ äëÿ
êîìïîíåíò ðåãóëÿðèçóþùàÿ ñêîðîñòü è ðåãóëÿðèçóþùèé òåíçîð âÿçêîñòè â
ÊÃèäÄ ñëó÷àå èìåþò âèä

ŵ = τ
[
(u · ∇)u +

1

ρ
∇p− f

]
, Πτ = ρu⊗ ŵ, (6)

ãäå τ > 0 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü îò èñêî-
ìûõ ôóíêöèé. Ïëîòíîñòü ìàññîâîé ñèëû f è ìîùíîñòü òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ
Q > 0 � çàäàííûå ôóíêöèè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà ñìåñè âÿçêèõ òåïëîïðîâîäíûõ ñæèìàåìûõ ãàçîâ. Ñëó÷àé ðå-
ãóëÿðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, êîãäà ôèçè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû âÿçêî-
ñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ðàâíû 0, òîæå äîïóñêàåòñÿ: òîãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå èñêóññòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ µ, λ, κ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ τ ,
ñì. [5�7]. Íèæå èõ êîíêðåòíûé âèä íåñóùåñòâåí.

Â ýòîé ìîäåëè dα � ïîòîê äèôôóçèè ìåæäó êîìïîíåíòîé α è îñòàëüíû-
ìè êîìïîíåíòàìè, à qd � ñîîòâåòñòâóþùèé äîïîëíèòåëüíûé ïîòîê òåïëà. Â
ñëó÷àå áèíàðíîé ñìåñè (K = 2) ïðè dα = 0 è qd = 0 ïðèâåäåííûå âûøå
óðàâíåíèÿ áûëè âûïèñàíû (ñðåäè ïðî÷èõ) â [16]. Â äàííîé ðàáîòå çàäàäèì
óêàçàííûå ïîòîêè ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

−dα := a0

[ ∑
β:β 6=α

∇(Gα −Gβ) + bα∇θ
]

=

= a0

[
∇(KGα −G) + bα∇θ

]
ñ G := 〈Gα〉, (7)

qd =
〈(
Gα +K−1bαθ

)
dα
〉
, (8)

Gα := εα − sαθ +
pα
ρα

= (cpα − sα)θ, sα = s̄α −Rα ln
ρα
ρ̄α

+ cV α ln
θ

θ̄
, (9)

ãäå Gα è sα � ïîòåíöèàë Ãèááñà è óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ (ñì., íàïðèìåð, [21]),
à cV α è cpα = Rα + cV α � óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå è
äàâëåíèè êîìïîíåíòû α = 1, K. Âåëè÷èíû a0 > 0 è bα íå êîíêðåòèçèðóþòñÿ;
îíè ìîãóò çàâèñåòü îò èñêîìûõ ôóíêöèé, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 〈bα〉 = 0, à
s̄α, ρ̄α > 0, θ̄ > 0 � ïîñòîÿííûå (ðåôåðåíñíûå çíà÷åíèÿ sα, ρα, θ). Òàêæå cpαθ
� óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ êîìïîíåíòû α.

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñâîéñòâî 〈dα〉 = 0, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå èç
(7) è 〈bα〉=0.



7

Ïîñêîëüêó

∇Gα = (cpα − sα)∇θ − θ∇sα, ∇sα = −Rα
1

ρα
∇ρα + cV α

1

θ
∇θ,

òî çàìåíîé b̃α := bα− (Ksα−〈sα〉) ââåäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ ìîæíî
ñäåëàòü, êàê îáû÷íî, íå çàâèñÿùèìè ÿâíî îò sα:

−dα = a0

{[
Kcpα − 〈cpα〉 − (Ksα − 〈sα〉 − bα)

]
∇θ − θ∇(Ksα − 〈sα〉)

}
=

= a0

[
θ
(
KRα

1

ρα
∇ρα −

〈
Rα

1

ρα
∇ρα

〉)
+
(
KRα − 〈Rα〉+ b̃α

)
∇θ
]
,

qd =
〈(
Gα + sαθ −K−1〈sα〉θ +K−1b̃αθ

)
dα
〉

=
〈(
cpα +K−1b̃α

)
θdα

〉
(10)

ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 〈dα〉 = 0. Ïðè ýòîì 〈b̃α〉 = 0. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
ρα = pCα/(Rθ), òî

ln ρα = lnCα − lnR + ln p− ln θ, R = 〈RαCα〉,

è âåðíà òàêæå ôîðìóëà

−dα = a0

{
θ
[
KRα

1

Cα
∇Cα −

〈
Rα

1

Cα
∇Cα

〉
− (KRα − 〈Rα〉)

1

R
〈Rα∇Cα〉

]
+

+
(
KRα − 〈Rα〉

) 1

Rρ
∇p+ b̃α∇θ

}
. (11)

Â ñëó÷àå K = 2 ôîðìóëû äëÿ ïîòîêîâ (7), (8) ïðèíèìàþò âèä, ýêâèâà-
ëåíòíûé èçâåñòíîìó [1, ãë. VI]

−d1 = d2 = a0

[
∇(G1 −G2) + b1∇θ

]
, qd = (G1 −G2 + b1θ)d1.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó KR1 − 〈Rα〉 = R1 −R2 è

KR1
1

C1
∇C1 −

〈
Rα

1

Cα
∇Cα

〉
− (KR1 − 〈Rα〉)

1

R
〈Rα∇Cα〉 =

=
(R1

C1
+
R2

C2

)
∇C1 −

(R1 −R2)
2

R
∇C1,

òî ïîñëå ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóëû (11) è (10) ïðè-
âîäÿò ê ôîðìóëàì áîëåå ñòàíäàðòíîãî âèäà äëÿ áèíàðíûõ ñìåñåé

−d1 = d2 = a0

[ R1R2θ

RC1(1− C1)
∇C1 −

R1 −R2

Rρ
∇p+ b̃1∇θ

]
,

qd =
(
cp1 − cp2 + b̃1

)
θd1.
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè b̃1 = 0 (ò.å. ïðè îòñóòñòâèè òåðìîäèôôóçèè) èõ âèä
óïðîùàåòñÿ.

Âûâåäåì íåîáõîäèìûé íèæå íàáîð ñëåäñòâèé èç óðàâíåíèé (1)�(3), âêëþ-
÷àÿ óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñóììàðíûõ ìàññû, êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, âíóòðåííåé
ýíåðãèè, à òàêæå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû.

Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè 〈·〉 ê óðàâíåíèþ (1) (ò.å. ñóììèðîâàíèå ïî α = 1, K)
ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 〈dα〉 = 0 ïðèâîäèò ê âàæíîìó óðàâíåíèþ áàëàíñà ñóììàð-
íîé ìàññû

∂tρ+ div
[
ρ(u− ŵ)

]
= 0. (12)

Íåðåäêî óðàâíåíèÿ (1) çàìåíÿþò íà òàêîå óðàâíåíèå ïëþñ óðàâíåíèÿ äëÿ
K − 1 êîíöåíòðàöèé

∂t(ρCα) + div
[
ρCα(u− ŵ) + dα

]
= 0, α = 1, K − 1;

â òîì ÷èñëå òàê ñäåëàíî â [17�19], íî íèæå ýòî íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïîñëåäíèå
óðàâíåíèÿ â ñèëó (12) ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â íåäèâåðãåíòíîì âèäå

ρ∂tCα + ρ∇Cα · (u− ŵ) + divdα = 0. (13)

Óðàâíåíèå áàëàíñà èìïóëüñà (2) ñêàëÿðíî óìíîæèì íà u, âîñïîëüçóåìñÿ
îäíîòèïíûìè ôîðìóëàìè

[∂t(ρu)] · u =
1

2
∂t(ρ|u|2) +

1

2
(∂tρ)|u|2,

div
[
ρ(u− ŵ)⊗ u

]
· u =

1

2
div
[
ρ(u− ŵ)|u|2

]
+

1

2

{
div
[
ρ(u− ŵ)

]}
|u|2

è óðàâíåíèåì áàëàíñà ñóììàðíîé ìàññû (12) è ïîëó÷èì óðàâíåíèå áàëàíñà
ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

1

2
∂t(ρ|u|2) +

1

2
div
[
ρ(u− ŵ)|u|2

]
+ (∇p) · u = (div Π) · u + ρf · u.

Âû÷òåì åãî èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñóììàðíîé ïîëíîé ýíåðãèè (3), âîñïîëüçó-
åìñÿ ôîðìóëàìè

div(pu) = (∇p) · u + p divu, div(Πu) = (div Π) · u + Π : ∇u

è ïîëó÷èì óðàâíåíèå áàëàíñà ñóììàðíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè

∂t(ρε) + div
[
ρε(u− ŵ)

]
+ p divu− div(pŵ) =

= div(−q) + Π : ∇u− ρŵ · f +Q, (14)
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ãäå ñèìâîë : îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ. Óðàâíåíèÿ òèïà
(12)�(14) â íåñêîëüêî èíûõ ñèòóàöèÿõ õîðîøî èçâåñòíû; çäåñü ïîëíûé âûâîä
äàí äëÿ ïîëíîòû è óäîáñòâà ÷òåíèÿ ñòàòüè.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñëåâà â óðàâíåíèè áàëàíñà
èìïóëüñà (2) è ïîëó÷èì

(∂tρ)u + ρ∂tu + div
[
ρ(u− ŵ)

]
u + ρ[(u− ŵ) · ∇]u +∇p =

= div ΠNS + (divu)ρŵ + (u · ∇)(ρŵ) + ρf .

Â ñèëó óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñóììàðíîé ìàññû (12) ïîñëå äåëåíèÿ íà ρ âûâåäåì
óðàâíåíèå áàëàíñà ñêîðîñòè

∂tu + [(u− ŵ) · ∇]u +
1

ρ
∇p =

1

ρ
div ΠNS + (divu)ŵ +

1

ρ
(u · ∇)(ρŵ) + f . (15)

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (14). Ïîñêîëüêó ρε = 〈cV αρα〉θ, òî âåðíû îäíî-
òèïíûå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∂t(ρε) = 〈cV α∂tρα〉θ + 〈ραcV α〉∂tθ,
div
[
ρε(u− ŵ)

]
= 〈cV α div

[
ρα(u− ŵ)

]
〉θ + 〈ραcV α〉(u− ŵ) · ∇θ.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì áàëàíñà ìàññû êîìïîíåíòû (1) è ïîñëå äåëåíèÿ
íà 〈ραcV α〉 = cV ρ âûâåäåì óðàâíåíèå áàëàíñà òåìïåðàòóðû

∂tθ + (u− ŵ) · ∇θ +
R

cV
θ divu =

=
1

cV ρ

[
〈cV α divdα〉θ + div(−q + pŵ) + Π : ∇u− ρŵ · f +Q

]
. (16)

3. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè ïðè íàëè÷èè ïîòîêîâ äèôôóçèè.
Ââåäåì ñóììàðíóþ óäåëüíóþ ýíòðîïèþ s := 〈Cαsα〉 è âûâåäåì óðàâíåíèå
áàëàíñà ñóììàðíîé ýíòðîïèè ρs. Ïóñòü a0 > 0 â (7).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ÊÃèäÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå áà-
ëàíñà ñóììàðíîé ýíòðîïèè ñ íåîòðèöàòåëüíûì ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè

∂t(ρs) + div
[
ρs(u− ŵ)− 1

θ
κ∇θ +

1

K
〈bαdα〉

]
=

1

θ2
κ|∇θ|2+

+
1

θ

[µ
2
|∇u +∇uT |2 +

(
λ− 2

3
µ
)

(divu)2
]

+
1

Ka0θ

〈
|dα|2

〉
+

ρ

τθ
|ŵ|2 +

Q

θ
> 0.

(17)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì è ïðåîáðàçóåì â ñèëó óðàâíåíèÿ áàëàíñà
ìàññû êîìïîíåíòû (1) è îïðåäåëåíèÿ sα (9), ñ ïîñëåäóþùåé çàïèñüþ ñëàãàå-
ìûõ â äèâåðãåíòíîì âèäå, ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

∂t(ρs) + div
[
ρs(u− ŵ) + 〈sαdα〉

]
=
〈
∂t(ραsα) + div[ραsα(u− ŵ) + sαdα]

〉
=

=
〈{
∂tρα + div[ρα(u− ŵ) + dα

]}
sα
〉
+

+
〈
ρα[∂tsα +∇sα · (u− ŵ)] +∇sα · dα

〉
=

=
〈
−Rα

[
∂tρα +∇ρα · (u− ŵ)

]
+

1

θ

[
ρα∂tεα + ρα∇εα · (u− ŵ)

]〉
+

+〈∇sα · dα〉 =
〈
−Rα

{
∂tρα + div[ρα(u− ŵ)]− ρα div(u− ŵ)

}
+

+
1

θ

{[
∂t(ραεα) + div[ραεα(u− ŵ)]− εα

[
∂tρα + div[ρα(u− ŵ)]

]}〉
+ 〈∇sα · dα〉.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ρε = 〈ραεα〉 è óðàâíåíèÿìè áàëàíñà ìàññû
êîìïîíåíòû (1) è ñóììàðíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè (14) è ïîëó÷èì

∂t(ρs) + div
[
ρs(u− ŵ) + 〈sαdα〉

]
=
〈
(Rα + cV α) divdα +Rαρα div(u− ŵ)

〉
+

+
1

θ

[
− p divu + div(pŵ) + div(−q) + Π : ∇u− ρŵ · f +Q

]
+ 〈∇sα · dα〉.

Ïîñêîëüêó âåðíû ôîðìóëû

(Rα + cV α)− sα =
Gα

θ
, 〈Rαρα〉 =

p

θ
, div(pŵ) = ∇p · ŵ + p div ŵ,

Πτ : ∇u = ρ(u · ∇)u · ŵ,
1

θ
div(−q) = div

(
− 1

θ
q
)

+
1

θ2
∇θ · (−qF − qd), ∇sα = −∇

(1

θ
Gα

)
,

òî

∂t(ρs) + div
[
ρs(u− ŵ)− 1

θ
〈Gαdα〉

]
=

1

θ

[
∇p+ ρ(u · ∇)u− ρf

]
· ŵ+

+
1

θ
(ΠNS : ∇u +Q)− div

q

θ
+

1

θ2
∇θ · (−qF )−

− 1

θ2
∇θ ·

〈(
Gα +K−1bαθ

)
dα
〉

+
1

θ2
∇θ · 〈Gαdα〉 −

1

θ
〈∇Gα · dα〉.

Ïîñëåäíèå òðè ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 〈dα〉 = 0 ìîæíî
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çàïèñàòü êàê

− 1

Kθ

〈[
∇(KGα) + bα∇θ

]
· dα

〉
= − 1

Kθ

〈[
∇(KGα −G) + bα∇θ

]
· dα

〉
=

=
1

Ka0θ

〈
|dα|2

〉
.

Êðîìå òîãî, q− 〈Gαdα〉 = −κ∇θ +K−1θ〈bαdα〉, è óðàâíåíèå (17) âûâåäåíî.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè (17) ñîõðàíÿåò
ñèëó, âî-ïåðâûõ, ïðè dα = 0, α = 1, K (åñëè óãîäíî, ïðè a0 = 0; ïðè K = 2
òàêîé ðåçóëüòàò óêàçàí â êîíöå ðàçäåëà 2 â [16]), âî-âòîðûõ, ïðè τ = 0 � â
ýòèõ áîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ íóæíî ïðîñòî îòáðîñèòü â åãî ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòÿõ ñëàãàåìûå ñ dα è ŵ ñîîòâåòñòâåííî.

4. Ðàçëîæåíèå ÊÃèäÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ãðàäè-
åíòà èñêîìûõ ôóíêöèé. Èçó÷àåìûå íèæå ñâîéñòâà ñâÿçàíû ñ äèññèïà-
òèâíûìè ñâîéñòâàìè ÊÃèäÄ ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ óïðîùåííûì
ñëó÷àåì dα = 0, α = 1, K, êîòîðûé òàêæå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâè-
àëüíûì.

Ñíà÷àëà îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óìíîæåíèå óðàâíåíèé
áàëàíñà ìàññû êîìïîíåíòû (1) íà Rα è cV α è ñóììèðîâàíèå ïî α = 1, K â
ñèëó (5) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì îäèíàêîâûì óðàâíåíèÿì äëÿ R è cV :

∂t(ρR) + div
[
ρR(u− ŵ)

]
= 0, ∂t(ρcV ) + div

[
ρcV (u− ŵ)

]
= 0. (18)

Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèÿ äëÿ ŵ, p, ε è ïîýòîìó â óðàâíåíèÿ áàëàíñà èìïóëüñà
(2) è ïîëíîé ýíåðãèè (3) âõîäÿò èìåííî ñóììàðíûå âåëè÷èíû ρ, R è cV (à íå
ñàìè ρα, ñì. (4)), òî óðàâíåíèÿ (12), (18) âìåñòå ñ (2), (3) îáðàçóþò çàìêíóòóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé ρ > 0, R > 0, cV > 0, u, θ > 0,
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ íå çàâèñèò îò K (è ïðè K > 3 ìåíüøå èñõîäíîãî). Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî ïðèìåíèòü â òîì ÷èñëå ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ èñõîäíîé ÊÃèäÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé; íèæå â äàííîé ñòàòüå
îíî íå èñïîëüçóåòñÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñóììàð-
íîé ìàññû (12) óðàâíåíèÿ äëÿ R è cV ìîæíî ïåðåïèñàòü â íåäèâåðãåíòíîì
âèäå

∂tR +∇R · (u− ŵ) = 0, ∂tcV +∇cV · (u− ŵ) = 0.

Ïóñòü íèæå f = 0,Q = 0. Ââåäåì âåêòîð èñêîìûõ ôóíêöèé z = (ρ1, . . . , ρK ,
u, θ) è âûïîëíèì âñïîìîãàòåëüíóþ ðåäóêöèþ óðàâíåíèé (1), (15) è (16) ñ òî÷-
íîñòüþ O(|∇z|2).
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Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññû êîìïîíåíòû (1) â âèäå

∂tρα + div(ραu) = div(ραŵ), α = 1, K,

è ðàçëîæèì åãî ïðàâóþ ÷àñòü:

div(ραŵ) = ρα div ŵ +O(|∇z|2),

div ŵ = τ
[
(u · ∇) divu +

1

ρ
div∇(〈Rαρα〉θ)

]
+O(|∇z|2) =

= τ
[θ
ρ
〈Rα∆ρα〉+ (u · ∇) divu +R∆θ

]
+O(|∇z|2). (19)

Ðàçëîæèì ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (15):

div ΠNS = µ div
(
∇u + (∇u)T

)
+
(
λ− 2

3
µ
)
∇ divu +O(|∇z|2) =

= µ∆u +
(1

3
µ+ λ

)
∇ divu +O(|∇z|2),

1

ρ
(u · ∇)(ρŵ) = τ(u · ∇)

[
(u · ∇)u +

1

ρ
∇p
]

+O(|∇z|2) =

= τ
[
(u · ∇)(u · ∇)u +

θ

ρ
(u · ∇)〈Rα∇ρα〉+R(u · ∇)∇θ

]
+O(|∇z|2).

Ðàçëîæèì òàêæå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (16):

div(−q) = κ∆θ +O(|∇z|2), div(pŵ) = p div ŵ +O(|∇z|2),

äàëåå ñì. (19).
Ïîäñòàâèì âñå ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ â ïðàâûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ

óðàâíåíèé, ó÷òåì, ÷òî

|ŵ · ∇u|+ |(divu)ρŵ|+ |ŵ · ∇θ|+ |Π : ∇u| = O(|∇z|2)

è p = Rρθ è âûâåäåì ðåäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíîé ∂t
îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç èñêîìûõ ôóíêöèé

∂tρα + u · ∇ρα + ρα divu =

= τ
[ραθ
ρ
〈Rβ∆ρβ〉+ ρα(u · ∇) divu +Rρα∆θ

]
+O(|∇z|2), α = 1, K, (20)

∂tu +
θ

ρ
〈Rα∇ρα〉+ (u · ∇)u +R∇θ = τ

θ

ρ
(u · ∇)〈Rα∇ρα〉+

+
µ

ρ
∆u +

χ

ρ
∇ divu + τ(u · ∇)(u · ∇)u + τR(u · ∇)∇θ +O(|∇z|2), (21)
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∂tθ +
R

cV
θ divu + u · ∇θ =

= τ
Rθ2

cV ρ
〈Rα∆ρα〉+ τ

Rθ

cV
(u · ∇) divu +

(
τ
R2θ

cV
+

κ
cV ρ

)
∆θ +O(|∇z|2), (22)

ãäå χ := 1
3µ + λ. Çäåñü è íèæå âûðàæåíèÿ òèïà 〈Rβ∆ρβ〉 ïîäðàçóìåâàþò

ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó β = 1, K.
Íèæå ïîëó÷åííàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñëóæèò î÷åíü óäîá-

íîé îñíîâîé êàê äëÿ ëèíåàðèçàöèè èñõîäíîé ÊÃèäÄ ñèñòåìû, òàê è ïðè àíà-
ëèçå åå ïàðàáîëè÷íîñòè.

5. Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè ÊÃèäÄ ñèñòåìà
óðàâíåíèé è åå L2-äèññèïàòèâíîñòü. Ïðè f = 0 è Q = 0 ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (1)�(3) èìååò ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ (ρ1, . . . , ρK ,u, θ)(x, t) ≡ z0, ãäå
z0 = (ρ10, . . . , ρK0,u0, θ0) ñ ρ10 > 0, . . . , ρK0 > 0, θ0 > 0. Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó
íà òàêîì ôîíîâîì ðåøåíèè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðåøåíèå â âèäå

ρα = ρα0 + ρα∗ρ̃α (α = 1, K), u = u0 + u∗ũ, θ = θ0 + θ∗θ̃, (23)

ãäå ρα∗ > 0, u∗ > 0, θ∗ > 0 � íîðìèðîâî÷íûå îáåçðàçìåðèâàþùèå ïàðàìåòðû,
à z̃ := (ρ̃, ũ, θ̃) � âåêòîð áåçðàçìåðíûõ âîçìóùåíèé ñ ρ̃ := (ρ̃1, . . . , ρ̃K). Â
äàëüíåéøåì âàæíî, ÷òî ìíîæèòåëè ρα∗ ìîãóò áûòü âûáðàíû íå ðàâíûìè
ôîíîâûì çíà÷åíèÿì ρα0 â îòëè÷èå îò [10�12].

Ââåäåì íîðìèðîâàííûå ôîíîâûå ïëîòíîñòè êîìïîíåíò è ñêîðîñòü, à òàê-
æå ôîíîâûå çíà÷åíèÿ ñóììàðíîé ïëîòíîñòè è êîýôôèöèåíòîâ R è cV :

ρ̂α0 :=
ρα0

ρα∗
, û0 :=

u0

u∗
, ρ0 := 〈ρα0〉, R0 :=

〈ρα0

ρ0
Rα

〉
, cV 0 :=

〈ρα0

ρ0
cV α

〉
.

Â îòëè÷èå îò [10�12] ðåøåíèå â ôîðìå (23) ïîäñòàâèì íå â èñõîäíóþ ÊÃèäÄ
ñèñòåìó èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), (15), (16), à â ðåäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó
(20)�(22). Ïîñêîëüêó

∂kz = (ρ1∗∂kρ̃1, . . . , ρK∗∂kρ̃K , u∗∂kũ, θ∗∂kθ̃), k = 1, n

è O(|∇z|2) = O(|∇z̃|2), òî ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
îòíîñèòåëüíî âåêòîðà z̃ è åãî ïðîèçâîäíûõ 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêà è äåëåíèÿ
óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî íà ρα∗, u∗, θ∗, äîâîëüíî ïðîñòî ïîëó÷èì ëèíåàðè-
çîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂tρ̃α + u∗
(
û0 · ∇ρ̃α + ρ̂α0 div ũ

)
=

= τ0u
2
∗

[ ρ̂α0θ0

ρ0u2
∗
〈Rβρβ∗∆ρ̃β〉+ ρ̂α0(û0 · ∇) div ũ +

R0ρ̂α0θ∗
u2
∗

∆θ̃
]
, α = 1, K, (24)
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∂tũ + u∗

( θ0

ρ0u2
∗
〈Rαρα∗∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ +

R0θ∗
u2
∗
∇θ̃
)

=

= u2
∗

[
τ0

θ0

ρ0u2
∗
(û0 · ∇)〈Rαρα∗∇ρ̃α〉+

+
µ0

ρ0u2
∗
∆ũ +

χ0

ρ0u2
∗
∇ div ũ + τ0(û0 · ∇)(û0 · ∇)ũ + τ0

R0θ∗
u2
∗

(û0 · ∇)∇θ̃
]
, (25)

∂tθ̃ + u∗

(R0θ0

cV 0θ∗
div ũ + û0 · ∇θ̃

)
=

= u2
∗

[
τ0

R0θ
2
0

cV 0ρ0u2
∗θ∗
〈Rαρα∗∆ρ̃α〉+ τ0

R0θ0

cV 0θ∗
(û0 · ∇) div ũ+

+
(
τ0
R2

0θ0

cV 0u2
∗

+
κ0

cV 0ρ0u2
∗

)
∆θ̃
]
. (26)

Çäåñü τ0, µ0, χ0, κ0 �ôîíîâûå çíà÷åíèÿ τ , µ, χ, κ, ò.å. èõ çíà÷åíèÿ íà ôîíîâîì
ðåøåíèè, è èç êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ (ò.å. ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x)
âûíåñåí îáùèé ìíîæèòåëü u∗, à èç äèññèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ (ò.å. ñî âòîðûìè
ïðîèçâîäíûìè) � ìíîæèòåëü u2

∗.
Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé î÷åíü ñóùåñòâåí-

íà âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèçàöèè êàê êîíâåêòèâíûõ, òàê è äèñ-
ñèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ. Ñèììåòðè÷íîñòü êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ äîñòèãà-
åòñÿ íàëîæåíèåì óñëîâèé

ρ̂α0 =
θ0

ρ0u2
∗
Rαρα∗ ⇔

u2
∗

ρ2
α∗

=
Rαθ0

ρα0ρ0
, α = 1, K;

R0θ∗
u2
∗

=
R0θ0

cV 0θ∗
⇔ θ2

∗
u2
∗

=
θ0

cV 0
.

(27)

Ñèììåòðè÷íîñòü äèññèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé

ρ̂α0 =
θ0

ρ0u2
∗
Rαρα∗,

R0ρ̂α0θ∗
u2
∗

=
R0θ

2
0

cV 0ρ0u2
∗θ∗

Rαρα∗, α = 1, K;
R0θ∗
u2
∗

=
R0θ0

cV 0θ∗
.

Ïåðâîå è òðåòüå èç íèõ ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè (27), à âòîðîå ñëåäóåò èç
óñëîâèé (27), ÷òî îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ ñèììåòðèçàöèþ êîíâåêòèâíûõ
è äèññèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ρα∗ = ρα0 óñëîâèÿì (27) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü òîëüêî â
î÷åíü ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà pα0 = Rαρα0θ0 íå çàâèñèò îò α. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
óñëîâèÿ (27) ôàêòè÷åñêè ñîäåðæàò ñâîáîäíûé ïàðàìåòð (âûáîðîì êîòîðîãî
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áóäåò óäîáíî ðàñïîðÿäèòüñÿ íèæå): èì óäîâëåòâîðÿåò âûáîð

ρα∗ = b

√
ρα0cV 0ρ0

Rα
, α = 1, K, u∗ = b

√
cV 0θ0, θ∗ = bθ0 ∀b > 0. (28)

Ïóñòü íèæå óñëîâèÿ (27) âûïîëíåíû. Òîãäà âèä êîýôôèöèåíòîâ ëèíåàðè-
çîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (24)�(26) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

∂tρ̃α + u∗
(
û0 · ∇ρ̃α + ρ̂α0 div ũ

)
=

= τ0u
2
∗
[
ρ̂α0〈ρ̂β0∆ρ̃β〉+ ρ̂α0(û0 · ∇) div ũ + aρ̂α0∆θ̃

]
, α = 1, K, (29)

∂tũ + u∗
(
〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃

)
=

= u2
∗
[
τ0(û0 · ∇)〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ µ̄0∆ũ + χ̄0∇ div ũ + τ0(û0 · ∇)(û0 · ∇)ũ+

+τ0a(û0 · ∇)∇θ̃
]
, (30)

∂tθ̃ + u∗
(
a div ũ + û0 · ∇θ̃

)
=

= u2
∗
[
τ0a〈ρ̂α0∆ρ̃α〉+ τ0a(û0 · ∇) div ũ + (τ0a

2 + κ̄0)∆θ̃
]
, (31)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

a :=
R0θ∗
u2
∗
, µ̄0 :=

µ0

ρ0u2
∗
, χ̄0 :=

χ0

ρ0u2
∗
, κ̄0 :=

κ0

cV 0ρ0u2
∗
. (32)

Âèä ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (24)�(26) è (29)�(31) íàâîäèò íà ìûñëü î
òîì, ÷òî ìîæíî âûâåñòè çàìêíóòóþ ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ
ôóíêöèé r̃ := 〈Rαρα∗ρ̃α〉/(R0ρ0), ũ, θ̃. ×òîáû ýòî ðåàëèçîâàòü, ïðèìåíèì îïå-
ðàöèþ 〈Rαρα∗(·)〉/(R0ρ0) ê óðàâíåíèþ (24) è â ñèëó ðàâåíñòâ

〈Rαρα∗ρ̂α0〉 = 〈Rαρα0〉 = R0ρ0

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂tr̃ + u∗
(
û0 · ∇r̃ + div ũ

)
= τ0u

2
∗

[R0θ0

u2
∗

∆r̃ + (û0 · ∇) div ũ +
R0θ∗
u2
∗

∆θ̃
]
. (33)

Ñèììåòðèçóåì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèé (25), (26)
c 〈Rαρα∗∇ρ̃α〉 = R0ρ0∇r̃ è 〈Rαρα∗∆ρ̃α〉 = R0ρ0∆r̃. Ñèììåòðè÷íîñòü êîíâåê-
òèâíûõ ñëàãàåìûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèé

1 =
R0θ0

u2
∗
⇔ u∗ =

√
R0θ0,

R0θ∗
u2
∗

=
R0θ0

cV 0θ∗
⇔ θ∗ =

√
θ0

cV 0
u∗ = θ0

√
R0

cV 0
. (34)
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Ñèììåòðè÷íîñòü äèññèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì òåõ
æå óñëîâèé è óñëîâèÿ R0θ∗/u

2
∗ = R2

0θ
2
0/
(
cV 0u

2
∗θ∗
)
, êîòîðîå ñëåäóåò èç ïðåäû-

äóùèõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óêàçàííîì â (34) âûáîðå u∗ è θ∗ ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé óïðîùåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂tr̃ + u∗
(
û0 · ∇r̃ + div ũ

)
= τ0u

2
∗
[
∆r̃ + (û0 · ∇) div ũ + ā∆θ̃

]
, (35)

∂tũ + u∗
(
∇r̃ + (û0 · ∇)ũ + ā∇θ̃

)
=

= u2
∗
[
τ0(û0 · ∇)∇r̃ + µ̄0∆ũ + χ̄0∇ div ũ + τ0(û0 · ∇)(û0 · ∇)ũ+

+τ0ā(û0 · ∇)∇θ̃
]
, (36)

∂tθ̃ + u∗
(
ā div ũ + û0 · ∇θ̃

)
=

= u2
∗
[
τ0ā∆r̃ + τ0ā(û0 · ∇) div ũ +

(
τ0ā

2 + κ̄0

)
∆θ̃
]
, (37)

ãäå ā :=
√
R0/cV 0 è äëÿ µ̄0, χ̄0, κ̄0 èñïîëüçîâàíû ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ (32) ñ

u∗ =
√
R0θ0.

Åñëè ôóíêöèè r̃, ũ, θ̃ íàéäåíû, òî â ñèëó (29) äëÿ ρ̃α ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòåé-
øåå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà

∂tρ̃α + u∗û0 · ∇ρ̃α =

= gα := −ρ̂α0 div ũ + τ0u
2
∗
[
ρ̂α0∆r̃ + ρ̂α0(û0 · ∇) div ũ + aρ̂α0∆θ̃

]
(38)

ïðè α = 1, K, ïîñêîëüêó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u∗ =
√
R0θ0 â (28). Îíî äîïóñ-

êàåò ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå.
Äëÿ àíàëèçà çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (29), (30), (31) óìíîæèì åå óðàâíå-

íèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ¾ïðîèçâîëüíîé¿ âåêòîð-ôóíêöèè
z = (ρ1, . . . , ρn,u, θ)(x) (åå íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ðåøåíèåì ÊÃèäÄ ñèñòåìû,
êîòîðîå âûøå îáîçíà÷àëîñü àíàëîãè÷íî) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Rn. Ðåçóëüòà-
òû ñëîæèì, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

(∂tz̃(·, t), z)L2(Rn) + u∗BRn(z̃(·, t), z) + u2
∗ARn(z̃(·, t), z) = 0, t > 0. (39)

Â íåì ó÷àñòâóþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà âåêòîð-
ôóíêöèé L2(Rn) è ôîðìû

BRn(z̃, z) := 〈
(
û0 · ∇ρ̃α + ρ̂α0 div ũ, ρα

)
〉+

+
(
〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃,u

)
+
(
a div ũ + û0 · ∇θ̃, θ

)
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è

ARn(z̃, z) := µ̄0

(
∇ũ,∇u

)
+ χ̄0

(
div ũ, divu

)
+ κ̄0

(
∇θ̃,∇θ

)
+

+τ0

[(
〈ρ̂α0∇ρ̃α〉, 〈ρ̂α0∇ρα〉

)
+
(
(û0 · ∇)ũ, 〈ρ̂α0∇ρα〉

)
+
(
a∇θ̃, 〈ρ̂α0∇ρα〉

)
+

+
(
〈ρ̂α0∇ρ̃α〉, (û0 · ∇)u

)
+
(
(û0 · ∇)ũ, (û0 · ∇)u

)
+
(
a∇θ̃, (û0 · ∇)u

)
+

+
(
〈ρ̂α0∇ρ̃α〉, a∇θ

)
+
(
(û0 · ∇)ũ, a∇θ

)
+
(
a∇θ̃, a∇θ

)]
.

Çäåñü óæå äëÿ êðàòêîñòè (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Rn) èëè L2(Rn)
(òåíçîðû ∇ũ,∇u ðàññìàòðèâàåì êàê âåêòîðû äëèíû n2). Ýòè ôîðìóëû ãî-
äÿòñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ êàê âåùåñòâåííûõ, òàê è êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé z̃, z; â ïåðâîì ñëó÷àå îáå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûìè, à âî âòîðîì �
ïîëóòîðàëèíåéíûìè.

Íèæå îãðàíè÷èìñÿ âåùåñòâåííûì ñëó÷àåì â îòëè÷èå îò [10, 11]. Òîãäà ñ
ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæíî çàïèñàòü

BRn(z̃, z) =
(
û0, 〈(∇ρ̃α)ρα〉+ (∇ũ)u + (∇θ̃)θ

)
−

−
(
ũ, 〈ρ̂α0∇ρα〉

)
+
(
〈ρ̂α0∇ρ̃α〉,u

)
− a
(
θ̃, divu

)
+ a(div ũ, θ),

è ïîñêîëüêó (∇w)w = 0.5∇(w2), (∇u)u = 0.5∇(|u|2) è û0 = const, òî ïîëó÷èì

BRn(z, z) = 0, ARn(z̃, z) = A(z, z̃) ∀z, z̃ ∈ H1(Rn). (40)

Çäåñü H1(Rn) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà âåêòîð-ôóíêöèé z ∈ L2(Rn), èìåþ-
ùèõ îáîáùåííûå ïî Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå ∂iz ∈ L2(Rn), i = 1, n.

Äàëåå, äëÿ ëþáîé z ∈ H1(Rn) íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèì

ARn(z, z) = µ̄0‖∇u‖2 + χ̄0‖ divu‖2 + κ̄0‖∇θ‖2+

+τ0

[
‖〈ρ̂α0∇ρα〉‖2 + ‖(û0 · ∇)u‖2 + ‖a∇θ‖2+

+2
(
(û0 · ∇)u, 〈ρ̂α0∇ρα〉

)
+ 2
(
a∇θ, 〈ρ̂α0∇ρα〉

)
+ 2
(
a∇θ, (û0 · ∇)u

)]
=

= µ̄0‖∇u‖2 + χ̄0‖ divu‖2 + κ̄0‖∇θ‖2+

+τ0‖〈ρ̂α0∇ρα〉+ (û0 · ∇)u + a∇θ‖2 > 0. (41)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ‖ · ‖ � íîðìà â L2(Rn) èëè L2(Rn).
Òàêèì îáðàçîì, áèëèíåéíàÿ ôîðìà ARn(z̃, z) � ñèììåòðè÷íàÿ è íåîòðè-

öàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Îäíàêî â îòëè÷èå îò îäíîêîìïîíåíòíîãî ñëó÷àÿ îíà
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ïîñêîëüêó

ARn(z, z) = τ0‖〈ρ̂α0∇ρα〉‖2 ïðè u = const, θ = const,
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à ñâîéñòâî 〈ρ̂α0∇ρα〉 ≡ 0 îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî 〈ρ̂α0ρα〉 ≡ const. (Äëÿ
z ∈ H1(Rn) âñå òðè âîçíèêøèõ const ðàâíû 0). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èñïîëüçîâàíèÿ îáùåé ðåãóëÿðèçóþùåé ñêîðîñòè ŵ
(òî÷íåå, ñóììàðíîãî äàâëåíèÿ p) âî âñåõ óðàâíåíèÿõ (1).

Ïóñòü V(ST ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé z̃ ∈ L2((0, T );
H1(Rn)), èìåþùèõ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ∂tz̃ ∈ L2((0, T );H−1(Rn)), ãäå
ST = Rn × (0, T ) � ñëîé è H−1(Rn) = (H1(Rn))∗; ñì. èñïîëüçóåìûå çäåñü ïî-
íÿòèÿ, íàïðèìåð, â [22]. Ââåäåì ñëàáîå ðåøåíèå z̃ ∈ V(ST ) çàäà÷è Êîøè äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (29)�(31), óäîâëåòâîðÿþùåå èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫ T

0

〈
∂tz̃(·, t), z

〉
Rn dt+

+u∗BST (z̃, z) + u2
∗AST (z̃, z) = 0 ∀z ∈ L2((0, T );H1

0(Ω)) (42)

äëÿ âñåõ T > 0 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z̃|t=0 = z̃(0) ∈ L2(Rn). Çäåñü 〈·, ·〉Rn �
îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè íà H−1(Rn)×H1

0(Rn), à â èñïîëüçóåìûõ áèëèíåé-
íûõ ôîðìàõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ ïî ST âìåñòî Rn.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ðåøåíèÿ z̃ ∈ V(ST ) (T > 0 � ëþáîå) ëèíåàðèçîâàí-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (29)�(31) âåðíî ýíåðãåòè÷åñêîå (â ìàòåìàòè÷åñêîì
ñìûñëå ñëîâà) ðàâåíñòâî

0.5‖z̃(·, t)‖2
L2(Rn) + u2

∗
[
µ̄0‖∇ũ‖2

L2(St)
+ χ̄0‖ div ũ‖2

L2(St)
+ κ̄0‖∇θ̃‖2

L2(St)
+

+τ0‖〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃‖2
L2(St)

]
= 0.5‖z̃(0)‖2

L2(Rn) (43)

ïðè âñåõ t > 0. Êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèÿ ‖z̃(·, t)‖L2(Rn) íå âîçðàñòàåò ïðè
t > 0 (ýòî ñâîéñòâî L2(Rn)-äèññèïàòèâíîñòè), ââåäåííîå ðåøåíèå åäèí-
ñòâåííî è âåðíà ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà

max
{

sup
t>0
‖z̃(·, t)‖L2(Rn),

√
2u∗
[
µ̄0‖∇ũ‖2

L2(S) + χ̄0‖ div ũ‖2
L2(S) + κ̄0‖∇θ̃‖2

L2(S)+

+τ0‖〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃‖2
L2(S)

]1/2}
6 ‖z̃(0)‖L2(Rn), (44)

ãäå S := Rn × (0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âçÿòèå z = z̃(·, t) â òîæäåñòâå (42) è ïðèìåíåíèå ïåð-
âîãî ñâîéñòâà (40) è ñâîéñòâà (41) ïðèâîäÿò ê óêàçàííîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó
ðàâåíñòâó (ñ t â ðîëè T ). Ïðè ýòîì ñâîéñòâî z̃ ∈ C([0, T ];L2(Rn)) è ôîðìóëà∫ T

0

〈
∂tz̃(·, t), z

〉
Rn dt = 0.5‖z̃(·, T )‖2

L2(Rn) − 0.5‖z̃(0)‖2
L2(Rn)
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ïðè âñåõ T > 0 âûòåêàþò èç [22, ãë. IV, òåîðåìà 1.17 è çàìå÷àíèå 1.22].
Ñâîéñòâî L2(Rn)-äèññèïàòèâíîñòè î÷åâèäíî (ïîñêîëüêó â (43) íîðìû ïî St
íå óáûâàþò ïî t > 0), à ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà ëåãêî âûòåêàåò ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç (43) èëè (44).

Ñëåäñòâèå 1. Ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ∂t
(
‖z̃(·, t)‖2

L2(Rn)

)
∈ L1(0,+∞)

è âåðíà äðóãàÿ ôîðìà ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà

0.5∂t
(
‖z̃‖2

L2(Rn)) + u2
∗
[
µ̄0‖∇ũ‖2

L2(Rn) + χ̄0‖ div ũ‖2
L2(Rn) + κ̄0‖∇θ̃‖2

L2(Rn)+

+τ0‖〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃‖2
L2(Rn)

]
= 0 (45)

ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà (43) èìååì

1
2‖z̃(·, T )‖2

L2(Rn) = 1
2‖z̃

(0)‖2
L2(Rn) − u2

∗

∫ T

0

[
µ̄0‖∇ũ‖2

L2(St)
+ χ̄0‖ div ũ‖2

L2(St)
+

+κ̄0‖∇θ̃‖2
L2(St)

+ τ0‖〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃‖2
L2(St)

]
(·, t) dt ∀T > 0,

ãäå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò L1(0,∞) ñîãëàñíî îöåíêå (44).
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ∂t

(
‖z̃(·, t)‖2

L2(Ω)

)
∈ L1(0,∞), è äèôôåðåí-

öèðîâàíèå ðàâåíñòâà (43) ïðèâîäèò ê (45).
Ôîðìàëüíî æå ðàâåíñòâî (45) ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî èç òîæäåñòâà (39) ïðè

z = z̃(·, t).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé (29)�(31)

ïîñòîÿííû, òî ïðîèçâîäíûå ∂tz̃ = (∂tρ̃, ∂tũ, ∂tθ̃) è ∂iz̃ = (∂iρ̃, ∂iũ, ∂iθ̃),
i = 1, n óäîâëåòâîðÿþò òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé. Ïîýòîìó àïðèîðíàÿ
îöåíêà (44) ñîõðàíÿåò ñèëó ïðè çàìåíå z̃ íà ∂tz̃ è ∂iz̃ (íà ñàìîì äåëå, è
íà ïðîèçâîäíóþ z̃ ëþáîãî ïîðÿäêà ïî t, x1, . . . , xn). Òàêèå ñëåäñòâèÿ àïðèîð-
íîé îöåíêè ïîçâîëÿþò âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå ââåäåííîãî âûøå îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè íàäëåæàùèõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè z̃(0). Îíî
òàêæå ñëåäóåò èç óêàçàííîé âûøå ñâÿçè äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ñè-
ñòåìîé (35)�(37), àíàëèç êîòîðîé áîëåå ñòàíäàðòåí (ñì. íèæå). Ïîäðîáíåå
çäåñü íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

6. L2-äèññèïàòèâíîñòü óïðîùåííîé ëèíåàðèçîâàííîé ÊÃèäÄ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé. Âûïîëíèì àíàëèç íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óïðî-
ùåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (35)�(37). Äëÿ ýòîãî ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèè ỹ :=
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(r̃, ũ, θ̃) è y := (r,u, θ) è ôîðìû, àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåííûì âûøå

B̃Ω(ỹ,y) :=
(
û0 · ∇r̃ + ρ̂α0 div ũ, r

)
Ω

+
(
∇r̃ + (û0 · ∇)ũ + ā∇θ̃,u

)
Ω
+

+
(
ā div ũ + û0 · ∇θ̃, θ

)
Ω

è

ÃΩ(ỹ,y) := µ̄0

(
∇ũ,∇u

)
Ω

+ χ̄0

(
div ũ, divu

)
Ω

+ κ̄0

(
∇θ̃,∇θ

)
Ω
+

+τ0

[(
∇r̃,∇r

)
Ω

+
(
(û0 · ∇)ũ,∇r

)
Ω

+
(
ā∇θ̃,∇r

)
Ω
+

+
(
∇r̃, (û0 · ∇)u

)
Ω

+
(
(û0 · ∇)ũ, (û0 · ∇)u

)
Ω

+
(
ā∇θ̃, (û0 · ∇)u

)
Ω
+

+
(
∇r̃, ā∇θ

)
Ω

+
(
(û0 · ∇)ũ, ā∇θ

)
Ω

+
(
ā∇θ̃, ā∇θ

)
Ω

]
.

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè (·, ·)Ω � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω) èëè L2(Ω), à Ω
� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Ñíîâà ýòè ôîðìóëû ãîäÿòñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ
êàê âåùåñòâåííûõ, òàê è êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ỹ, y; â ïåðâîì ñëó÷àå
îáå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûìè, à âî âòîðîì � ïîëóòîðàëèíåéíûìè.

Íèæå îãðàíè÷èìñÿ âåùåñòâåííûì ñëó÷àåì. Òîãäà ñíîâà èìååì

B̃Ω(y,y) = 0, ÃΩ(ỹ,y) = Ã(y, ỹ) ∀y, ỹ ∈ H1
0(Ω), (46)

ãäå H1
0(Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà âåêòîð-ôóíêöèé y ∈ L2(Ω) c ∂iy ∈

L2(Ω), i = 1, n è òàêèõ, ÷òî y|∂Ω = 0 (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îáùåé îáëàñòè Ω
íà ñàìîì äåëå ýòî ïðîñòðàíñòâî ñòðîèòñÿ êàê çàìûêàíèå â íîðìå H1(Ω) ïðî-
ñòðàíñòâà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèòíûõ â Ω âåêòîð-ôóíêöèé).

Äàëåå, äëÿ ëþáîé y ∈ H1
0(Ω) íåïîñðåäñòâåííî èìååì

ÃΩ(y,y) = µ̄0‖∇u‖2
Ω + χ̄0‖ divu‖2

Ω + κ̄0‖∇θ‖2
Ω+

+τ0

[
‖∇r‖2

Ω + ‖(û0 · ∇)u‖2
Ω + ‖ā∇θ‖2

Ω+

+2
(
(û0 · ∇)u,∇r

)
Ω

+ 2
(
ā∇θ,∇r

)
Ω

+ 2
(
ā∇θ, (û0 · ∇)u

)
Ω

]
=

= µ̄0‖∇u‖2
Ω + χ̄0‖ divu‖2

Ω + κ̄0‖∇θ‖2
Ω+

+τ0‖∇r + (û0 · ∇)u + ā∇θ‖2
Ω > 0, (47)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ‖ · ‖Ω � íîðìà â L2(Ω) èëè L2(Ω). Ïîñêîëüêó

‖∇r‖Ω 6 |û0|‖∇u‖Ω + ā‖∇θ‖Ω + ‖∇r + (û0 · ∇)u + ā∇θ‖Ω,

òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÃΩ(ỹ,y) ÿâëÿåòñÿ óæå íå òîëüêî ñèììåòðè÷íîé, íî è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé äëÿ ỹ,y ∈ H1

0(Ω).
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ÏóñòüV(QT ) � ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé ỹ ∈ L2((0, T );H1
0(Ω)), èìå-

þùèõ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ∂tỹ ∈ L2((0, T );H−1(Ω)), ãäå QT = Ω ×
(0, T ) � öèëèíäð è H−1(Ω) = (H1

0(Ω))∗. Ââåäåì ñëàáîå ðåøåíèå ỹ ∈ V(QT )
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (35)�(37) ïðè êðàåâîì óñëî-
âèè ỹ|∂Ω×(0,T ) = 0, óäîâëåòâîðÿþùåå èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫ T

0

〈
∂tỹ(·, t),y

〉
Ω
dt+

+u∗B̃QT (ỹ,y) + u2
∗ÃQT (ỹ,y) = 0 ∀y ∈ L2((0, T );H1

0(Ω)) (48)

äëÿ âñåõ T > 0 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ỹ|t=0 = ỹ(0) ∈ L2(Ω). Çäåñü 〈·, ·〉Ω �
îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè íàH−1(Ω)×H1

0(Ω), à â èñïîëüçóåìûõ áèëèíåéíûõ
ôîðìàõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ ïî QT âìåñòî Ω.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà àíàëîãè÷íà òåîðåìå 2 (âìåñòå ñ åå äîêàçàòåëüñòâîì íà
îñíîâå îïðåäåëåíèÿ (48) è ñâîéñòâ (46), (47), âêëþ÷àÿ ñâîéñòâî y ∈ C([0, T ];
L2(Ω)) ïðè âñåõ T > 0).

Òåîðåìà 3. Ââåäåííîå ñëàáîå ðåøåíèå ỹ ∈ V(QT ) (T > 0 � ëþáîå)
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (35)�(37) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî,
è äëÿ íåãî âåðíî ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

0.5‖ỹ(·, t)‖2
L2(Ω) + u2

∗
[
µ̄0‖∇ũ‖2

L2(Qt)
+ χ̄0‖ div ũ‖2

L2(Qt)
+ κ̄0‖∇θ̃‖2

L2(Qt)
+

+τ0‖∇r̃ + (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃‖2
L2(Qt)

]
= 0.5‖ỹ(0)‖2

L2(Ω)

ïðè âñåõ t > 0. Êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèÿ ‖ỹ(·, t)‖L2(Ω) íå âîçðàñòàåò ïðè t >
0 (ýòî ñâîéñòâî L2(Ω)-äèññèïàòèâíîñòè), è âåðíà ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà

max
{

sup
t>0
‖ỹ(·, t)‖L2(Ω),

√
2u∗
[
µ̄0‖∇ũ‖2

L2(Q) + χ̄0‖ div ũ‖2
L2(Q) + κ̄0‖∇θ̃‖2

L2(Q)+

+τ0‖∇r̃ + (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃‖2
L2(Q)

]1/2}
6 ‖ỹ(0)‖L2(Ω),

ãäå Q := Ω× (0,+∞).

Ñïðàâåäëèâ òàêæå àíàëîã ñëåäñòâèÿ 1: âåðíû ñâîéñòâî ∂t
(
‖ỹ(·, t)‖2

L2(Ω)

)
∈

L1(0,+∞) è äðóãàÿ ôîðìà ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà

0.5∂t
(
‖ỹ‖2

L2(Ω)) + u2
∗
[
µ̄0‖∇ũ‖2

L2(Ω) + χ̄0‖ div ũ‖2
L2(Ω) + κ̄0‖∇θ̃‖2

L2(Ω)+

+τ0‖∇r̃ + (û0 · ∇)ũ + a∇θ̃‖2
L2(Qt)

]
= 0
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ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0. Â ñèëó íåãî ‖ỹ(·, t)‖L2(Ω) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáû-
âàåò ïî t > 0.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå ñëàáîå ðåøåíèå íå òîëüêî åäèíñòâåííî, íî è ñóùå-
ñòâóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ [22, ãë. VI, òåîðåìà 1.1 è �1.3]. Äîïîëíèòåëüíî åãî ðå-
ãóëÿðíîñòü ìîæíî èçó÷èòü ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé [23]. Êðîìå òîãî, ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïåðåíîñèòñÿ ñ íà÷àëüíî-êðàå-
âîé çàäà÷è íà çàäà÷ó Êîøè.

7. Àíàëèç ïàðàáîëè÷íîñòè èñõîäíîé ÊÃèäÄ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ãîìîãåííîé ãàçîâîé ñìåñè. Àíàëèç ïàðàáîëè÷íîñòè ïî Ïåòðîâñêîìó
ÊÃÄ è ÊÃèäÄ ñèñòåì óðàâíåíèé â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå áûë âûïîëíåí
â [10�12]. ×òîáû âûïîëíèòü åãî äëÿ ñèñòåìû (1)�(3), â ðåäóöèðîâàííîé ñè-
ñòåìå (20)�(22) ñëåäóåò îòáðîñèòü êîíâåêòèâíûå ñëàãàåìûå â ëåâûõ ÷àñòÿõ è
îñòàòî÷íûå ÷ëåíû O(|∇z|2) â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé. Â ïîëó÷åííîé óïðî-
ùåííîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, ñîäåðæàùåé òîëüêî ïðîèçâîäíûå ∂t
è ∂i∂j, ñëåäóåò ¾çàìîðîçèòü¿ çàâèñÿùèå îò ðåøåíèÿ z êîýôôèöèåíòû ïåðåä
∂i∂j è âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x:

Fz(ζ, t) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

z(x, t)e−ix·ζ dx, ζ ∈ Rn,

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. ¾Çàìîðîæåííûå¿ êîýôôèöèåíòû áóäåì áðàòü â íåêî-
òîðîé òî÷êå z0 = (ρ10, . . . , ρK0,u0, θ0), óæå áðàâøåéñÿ âûøå êàê ôîíîâîå ðå-
øåíèå. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âèäà

∂tFz(ζ, t) + u2
∗|ζ|2A0(ξ)Fz(ζ, t) = 0, t > 0 (49)

ñ ïàðàìåòðîì ζ ∈ Rn\{0} è âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé A0(ξ) ïîðÿäêà K + n+ 1
ñ ξ = ζ/|ζ|.

Ñâîéñòâà ïàðàáîëè÷íîñòè îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé λ[A0(ξ)] ââåäåííîé ìàòðèöû. Êàê è â [10�12], ïîä íåðàâíîìåðíîé ïàðàáî-
ëè÷íîñòüþ â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè D ⊂ (0,+∞)K × Rn × (0,+∞) îáëàñòè
çíà÷åíèé ðåøåíèÿ óäîáíî ïîíèìàòü ñâîéñòâî

inf
|ξ|=1

u2
∗Reλ[A0(ξ)] > 0 ∀z0 ∈ D, (50)

ãäå Reλ � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü λ.
Âûïîëíèì çàìåíó z = Dz̃ ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåéD := diag{ρ1∗, . . . , ρK∗,

u∗, . . . , u∗, θ∗} ïîðÿäêà K + n + 1 ñ ýëåìåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâè-
ÿì (27). Òîãäà Fz = DF z̃ è ïîñëå óìíîæåíèÿ ñèñòåìû (49) ñëåâà íà D−1
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ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå

∂tF z̃(ζ, t) + u2
∗|ζ|2Â0(ξ)F z̃(ζ, t) = 0, t > 0

ñ ìàòðèöåé Â0(ξ) = D−1A0(ξ)D, ïîäîáíîé èñõîäíîé ìàòðèöå A0(ξ).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà −u2
∗Â0(ξ) íàïðÿìóþ âîçíèêàåò â ðåçóëü-

òàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íå ê ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìå (20)�
(22), êàê âûøå, à ê ïðàâîé ÷àñòè ñèììåòðèçîâàííîé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòå-

ìû (29)�(31). Ïîýòîìó Â0(ξ) = [Â0(ξ)]
T , à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ[Â0(ξ)] =

λ[A0(ξ)] âåùåñòâåííû è (ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè Â0(ξ) ïî ξ) óñëîâèå (50)
ïðèíèìàåò âèä

λ[Â0(ξ)] > 0 ∀ξ : |ξ| = 1, z0 ∈ D. (51)

ßâíûé 3× 3-áëî÷íûé âèä ìàòðèöû Â0(ξ) ñëåäóþùèé:

Â0(ξ) =

 τ0ρ̂0 ⊗ ρ̂0 τ0sρ̂0 ⊗ ξ τ0aρ̂0

τ0sξ ⊗ ρ̂0 (µ̄0 + τ0s
2)In + χ̄0ξξ

T τ0asξ

τ0aρ̂
T
0 τ0asξ

T κ̄0 + τ0a
2

 ,

ãäå ρ̂0 := (ρ̂1, . . . , ρ̂K)T , s = s(ξ) := û0 · ξ, âåêòîð ξ ñ÷èòàåì ñòîëáöîì, In �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ñðàçó ÿñíî, ÷òî áëîê τ0ρ̂0 ⊗ ρ̂0 ïîðÿäêà K
èìååò ðàíã âñåãî 1. Ïðè ýòîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé Â0(ξ) èìååò
âèä

Â0(ξ)b · b = τ0(ρ̂0 · r)2 + 2τ0s(ρ̂0 · r)(ξ · v) + 2τ0a(ρ̂0 · r)q+
+(µ̄0 + τ0s

2)|v|2 + χ̄0(ξ · v)2 + 2τ0as(ξ · v)q + (κ̄0 + τ0a
2)q2 =

= µ̄0|v|2 + χ̄0(ξ · v)2 + κ̄0q
2+

+τ0

[
s2(|v|2 − (ξ · v)2) + (ρ̂0 · r + sξ · v + aq)2

]
> 0 (52)

äëÿ ëþáîãî áëî÷íîãî âåêòîðà b := (r,v, q)T ñ r ∈ RK , v ∈ Rn, q ∈ R.
Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå
τ0|(ρ̂0 · r)ξ + sv + aqξ|2.

Ôîðìóëà (52), îñîáåííî ñ óêàçàííîé àëüòåðíàòèâíîé çàïèñüþ âûðàæåíèÿ
â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ìàòðè÷íûì àíàëîãîì äëÿ (41). Èç
íåå ñëåäóåò, ÷òî âìåñòî (51) âûïîëíåíî òîëüêî áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî

λ[Â0(ξ)] > 0 ∀|ξ| = 1, z0 ∈ D,
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ïðè÷åì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ[Â0(ξ)] = 0 èìååò êðàòíîñòü K − 1, ïîñêîëüêó

Â0(ξ)b·b = 0 îçíà÷àåò, ÷òî v = 0, q = 0, ρ̂0·r = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò
âûðîæäåíèå ðàçìåðíîñòè K − 1 ñâîéñòâà íåðàâíîìåðíîé ïàðàáîëè÷íîñòè â
D. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, äëÿ èñõîäíîé ÊÃèäÄ ñèñòåìû íåëüçÿ äàòü ñòîëü
ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé êëàññè÷åñêîé êîððåêòíîñòè çàäà÷è
Êîøè, êàê â [10].

Â çàêëþ÷åíèå îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû êîì-
ïîíåíò (1) ïðè dα = 0 ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê íåäèâåðãåíòíîìó âèäó è äåëåíèÿ
íà ρα ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂t ln ρα +∇ ln ρα · (u− ŵ) + div(u− ŵ) = 0. (53)

Êàê ñëåäñòâèå, ïðè âñåõ α, β = 1, K èìååì

∂t ln
ρα
ρβ

+∇ ln
ρα
ρβ
· (u− ŵ) = 0. (54)

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (îíè âûòåêàþò òàêæå èç
(13)). Âñå K óðàâíåíèé (1) ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì çàìåíèòü íà îäíî
èç íèõ (èëè îäíî èç óðàâíåíèé (53)) ñ ôèêñèðîâàííûì α = β â ñîâîêóïíî-
ñòè ñ K − 1 óðàâíåíèÿìè (54) ñ îñòàëüíûìè α 6= β. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ÊÃèäÄ
ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(3) (ïðè dα = 0) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñîñòàâ-
íîãî òèïà. Ýòî ñóùåñòâåííî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ
ïëîòíîñòåé êîìïîíåíò (èëè èõ êîíöåíòðàöèé) â íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷àõ,
à òàêæå äëÿ âûáîðà ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé áàëàíñà ïëîòíîñòè
êîìïîíåíò ñìåñè (èëè èõ êîíöåíòðàöèé).

Òàêèì îáðàçîì, ÊÃèäÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(3) ãîìîãåííîé ñìåñè â îò-
ñóòñòâèå ïîòîêîâ äèôôóçèè èìååò ñîñòàâíîé òèï, êàê è ñèñòåìà óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà ñæèìàåìîãî îäíîêîìïîíåíòíîãî ãàçà. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà îäíîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè èìååò
ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï, à ÊÃèäÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîêîìïîíåíòíîãî ãàçà
� ïàðàáîëè÷åñêèé ïî Ïåòðîâñêîìó òèï. Âìåñòå ñ òåì îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ
ýòèõ ñèñòåì ðàçíûõ òèïîâ, âêëþ÷àÿ ÊÃèäÄ ñèñòåìó (1)�(3) ïðè íàëè÷èè ïî-
òîêîâ äèôôóçèè, ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíòðîïèè ñ íåîòðèöàòåëü-
íûì ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè.
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