
Теорема 1. Пусть f̂ ∈ L1(D1), а ψ такова, что 0 < cψ < ∞, см.
(3). Тогда интеграл в формуле (2) cходится поточечно к u.

Теорема 2. Пусть u(t, x, y) ∈ H1. Пусть решение Ψ(t, x, y) ∈ H1, а
ψ(t, x) таково, что 0 < cψ <∞. Тогда 1) ũ(t, x, y) ∈ H1, где

ũ(t, x, y) =
1

cψ

A2∫
A1

Φ2∫
Φ1

∫
|~χs|<ρ

F (g)Ψg(t, x, y) dts dxsdφ
da

a3
,

0 < A1 < A2 <∞, −∞ < Φ1 < Φ2 <∞, |~χs|2 = c2t2s + x2
s, 0 < ρ <∞,

2)
lim

A1→0, A2→∞
Φ1→−∞,Φ2→∞

ρ→∞

‖u(·, ·, y)− ũ(·, ·, y)‖ = 0.
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Рассмотрим спектральную задачу в L2(R3) для атома водорода в
однородном магнитном поле, возмущенном самосогласованным по-
лем (

H0 + εM3 + ε2V
)
ψ(x) = Eψ(x), ‖ψ‖L2(R3) = 1. (1)
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Здесь

H0 = −∆− |x|−1, M3 = ix2
∂

∂x1
− ix1

∂

∂x2
,

V = V(x1, x2) =
1

4

∫
R3

(
(x1 − x′1)2 + (x2 − x′2)2

)
| ψ(x′) |2 dx′, (2)

x = (x1, x2, x3) — декартовы координаты в R3, ∆ — оператор Ла-
пласа, ε > 0 — малый параметр. Самосогласованный потенциал (2)
представляет собой интегральную нелинейность типа Хартри.

Пусть числа n ∈ N, m ∈ Z удовлетворяют условиям 1� n . ε−1/4

и 5−1/2n < |m| < n. Тогда у задачи (1) имеется серия асимптотиче-
ских собственных значений

Ek = − 1

4n2
+ εm+

1

2
ε2n2(n2 +m2)+

+ε2n4

∫ ∞
−∞

e−
√
aξ2/4

∫ θ+

θ−

(|J+
k (θ, ξ)|2 + |J−k (θ, ξ)|2) cos3 θ√

a cos2 θ − 1
dθ dξ×

×
(∫ ∞
−∞

e−
√
aξ2/4

∫ θ+

θ−

(|J+
k (θ, ξ)|2 + |J−k (θ, ξ)|2) cos θ√

a cos2 θ − 1
dθ dξ

)−1

+

+O(n−4−2/5), n→∞, (3)
где k = 0, 1, 2, . . . , a = n2/|m|2, θ± = ± arccos(1/

√
a), а функции

J±k (θ, ξ) определены равенствами

J±k (θ, ξ) =

∫
R2

exp
{ √

5
√
aξ

4
√

5− a 2
√

2
(t sin θ∓ r

√
cos2 θ − a−1) +

5
√
a

4
√

5− a
×

×
{
− t2

[(2
√
a−
√

5− a)
√

5− a
5a

+ sin2 θ
]
−

−r2
[(2
√
a−
√

5− a)(4
√
a+
√

5− a)

5a
− sin2 θ

]
±

±2tr sin θ
√

cos2 θ − a−1
}
− i

√
5
√
aξ

4
√

5− a 2
√

2
(r sin θ ± t

√
cos2 θ − a−1)+

+
i5
√
a

4
√

5− a

{
± (t2 − r2) sin θ

√
cos2 θ − a−1−

−2tr
[(2
√
a−
√

5− a)
√

5− a
5a

− sin2 θ
]}}

Hk(t+ ir)dt dr.
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Здесь Hk(z), k = 0, 1, 2, . . . — полиномы Эрмита. Формула (3) описы-
вает расщепление спектра. Выражения для соответствующих асимп-
тотических собственных функций приведены в [1]. Таким образом,
на уравнения самосогласованного поля распространены методы, ис-
пользованные ранее в [2, 3]. Отметим, что при таком обобщении при-
ходится дополнительно вычислять асимптотику квантовых средних.

Результаты получены в рамках выполнения государственного за-
дания Минобрнауки России (проект FSWF-2023-0012).
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В теории ортогональных многочленов одним из основных являет-
ся трехчленное рекуррентное соотношение, которому удовлетворяют
три последовательных многочлена [1, гл. 10]:

pn+1(x) = (Anx+Bn)pn(x)− Cnpn−1(x). (1)

Теорема Фавара [2] утверждает, что если An, Bn, Cn — веществен-
ные числа при всех n = 1, 2, . . ., причем An > 0 и Cn > 0, то
последовательность многочленов, заданая соотношением (1) и на-
чальными условиями p0(x) = 1, p1(x) = ax + b, a > 0, будет орто-
гональной относительно некоторой неотрицательной конечной меры
Лебега-Стильтьеса на вещественной оси.
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