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Функция Вигнера
Функция Вигнера квантовой системы в состоянии ρ̂ определяет-
ся как

W (x, p, t) =
1

2π

∫
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〈
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〉
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В чистом состоянии ρ̂(t) = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)|, тогда

W (x, p) =
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∫
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)
ψ
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dy.

Траектории Вигнера
Идея траекторий Вигнера заключается в том, чтобы записать
уравнение движения для W (x, p, t) по аналогии с уравнением
Лиувилля:

Ẇ (x, p, t) = ẋeff(−t)∂xW (x, p, t) + ṗeff(−t)∂pW (x, p, t).

Обычно траектории Вигнера получают путём конструирования
эффективного потенциала Veff:

ẋeff =
peff

m
ṗeff = −∂xVeff(x, p).

Однако мы поступим иначе, воспользовавшись тем, что при от-
ражении от стенки частица почти всегда движется свободно.

Классические траектории
Для классической системы выполняется уравнение Лиувилля

ρ̇(x, p; t) = −ẋ∂xρ− ṗ∂pρ
ẋ = ∂pH ṗ = −∂xH.

То есть, начальное состояние ρ0(x, p) эволюционирует согласно
уравнениям движения:

ρ(x, p; t) = ρ0(x(−t), p(−t)).

Свободное движение
Если частица движется свободно, x(t) = x0 +

p0t

m
, p = p0. Тогда

ρ(x, p, t) = ρ0

(
x− pt

m
, p

)
и легко проверить, что

ẋ = − ρ̇

∂xρ
=
p

m
.

Для функции Вигнера аналогично

W (x, p, t) = W0

(
x− pt

m
, p

)
⇒ ẋeff = − Ẇ

∂xW
=
peff

m
.

Отражение от стенки
Волновая функция частицы в потенциале

U =

{
0, x > 0
∞, x ⩽ 0

имеет вид ψ(x, t) = φ(x, t)θ(x). Тогда функцию Вигнера можно записать как
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Это Фурье–образ произведения, который можно представить как свёртку Фурье–образов:
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m
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)
∗p G(x, p) G(x, p) =

θ(x) sin(2px)
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)
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Свёртка
Свёртка функций u(p) и v(p) опреде-
ляется как

u(p) ∗p v(p) =
∫
u(p− k)v(k)dk

(pu) ∗p v = p(u ∗p v)− u ∗p (pv).

План действий
Попробуем вычислить

ẋeff = − Ẇ

∂xW
.

Производная по координате

∂xW (x, p, t) = ∂xW0
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m
, p

)
∗p G(x, p)+
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m
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)
∗p ∂xG(x, p)

Вычислим свёртку с ∂xG(x, p) =
2θ(x)

π
cos(2px) +

δ(x)

πp
sin(2px):
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[
e2ipxf (x,±2x, t)

]
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То есть, второй член равен нулю и получим

∂xW (x, p, t) = − p

m

[
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m
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)
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]
.

Траектория Вигнера
Отношение вычисленных производных есть

ẋeff = − Ẇ

∂xW
=
p

m
−

2θ(x)ℑ
[
e2ipx∂xφ

∗(0, t)φ(2x, t)
]

πm ∂xW0 ∗p G
.

Виден классический вклад в динамику и квантовая поправка.
Вдали от стенки, если φ(∞, t) → 0, квантовая поправка отсут-
ствует и частица движется классически.

Производная по времени

Ẇ (x, p, t) = −
[
p

m
∂xW0

(
x− pt

m
, p

)]
∗p G(x, p) =
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Свёртка с pG(x, p) =
θ(x)

π
sin(2px):
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m
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)
∗p sin(2px) = 2ℑ
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.

Транспортное уравнение
Уравнение движения можно также записать в виде

Ẇ (x, p, t) = − p

m
∂xW (x, p, t) +

2θ(x)

πm
ℑ
[
e2ipx∂xφ

∗(0, t)φ(2x, t)
]

Это транспортное уравнение с источником, решение которого
известно. Его можно получить если записать уравнение Мояля
Ẇ = {{H,W}} с гамильтонианом

H =
p2

2m
+
δ′(x)

2m
.


