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Пояснительная записка

Требования к студентам: Изучение курса «Обыкновенные дифференциальные уравнения» требует предварительные знания, по математическому анализу, алгебре и геометрии в объеме, предусмотренном программой обучения за 1 курс, а также навыков программирования. Он читается параллельно с продолжающимися курсами математического анализа и программирования – знания и навыки, получаемый там, будут использоваться в данном курсе. Содержание программы по математике за среднюю школу предполагается безусловно известным.
Аннотация.

Курс «Обыкновенные дифференциальные уравнения» включает в себя основные теоремы, аналитические методы исследования уравнений и систем, дифференциальных и разностных, основные методы численного решения начальных и краевых задач, примеры практических задач, сводящихся к качественному исследованию или численному решению дифференциальных уравнений или систем. 


Данный курс должен помочь студентам воспринимать динамические модели экономики и задачи оптимизации, изучаемые по данной специальности, а в будущем – самостоятельно разрабатывать, анализировать и обсчитывать аналогичные модели и задачи такого рода.

На третьем курсе студентам предстоит, в частности, изучать задачи оптимизации (вариационное исчисление и принцип максимума Понтрягина), сводящиеся к решению обыкновенных уравнений или систем. В частности, будут рассмотрены оптимальные методы усвоения больших объемов разнородной информации с шумами. Некоторые из методов, изучаемых в курсе, будут изучаться студентами более подробно в курсах оптимизации, численных методов и уравнений в частных производных. Данный курс должен дать для этого надлежащую подготовку. Рассмотрены и самые простые задачи и методы теории уравнений в частных производных.
Учебные задачи курса. 

Одной из основных целей курса является знакомство студентов с основными идеями и конструкциями теории обыкновенных дифференциальных и разностных уравнений и систем, их геометрическими интерпретациями и приложениями к экономическим и другим прикладным задачам, методами их составления, анализа и численного определения решений.

В результате изучения курса «Обыкновенные дифференциальные уравнения» студенты должны:

· Знать основные свойства обыкновенных дифференциальных и разностных уравнений и систем;

· Знать основные методы анализа и численного оценивания решений таких систем и уравнений;

· уметь пользоваться методами обыкновенных дифференциальных уравнений для формализации и решения прикладных задач, в том числе экономических;


Ко многим разделам курса будут предлагаться геометрические иллюстрации и примеры экономического, экологического, социологического и физического содержания.

В весеннем семестре 2008г. были предложены темы курсовых работ. По данному курсу была написана 1 курсовая работа по математическим методам в экологии. В 2008-9гг. курсовая работа учебным планом не предполагается.
Тематический план учебной дисциплины
	№


	Название темы
	Всего часов
	В т.ч. лекции
	В т.ч. семинары
	Самост. работа

	1
	Простейшие дифференциальные и разностные уравнения и системы
	36
	8
	6
	22

	2
	Простейшие нелинейные уравнения
	40
	8
	8
	24

	3
	Качественная теория автономных уравнений
	35
	8
	6
	21

	4
	Конечно-разностные уравнения и итерационные процессы
	35
	8
	6
	21

	5
	Численные методы и краевые задачи
	70
	12
	16
	42

	Итого
	
	216
	44
	42
	130


Алгоритм контроля успеваемости студентов.

После 1 модуля предусмотрен зачет, а в конце курса – экзамен. Вклад зачетной отметки в окончательную – 20%. Зачетная отметка складывается из 0,4 – за домашние работы и 0,6 – за ответ на зачете. Вклад каждого из модулей 2-4 в экзаменационную отметку 10% - за домашние работы. Ответ на экзамене 40%.

Домашняя работа делается студентом в течение недели и оценивается в процентах. Если она сделана в течение второй недели, балл за нее делится пополам. После второй недели балл за сданную работу - нулевой.
Таблица соответствия отметки за годовой курс и окончательного балла следующая:

	Балл    (x)
	<0,5
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Программа соответствует зачетным (1-й модуль) и экзаменационным (все 5 модулей) вопросам.
Кроме того в билет включается задача. Часть задач берется из домашних заданий, часть готовится специально к зачету или экзамену.

Модуль 1 (сентябрь – октябрь 2007г.)

0.
Комплексные числа. Геометрическая интерпретация. Формулы Эйлера и Муавра-
Лапласа. Формулы Региомонтана. Многочлены Чебышёва. Бином Ньютона (Омара 
Хайяма). Основная теорема алгебры (без док.).

1. Простейшие дифференциальные и разностные уравнения: модель Мальтуса, дискретное и непрерывное нарастание процента, радиоактивный распад. Решение простейших уравнений.

2. Итерационные процессы. Метод Герона и метод Ньютона.

3. Классификация обыкновенных дифференциальных уравнений и систем: разрешимость (неразрешимость) относительно старшей производной, автономность (автономность), линейность (нелинейность) уравнений и систем.

4. Метод Пикара – Линделефа. Теорема Пеано существования решения задачи Коши «в малом» (без док.). Теорема существования и единственности, если правая часть Липшиц-непрерывна «в малом» (без док.). Пример несуществования решения «в большом».

5. Решение задачи Коши для дифференциального уравнения, разрешенного относительно старшей производной, с помощью рядов Тейлора. Примеры.

6. Векторное поле – правая часть системы дифференциальных уравнений первого порядка.

7. Примеры уравнений неразрешенных относительно старшей производной.

8. Метод разделения переменных для решения уравнения 
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9. Уравнение фон Берталанфи. Точное решение и качественное исследование. Оценка параметров модели по экспериментальным данным.

10. Уравнение Гомпертца. Точное решение и качественное исследование. Оценка параметров модели по экспериментальным данным.

11. Уравнение трения каната о бревно. Вывод и точное решение. Формула Эйлера.

12. Логистическое уравнение. Устойчивая и неустойчивая стационарная точки. Возможные границы отлова. Жесткая и мягкая модели. Опасность оптимизации в жесткой модели. Гибкие планы отлова.

13. Истечение воды из воронки переменного сечения. Вывод уравнения и его решение.

14. Возможность построения дифференциального уравнения первого порядка с заданным решением.

15. Модели войны армий и орд. Условие неединственности стационарной точки. Существование и отсутствие первого интеграла.

16. Показание прибора с учетом его инерции.

17. Системы дифференциальных уравнений. Сведение уравнения высокого порядка к системе первого порядка. Всегда ли возможно обратное? Приведение линейной системы с постоянными коэффициентами к каноническому виду.

18. Функции от матриц. Приведение к матрицы к каноническому виду линейной заменой переменных. Экспонента от матрицы, как разрешающий оператор системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

19. Аппроксимация экспоненты рациональными функциями и способы приближенного интегрирования линейных систем.

20. Неоднородные дифференциальные уравнения. Экспонента, синус и гиперсинус в правой части. Возможность резонанса.

21. Жорданова клетка в правой части системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

22. Устойчивость положения равновесия при 
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 для систем с постоянными коэффициентами. Теорема Гершгорина.

Модуль 2. (Ноябрь – декабрь)

1. Физический маятник без трения. Фазовый портрет. Первый интеграл. Устойчивые и неустойчивые стационарные точки. Колебательный и вращательный режимы.

2. Маятник с трением. Убывание механической энергии. Устойчивость и асимптотическая устойчивость.

3. Вынужденные колебания. Зависимость раскачки системы от частоты воздействия и диссипации самой системы. Резонансная частота. Динамика показаний инерционного прибора при синусоидальном воздействии.

4. Уравнения химической кинетики. Первый интеграл. Варианты завершения процесса. Интегрирование системы.

5. Модель экономического развития Солоу – качественное исследование.

6. Модель Лотки – Вольтера. Стационарные точки и исследование их устойчивости. Первый интеграл системы (два способа построения). Задача о двух видах, конкурирующих за общий ресурс.

7. Теория Ляпунова – исследование устойчивости стационарных точек нелинейных систем (без док.). Примеры, когда спектральный метод бессилен. Метод функции Ляпунова. Аттракторы. Понятие системы в общем положении. Классификация стационарных точек двумерных линейных систем с постоянными коэффициентами.

8. Лемма Морса (без док.). Примеры. 

9. Последовательность Фибоначчи. Конечно-разностные уравнения и системы. Пространство решений линейного уравнения n-го порядка n-мерно. Общее решение для уравнения с постоянными коэффициентами. Случаи простых и кратных корней характеристического уравнения.

10. Матрица Лесли и предельное распределение популяции по возрастам.

11. Марковские цепи. Дискретное и непрерывное время. Оценка спектра вероятностной матрицы.

12. Интерполяция и экстраполяция. Формула Лагранжа для интерполяционного многочлена. Проблема устойчивости интерполяции к шумам. Нормированные пространства. Пространство C. Константа Лебега. Рост константы Лебега со степенью интерполяционного многочлена на равномерных и чебышёвских сетках. Тригонометрическая интерполяция.

13. Аппроксимация производных на сетке. Порядок аппроксимации. Компактные схемы аппроксимации.

14. Сплайны, их порядок и дефект. Кубические сплайны порядка 3 и дефекта 1. Граничные условия. Трехдиагональные системы. Оценка спектра по теореме Гершгорина. Прогонка. Оценка числа операций. Преимущества сплайн-интерполяции.

15. Разностные схемы для решения задачи Коши. Схема Эйлера, Эйлера с пересчетом, схема центральных разностей.

16. Схемы Рунге – Кутты.

17. Линейные уравнения с переменными коэффициентами. Матрица Вронского. Вронскиан. Изменение фазового объема со временем. Теорема Лиувилля.

18. Уравнение в вариациях. Сечение Пуанкаре для проверки устойчивости предельных циклов.

19. Дифференциальное уравнение с разрывной правой частью. Пружинный маятник с трением. Определение аттрактора этой системы.

Модуль 3. (Январь – февраль)

1. Уравнение в вариациях. Гомотопия. Метод стрельбы (пристрелки) для решения краевой задачи.

2. Изменение фазового объема в окрестности траектории. Дивергенция векторного поля. Теорема Лиувилля, спектр матрицы системы и разбегание траекторий.

3. Вывод уравнения неразрывности.

4. Характеристики. Уравнение переноса и решение типа бегущей волны.

5. Неоднородное уравнение переноса и изменение решения вдоль характеристики. Покрытия области и подмножества; хаусдорфова размерность.

6. Теория Флоке. Матрица монодромии и мультипликаторы. Анализ устойчивости для решений уравнений с периодическими коэффициентами.

7. Гамильтоновы системы. Сохранение гамильтониана. Сохранение фазового объема. Примеры.

8. Применение фундаментальной системы к интегрированию неоднородных систем – метод вариации постоянных.

9. Системы с несколькими первыми интегралами. Центральная сила. Примеры.

10. Секториальная скорость и доказательство второго закона Кеплера. Эффективная потенциальная энергия. Сохранение энергии радиального движения. Определение фазы.

11. Апоцентр и перицентр. Условие периодичности орбиты. Первый и третий законы Кеплера, Бертрана и Кенига – без док.

12. Сохранение импульса для замкнутой системы. Движение центра масс.

13. Сохранение момента импульса замкнутой системы. Случай сохранения проекции момента импульса в некоторых незамкнутых системах.

14. Сохранение энергии в задаче N-тел.

15. Полная интегрируемость в задаче 2 тел.

16. Метод Ньютона и сверхсжатие для некратных корней. Доказательство оценки сверхсходимости.

17. Периодические точки отображения и их устойчивость. Примеры. Множество Жюлиа

18. Метод Ньютона-Рафсона.

19. Уравнение диффузии на отрезке – условия Дирихле и Неймана. Уравнение струны. Оценка спектра оператора. Собственные функции.

20. Убывание амплитуд для уравнения диффузии и осцилляция для струны. Асимптотика на больших временах. Некорректность обратной задачи диффузии.

21. Ортогональность собственного базиса в задаче Штурма-Лиувилля.  Варианты граничных условий. Самосопряженность и отрицательная определенность оператора Лапласа.  Ряд Фурье. Сходимость разложения функции в метриках 
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 и в С. Скорость сходимости и убывания коэффициентов. Явление Уилбрахама-Гиббса.

22. Функция Грина для простейшей краевой задачи.

23. Ортогонализация многочленов в 
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[-1,1]. Многочлены Лежандра. Формула Родрига.

24. Проекция на первые собственные функции. Неравенство Бесселя и равенство Парсеваля.

25. Квадратурные формулы. Формула Симпсона. Оценка несобственных интегралов.

Модуль 4. (Март – апрель)

1. Линейные непрерывные функционалы в пространстве С. Дельта-функция. Функционалы типа функция. Линейные операторы в пространстве функций: ограниченные и неограниченные. Примеры.

2. Дельтообразная последовательность. Слабая сходимость последовательности функционалов. Производная дельта-функции.

3. Задача Штурма-Лиувилля. Приведение к самосопряженному виду. Собственные числа и функции. 

4. Асимптотика собственных чисел при больших номерах. Простота спектра. Чередование нулей собственных функций. Разделение переменных для параболической и гиперболической задач на отрезке.

5. Разностная аппроксимация задачи Штурма-Лиувилля. Компактные схемы.

6. Уравнение Бесселя нулевого порядка. Ограниченное в нуле решение и его разложение в ряд Тейлора. Отрицательность спектра при условии ограниченности на бесконечности.

7. Оператор Лапласа на плоскости в полярных координатах. Функции Бесселя – собственные для задачи Дирихле в круге. Асимптотика ограниченного решения в начале координат.

8. Пространство 
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. Преобразования Фурье. Основные свойства: линейность, унитарность (теорема Планшереля – без док.). Различные нормировки преобразования. Операторы сдвига и дифференцирования. Символы дифференциального и разностного операторов. Формула обращения.

9. Решение дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. Преобразование Фурье от убывающей экспоненты, умноженной на функцию Хевисайда. Преобразование Фурье от рациональных функций.

10. Интеграл Лапласа. Преобразование Фурье от гауссианы. Собственные функции преобразования Фурье.

11. Обобщенные функции. Основные свойства.

Модуль 5. (Май – июнь)

1. Обращение преобразования Фурье. Свертка. Решение уравнения 
[image: image10.wmf]2
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 в виде свертки.

2. Интегрирование быстро осциллирующих функций. Метод стационарной фазы. Лемма Эрдейи. Убывание образа Фурье на бесконечности.

3. Операционное исчисление. Оригиналы и изображения. Формулы для преобразования функции Хевисайда, экспоненты, дельта-функция и ее производные. Сдвиг и дифференцирование. Изображение периодических функций. Формула обращения. Формула свертки. Оригиналы рациональных функций. Применение к задачи Коши для ОДУ с постоянными коэффициентами.

4. Малый параметр в задачах о возмущении спектра линейных операторов. Квадратные корни из матриц. Классификация. Отражения. Проективное пространство и грассманово многообразие. Оценка размерностей. Применение теории возмущений к задаче извлечения корня. Теория возмущений спектра и собственных векторов эрмитова оператора в случае простого спектра.

5. Особые точки дифференциальных уравнений. Возможность обобщенных решений. Регулярные и иррегулярные особые точки линейных ОДУ. Уравнение Эйлера и его характеристическое уравнение. Метод Фробениуса.

6. Сингулярные возмущения. Вырожденное многообразие. Условия устойчивости вырожденного многообразия. Условия срыва при одном и многих быстрых переменных. Примеры. 
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Задачи для домашних заданий, зачета и экзамена. Y = номер студента в журнале.

ДЗ1.1

1. В банке А дают 1% за каждый полный месяц вклада, а в банке В – 20% за каждый полный год. Вы располагаете капиталом на срок 
[image: image11.wmf][0,2,5]

t

года

Î

. При каких t выгоднее поместить деньги в банк А, при каких в В ? При каких t оптимальна более сложная стратегия ? При каких t существует более одного оптимального решения ?
2.
В каких точках функция 
[image: image12.wmf]()sin(1/)

fxx

=

 обращается в нуль; где расположены ее максимумы и минимумы ? Построить график этой функции.

3. Вычислить расстояние от точки с координатами (-2,Y) до прямой z= -3x+4.

4. Вычислить расстояние от этой же точки до окружности с центром в точке (2,5) и радиуса 2.

5. Нарисовать изолинии (линии уровня, то есть кривые, описываемые уравнением 
[image: image13.wmf](,)
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 для разных констант С) функции на плоскости: 
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, а также функций 
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6. Вычислить сумму 1+2+…+ (1000+Y).

7. Доказать (рекомендуется использовать метод математической индукции), что 
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8. Доказать, что 
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9. Доказать, что 
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10. Доказать, что 
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11. Построить график функции 
[image: image21.wmf]2
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 на отрезке 
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. Удовлетворяет ли эта функция условиям теоремы Ролля ?

12. Доказать, что в некоторой точке на интервале (-1;1) производная функции 
[image: image23.wmf](
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13.  Приведите определение метрического пространства, линейного нормированного пространства, евклидова пространства. Каковы соотношения между этими понятиями ?

ДЗ1.2

1. Известно, что в момент t=7 первая популяция имела численность 2Y, а вторая Y. Первая популяция возрастает со временем согласно уравнению 
[image: image24.wmf]dx
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, а вторая 
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. В какой момент численности обеих популяций будут (или были) равными?

2. Построить график решения уравнения 
[image: image26.wmf]2
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 с начальным условием Y при t=0. В какие моменты решение будет в два раза больше и в два раза меньше начального значения?

3. Рассмотрим три дифференциальных уравнения первого порядка вида: 
[image: image27.wmf]||
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, где 
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 с начальным условием при t=0: z(0)=Y. Методом разделения переменных найти решение в максимально возможных пределах в обе стороны по t. Существенен ли знак модуля в уравнении ? Построить графики решений.

4. В условиях задачи 1 вычислить две следующие итерации Пикара – Линделефа, если 
[image: image29.wmf]1

.
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 Построить графики точного и приближенных решений.

ДЗ1.3

1. Методом Ньютона извлечь корень пятой степени из числа 1+Y с шестью знаками после запятой – использовать калькулятор. Выписать все последовательные приближения.

2. Что выгоднее для удержания тяжелого груза: удвоить число оборотов каната вокруг балки или утроить диаметр балки ?

3. Для уравнения фон Берталанфи с 
[image: image30.wmf]1,
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 определить время удвоения объема при различных начальных данных.

4. Для уравнения Гомперца финальная масса вдвое больше начальной. Временной масштаб 
[image: image31.wmf]Y
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. Определить константу r.
5. Привести к диагональному виду оператор с матрицей 
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ДЗ1.4.

1. Пусть матрица 
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. Решить систему дифференциальных уравнений 
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 с начальным условием 
[image: image35.wmf](0)0,0,0,1
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. Построить графики компонентов решения на отрезке [0,3].

2. То же задание для системы с матрицей B=A-2E, E – единичная матрица.

3. Рассмотрим функцию (пропорциональную энергии идеального маятника) 
[image: image36.wmf]2
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 Построить ее изолинии. Вычислить ее градиент и нарисовать соответствующие стрелочки, в количестве, достаточном для понимания геометрии этого векторного поля.
 Здесь х – угол отклонения маятника от вертикальной оси.

4. Взять неопределенный интеграл  
[image: image37.wmf]2
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. В каких точках функция 
[image: image38.wmf]2
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 имеет максимум и минимум ?

5.  Вычислить интегралы. 1) 
[image: image39.wmf]32
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   2) 
[image: image40.wmf]32
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[image: image41.wmf]ln(5);
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4) 
[image: image42.wmf]2
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; 5) 
[image: image43.wmf]2

.

1

dx

x

-

ò


6. В шар объемом V вписан цилиндр. При каком радиусе объем цилиндра максимален? При каком радиусе максимальна площадь его поверхности ?
7. Пусть L – линейное пространство. Нормой в L называется неотрицательная скалярная функция 
[image: image44.wmf](
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, такая что выполняются следующие аксиомы:
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[image: image46.wmf](
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[image: image47.wmf](
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Являются ли нормой следующие функции на плоскости <t,s>: 

a) 
[image: image48.wmf]1/

(||||)

ts
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, где 
[image: image49.wmf]1/100,1,1/100,2/100,2,2/10.
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b) 
[image: image50.wmf]max(||,||).

ts

 Есть ли среди этих норм евклидовы? Приведите еще два примера евклидовых норм на плоскости. Постройте изолинии перечисленных функций.

ДЗ1.5.

1. Чтобы удержать груз на канате, перекинутом через балку, нужна сила 
[image: image51.wmf]10

³

кг, а чтобы начать подтягивать на свою сторону 
[image: image52.wmf]10

³

+ Y кг. Определить вес груза. Определить коэффициент трения, если угол обхвата 
[image: image53.wmf]10
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градусов.

В следующих задачах начальные данные <x,y> для системы двух дифференциальных уравнений первого порядка 
[image: image54.wmf]xx
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 пробегают единичную окружность: 
[image: image55.wmf]22
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 Требуется описать (и нарисовать кривые – геометрическое место точек) множество решений в следующие моменты времени t=-1, 1, 2. Для ориентировки: если А – нулевая матрица, то все три искомые кривые совпадают с единичной окружностью, а если А – единичная матрица, то это окружности радиуса 
[image: image56.wmf]t
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. Для каждой задачи указать, имеется ли у системы первый интеграл ?

2.
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[image: image60.wmf]0
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ДЗ1.6.

1. Вычислить решения двух уравнений 
[image: image61.wmf]sin2

dz

zt
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 при z(0)=Y. Построить графики решений и кратко описать словесно их поведение.
2. Для матрицы
[image: image62.wmf]12345
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 вычислить спектр и сравнить его с оценкой по теореме Гершгорина для столбцов и для строк – построить две картинки.

3. Методом разделения переменных проинтегрировать уравнение 
[image: image63.wmf]sin/sin

dz

xz

dx
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. Варьируя константу в этом методе, нарисовать на плоскости <x,z> различные траектории. В каких точках траекторий нарушаются условия теоремы Пикара – Линделефа и к каким последствиям для решений это приводит ?

4. То же задание для уравнения 
[image: image64.wmf]2
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5. Методом Рунге – Кутты 4-го порядка с постоянным шагом проинтегрировать две последних системы уравнений из предыдущего задания с начальными данными <1,Y>  на отрезке [-3, 7]. Варьируя шаг схемы, и используя в качестве эталона аналитическое решение, оценить экспериментально зависимость погрешности от шага. Какие проблемы и погрешности возможны при решении таким методом уравнения из задач № 3, 4 данного ДЗ ?

6. Для линейных систем двух дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, полный список которых приведен на следующей странице, построить траектории.
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ДЗ2.1.
1.
Для уравнения идеального маятника 
[image: image96.wmf]2
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 энергетическим методом построить траектории. Построить график зависимости периода колебаний от его амплитуды.

2. Построить методом Рунге – Кутты траектории (несколько - с разными начальными данными) для уравнения маятника с трением 
[image: image97.wmf]2

2
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dxdx
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dtdt

++=

.

3. Тот же вопрос для 
[image: image98.wmf]2
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4. Для уравнения 
[image: image99.wmf]2
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dxdx
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 подобрать частоту 
[image: image100.wmf]w

 так, чтобы амплитуда вынужденных колебаний была максимальна. Построить графики и траектории для решения (с нулевыми начальными условиями) для этой частоты, а также для 
[image: image101.wmf]/2

w

 и 2
[image: image102.wmf]w

.

5. Построить траектории для уравнения 
[image: image103.wmf]2
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ДЗ2.2.

1. Пусть функция 
[image: image104.wmf]Y

 - ступенчатая, попеременно на отрезках равной длины принимающая значения 1 и -1, 
[image: image105.wmf]()[sin()].
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Для уравнения 
[image: image106.wmf]2

2
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dxdx
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 подобрать частоту 
[image: image107.wmf]w

 так, чтобы амплитуда вынужденных колебаний была максимальна. Построить графики и траектории для решения (с нулевыми начальными условиями) для этой частоты, а также для 
[image: image108.wmf]/2

w

 и 2
[image: image109.wmf]w

.

2. Построить траектории для уравнения 
[image: image110.wmf]2
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3. Определить численно зависимость периода и сдвига фаз между компонентами решения от амплитуды периодических решений системы Лотки – Вольтера при 
[image: image111.wmf]1,.

Y

abgd

====

 Построить графики решений для нескольких вариантов начальных данных.

4. Для уравнений химической кинетики построить графики зависимости решения от времени при 
[image: image112.wmf]1212

1,2,10,,(0)5,(0)7.
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ДЗ2.3.

1. Привести пример линейной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, для которой начало координат асимптотически устойчиво и существуют решения, модуль которых сначала растет, а потом убывает. Привести графики компонент и модуля таких решений. Возможно ли, чтобы все решения системы с асимптотически устойчивой стационарной точкой обладали таким свойством немонотонности ?

2. Пусть 
[image: image113.wmf](,)sin()cos()

fxyxxYy

=++

. Исследовать поведение функции в окрестности стационарных точек. Нарисовать изолинии f.
3. Пусть 
[image: image114.wmf]2
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. Исследовать поведение функции в окрестности стационарных точек. 

4. Исследовать системы 
[image: image115.wmf]22

,
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 методом разделения переменных. Устойчивы ли стационарные точки этих систем? Сопоставить с исследованием устойчивости методом Ляпунова.

5. Для уравнения пружинного маятника с трением 
[image: image116.wmf](
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 с начальным условием <Y,Y> определить число колебаний до остановки.

ДЗ2.4.

1. Для многочлена 
[image: image117.wmf]32
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 определить значения 
[image: image118.wmf]*

a

, при которых имеется вырожденная стационарная точка. Как различаются многочлены со значениями 
[image: image119.wmf]a

 по разные стороны от 
[image: image120.wmf]*

a

?

2. Параметрическим называется резонанс вследствие изменения коэффициентов уравнения. Для уравнения второго порядка 
[image: image121.wmf]'''(1sin)0

xxYatx
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 численным экспериментом определить, при каких значениях параметров 
[image: image122.wmf],

a

w

 теряется устойчивость состояния покоя ? Указать границы областей параметров, где ПР наблюдается. Для нескольких вариантов параметров, 

3. Построить интерполяционные многочлены (16 штук) с узлами (–Y),0,1,2 с интерполяционными значениями 
[image: image123.wmf]1

±

.

4. Пусть каждая пара бессмертных кроликов на первом месяце не рожает, на втором месяце рожает (Y+1) пару, а потом каждый месяц по одной. Найти характеристические числа соответствующего уравнения. Оценить численность популяции спустя много месяцев и сравнить с результатом, полученным прямым вычислением (построить график разности). Вначале была 1 пара, только что родившаяся.

ДЗ2.5.

1. Для сетки {-Y,0,1,2,3} вычислить константу Лебега на отрезке [0,4].

2. Рассчитать коэффициенты трехточечной компактной схемы для дифференциального оператора 
[image: image124.wmf]2

2
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3. Протестировать разностные схемы: явная Эйлера, Эйлера с пересчетом, центральных разностей на дифференциальных уравнениях и системах. Как минимум, одно уравнение с экспоненциальным затуханием, одно - с экспоненциальным ростом и одно – с колебаниями решения. Нужно экспериментально выяснить и сравнить, где возможно, с теоретическими соображениями:

А) порядок аппроксимации и точности: как приближенное решение подходит к точному при шаге сетки h (0.

Б) нарастание ошибки со временем интегрирования.

В) время счета.


На основании этих экспериментов дать воображаемому пользователю рекомендации о преимуществах и недостатках перечисленных схем.

4.
Маятник с ограничением. Пусть при отклонении маятника на угол 
[image: image125.wmf]a

 происходит удар, и маятник мгновенно меняет скорость на противоположную. Нужно: построить фазовый портрет системы. Рассчитать зависимость периода колебаний от амплитуды. 
[image: image126.wmf](45)
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ДЗ2.6.

1. Для сетки {-Y,0,1,2,3} построить многочлен степени 5, который во всех узлах обращается в нуль, а первая производная которого в левой точке равна 1. То же для правой точки. Построить графики.

2. Построить сплайн-интерполяцию функции sin(x) на этой же сетке при граничных условиях на первые производные на крайних точках: а) нулевые, б) истинные (получить дифференцированием синуса в крайних точках). То же для вторых производных. Построить графики.

3. На единичной окружности 
[image: image127.wmf][0,2)
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 задана равномерная сетка из Y+10 точек. Значения сеточной функции равны значениям функции sin(x). Вычислить в точках сетки первую и вторую производные по компактной схеме и сравнить с истинным результатом. Построить графики.

4. На маятник сбоку дует ветер. Поэтому уравнение для его колебаний принимает вид:
[image: image128.wmf]sin()cos()0.
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 Нужно 

a) Объяснить физический смысл В; 

b) Построить фазовый портрет и проинтегрировать уравнение при А=1, В=Y. 

c)При этих же значениях параметров определить зависимость периода от амплитуды и сравнить со случаем В=0.

ДЗ3.1.
1. Полный эллиптический интеграл второго рода задается формулой 
[image: image129.wmf]/2
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 Этот интеграл при произвольных k не выражается через элементарные функции. Требуется вычислить E(k), E’(k) при k=0, 1. Построить кубический многочлен 
[image: image130.wmf](
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 на отрезке [0,1] по заданным значениям и значениям первой производной. Построить график 
[image: image131.wmf](
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Pk

и сравнить с истинным (например, взятым из ИНТЕРНЕТа, или какого-нибудь справочника, или оцененного численно с помощью квадратурной формулы) графиком E(k). При k=Y/30 вычислить погрешность |E(k)- 
[image: image132.wmf](
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|. Как меняется погрешность, если вместо кубического многочлена по 4 значениям провести параболу по каким-нибудь трем из этих четырех значений ?

4. Полный эллиптический интеграл первого рода задается формулой 
[image: image133.wmf]/2

22

0

().

1sin

d

Fk

k

p

j

j

=

-

ò

  Функция F(k) имеет особенность при k=1. Оценить ее асимптотику при k(1.

Справка. Эллиптические интегралы встречаются у Джона Уоллиса в 1655-1659гг. Веком позднее, в 1753г. их исследовал Леонард Эйлер. Используемая здесь форма этих интегралов введена А.М.Лежандром в начале 19в.

Комментарий (намек) к первым задачам ДЗ3-1
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Второй интеграл берется явно (и эту функцию называют асимптотикой F(k) при к ( 1), а первый при к ( 1 стремится к нулю. Если нужно первый интеграл исследовать в окрестности k=1, можно повторить прием «выделения главной части».


Такой же прием применим для оценки производной E(k). 

Следовательно, для аппроксимации E(k) либо нужно строить кубический многочлен по трем значениям в нуле и одному в единице
, либо использовать его асимптотику в 1:


[image: image135.wmf]2
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Эту асимптотику нужно дополнить кубическим многочленом, который обеспечит неизменность функции и первой производной при k=1; доведение значений функции и производной при k=0 до тех значений, которые принимает E(k).
1. Шарик с нулевой начальной скоростью под действием силы тяжести без трения движется под действием силы тяжести по желобу, имеющему форму параболы, причем z(0)=1, z(Y)=0. Требуется определить, какая из парабол обеспечивает наименьшее время для достижения конечной точки.

2.  Шарик под действием силы тяжести без трения движется по желобу, имеющему форму 
[image: image136.wmf]22
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. Построить фазовый портрет системы. Указать, те точки на фазовой плоскости, где шарик «подпрыгивает» на трамплине. Указать точки, где шарик после этого «приземляется». Зависят ли результаты от величины ускорения свободного падения ?

3. Для предыдущей задачи вычислить зависимость периода колебаний от начальной энергии для случая, когда шарик может подпрыгивать на трамплинах и когда не может (движется по трубке, а не по желобу). Вычисления провести двумя способами: вычисляя траектории методом Рунге – Кутты и интегрируя аналитически. Во втором случае использовать таблицы эллиптических интегралов или вычислить необходимые интегралы на компьютере, например, методом Симпсона. Сравнить результаты и оценить погрешности.

ДЗ3.2.

1. В пространстве многочленов степени 10+Y рассмотреть подпространство коразмерности
 2, задаваемое условиями P(0)=P(1)=0. В этом подпространстве рассмотреть линейный дифференциальный оператор второго порядка 
[image: image137.wmf]:()(1)''
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. Найти собственные числа и собственные вектора оператора (на печать выдать три первых и три последних вектора).

2. Для уравнения второго порядка 
[image: image138.wmf]'''(1sin)0
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 численным экспериментом определить, в зависимости от значений параметров 
[image: image139.wmf],
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 след матрицы монодромии. Поскольку определитель должен тождественно равняться 1, кривые, на которых след равен 2, являются границами устойчивости нулевого решения (и параметрического резонанса). Проанализировать точность выполнения условия det R = 1, в зависимости от шага разностной схемы. Сопоставить полученные результаты с аналогичными результатами ДЗ2-4.

ДЗ3.3.

1. Для уравнения переноса плотности со скоростью u при источнике f: 
[image: image140.wmf]uf
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 найти решение и построить изолинии на плоскости <t,x> в области 
[image: image141.wmf]01,02,
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 при начальном условии 
[image: image142.wmf]0
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. Скорость 
[image: image143.wmf]0,1sin(),3.
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 (перевести в радианы). Источник f=1.

Алгоритм. При нескольких 
[image: image144.wmf]j
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 из каждой точки сетки: 
[image: image145.wmf],2/

n

xnhhN

p

==

 вычислить методом Рунге-Кутты характеристики в обратном направлении t до t=0. Там определить начальное значение плотности для данной характеристики. Затем вдоль характеристики решить уравнение Лиувилля в прямом времени до момента 
[image: image146.wmf]j
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. Таким образом, на сетке 
[image: image147.wmf],2/
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 получаем значения решения 
[image: image148.wmf]r

. Поскольку все периодическое по х, решение тоже будет периодическое. Количество точек N и число моментов времени 
[image: image149.wmf]j
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 подобрать так, чтобы график решения был ясен. 


Слова «вдоль характеристики» означают, что x в div(u) и f подставляется из решения x(t).

2. Для уравнения физического маятника без трения построить график решения x(t) и его первой производной по времени. Известно, что в точке максимального подъема маятник не доходит до верхней точки на Y градусов. Решить задачу тремя способами и сравнить решения. А) Проинтегрировав задачу методом разделения переменных, а соответствующий интеграл вычислять с помощью приближенного метода, например, методом Симпсона. Б) Понизив порядок до первого с помощью интеграла энергии и решая соответствующее уравнение первого порядка методом Рунге – Кутты. В) Непосредственно решая уравнение второго порядка методом Рунге – Кутты. Оценить зависимость погрешности от шага схемы в Б, В) и шага при интегрировании в А). Оценить, как растет ошибка в амплитуде колебаний маятника после N периодов (в точном решении она не меняется) при 
[image: image150.wmf]N
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3. Рассмотрим движение материальной точки массы m=1, в поле центральной силы 
[image: image151.wmf]2
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 При каких значениях энергии и секториальной скорости получаются замкнутые орбиты, а при каких – незамкнутые? Привести примеры тех и других. Построить соответствующие орбиты.

ДЗ3.4.

1. 
[image: image152.wmf]2
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 При каких значениях энергии и секториальной скорости получаются замкнутые орбиты, а при каких – незамкнутые? Привести примеры тех и других. Построить соответствующие орбиты.

2.
 Для системы 3-х дифференциальных уравнений 
[image: image153.wmf]23
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, [ , ] – векторное произведение, ответить на вопросы
. Сохраняется ли фазовый объем ? Гамильтонова ли эта система? Имеются ли стационарные точки и устойчивы ли они ? Имеются ли периодические решения и чему равны периоды ? Построить графики нескольких решений.

3. Те же вопросы для системы 
[image: image154.wmf]2
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4. Те же вопросы для системы 
[image: image155.wmf]2
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5. Система двух линейных уравнений второго порядка 
[image: image156.wmf]22
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 распадается на два независимых уравнения второго порядка. Решение очевидно: 
[image: image157.wmf]cos(),cos()
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, где 4 константы определяются начальными данными. Однако решение можно изображать кривой на плоскости <x,y>. Нужно построить кривые для различных наборов начальных значений при заданных частотах. Пусть
[image: image158.wmf]10
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. Тогда принять 
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 Каково соотношение между числом максимумов по оси х и по оси у ? Как выглядит траектория, если одну из частот чуть-чуть изменить ?


Фигуры Лиссажу можно посмотреть на сайте

http://lib.irismedia.org/sait/effects/www.effects.ru/science/250/index.htm

ДЗ3.5.

1. Методом наименьших квадратов оцените погрешность выполнения третьего закона Кеплера, связывающий сидерические
 периоды планет и большие полуоси их эллиптических орбит, используя, например, данные об орбитах на сайте

http://lnfm1.sai.msu.ru/neb/rw/natsat/plaorbw.htm 

2. Известно, что перигей орбиты спутника в Y раз меньше его апогея. Укажите соотношение и постройте график зависимости между его энергией и моментом импульса.

3.
Отображение комплексной плоскости на себя 
[image: image160.wmf],1,0,
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 имеет b неподвижных точек. При каких 
[image: image161.wmf]a

они устойчивы ? Имеются ли периодические точки у этого отображения ? Оцените их устойчивость. Оцените бассейн притяжения устойчивых точек.

4.
Найти ненулевой вещественный корень уравнения 
[image: image162.wmf]2
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 Имеются ли комплексные решения этого уравнения ? Построить бассейны притяжения у этих точек.

5.
Найти квадратный корень из матрицы 
[image: image163.wmf]123
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 при различных начальных данных двумя способами: аналитически (приведением к диагональному виду) и итерационно (методом Ньютона). Сколько решений имеет задача ? В какой окрестности каждого из решений гарантирована сходимость метода Ньютона к данному решению ? 

ДЗ4.1.
1.
Пусть g(x)=1 при |0,5+Y/100 - x/L|<0,1 и обращается в нуль на остальной части отрезка. Определите коэффициенты Фурье этой функции. Постройте графики частичных сумм ряда Фурье, когда верхний предел суммы равен K=3,7,10,20, и соответствующие графики погрешности аппроксимации g(x) этой суммой. Постройте графики решения уравнения 
[image: image164.wmf]''
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, удовлетворяющего условиям u(0)=0, u(L)=0 (то есть, решается краевая задача Дирихле, а не задача Коши, когда оба условия задавались в одной и той же точке), и уравнения 
[image: image165.wmf]''
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, где 
[image: image166.wmf]()
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 - частичная сумма ряда Фурье с верхним пределом K.

2.
Те же вопросы для g(x) = 1.
3.
Определение функции g(x)=exp[-1/x^2] exp[-1/(x-Y)^2] использует пример Коши. Вычислите для нее коэффициенты ряда Фурье (например, методом Симпсона) и оцените скорость приближения 
[image: image167.wmf]()
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 к пределу (т. е. скорость убывания нормы разности 
[image: image168.wmf]()()
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 при K ( + \infty). Сравните скорости убывания 
[image: image169.wmf]||,||
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 при K ( + \infty с примерами с аналогичными скоростями убывания для примеров из gпервых двух задач.

4. Решите уравнение Пуассона с условиями Дирихле в прямоугольнике со сторонами a=1, b=2+Y, когда правая часть f(x,y) отлична от нуля в круге радиуса R=0,1+Y/100 с центром в середине прямоугольника и равна там единице. Как быстро убывают коэффициенты двойных рядов Фурье для f и u, соответственно, и какова скорость сходимости рядов в центре круга, на его границе, а также в серединах сторон прямоугольника и в его углах? Те же вопросы для случаев f(x,y)=1 и f=g из задачи 3.

ДЗ4.2.
1. Для дифференциального уравнения 
[image: image170.wmf][
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 с граничными условиями Дирихле построить компактную разностную схему 4-го порядка точности. Использовать ее для правой части f(x)=sin(x). Построить график зависимости погрешности в зависимости от числа точек сетки. За эталон решения принять решение при очень малом шаге схемы.

ДЗ4.3.

1.
Для уравнения 
[image: image171.wmf]1
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 построить решение, непрерывное в нуле в виде ряда Тейлора. Построить график решения на отрезке [0,10]. Как зависит точность от числа членов ряда и длины отрезка ?

2. Уравнение 
[image: image172.wmf]1/
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 описывает высоту капли в двумерной версии (одна горизонтальная и одна вертикальная координаты). В трехмерной версии первое слагаемое в уравнении заменяется на 
[image: image173.wmf]3/2
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, где ` - производная по радиусу.

Выберем константы жидкости и внешнее давление:
[image: image174.wmf]1,1,2,.
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Определите методом Рунге-Кутты форму капли при различных максимальных высотах (там, где z’(x)=0). Сравните с решением в двумерном случае. 

Замечание. Здесь уравнение имеет особенность и в начале координат – точке максимума высоты. Для первого шага рекомендуется использовать представление решения в виде ряда Тейлора. 

ДЗ4.4.

1. Для дифференциального оператора 
[image: image175.wmf][
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 с граничными условиями Дирихле определить первые 10 собственных чисел, построив компактную разностную схему 4-го порядка точности. Использовать схему из ДЗ4_2. Построить график зависимости погрешности в зависимости от числа точек сетки. За эталон решения принять решение при очень малом шаге схемы. Построить графики 1-й, 5-й и 10-й собственных функций при различном числе точек сетки.

2. Двумерный оператор Лапласа 
[image: image176.wmf]22
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. При каких условиях функция h(x,y) , допускающая представление h=f(x)g(y), гармоническая, т. е. удовлетворяет уравнению Лапласа: 
[image: image177.wmf]0.
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 Найти общее решение и привести частные примеры, для которых построить изолинии, вычислить во всех точках матрицу Гессе и собственные числа этой матрицы. Возможны ли гармонические функции, не допускающие представления в виде произведения ?

3. Доказать, что в полярных координатах имеет место представление 
[image: image178.wmf]122
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4. Доказать, что в пространстве функций, убывающих на бесконечности, оператор Лапласа самосопряженный (в смысле пространства 
[image: image179.wmf](
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 ) и отрицательно определен. Найти собственную функцию оператора Лапласа, которая отвечает собственному числу 
[image: image180.wmf]Y
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 и не зависит от угла в полярных координатах. Предлагается найти эту функцию в виде ряда Тейлора по переменной r в начале координат.

5. Аналогичный вопрос для функции со второй гармоникой по углу, т. е. представимой в виде 
[image: image181.wmf]2
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ДЗ5.1.
1. Пусть 
[image: image182.wmf]h

 - пуассоновское распределение с параметром a – распределение вероятностей 
[image: image183.wmf](),
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. Определить характеристическую функцию и построить графики ее модуля и аргумента при a=Y.

2. Определить характеристическую функцию случайной величины с нормальным распределением с дисперсией 
[image: image184.wmf]Y

 и построить ее график.

3. Определить характеристическую функцию случайной величины с треугольным распределением 
[image: image185.wmf]1||
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 Построить график

ДЗ5.2.

1. Пусть 
[image: image186.wmf]()()2()2(2)....
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. Построить график функции. Определить ее первообразную и производную (в обобщенном смысле).


      Вычислить преобразование Лапласа от всех трех функций.

2. Вычислить резольвенты следующих матриц: 
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3. С помощью операционного исчисления найти решение дифференциального уравнения 
[image: image188.wmf]''2'
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 при a=-1, 1, i(Y+1). Данные Коши – нулевые.

ДЗ5.3.

1. Для системы Ван дер Поля 
[image: image189.wmf]3
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 при a=Y+1 сравнить асимптотическое решение при малых 
[image: image190.wmf]e

 и полученное методом Рунге-Кутты. Во втором случае подробно исследовать зависимость приближенного решения от шага схемы. Построить графики решений. Получить асимптотическое разложение для периода релаксационных колебаний типа формулы Дородницына. Построить график.

@ В.А.Гордин
� Понятно из дальнейшего, что в окрестности 1 такая аппроксимация будет плоховата. Производная точно будет не адекватна. Можно и проверить, впрочем.


� Коразмерностью подпространства называется разность между размерностью пространства и размерностью подпространства. Прямая на плоскости имеет коразмерность 1, а в трехмерном пространстве 2.


� Предварительно рекомендуется вспомнить, как устроен линейный оператор � EMBED Equation.DSMT4  ���, какая у него матрица, какие собственные числа…


� Как именно определять период? Термин сидерический означает, что это определяется относительно звезд.
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