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Глава 3. Пределы функций. Непрерывные функции. 
3.1Всевозможные движения по оси OX. Рассматриваемые движения по оси OY.  Предел функции как связь определенного движения  аргумента по оси OX с каким-то возможным движением значений функции  по оси OY(2). 

Общее определение конечных и бесконечных пределов (3). Графический смысл предела функции - движение графика функции  к символической «точке» (A,B) при движении по оси OX  к A(4).  Примеры(3). 

3.2 Общие свойства конечных пределов.  Арифметические свойства конечных  пределов  Бесконечно малые и бесконечно большие функции ,  свойства бесконечно малых. 
3.3Основное свойство конечных пределов. 
 Связь бесконечно больших и бесконечно малых.
 Свойства бесконечных пределов и основные неопределенности. Примеры.(4-5)

3.4 Связь пределов и неравенств. Сохранение строгого неравенства между пределами. Переход к пределу в нестрогом неравенстве. Переход к пределу в двойном неравенстве.
3.5 Вычисление пределов подстановкой, непрерывные функции.  Арифметические свойства непрерывных функций. Непрерывность сложной и обратной функций.
 Примеры вычисления пределов(замечательные пределы).


3.6 Эквивалентность функций. Стандартные эквивалентности при x.  
Теорема о замене на эквивалентные при переходе к пределу. Примеры применения.
3.7Сравнение функций через символ «о».
   Шкала бесконечностей для функций. Пример использования.
 
3.8 Теоремы о непрерывных на отрезке функциях(2 теоремы Вайерштрасса и Теорема Коши со следствием).
3.9 Точки разрыва и их классификация.


       Последовательность можно рассматривать как функцию  о областью определения множеством  натуральных  чисел. По множеству натуральных чисел можно двигаться только в одном направлении – уходя в бесконечность. Поэтому пределы последовательностей  рассматриваются только при  n.  Если функция определена на всей  оси, то двигаться по области определения можно следующими способами:
1) 
По направлению к точке a слева (обозначаем x);
2) 
По направлению к точке  справа (обозначаем  a+);
3) 
 По направлению к точке a сразу с двух   сторон ();
4) 

По направлению к () ;
5) 

По направлению к -() ;
6) 



По направлению к  : одновременно к и ()
(см. рис. 17)
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Если x движется по направлению к точке, то мы не будем интересоваться значением  в этой точке и  поэтому считаем, что x попадает в любые (как угодно маленькие) проколотые окрестности точки. При движении   x попадает в любые окрестности этой .

Все эти движения мы будем обозначать общим символом  
По области значений (ось OY ) нас будут интересовать только 4
движения
1) 
К точке b с двух сторон  ();
2) 

К ();
3) 

К();
4) 

К (y).

При этом никогда не исключают попадания в точку b . Т.е. y попадает в любые окрестности своего предела.  Аналогично все эти движения будем обозначать  


Пусть теперь задана  функция  y=f(x), определенная в окрестности 

Определение 1.
Если при  x, приближающемся к A, значения  y=f(x)  неограниченно приближаются к B , то говорят, что

 


                Заметим, что  это означает, что  значения y=f(x) попадут в  любую  B при  x  из некоторой (проколотой для точки) окрестности  

        


Аналогично тому, как это сделано для последовательностей, дадим
для справок  точное математическое  определение (не для запоминания).






       Говорим,   что  предел f( x) при  x , стремящемся к A, равен B ,если 

         Это пишут 
Движений по оси OX  существует 6, а по оси OY-4,поэтому для функций имеем 24  вида  пределов. Все их можно подробно записать,  просто подставляя в определение 1( или соответствующее строгое определение) конкретные окрестности конкретных  A, B.

Пример. Дадим определение 
(здесь 



По определению 1 при  x , приближающимся к 1 справа  f(x) будет неограниченно приближаться к . Т.е.


 при  


Так как 1+  -число, то 

Вспоминаем, что 
  
 Подставляя в определение  1. Получим:





 при  каком-то  для_1, 1+, будет 
Или через неравенства:




 при каком-то для_, будет 

Предлагаем самостоятельно расписать таким образом все 24  типа пределов для функций.
Поговорим о графическом смысле пределов. Как мы говорили , если

при  xзначения  y=f(x) стремятся к B , то 



  Если  A=a, числа, то это означает приближение графика к точке плоскости  (a,b)  при  x
(см. рис.18). 
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 Будем  изображать   OX на правом краю листа тетради ,

или   OY на верхнем краю листа тетради; 



- OX на левом краю  листа тетради ,

или  OY на нижнем краю листа  тетради .


Тогда можно иллюстрировать все остальные пределы как движение графика к  (  A, B)  при  x  Заметим, что в случае бесконечных
 пределов  вспомогательная «точка»   (  A, B)  не должна достигаться
графиком функции (как  точка горизонта, которая удаляется, если к ней приближаться) (см. рис. 19). 
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Это удобно для изображения графика функции, имеющей заданный предел.

Для более  точных рассуждений заметим, что если 
то  в некоторой окрестности A график функции  попадет  в горизонтальную полосу, координата  y  в которой  находится в любой 



        Заметим, что если предел последовательности   был связан только с последовательностью, то предел функции зависит не только от функции, но и от того , куда стремится аргумент x.


       Например для f(x)=x2    предел x2   равен 0 при  он равен 


при он равен 1 при (см. график на рис. 20).
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Между перечисленными пределами существуют некоторые связи.

Теорема  1.

Функция имеет предел в точке тогда и только тогда, когда она имеет
оба односторонних предела в этой точке, которые равны между собой.

        Доказательство следует из того, что двусторонняя проколотая окрестность точки есть объединение проколотых  односторонних окрестностей  и в любых проколотых левой и правой односторонних окрестностях содержится проколотая двусторонняя окрестность.

       Поэтому, если значения функции в проколотой двусторонней окрестности попадают в окрестность предела, то туда же попадают как значения в правой, так и в левой половине окрестности. Т.е. из существования двустороннего предела следует существование равных ему односторонних.
       Если теперь значения функции из какой-то левой

проколотой окрестности и какой-то правой попадут окрестность общего предела, то там же будут находиться значения функции в  двусторонней окрестности с меньшим из двух радиусом. Т.е. из существования равных односторонних пределов следует существование такого же двустороннего.

Аналогично доказывается следующая 

Теорема 2.

Функция имеет предел при  тогда и только тогда, когда она имеет


оба  предела при  и , которые равны между собой.



3.2 Общие свойства конечных пределов.  Арифметические свойства конечных  пределов  Бесконечно малые и бесконечно большие функции ,  свойства бесконечно малых. 




       Рассмотрим общие свойства пределов. Они похожи на свойства пределов последовательностей. Всюду далее мы будем употреблять

общее обозначение для всех пределов  функций  




 Теорема 3(локальная ограниченность).

Если 
    конечен, то функция f(x) ограничена в некоторой окрестности A, проколотой, если  A-число.

 Доказательство аналогично доказательству для последовательностей,
с той разницей, что предел  для функции по определению зависит от 
её значений только в окрестности  A. Поэтому доказательство не приводим.





   Теорема 4(арифметические свойства конечных пределов).
        Пусть  существуют конечные пределы


    
d-число.

Тогда существуют



  
и, если


 

Доказательство абсолютно аналогично  доказательству для последовательностей и не приводится.

   Далее рассмотрим бесконечно малые и бесконечно большие функции

Определение 2.

Функция

 
называется бесконечно большой при

 

Функция 


называется бесконечно малой при
 


Замечание. Обычно бесконечно малые функции обозначаются  греческими буквами

Теорема 5 (св-ва бесконечно малых)
Сумма двух бесконечно малых при 

 
 произведение двух таких бесконечно малых, а также произведение такой бесконечно малой на ограниченную в окрестности  A являются бесконечно малыми.
Доказательство.

Для суммы и произведения бесконечно малых все следует из арифметических свойств пределов и того, что 0+0=0 и 0*0=0.
Пусть теперь

 
окрестности  A. Тогда 


При этом  в той же окрестности 


А это и значит, что произведение бесконечно малой на ограниченную имеет нулевой предел и является бесконечно малой.

Следствие. 


Следует из того, что модуль числа получается из самого числа умножением на +1 или -1 и наоборот. А функция со значениями +1 и-1 –ограничена.

Примеры. По графику


3.3Основное свойство конечных пределов. 
 Связь бесконечно больших и бесконечно малых.
 Свойства бесконечных пределов и основные неопределенности. Примеры.


Теорема 5(основное свойство конечных пределов)
Функция f(x) имеет конечный предел b  при  


тогда и только тогда, когда 


где

 
 бесконечно малая при 


Доказательство.
В силу арифметических свойств  пределов 

функция f(x) имеет конечный предел b  при  


тогда и только тогда, когда 

 
имеет предел 0, т.е. является бесконечно малой при 


Т.к. 


то все доказано.

Теорема 6 (связь бесконечно малых и бесконечно больших)



Доказательство.

Обратно для бесконечно малой её модуль тоже бесконечно малая и, значит,




      Замечание. Результат теоремы можно выразить символическим равенством 


Кроме этого какие-то другие  из арифметических  свойств пределов можно перенести на бесконечные пределы, например:


Для других действий с бесконечными пределами результат заранее неизвестен. Это так называемые неопределенности, а именно:


Это будет видно из следующих примеров.


Примеры.
По графикам можно найти (рис.21)











      


3.4 Связь пределов и неравенств. Сохранение строгого неравенства между пределами. Переход к пределу в нестрогом неравенстве. Переход к пределу в двойном неравенстве.

       Теперь приведем связи пределов  функций с неравенствами.

Теорема 7(сохранение строгого неравенства между пределами для функций).
        Пусть  существуют конечные пределы



    
Тогда для функций выполняется соответствующее неравенство в некоторой
окрестности  : f(x)<g(x)  для всех x из некоторой окрестности A, проколотой 
для конечного A.

 Доказательство.
Так как b<c,то найдется 


 чтобы было
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Следствие. Если  f(x)>=0 в некоторой окрестности  A (проколотой для числа) и существует конечный

 
Действительно, при  при b<0 по теореме 5 было бы в некоторой окрестности  A также f(x)<0, что неверно. Значит предположение неверно и  



Теорема 8(переход к пределу в нестрогом неравенстве).
Пусть существуют конечные пределы 



Доказательство.

 И силу арифметических свойств пределов  

       Следующая теорема позволяет не только оценивать значение предела, но и устанавливать его существование, исходя из неравенств .

Теорема 9

Пусть существуют одинаковые (не обязательно конечные, но неравные)  пределы у функций


 .
При этом в некоторой, проколотой для числа окрестности A выполнено
неравенство 


для некоторой функции h(x), определенной в этой окрестности.

Тогда существует  



Доказательство.

 По определению  пределов  f(x) и  g(x)  попадут в любую 

при  x из некоторых двух  окрестностей  A. Для   x из меньшей из этих двух окрестностей  одновременно  f(x) и  g(x)  попадут в любую .
Эта окрестность не проколотая, поэтому она состоит из одного куска, в котором вместе с двумя точками содержатся все промежуточные(рис.22) .

Т.е. h(x),лежащая по неравенству между f(x) и g(x) тоже попадет в эту окрестность 
при x из некоторой окрестности A.    А это и означает, что

 

      Замечание. Теорема неверна для

  
Действительно, 

 
Дело в том, что окрестности бесконечности распадаются на 2 несвязных куска!
 Пример.Используем  переход к пределу в неравенстве для вычисления 


 Действительно, вспомним, что в главе 2 после теоремы 4 в примере 2 был вычислен предел

  Воспользуемся этим, поместив каждое  действительное число между соседними целыми числами:

 Такая функция n(x) определена для любого x и 

 Тогда  верно неравенство

(**)




Так как  график функции представляет собой «размытый» график последовательности  (см.рис.23), то графически они имеют общий предел, равный 0, на Вычислим пределы правой и левой части неравенства (**).
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 Т.е. пределы правой и левой частей двойного неравенства совпадают. Тогда по теореме о двойном неравенстве существует предел функции 

и равен 0.
3.5 Вычисление пределов  заменой переменной, вычисление подстановкой, непрерывные функции и их свойства.  Арифметические свойства непрерывных функций. Непрерывность сложной и обратной функций.
  Примеры(замечательные пределы).


Примеры вычисления пределов функций.
1. Вычисление заменой переменной. Пусть 

 
(см. рис. 23б).
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Заметим, что это всегда выполнено, если    и при замене  Этими заменами мы и будем  далее пользоваться. 
2. Самый простой способ вычисления пределов функций в точке- 
подстановка в функцию предельного значения  аргумента. Это можно
делать не для всех функций.
Определение 3 (непрерывной функции).


Функция  f(x) называется непрерывной в точке x0 , если она определена в окрестности этой точки и предел функции при  можно вычислять подстановкой, иными словами  
Определение 4(непрерывной справа, слева функции).



Функция  f(x) называется непрерывной справа или слева в точке x0 , если она определена в правой или левой  окрестности этой точки и предел функции при  можно вычислять подстановкой, иными словами  

Замечание. Непрерывность функции в точке графически означает, что график функции не «рвется» в этой точке.
Замечание. Примеры непрерывных функций в точке дает следующая теорема, которую мы не доказываем.


 .
Теорема 10 (непрерывность элементарных функций)
Все элементарные функции непрерывны в точках  своей области определения.

Иллюстрацией к доказательству, которое мы не приводим, служит  видимая  «неразрывность»
графиков элементарных функций в точках их области определения.

Пример. 
Теорема 11.(арифметические свойства непрерывных. функций)
Пусть f(x) и g(x) непрерывны в точке x0 ,c-число. 
   Тогда f(x)+g(x), c*f(x), f(x)*g(x) также неперерывны в этой точке.


   Если при этом g(x0) 0, то также непрерывна в x0.
Доказательство.
   Вычислим соответствующие пределы, воспользовавшись арифметическими свойствами пределов и тем, что пределы непрерывных функций вычисляются подстановкой.







Итак, мы убедились, что пределы суммы, произведения на число ,произведения и частного двух функций также вычисляются подстановкой,
то есть они непрерывны по определению.






Теорема 12 (непрерывность обратной функции)



Пусть  f(x) непрерывна на промежутке и имеет на нем обратную функцию g(x), определенную на .  Тогда обратная функция непрерывна на  промежутке .
    Пояснение к доказательству.
Воспользуемся графическим определением непрерывности  в точке как  
«неразрывности» графика функции в этой точке. По условию график f(x)




«неразрывен» во всех точках промежутка , причем в концевых с одной стороны. Но график g(x)  на  по свойству графика обратной функции получается из графика f(x) на  симметрией относительно биссектрисы 1 координатного угла, при которой «неразрывность» в соответствующих точках сохраняется. Поэтому график  g(x)   будет «неразрывен» во всех точках промежутка , а g(x) будет непрерывна там.
Примеры.




Sinx непрерывна на . Обратная функция arcsinx непрерывна на  .ex непрерывна на (-). Обратная  ln(x) непрерывна на(-.
Теорема 13 (непрерывность сложной функции(суперпозиции))
Пусть g(x) непрерывна в  x0,f(y) непрерывна в g(x0) . Тогда сложная функция  f(g(x)) непрерывна в x0. 
 Доказательство.(графическое. Рис. 23в))
[image: C:\Users\Татьяна\Downloads\рисунки к части 1\графики_20-29.jpg]
    Изобразим на двух чертежах графики y=g(x) и  z=f(y). При движении x по
первому графику  по направлению к x0  из непрерывности функции следует, что y движется к y0. По второму графику смотрим, что происходит со сложной функцией  z при движении y к y0. Из непрерывности z(y) следует, что z движется к z(y0)=f(g(x0). Предел вычисляется подстановкой.  А это доказывает непрерывность сложной функции.

     



   Пример. Пусть f(x) непрерывна. Тогда непрерывна функция  как суперпозиция непрерывных внутренней функции f(x) и внешней . 
Определение 5(непрерывность на промежутке).
Функция называется непрерывной на промежутке, если она непрерывна во всех точках этого промежутка (в концах, ему принадлежащих, с одной стороны)


Пример. Она не непрерывна в 0, но 0 не принадлежит промежутку!

       Замечание. «Значения» некоторым элементарным функциям на  границах    области определения (в частности на  «прилежащих» к ней бесконечностях)  можно тоже «определить» через пределы, а потом использовать для вычисления пределов подстановкой! Приведем возможную табличку.


;





Ln(0)=-ln(+,  ,

arctg(



Перейдем к вычислению так называемых замечательных пределов.

Теорема 14
(первый замечательный предел).


Существует 


Доказательство. Пусть  0<x<  Рассмотрим неравенство(рис.24):
[image: C:\Users\Татьяна\Downloads\рисунки к части 1\графики_21-29.jpg]


Т.е.


 Делим на sin(x)>0 и умножаем на 2.

 Берем от обеих частей положительного неравенства
убывающую функцию y=1/x (переворачиваем дроби, меняя неравенства).



1 Теперь в этом неравенстве переходим к пределу при 


Получим (Предел косинуса вычислен подстановкой).  Пределы крайних частей неравенства равны.  По теореме о переходе  к пределу в двойном неравенстве существует   
Рассмотрим 

 Оба односторонние предела существуют и равны, значит  двусторонний тоже существует и равен общему значению односторонних.

Теорема 15(второй замечательный предел).

Существует 

Доказательство. Докажем существование одинакового предела для 

 По теореме 2  это будет доказывать существование того же предела на бесконечности.
Для этого рассмотрим функцию


n(x)=n при  Получим всегда 


Тогда    (1+ <.(**)


Заметим, что график функции 


(см. рис.23а вместе с рис.23) и этот график одновременно с графиком последовательности попадет в горизонтальную полосу, ордината которой находится в 


. Значит .(Последний предел получается из предела последовательности с заменой  n на n+1).

Найдем пределы крайних частей в неравенстве (**).





Аналогично  Опять получили  одинаковые пределы у крайних частей неравенства. По теореме о двойном неравенстве существует 

Предел средней части, равный пределам крайних.


Т.е.   

Для доказательства существования предела при 

Проверим это Теорема доказана.

Следствие( другая форма второго замечательного предела). 


 Имеем 



Теорема 16(другие замечательные пределы).



 Все эти пределы получаются из двух замечательных заменой переменных
и подстановкой предельных значений в непрерывные функции.
А именно:





3.6 Эквивалентность функций. Стандартные эквивалентности при x. 
Теорема о замене на эквивалентные при переходе к пределу. Примеры применения.


  Замечание. Многие из приведенных пределов дают для предела отношения двух функций значение 1. Если функции равны, то их отношение везде равно1.  А если предел отношения равен 1, то функции как бы стремятся стать равными, они  «равны в пределе». Оказывается  это дает право заменять одну из этих функций на другую при вычислении пределов. Рассмотрим подробно соответствующие понятия.
   Определение  6.


Говорят, что две функции  f(x) и  g(x), определенные и ненулевые в окрестности   , проколотой для точки A , эквивалентны при  если существует


Это обозначается .

Замечание.  Это определение в учебниках дается только для сравнения 
бесконечно малых функций.  Мы отступаем от такой практики. Если функция имеет конечный ненулевой предел, то по нашему определению она получается эквивалентной своему пределу как постоянной функции. И бывает  удобно заменить ее на эту постоянную функцию при дальнейшем вычислении предела.
  
Примеры  эквивалентных функций дают пределы, вычисленные в теоремах  13 и 14.

При верны следующие соотношения эквивалентности:





Пример. При      ;



Проанализируем  свойство эквивалентности.







Теорема 17.Если  ,то   при  тогда и только тогда,  когдагде  бесконечно малая при 

Доказательство. Имеем по определению эквивалентности



 По основному свойству пределов (теорема 5)  


где   бесконечно малая. Это означает 
ч.т.д. Повторяя  рассуждения в обратную сторону, пользуясь не обращением в 0 функции g(x)\, получим полное доказательство.

Замечание. Рассматривая полученное равенство, мы в правой части



можем выделить 2 слагаемых: функция , эквивалентная и ,


умноженное на бесконечно малую, т.е. функция, очень маленькая по сравнению с и .

Первая часть  называется при этом главным слагаемым в сумме.

 Очень  важно уметь находить для сложной функции простую, ей эквивалентную, Это поясняет следующее свойство эквивалентных функций.

Теорема 18.

Пусть при 


Тогда следующие пределы существуют одновременно и равны между собой: (Т. е. при переходе к пределу
мы можем заменять множители и делители в выражении на эквивалентные)


Доказательство.

Имеем по теореме 15  



 
где 

 



: 
При этом самый левый и самый правый пределы существуют одновременно. 
3.7Сравнение функций через символ «о».
   Шкала бесконечностей для функций. Пример использования.
 

Определение 7.(«очень маленькая» по сравнению с данной функция)


Пусть функции f(x) и  g(x)  определены в  окрестности   , проколотой для точки A и не обращаются там в 0. Говорят, что g(x) является «очень маленькой» по сравнению с f(x) при  если существует


Это обозначается .

      ( Читать обозначение надо g(x)  есть «о»-маленькое от f(x) при )

Замечание 1.  Эквивалентным  определением будет следующее:
  Определение 7а)



Пусть функции f(x) и  g(x)  определены в  окрестности   , проколотой для точки A и не обращаются там в 0. Говорят, что g(x) является «очень маленькой» по сравнению с f(x) при  если 

Эквивалентность определений следует из основного свойства пределов:

  Замечание 2.
Для понятия «о» справедливо следующее: если g(x)=o(f(x)) , h(x)=o(f(x)) при 

  
Доказывается из аналогичных свойств бесконечно малых.
Используем символ «о»-маленькое для сравнения бесконечно больших
функций при  


Заметим, что в примере к теореме 9 параграфа 3.4 вычислен 


Т.е. в новых обозначениях  x=o(ax).
Пользуясь предыдущим результатом, найдем


Это означает ln(x)=o(x)  при  


  Итак, получена при a>1 и


  «шкала бесконечностей»:

 
На самом деле  легко отсюда получить расширенную шкалу сравнения бесконечно больших при 




Пример использования. Имеем  по шкале бесконечностей  5lnx-x2+e5x=
e5x+o(e5x), что эквивалентно e5x при 

 

Поэтому, заменяя при переходе к пределу на эквивалентные, получим





3.8 Теоремы о непрерывных на отрезке функциях(2 теоремы Вайерштрасса и Теорема Коши).
Непрерывные в точке и на промежутке функции были определены в параграфе 3.5 этой главы. Докажем некоторые теоремы о функциях, непрерывных на отрезке.
   Теорема 19 (первая теорема Вайерштрасса)

Пусть f(x) непрерывна на отрезке . Тогда она  ограничена на этом отрезке.

    Доказательство.
   Докажем следующую вспомогательную лемму:
Лемма



Пусть an- бесконечная последовательность точек из . Тогда существует ее подпоследовательность , сходящаяся к 
   Доказательство леммы.
Наша последовательность ограничена числом a снизу и числом b сверху.
Если целое число p меньше a , а целое число q>b, то последовательность an

cодержится между целыми числами p и q. рассмотрим все целые числа из отрезка . Их конечное число. Поэтому на интервале  (r1 , r1+1)  между какими-нибудь соседними из них содержится бесконечное множество точек нашей последовательности.

Пусть  -любая из них. Она имеет целую часть r1.  Разобъем отрезок  [r1,r1+1] на 10 равных отрезков длины 0.1 десятично-рациональными точками. Так как весь отрезок содержал бесконечно много точек последовательности, то один  из 10 интервалов длины 0.1 (r2,r2+0.1) содержит бесконечно много членов последовательности (Заметим, что r2





имеет целую часть r1 и один десятичный знак после запятой).. Возьмем один  попадающий в указанный полуинтервал   с номером n2>n1. Его целая часть и первая цифра после запятой совпадают с r2, целая часть которого есть r1. И так далее.  Получим последовательность десятично-рациональных точек rk, десятичная  запись  каждой следующая из которых отличается от записи предыдущей на 1 цифру самого младшего разряда. Поэтому существует число c (бесконечная десятичная дробь) , совпадающее с rk до k-разряда после запятой   Поэтому с= Кроме того построена подпоследовательность последовательности an, такая, что

 rk<<rk+10-k+1.

 Имеем 
Итак пределы левой и правой части двойного неравенства совпадают. По теореме о переходе к пределу в двойном неравенстве существует



. Переходя к пределу в неравенстве a<<b, получим  a
Значит, с-точка отрезка,
 что и требовалось доказать.
 Перейдем к доказательству теоремы. Предположим, что f(x)


 неограничена на [a,b] . Тогда неограничен и ее модуль , который непрерывен на [a,b] как суперпозиция непрерывных  f(x) и  





 Из неограниченности и неотрицательности  модуля следует существование последовательности точек  xn  из [a,b], таких, что f(xn)>n для любого натурального n.  Поэтому    По лемме существует подпоследовательность , такая, что  т,е. определено число f(c).  Для предела  подпоследовательности  значений  имеем то же значение  
Так как 


сходится к c , а f(x) непрерывна, то число f(c)=


Это противоречит тому, что 
f(c)-число.
  Итак, полученное противоречие доказывает, что предположение о неограниченности  непрерывной функции на отрезке неверно, т.е.  f(x)
 ограничена на [a,b].
Теорема 20 (вторая теорема Вайерштрасса)

Пусть f(x) непрерывна на отрезке . Тогда она достигает на нем своего
максимума и минимума. 

     Доказательство.  Иными словами надо доказать, что существуют две точки x1,x2 отрезка   
такие, что  для любой точки x отрезка будет выполнено неравенство:

 Иными словами , существуют x1 –точка минимума и точка x2- точка максимума.
     Докажем, что существует точка минимума. Для максимума доказательство аналогично.
     В предыдущей теореме доказано, что функция и, следовательно, ее множество значений ограничены. Поэтому по теореме о существовании верхней и нижней грани у ограниченного множества  множество значений  функции на отрезке имеет нижнюю и верхнюю грань. Т.е. существуют числа m,M, такие ,что на отрезке выполняются неравенства

       ;
 при этом  m-максимальное, а M-минимальное из чисел, им удовлетворяющих.


Поэтому для любого натурального n   уже не ограничивает множество значений снизу, т.е. существует точка отрезка xn ,такая, что .

 Тогда по ее определению последовательность f(xn) сходится к m. Согласно лемме к предыдущей теореме найдется подпоследовательность , сходящаяся к точке отрезка c. В силу непрерывности функции f(x)

)=m.  Т.е найдена точка минимума x1=c , с 

 для любой точки отрезка x.
Теорема 21 (теорема Коши о промежуточном значении)

Пусть f(x) непрерывна на отрезке . Пусть A=f(a), B=f(b) –значения, принимаемые на концах отрезка, C  лежит между A и B. Тогда существует точка c из [a,b] , в которой  f(c)=C.
     Доказательство.

Если A=B=C  то значение  Cпринимается на концах. отрезка. Пусть и для определенности  будем считать A>C>B. В противном случае доказательство аналогично. Рассмотрим все точки отрезка, в которых f(x)>C.
Это множество ограничено отрезком и не пусто, так как  содержит точку a .

Пусть с-его верхняя грань на отрезке. Тогда в силу непрерывности функции 
(Точку c  можно приблизить последовательностью точек из множества, в которых 
. f(x)>C.Далее переходим к пределу в неравенстве).




Точки справа от верхней грани множества ему не принадлежат по определению верхней грани, т.е. в них неравенство  не вы- полняется, значит в них на [c,b] должно быть . Так как  f(b)=B<C,то c<b и можно рассматривать правый предел функции в точке c. В силу непрерывности Т.е. одновременно


Значит f(c)=C и значение  C принимается на отрезке.

Следствие 1(теорема о множестве значений непрерывной на отрезке функции). Множество значений функции , непрерывной на отрезке  ,
есть отрезок  от ее минимума до ее максимума, так как любое значение между ними принимается по доказанной теореме на меньшем отрезке с концами в точках максимума и минимума функции(см.
 2 теорему Вайерштрасса).

Следствие 2 (теорема Коши нулях) Если непрерывная на отрезке функция
принимает на концах значения разных знаков, то она обращается на этом отрезке в 0. Действительно, 0 есть промежуточное значение между двумя значениями разных знаков и принимается на отрезке по теореме о промежуточном значении..

3.9 Точки разрыва и их классификация.
Определение 8(точки разрыва)
Пусть функция f(x) определена в проколотой окрестности точки x0. Тогда x0
называется точкой разрыва для f(x), если  f(x) не является непрерывной в x0.

Замечание. Графически точка разрыва характеризуется тем, что график функции нельзя нарисовать ни в какой окрестности x0 неразрывной кривой 
линией. 
       Проанализируем подробнее  точки разрыва.Если  функция непрерывна в x0, то ее предел в точке x0  вычисляется подстановкой:


    Для разрывной функции это не выполняется. При этом могут быть следующие случаи:

1)Существует двусторонний   который  не  равен f(x0).
     В этом случае можно сделать функцию непрерывной в точке x0 , изменив
ее значение  только в одной точке  x0  с f(x0) на a. Поэтому такая точка разрыва называется устранимой.

2) Не существует двусторонний  . Здесь тоже может быть два случая:
     а)существуют оба  конечных двусторонних пределов, которые не равны,  
        т.к. не существует двусторонний предел. Такая точка разрыва  
        называется точкой разрыва 1 рода.
     б)хотя бы один из односторонних пределов либо не существует, либо 
        бесконечен. Такая точка разрыва называется точкой разрыва 2 рода.

 Итак. Мы получили следующую классификацию точек разрыва.
  Определение 9. 
   Точка разрыва функции называется устранимой точкой разрыва, если
в ней  значение функции не определено, либо не равно двустороннему пределу в этой точке, который существует.
   Точка разрыва  называется точкой разрыва 1 рода, если в этой точке существуют оба конечных односторонних предела, которые не совпадают.
   Точка разрыва называется точкой разрыва 2 рода, если в ней хотя бы один из односторонних пределов не существует, либо бесконечен.

       Примеры.

 1. 0-точка разрыва, в ней значение  функции не определено. Т.к. существует двусторонний

, то это устранимая точка разрыва, положив f(0)=1, получим непрерывную в 0 функцию, т.е. устраним разрыв.

2.  В 0 существуют оба односторонних предела:

 Они конечны, но не равны друг другу. Поэтому 0-точка разрыва 1 рода.

3.f(x)=   Точка 0 является точкой разрыва. Вычислим односторонние пределы:

 Хотя односторонние пределы и совпадают, но оба они бесконечны. Поэтому 0-точка разрыва 2 рода.
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