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Ââåäåíèå 
â ýêîíîìåòðè÷åñêèé àíàëèç ïàíåëüíûõ äàííûõ 

 
Ðàòíèêîâà Ò.À. 

 
Â ïðåäûäóùèõ íîìåðàõ æóðíàëà áûëè îïóáëèêîâàíû âîñåìü ëåê-

öèé èç êóðñà «Ââåäåíèå â ýêîíîìåòðè÷åñêèé àíàëèç ïàíåëüíûõ äàí-
íûõ», ãäå áûëà èçëîæåíà èíôîðìàöèÿ îáùåãî ïîðÿäêà î ïàíåëüíûõ 
äàííûõ, ðàññìîòðåíû ìåòîäû îöåíèâàíèÿ îñíîâíûõ ìîäåëåé, ñâîéñòâà 
ïîëó÷åííûõ îöåíîê, òåñòû íà ñïåöèôèêàöèþ. Òàêæå îáñóæäàëèñü ïðî-
áëåìû îöåíèâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ïàíåëüíûõ äàííûõ â óñëî-
âèÿõ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè è àâòîêîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíûõ îøè-
áîê è â óñëîâèÿõ ýíäîãåííîñòè, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ïðè êîððåëèðî-
âàííîñòè ðåãðåññîðîâ ñ èíäèâèäóàëüíûìè ýôôåêòàìè, ïðè íàëè÷èè 
îøèáîê èçìåðåíèÿ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ è ïðè ïîñòðîåíèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ìîäåëåé. 

Â ýòîì âûïóñêå âàøåìó âíèìàíèþ ïðåäëàãàþòñÿ äâå ïîñëåäíèå 
ëåêöèè, â ïåðâîé èç êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò îá îöåíèâàíèè ìîäåëåé ñ 
äèñêðåòíûìè è îãðàíè÷åííûìè çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, à â ïîñëåä-
íåé áóäóò îáñóæäàòüñÿ ìåðû, ïîçâîëÿþùèå ïðåäîòâðàùàòü èëè óìåíü-
øàòü ïîñëåäñòâèÿ èñòîùåíèÿ âûáîðêè. 

 
Ëåêöèÿ 9. 

 
9. Ìîäåëè ñ äèñêðåòíûìè è îãðàíè÷åííûìè  

çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè 
 
Ïàíåëüíûå äàííûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ íåëèíåéíûõ ìîäå-

ëåé. Ìîäåëè ñ äèñêðåòíûìè èëè îãðàíè÷åííûìè çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè – ðàñ-
ïðîñòðàíåííîå ÿâëåíèå â ýòîé îáëàñòè.  

Ïîìèìî îáû÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îöåíèâàíèåì òà-
êèõ ìîäåëåé, èñïîëüçîâàíèå ïàíåëüíûõ äàííûõ ïîðîæäàåò åùå äîïîëíèòåëüíûå 
ïðîáëåìû. Äåëî â òîì, ÷òî ìîäåëè äèñêðåòíîãî èëè îãðàíè÷åííîãî âûáîðà áûëè 
ðàçðàáîòàíû ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ äàííûõ ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà, ãäå åñòåñòâåí-
íûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü íàáëþäåíèé. Â ïàíåëüíûõ äàííûõ æå 
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó è òîìó æå èíäèâè-
äóóìó â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû. Òàêîå òðåáîâàíèå 
ïðîòèâîðå÷èëî áû ðåàëüíîñòè. Íàëè÷èå êîððåëÿöèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîìïîíåí- 
____________________ 
Ðàòíèêîâà Ò.À. – ê.ô.-ì.í., äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè ÃÓ 
ÂØÝ. 
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òàìè ñëó÷àéíîé îøèáêè ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò âèä ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è ÷èñ-
ëåííûå àëãîðèòìû ïîèñêà åå ìàêñèìóìà.  

Â ýòîé ÷àñòè ìû ðàññìîòðèì ïðèåìû îöåíèâàíèÿ ëîãèò, ïðîáèò è òîáèò-ìî-
äåëåé. 

 
9.1. Ìîäåëè áèíàðíîãî âûáîðà 

 
Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííûõ äàííûõ, ìîäåëè áèíàðíîãî âûáîðà äëÿ 

ïàíåëåé îáû÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ëàòåíòíîé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé 

* ,it it i ity X β α ε′= + +   

ãäå  ðåàëüíî íàáëþäàåìàÿ çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ 

*1 если 0
0 иначе.

it
it

y
у

>
= 


 

Íàïðèìåð, ity  ìîæåò îçíà÷àòü, ìåíÿë ëè ìåñòî ðàáîòû i-é èíäèâèäóóì â 

ïåðèîä âðåìåíè t. 
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ îøèáêà itε  èìååò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëå-

íèå ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )εF , íåçàâèñèìîå è îäèíàêîâîå ïî i è ïî t è íå-

çàâèñèìîå îò .itX  

Â îòñóòñòâèå èíäèâèäóàëüíîãî ýôôåêòà iα  îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷à-
þòñÿ ëèáî ñ ïîìîùüþ ñêâîçíîé ïðîáèò-ðåãðåññèè, ëèáî ñ ïîìîùüþ ñêâîçíîé ëî-
ãèò-ðåãðåññèè.  

Ïðèñóòñòâèå ñëàãàåìîãî iα  ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò îöåíèâàíèå, ïðè÷åì 
íåâàæíî, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû åãî êàê íåíàáëþäàåìûé äåòåðìèíèðîâàííûé èí-
äèâèäóàëüíûé ýôôåêò èëè êàê êîìïîíåíòó ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ. 

 
9.1.1. Îöåíèâàíèå ìîäåëåé  

ñ äåòåðìèíèðîâàííûì èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì 
 
Åñëè iα  òðàêòóþòñÿ êàê íåèçâåñòíûå äåòåðìèíèðîâàííûå ïàðàìåòðû, òî 

ýòèì ñàìûì â ìîäåëü âêëþ÷àþòñÿ N äàììè-ïåðåìåííûõ. Òîãäà ëîãàðèôì ôóíê-
öèè ïðàâäîïîäîáèÿ áóäåò çàäàâàòüñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]1
, ,

ln , , , ln 1 ln 1 .N it i it it i it
i t i t

L y F X y F Xβ α α α β α β′ ′= + + − − +∑ ∑…  

Ìàêñèìèçàöèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî β  è iα  (i = 1,…,N) ïðèâîäèò ê ñîñòîÿ-

òåëüíûì îöåíêàì ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî âðåìåííûõ ïåðèîäîâ Ò ñòðåìèòñÿ ê 
áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé Ò è ∞→N  îöåíêè áóäóò íåñîñòîÿòåëü-

íû. Ïðè÷èíà êðîåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè êîíå÷íûõ Ò ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ðàñòåò ñ ðàç-

ìåðîì N, è ïðîèñõîäèò òî, ÷òî íàçûâàþò «incidental parameter’s»-ïðîáëåìîé, ÷òî 
ìîæíî ïåðåâåñòè êàê ïðîáëåìó ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: 
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ëþáîå iα  ìîæåò áûòü îöåíåíî ñîñòîÿòåëüíî, òîëüêî åñëè ìû èìååì äîñòàòî÷íî áîëü-

øîå ÷èñëî íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî i-ãî îáúåêòà, ò.å. êîãäà ∞→T . Åñëè æå ÷èñëî 
òàêèõ íàáëþäåíèé ìàëî, îöåíêà iα  áóäåò íåñîñòîÿòåëüíà. Â îáùåì ñëó÷àå íå-

ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê iα  äëÿ ôèêñèðîâàííûõ Ò áóäåò ïåðåíåñåíà è íà îöåíêè β . 
Ýòà ïðîáëåìà, êîãäà ÷èñëî ïàðàìåòðîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ÷èñëîì íàáëþäå-

íèé, âñòðå÷àåòñÿ â ëþáîé FE-ìîäåëè (òàê äëÿ êðàòêîñòè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ 
áûëî óñëîâëåíî íàçûâàòü ìîäåëü ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòîì), è ëèíåéíîé, è 
íåëèíåéíîé. Íî åñëè â ëèíåéíîì ñëó÷àå ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü iα  èç 

óðàâíåíèÿ, òàê ÷òî β  ìîãóò áûòü îöåíåíû ñîñòîÿòåëüíî äàæå òîãäà, êîãäà äëÿ 

âñåõ iα  ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, òî äëÿ áîëüøèíñòâà íåëèíåéíûõ ìîäåëåé òàêîå 

èñêëþ÷åíèå ïðîèçâåñòè íåâîçìîæíî, è íåñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê iα  âëå÷åò çà ñî-
áîé íåñîñòîÿòåëüíîñòü âñåõ îñòàëüíûõ îöåíîê ðåãðåññèé. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ñ 
ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îöåíèâàíèå áîëåå ÷åì N ïàðàìåòðîâ ïðè ∞→N  íå 
ñëèøêîì ïðèâëåêàòåëüíî. 

Êîíå÷íî, âîçìîæíî ïðåîáðàçîâàíèå ìîäåëè ñ ëàòåíòíîé çàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé, ýëèìèíèðóþùåå èíäèâèäóàëüíûå ýôôåêòû, íî â äàííîì êîíòåêñòå ýòî áåñ-
ïîëåçíî, òàê êàê íåëüçÿ ïîëàãàòü, ÷òî ðàçíîñòü 1−− itit yy  ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìûì 

àíàëîãîì ðàçíîñòè * *
1.it ity y −−  

Ïîÿñíèì ñóòü âûøåñêàçàííîãî ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. 
Ðàññìîòðèì ïàíåëü ñ Ò = 2. Ïóñòü â ðåãðåññèè ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îäíà íå-

çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ: 

0 при 1
1 при 2.it

t
X

t
==  =

 

Â òàêîì ñëó÷àå 

при 1
при 2.

i
it i

i

t
X

t
α

β α
β α

=′ + =  + =
 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäû íåçàâèñèìû è îøèáêà èìååò ëîãèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ 

( )iit
Lit X

F
αβ

ε
−′−+

=
exp1

1~ . 

Òîãäà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ áóäåò çàïèñûâàòüñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 

( ) [ ] =+== ∑ ∑
= =

N

i

N

i
iiiN LLLL

1 1
211 lnlnln,,,ln ααβ …  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )1 1 2 2

1

exp exp1 1ln 1 ln ln 1 ln .
1 exp 1 exp 1 exp 1 exp

N
i i

i i i i
i i i ii

y y y yα α β
α α α β α β=

+ = + − + + − + + + + + + 
∑  
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Çàôèêñèðóåì β  è áóäåì îïòèìèçèðîâàòü ïî iα . Ñóùåñòâóåò âñåãî 4 êîìáè-
íàöèè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé: 

1 2 1i iy y= = ; 1 2 0i iy y= = ; 1 20, 1i iy y= = ; 1 21, 0i iy y= = . 

Äëÿ ñëó÷àÿ 1 2 1i iy y= =  

=iLln ( )
( )

exp
ln

1 exp
i

i

α
α

+
+

( )
( )

exp
ln

1 exp
i

i

α β
α β

+
=

+ +
( )( ) ( )( )βαβααα ++−+++− iiii exp1lnexp1ln ; 

è èç óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà 

ln
2i

i

L
α

∂
= −

∂
( )

( )
exp

1 exp
i

i

α
α

−
+

( )
( )βα

βα
++

+

i

i

exp1
exp

 = 0 

ñëåäóåò, ÷òî ∞=iα) , à 0)(ln =iiL α) . 

Äëÿ ñëó÷àÿ 1 2 0i iy y= =  àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ,iα = −∞)
 è 

( ) 0ln =iiL α) . 
Ýòè äâå ñèòóàöèè îêàçûâàþòñÿ íåèíôîðìàòèâíû. Â îñòàâøèõñÿ äâóõ ñèòó-

àöèÿõ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòàì: 

1
2iα β=)

 è ( ) ( )( )2/exp1ln2ln βα −+−=iiL )
 äëÿ 1 20, 1,i iy y= =  

βα
2
1

−=i
)

 è ( ) ( )( )2/exp1ln2ln βα +−=iiL )
 äëÿ 1 21, 0.i iy y= =  

Òåïåðü îñòàëîñü ìàêñèìèçèðîâàòü ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ïî 
ïàðàìåòðó :β  

( ) ( )( ) ( )( )2/exp1ln22/exp1ln2ln 1001 βββ +−−+−= nnL , 

ãäå 01n  – ýòî ÷èñëî íàáëþäåíèé, äëÿ êîòîðûõ 1 20, 1;i iy y= =   

10n  – ÷èñëî íàáëþäåíèé, äëÿ êîòîðûõ 1 21, 0.i iy y= =  
Â èòîãå 

01

10
2ln .FE

ММП
n
nβ =

)
 

Ýòî ðåäêèé ñëó÷àé àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ÌÌÏ. 
Âûÿñíèì ñîñòîÿòåëüíîñòü ýòîé îöåíêè: 

{ }
{ }

1 201 01

10 10 1 2

0, 1/
/ 1, 0

i i

i i

P y yn n N
n n N P y y

= =
= → =

= =
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
1/ 1 exp exp / 1 exp

.
exp / 1 exp / 1 exp

i i i

i i i
eβα α β α β

α α α β
+ ⋅ + + +

=
+ + +

 

Ñëåäîâàòåëüíî ( ) 2ln 2 .FE
ММПE eββ β= =

)
 Îöåíêà FE

ММПβ
)

 íåñîñòîÿòåëüíà. 

Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â 1970 ã. Àíäåðñåíîì è 
ðàçâèòûé ×åìáåðëåíîì â ðàáîòå 1980 ã. [5].  
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×åìáåðëåí ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå: 
• èñêëþ÷èòü èç ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ âñå ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ 

1 2 ;i iy y=   

• ðàññìàòðèâàòü óñëîâíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè óñëîâèè 

1 2 1.i iy y+ =   
×òî ýòî äàåò? Îêàçûâàåòñÿ, ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðèåìà ìîæíî ýëèìèíèðî-

âàòü èíäèâèäóàëüíûé ýôôåêò èç íåëèíåéíûõ ìîäåëåé îïðåäåëåííîãî òèïà è ïî-
ëó÷èòü ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ β .  

Ïîêàæåì ýòî íà íàøåì ïðèìåðå. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé, äëÿ êîòî- 
ðûõ 1 20, 1,i iy y= =  åñëè ââåñòè äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ 

( )1 1exp i iZ X β α′= +  è ( )2 2exp ,i iZ X β α′= +  ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: 

P [ 1,0 21 == ii yy | 1 2 1i iy y+ = , ]1 2,i iX X′ ′ =

[ ]
[ ] [ ]

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0, 1| ,
0, 1 | , 1, 0 | ,

i i i i

i i i i i i i i

P y y X X
P y y X X P y y X X

′ ′= =
= =

′ ′ ′ ′= = + = =
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 2 2

1 1 1 1
1 2 2 1 1 2

1 1
1 1 1 1

Z Z Z
Z Z Z Z Z Z

− −

− − − −

+ +
= =
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è òîãäà  

P [ 1 21, 0i iy y= = | 1 2 1i iy y+ = , ]1 2,i iX X′ ′ = ( )2 11 .L i iF X X β′ − −
 

 

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíî-
âàíèè âû÷èñëåííûõ âåðîÿòíîñòåé óæå íå áóäåò ñîäåðæàòü çàâèñèìîñòè îò ,iα  è 

îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ β  ïîëó÷àåòñÿ, êàê áûëî äîêàçàíî ×åì-
áåðëåíîì, ñîñòîÿòåëüíîé. 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíèâàþòñÿ ìîäåëè äëÿ T > 2. 
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òàêîé ïîäõîä ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ ëîãèò-ìîäåëåé. Äëÿ 

ïðîáèò-ìîäåëåé ýëèìèíèðîâàòü èíäèâèäóàëüíûé ýôôåêò òàêèì îáðàçîì íå óäàåòñÿ. 
×òîáû âûÿñíèòü, êàêàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè íàèáîëåå àäå-

êâàòíà äàííûì, ñ äåòåðìèíèðîâàííûì èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì iα  (FE) èëè áåç 
íåãî, â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ èñïîëüçóåòñÿ òåñò Õàóñìàíà. Â íåì ïðîâåðÿåòñÿ îñ-
íîâíàÿ ãèïîòåçà: 

0 :H iα = constα =  äëÿ âñåõ i, 

ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå ,AH  ÷òî ñóùåñòâóþò i, äëÿ êîòîðûõ ýòî ðàâåíñòâî 

íàðóøàåòñÿ. Òîãäà îöåíêà ñêâîçíîé ëîãèò-ðåãðåññèè Pooledβ
)

 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîñòîÿ-
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òåëüíîé è àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè îñíîâíîé ãèïî-
òåçû è íåñîñòîÿòåëüíîé â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè àëüòåðíàòèâíîé, à îöåíêà ëî-

ãèò-ðåãðåññèè ñ óñëîâíûì FE FEβ
)

 áóäåò ñîñòîÿòåëüíà â ëþáîì ñëó÷àå. Òåñòîâàÿ 
ñòàòèñòèêà áóäåò èìåòü âèä 

( ) ( ) ( )( ) ( )1
FE Pooled FE Pooled FE Pooledm V Vβ β β β β β

−′
= − − −

) ) ) ) ) )) )
 

è ïîä÷èíÿòüñÿ ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè 0H 2χ -ðàñïðåäåëåíèþ ñ ÷èñëîì ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû, ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëó ìåíÿþùèõñÿ ñî âðåìåíåì ðåãðåññîðîâ. 

Òåñò ìîæíî ïðîâîäèòü äëÿ ëþáîãî èíòåðåñóþùåãî íàñ êîýôôèöèåíòà ðåã-
ðåññèè ( ) ,jXβ  çàìåíèâ òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó m íà  

( ) ( )
( )( ) ( )( )

.FE j Pooled j

FE j Pooled j

X X
t

V X V X

β β

β β

−
=

−

) )

) )) )  

 
9.1.2. Îöåíèâàíèå ìîäåëåé  

ñî ñëó÷àéíûì èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì 
 
Ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûì èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê 

ñ ïîìîùüþ ëîãèò, òàê è ñ ïîìîùüþ ïðîáèò-ðåãðåññèé.  
Ìû ðàññìîòðèì, íà ñåé ðàç, ïðîöåäóðó ïðîáèò-îöåíèâàíèÿ. 
Ïóñòü èìååòñÿ ìîäåëü âèäà 

* ,it it i ity X β α ε′= + + ãäå 
*1 если 0

0 иначе.
it

it
y

у
>

= 


. 

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ( )2~ 0, ,i NID αα σ  ( )~ 0,1it NIDε  è itε  íåçàâèñèìû îò 

iα  è .itX  Òîãäà íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìû ïî i, è ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäî-
áèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( )1
1

ln , , , ln ,
N

N i
i

L Lβ α α
=

= ∑…  

íî èç-çà âëèÿíèÿ iα  íàáëþäåíèÿ íå áóäóò íåçàâèñèìû ïî t è  

iL = P [ 1 20, 1, , 1i i iTy y y= = =… | ]itX ′ ≠ P [ 1 0iy = | ]1iX ′ [ ] [ ]2 21| 1| ,i i iT iTP y X P y X′ ′⋅ = ⋅ =…  

ãäå [ ]1|it itP y X ′= = [ ]0 |it i it itP X Xβ α ε′ ′+ + > = [ ]|i it it itP X Xα ε β′ ′+ > − =
2

,
1

itX

α

β

σ

 ′
Φ   − 

à 

[ ]0 |it itP y X ′= =  1 − 
2

.
1

itX

α

β

σ

 ′
Φ   − 

 

Âûõîä èç ïîëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ,iα  à ïîòîì óñðåäíèòü ðåçóëüòàò ïî i, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî 
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( ) ( ){ }| ,E z E E z α=  

à âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé { }i it itA Xα ε β′= + > −  – ýòî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ èí-
äèêàòîðíûõ ôóíêöèé 

( ) ( ){ }| .P A E P A α=  

Ó÷èòûâàÿ âñå ýòè îáñòîÿòåëüñòâà, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ôóíêöèþ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ äëÿ i-ãî îáúåêòà â ñëåäóþùåì âèäå 

iL = P [ 1 2, , ,i i iTy y y… | ]itX ′ = [{ 1 2, , ,i i iTE P y y y… | ]}1 , , ,i iT iX X α′ ′ =… [ ]
1

| ,
T

it it i
t

E P y X α
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  = 
 
∏  
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2 2
1

( ) 1 ,
1 1
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X Xf d
α α

β α β α
α α

σ σ
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=−∞

      ′ ′+ + = Φ ⋅ − Φ          − −          
∏∫  

ãäå ( )
2

2

1 1exp ,
22

i
if

αα

α
α

σπσ
 

= − 
 

 à èíòåãðàë áåðåòñÿ ÷èñëåííî. 

Â ñòàíäàðòíûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ïàêåòàõ, íàïðèìåð â STATA, âñÿ ýòà 
ïðîöåäóðà çàïðîãðàììèðîâàíà. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ β  ìîæíî ïîëó-
÷èòü è îáû÷íîé ïðîáèò-ðåãðåññèåé, èãíîðèðóþùåé ïàíåëüíóþ ïðèðîäó äàííûõ, 
íî ýòè îöåíêè áóäóò íåýôôåêòèâíû, à èõ ñòàíäàðòíûå îøèáêè áóäóò îöåíåíû íå-
êîððåêòíî. 

 
9.1.3. Ïðèìåð: 

âûÿâëåíèå äåòåðìèíàíò çàäîëæåííîñòè ïî çàðàáîòíîé ïëàòå 
 
Â 1990-å ãã. íåïëàòåæè è çàäåðæêè çàðàáîòíîé ïëàòû ñòàëè îäíèì èç âû-

íóæäåííûõ ñðåäñòâ àäàïòàöèè ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè ê íîâûì ðûíî÷íûì óñëîâè-
ÿì. Â ïðåäëàãàåìîì ïðèìåðå íà äàííûõ ÐÌÝÇ èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè 
äîëãà ïî çàðàáîòíîé ïëàòå, íàëè÷èå êîòîðîãî îòðàæàåò áèíàðíàÿ ïåðåìåííàÿ debt, 
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå åäèíèöà, åñëè ðåñïîíäåíò èìåë çàäîëæåííîñòü ïî çàðà-
áîòíîé ïëàòå, è íîëü – â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îò èíäèâèäóàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê 
ðåñïîíäåíòà. 

Îöåíèâàåìîå óðàâíåíèå èìååò âèä: 

Prob(debtit = 1) = b0 + b1educit + b2ageit + b3age2it + b4stagnait + b5geni+   
+ b6marstit + b7cityit + b8isco_1it + b9isco_2it +…+ b14isco_7it + b15isco_8it + åit. 

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàññìîòðèì îáû÷íóþ ïðîöåäóðó ïðî-
áèò-îöåíèâàíèÿ, èãíîðèðóþùóþ ïàíåëüíûé õàðàêòåð äàííûõ. 

 
Probit estimates                           Number of obs   =      10794 
                                           LR chi2(18)     =    1583.96 
                                           Prob > chi2     =     0.0000 
Log likelihood = -6689.5837                Pseudo R2       =     0.1059 
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------------------------------------------------------ 
        debt |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|  
-------------+---------------------------------------- 
        educ |  -.0097868   .0055185    -1.77   0.076     
         age |    .035835   .0071306     5.03   0.000     
        age2 |   -.000475   .0000844    -5.63   0.000     
      stagna |   .0849118    .008532     9.95   0.000     
         gen |  -.1353812    .030859    -4.39   0.000     
       marst |  -.0017841   .0153579    -0.12   0.908     
        city |  -.5223073   .0282049   -18.52   0.000     
      isco_1 |  -.2816055   .0875224    -3.22   0.001     
      isco_2 |  -.1270906   .0522407    -2.43   0.015     
      isco_3 |  -.1715198   .0496234    -3.46   0.001     
      isco_4 |  -.3662031    .060064    -6.10   0.000     
      isco_5 |  -.4691111   .0608385    -7.71   0.000     
      isco_6 |  -.3779202     .17376    -2.17   0.030     
      isco_7 |  -.0362381   .0491966    -0.74   0.461     
      isco_8 |    -.06042   .0474841    -1.27   0.203     
         d96 |   .5011793    .034464    14.54   0.000     
         d98 |   .5779015   .0352981    16.37   0.000     
         d00 |  -.3716852   .0360992   -10.30   0.000     
       _cons |  -.3901286   .1507308    -2.59   0.010     
------------------------------------------------------ 

 
Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü çàäîëæåííîñòè ðàñòåò ñ âîçðàñòîì è ñòàæåì ðà-

áîòû íà äàííîì ìåñòå, äëÿ æåíùèí îíà íèæå, ÷åì äëÿ ìóæ÷èí, äëÿ ãîðîæàí íè-
æå, ÷åì äëÿ ñåëüñêèõ æèòåëåé. Âåðîÿòíîñòü çàäîëæåííîñòè íå çàâèñèò îò ñåìåé-
íîãî ñòàòóñà è ñëàáî è îòðèöàòåëüíî çàâèñèò îò óðîâíÿ îáðàçîâàíèÿ. Äëÿ âñåõ 
ïðîôåññèîíàëüíûõ ãðóïï îíà íèæå, ÷åì äëÿ ãðóïï ðàáîòíèêîâ íèçêîé êâàëèôè-
êàöèè. Â 1996 è 1998 ãã. âåðîÿòíîñòü çàäîëæåííîñòè çíà÷èìî âûøå, ÷åì â 1994 ã., 
çàòî â 2000 ã. îíà çíà÷èìî íèæå. 

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðèâåäåííûå îöåíêè ìîãóò áûòü ìåíåå ýôôåê-
òèâíû, ÷åì îöåíêè ïàíåëüíîé ïðîáèò-ðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì. Ïî-
ñìîòðèì, òàê ëè ýòî â íàøåì ñëó÷àå. 

 
Random-effects probit                  Number of obs      =     10794 
Group variable (i) : aid_i             Number of groups   =      3937 
Random effects u_i ~ Gaussian          Obs per group: min =         1 
                                                      avg =       2.7 
                                                      max =         4 
                                       Wald chi2(18)      =   1230.52 
Log likelihood  = -6425.7036           Prob > chi2        =    0.0000 

----------------------------------------------------- 
        debt |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|      
-------------+--------------------------------------- 
        educ |  -.0107514   .0078893    -1.36   0.173     
         age |    .042901   .0102503     4.19   0.000      
        age2 |  -.0005653   .0001219    -4.64   0.000     
      stagna |   .1077713    .011419     9.44   0.000      
       marst |  -.0102822   .0203172    -0.51   0.613     



646 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ  ¹ 4 
 

----------------------------------------------------- 
        debt |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|      
-------------+--------------------------------------- 
        city |  -.6828093   .0442328   -15.44   0.000     
      isco_1 |   -.298468   .1133807    -2.63   0.008     
      isco_2 |   -.120898   .0720817    -1.68   0.093     
      isco_3 |  -.2164254   .0680787    -3.18   0.001     
      isco_4 |  -.3981784   .0829853    -4.80   0.000     
      isco_5 |  -.4991976   .0831599    -6.00   0.000     
      isco_6 |  -.4947072   .2342688    -2.11   0.035     
      isco_7 |  -.0075099   .0671357    -0.11   0.911     
      isco_8 |  -.0346067   .0652791    -0.53   0.596     
         d96 |    .649137   .0398622    16.28   0.000      
         d98 |   .7430593   .0415524    17.88   0.000      
         d00 |  -.4694101   .0419477   -11.19   0.000     
       _cons |  -.4906535   .2151729    -2.28   0.023     
-------------+--------------------------------------- 
    /lnsig2u |  -.4767715   .0745498                      
-------------+--------------------------------------- 
     sigma_u |   .7878987   .0293688                       
         rho |   .3830148   .0176172                       
------------------------------------------------------- 

Likelihood ratio test of rho=0: chibar2(01) = 527.76 Prob >=chibar2 = 0.000 
 

Ñòàíäàðòíûå îøèáêè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ íåñêîëüêî âîçðàñëè è ñàìè îöåí-
êè íåìíîãî èçìåíèëèñü, íî â öåëîì âûâîäû íå ìåíÿþòñÿ. 

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ëîãèò-ðåãðåññèþ ñî ñëó÷àéíûìè ýôôåêòàìè. 
 

Random-effects logit                   Number of obs      =     10794 
Group variable (i) : aid_i             Number of groups   =      3937 
Random effects u_i ~ Gaussian          Obs per group: min =         1 
                                                      avg =       2.7 
                                                      max =         4 
                                       Wald chi2(18)      =   1109.16 
Log likelihood  = -6425.8727           Prob > chi2        =    0.0000 

----------------------------------------------------- 
        debt |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|      
-------------+--------------------------------------- 
        educ |  -.0186126   .0134519    -1.38   0.166     
         age |   .0723137   .0174779     4.14   0.000      
        age2 |  -.0009547   .0002078    -4.59   0.000      
      stagna |   .1842564   .0195419     9.43   0.000      
         gen |  -.2935808   .0788712    -3.72   0.000     
       marst |  -.0173077   .0347788    -0.50   0.619     
        city |  -1.160912   .0760577   -15.26   0.000     
      isco_1 |  -.5184956   .1938356    -2.67   0.007     
      isco_2 |  -.2039514   .1228729    -1.66   0.097     
      isco_3 |  -.3659185   .1160045    -3.15   0.002     
      isco_4 |  -.6815935   .1416501    -4.81   0.000     
      isco_5 |  -.8516032   .1424288    -5.98   0.000     
      isco_6 |  -.8538069   .4011953    -2.13   0.033     
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----------------------------------------------------- 
        debt |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|      
-------------+--------------------------------------- 
      isco_7 |   -.014164   .1145148    -0.12   0.902     
      isco_8 |  -.0583105   .1115143    -0.52   0.601     
         d96 |   1.098994   .0682853    16.09   0.000      
         d98 |   1.262838   .0715524    17.65   0.000      
         d00 |  -.8017823    .071996   -11.14   0.000     
       _cons |  -.8186575   .3665523    -2.23   0.026     
-------------+---------------------------------------- 
    /lnsig2u |   .5872119   .0777082                       
-------------+---------------------------------------- 
     sigma_u |   1.341255   .0521133                       
         rho |   .6427252   .0178441                       
------------------------------------------------------ 

Likelihood ratio test of rho=0: chibar2(01)=526.12 Prob>=chibar2=0.000 
 

Âñå âûâîäû ñîõðàíÿþòñÿ, õîòÿ çíà÷åíèÿ îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëåé ïðî-
áèò è ëîãèò íåëüçÿ ñðàâíèâàòü íåïîñðåäñòâåííî. 

È â çàâåðøåíèè îöåíèì ëîãèò-ðåãðåññèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòîì. 
 

Conditional fixed-effects logit          Number of obs      =      6132 
Group variable (i) : aid_i               Number of groups   =      1822 
                                         Obs per group: min =         2 
                                                        avg =       3.4 
                                                        max =         4 
                                         LR chi2(18)        =   1049.65 
Log likelihood  =   -1780.37             Prob > chi2        =    0.0000 

----------------------------------------------------- 
        debt |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|      
-------------+--------------------------------------- 
        educ |   .0336732   .0350424     0.96   0.337     
         age |   .0840919   .1181512     0.71   0.477     
        age2 |   .0003831   .0005821     0.66   0.510     
      stagna |   .2007279   .0276749     7.25   0.000      
         gen |   (dropped)        
       marst |   -.030725   .0507237    -0.61   0.545     
        city |   (dropped)      
      isco_1 |  -.0677049   .2691339    -0.25   0.801     
      isco_2 |   .2799555   .2177781     1.29   0.199     
      isco_3 |  -.1087625   .1934809    -0.56   0.574     
      isco_4 |  -.0553374   .2380427    -0.23   0.816     
      isco_5 |    -.10366   .2405099    -0.43   0.666     
      isco_6 |  -1.195202   .6488973    -1.84   0.065     
      isco_7 |   .1852537   .1909065     0.97   0.332     
      isco_8 |   .0671342   .1903543     0.35   0.724     
         d96 |    .940399   .2163371     4.35   0.000      
         d98 |   .8469935   .4427995     1.91   0.056     
         d00 |  -1.456035   .6564571    -2.22   0.027     
----------------------------------------------------- 

 

Â ýòîé ðåãðåññèè çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèëîñü ÷èñëî íàáëþäåíèé, ïîñêîëüêó èñê-
ëþ÷åíû âñå èíäèâèäóóìû ñ íåèçìåííûì çíà÷åíèåì çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ýô-
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ôåêòèâíîñòü îöåíîê â ñâÿçè ñ ýòèì ñíèçèëàñü. Ñîõðàíèëàñü çíà÷èìàÿ çàâèñèìîñòü 
ïðåæíåãî çíàêà òîëüêî îò ñòàæà, è ïî-ïðåæíåìó çíà÷èìûìè îñòàëèñü âðåìåííûå 
ýôôåêòû. 

Âîîáùå æå áîëåå óìåñòíî ñðàâíåíèå ïðèâåäåííûõ ðåãðåññèé ïðîâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ ïðåäåëüíûõ ýôôåêòîâ. 

 
9.2. Ìîäåëü òîáèò 

 
Ìîäåëü òîáèò èñïîëüçóåòñÿ, åñëè çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ êîëè÷å-

ñòâåííîé, íî íå âñå åå çíà÷åíèÿ äîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèÿ, íàïðèìåð, ìû íå ìî-
æåì íàáëþäàòü çàðàáîòíóþ ïëàòó èíäèâèäóóìà, åñëè îíà ìåíüøå âåëè÷èíû ðå-
çåðâíîé çàðàáîòíîé ïëàòû, èëè ìû íå ìîæåì íàáëþäàòü â äàííûõ ÐÌÝÇ çàðà-
áîòíóþ ïëàòó èíäèâèäóóìîâ èç âûñîêîäîõîäíûõ ãðóïï íàñåëåíèÿ. Ôîðìóëèðîâêà 
ìîäåëè òîáèò ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëèðîâêè ìîäåëè ïðî-
áèò ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì ïðàâèëîì îòáîðà íàáëþäåíèé [19]: 

* ,it it i ity X β α ε′= + +  

ãäå * ,it ity y=  åñëè * 0ity >  (çäåñü äëÿ ïðîñòîòû âçÿò íîëü â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèÿ 
ñíèçó); 

0,ity =  åñëè * 0.ity ≤  

Îòíîñèòåëüíî iα  è itε  äåëàþòñÿ îáû÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î íîðìàëüíîñòè, 
íåçàâèñèìîñòè, îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-

íèåì è äèñïåðñèÿìè 2
ασ  è 2

εσ  è íåçàâèñèìîñòè îò 1 ,..., .i iTX X  Ïðè ýòèõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå 

( ) ( ) ( )1 1,..., | ,..., , | , , ,i iT i iT it it i i i
t

f y y X X f y X f dβ α β α α
∞

−∞

= ∏∫  

ãäå ( )
2

2

1 1exp ;
22

i
if

αα

α
α

σπσ
 

= − 
 

 

( ) ( )2

22

1 1| , , exp ,
22

it it i
it it i

y Xf y X
εε

β α
α β

σπσ

′ − −
= − 

 
 åñëè 0>ity  

1 ,it iX
ε

β α
σ

′ + = − Φ  
 

 åñëè 0.ity =  

Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîòû êàðòèíû ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
äðóãèå ôîðìû öåíçóðèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, äëÿ îöåíèâàíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïðî-
áèò-ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûìè ýôôåêòàìè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàë ïî iα  áóäåò 
áðàòüñÿ ÷èñëåííî. 
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Ëåêöèÿ 10. 
 

10. Ìåòîäû áîðüáû ñ èñòîùåíèåì âûáîðêè 
 

10.1. Àíàëèç íåñáàëàíñèðîâàííûõ ïàíåëåé 
 

Äî ñèõ ïîð ìû èìåëè äåëî òîëüêî ñ ïîëíûìè èëè ñáàëàíñèðîâàííûìè ïàíå-
ëÿìè, ò.å. ñëó÷àåì, êîãäà âñå îáúåêòû íàáëþäàþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî è òîãî 
æå ïåðèîäà âðåìåíè. Îäíàêî â òèïè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ýìïèðè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèÿõ ÷àùå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ íåïîëíûìè ïàíåëÿìè. Íàïðèìåð, â ïðîöåññå 
ñáîðà äàííûõ îòíîñèòåëüíî àìåðèêàíñêèõ àâèàëèíèé ÷åðåç êàêîå-òî âðåìÿ îáíà-
ðóæèâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ôèðìû óøëè ñ ðûíêà, â òî âðåìÿ êàê íîâûå ó÷àñò-
íèêè ïîÿâèëèñü â òå÷åíèå íàáëþäàåìîãî ïåðèîäà. Òî÷íî òàê æå ïðè èññëåäîâàíèè 
ðàáî÷åé ñèëû èëè àíàëèçå ïîòðåáëåíèÿ íà áàçå ïàíåëåé äîìàøíèõ õîçÿéñòâ 
ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî íåêîòîðûå äîìàøíèå õîçÿéñòâà ïåðåìåñòèëèñü èëè ðàñ-
ïàëèñü è áîëüøå íå ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ïàíåëü.  

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ïðè ñáîðå äàííûõ îòíîñèòåëüíî íàáîðà 
ñòðàí. Íåêîòîðûå ñòðàíû ìîãóò áûòü ïðîñëåæåíû íàçàä â ïðîøëîå äîëüøå, ÷åì 
äðóãèå.  

Ýòè òèïè÷íûå ñöåíàðèè âåäóò ê íåñáàëàíñèðîâàííûì èëè íåïîëíûì ïàíåëÿì.  
Â ýòîé ãëàâå áóäóò èçëîæåíû ýêîíîìåòðè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ 

îöåíèâàíèåì òàêèõ íåïîëíûõ ïàíåëåé, è ïðîàíàëèçèðîâàíû èõ îòëè÷èÿ îò ñëó÷àÿ 
ïîëíûõ äàííûõ. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü â ýòîé ãëàâå, è ýòî î÷åíü ñóùåñòâåííîå 
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïàíåëüíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ íåïîëíûìè èç-çà ñëó÷àéíî ïðî-
ïóùåííûõ íàáëþäåíèé. 

 
10.1.1. Ìîäåëü îäíîêîìïîíåíòíîé îøèáêè  

ñ íåñáàëàíñèðîâàííûìè äàííûìè 
 

×òîáû óïðîñòèòü èçëîæåíèå, ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü ïàíåëü, ñîñòîÿùóþ 
âñåãî èç äâóõ îáúåêòîâ, ñ íåðàâíûì ÷èñëîì âðåìåííûõ íàáëþäåíèé, ò.å. äâà âðå-
ìåííûõ ðÿäà íåðàâíîé äëèíû äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ èíäèâèäóóìîâ (èëè ñòðàí, 
ôèðì è ò.ä.) è çàòåì îáîáùèì àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ N åäèíèö. 

Ïóñòü n1 áóäåò äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà, íàáëþäàåìîãî äëÿ ïåðâîãî èíäèâè-
äóóìà (i = 1) è n2 áóäåò ÷èñëîì äîïîëíèòåëüíûõ íàáëþäåíèé ðÿäà âðåìåíè, äî-
ñòóïíûõ äëÿ âòîðîãî èíäèâèäóóìà (i = 2). Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ âòîðîãî èíäèâèäóó-
ìà ó íàñ â ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ (n1 + n2) íàáëþäåíèé. Òîãäà óðàâíåíèå ìîäåëè 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

1 1 1

2 2 2

,
y X u
y X u

β     = +     
     

 

ãäå îøèáêè iu  ñîäåðæàò ñëó÷àéíóþ èíäèâèäóàëüíóþ êîìïîíåíòó ( );it i itu µ ε= +  y1 è 

y2 – âåêòîðû ðàçìåðíîñòè n1 è n1 + n2 ñîîòâåòñòâåííî; X1 è X2 – ìàòðèöû ðàçìåð-

íîñòè 1n K×  è ( )1 2n n K+ ×  ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ( )
11 11 1, , nu u u′ = …  è 
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( )
1 1 22 21 2 2 ,, , , , ,n n nu u u u +′ = … …  è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ñëó÷àéíîãî âîç-

ìóùåíèÿ èìååò âèä 

1 1

1 1 1 2

1 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

0 0

0 ,

0

n n

n n n n

n n n n

I J

I J J

J I J

ε µ

ε µ µ

µ ε µ

σ σ

σ σ σ

σ σ σ

+ 
 

Ω = + 
 + 

 

ãäå 
inI  îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà ;in  

inJ  – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èç 

åäèíèö ïîðÿäêà ;in  
jinnJ  – ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà èç åäèíèö ðàçìåðíîñòè ji nn × . 

Çàìåòèì, ÷òî âñå íåíóëåâûå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 2 .µσ  Êðîìå òîãî, 

åñëè ïîëîæèòü 
1

j

j i
i

T n
=

= ∑  äëÿ j = 1,2, òî î÷åâèäíî, ÷òî Ω-áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ 

ìàòðèöà ñ j-ûì áëîêîì     

( )2 2 2j j

j

T T
j j T

j j

J J
T I

T Tµ ε εσ σ σ
 

Ω = + + − 
 

 è  

( )2 1/ 2 1 ,j

j

T
j T j

j

J
I Tµσ θ−Ω = − −  ãäå 

2
2

2 2 .j
jT

ε

µ ε

σ
θ

σ σ
=

+
 

Âåêòîð 2 1/ 2
j iyµσ −Ω  áóäåò ñîñòîÿòü èç ýëåìåíòîâ âèäà •− jjjt yy θ , ãäå 

∑
=

• =
jT

t
jt

j
j y

T
y

1

1
. Çàìåòèì, ÷òî jθ  çàâèñèò äëÿ êàæäîãî j-ãî èíäèâèäóóìà îò .jT  Òà- 

êèì îáðàçîì, îöåíêè ÎÌÍÊ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàê æå, êàê è â ïîëíûõ ïàíå-
ëÿõ. Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåïîëíûõ ïàíåëüíûõ äàííûõ âåñà 
ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò äëèíû âðåìåííîãî ðÿäà, êîòîðûé èìååòñÿ â íàøåì ðàñ-
ïîðÿæåíèè äëÿ êîíêðåòíîãî èíäèâèäóóìà.  

Ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:  
1) ñäåëàííûå âûâîäû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè íåçàâèñèìî îò äëèíû ïåðèî-

äà, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî íàáëþäàþòñÿ îáà îáúåêòà îäíîâðåìåííî;  
2) ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îò ñëó÷àÿ âûáîðêè èç äâóõ îáúåêòîâ äî 

ñëó÷àÿ âûáîðêè èç N îáúåêòîâ.  
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòî. Òàê êàê íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû êîâà-

ðèàöèè ðàâíû íóëþ äëÿ íàáëþäåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì ôèðìàì, Ω îñ-
òàåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé, ïîñêîëüêó íàáëþäåíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî ôèðìàì. 

Òàêæå âñå íåíóëåâûå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 2 .µσ  Òàêèì îáðàçîì, 

ìàòðèöà 1/ 2
j
−Ω  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è âûøå. 

Â îáùåì âèäå ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ñ îäíîêîìïîíåíòíîé ñëó÷àéíîé îøèá-
êîé äëÿ íåñáàëàíñèðîâàííûõ ïàíåëåé çàäàåòñÿ â âèäå 
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,it it ity X uα β′= + +  i = 1,…,N, t = 1,…, iT  

,it i itu µ ε= +  

ãäå itX  – âåêòîð ðåãðåññîðîâ; ( )2~ 0,i iiN µµ σ  è íå çàâèñèò îò ( )2~ 0, .i iiN εε σ  Ýòà 

ïàíåëü íåñáàëàíñèðîâàíà, ïîñêîëüêó ðàçíûå èíäèâèäóóìû íàáëþäàþòñÿ â òå÷å-
íèå ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ïåðèîäîâ iT  äëÿ i = 1,…,N. 

Ïåðåïèñàâ ýòî óðàâíåíèå â âåêòîðíîé ôîðìå, ìû ïîëó÷àåì 

,
ny i X u Z u

u Zµ

α β δ
µ ε

= + + = +

= +

r
 

ãäå y è Z ðàçìåðíîñòåé (n, 1) è (n, K) ñîîòâåòñòâåííî; ( ), ,nZ i X=
r

 ( ), ,δ α β′ ′ ′=  

,in T= ∑  ( )
iTZ diag iµ =

r
 è ,

iT ni i
r r

 – âåêòîðà èç åäèíèö ðàçìåðíîñòè iT  è n ñîîòâåòñò-

âåííî; ( )1 2, , ...., nµ µ µ µ ′=  è ( )
111 1 1,...., ,...., ,...,

NT N NTε ε ε ε ε
′

= . 

Îöåíêà ÌÍÊ  

( ) yZZZМНК ′′= −1δ
)

 

áóäåò íàèëó÷øåé ëèíåéíîé íåñìåùåííîé îöåíêîé, åñëè 2
µσ  ðàâíà íóëþ. Äàæå 

êîãäà 2
µσ  ïîëîæèòåëüíà, ÌÍÊ äàåò íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè êîýô-

ôèöèåíòîâ (åñëè, êîíå÷íî, íåò êîððåëÿöèè ìåæäó X è îøèáêîé), ñìåùåíû áóäóò 
ëèøü ñòàíäàðòíûå îøèáêè. Îáîçíà÷èì ðåãðåññèîííûå îñòàòêè .МНК МНКu y Zδ= −

))
 

Îöåíêà «within» âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ â  

( ) 1X X X yβ −′ ′=% % % % %  

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðåîáðàçîâàíèåì i

i

T
T

i

J
Q diag I T

 
= − 

 
 çàâèñèìîé è íåçàâèñè-

ìûõ ïåðåìåííûõ: , .X QX y Qy= =% %  Îöåíêà ñâîáîäíîãî ÷ëåíà: ,y Xα β•• ••= − %%  ãäå 

/ .ity y n•• = ∑∑  Îñòàòêè «within» èìåþò âèä .nu y I Xα β= − − %% %  

Îöåíêà «between» âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ:  

( ) 1 ,B Z PZ Z Pyδ −′ ′=
)

 

ãäå iT

i

J
P diag T

 
=  

 
 è îñòàòêè «between» èìåþò âèä .B

Bu y Zδ= −
))  

Îöåíêà ÎÌÍÊ â ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíà èñòèííàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, 
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( ) 11 1 ,ОМНК Z Z Z yδ
−− −′ ′= Ω Ω

)
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ãäå ( )2 E uuεσ ′Ω = Σ =  ñ ( )2 2/ 1 .j j

j

T T
j T

j j

J J
diag T diag I

T Tµ εσ σ
   

Σ = + + −  
   

 

Òåïåðü ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê áîëåå åñòåñòâåííîé ñèòóàöèè ñ íåèçâåñòíîé 
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé, êîìïîíåíòû êîòîðîé ïîäëåæàò îöåíèâàíèþ. 

 
10.1.2. ANOVA-ìåòîäû îöåíêè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö 

 
ANOVA-ìåòîä – îäèí èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ìåòîäîâ äëÿ îöåíêè êîìïîíåíò 

äèñïåðñèè. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà ìîìåíòîâ, â êîòîðîì ïðè-
ðàâíèâàþò ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ê èõ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì è ðåøàþò 
ïîëó÷èâøóþñÿ òàêèì îáðàçîì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Äëÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íîé ìîäåëè ANOVA-îöåíêè – ëó÷øèå êâàäðàòè÷íûå íåñìåùåííûå (BQU – best 
quadratic unbiased) îöåíêè êîìïîíåíò äèñïåðñèè [14]. Ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîñòè 
ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ýòè ANOVA-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè è ýôôåêòèâ-
íûìè. Äëÿ íåñáàëàíñèðîâàííîé ìîäåëè ñ îäíîêîìïîíåíòíîé îøèáêîé BQU-îöåíêè 
êîìïîíåíò äèñïåðñèè åñòü ôóíêöèÿ ñàìèõ ýòèõ êîìïîíåíò, íî îïòèìàëüíûå ñâîé-
ñòâà ýòèõ îöåíîê, êðîìå íåñìåùåííîñòè, óòðà÷èâàþòñÿ [16].  

ANOVA-ìåòîäû äëÿ íåñáàëàíñèðîâàííûõ ïàíåëåé ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì 
ñëó÷àÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïàíåëåé.  

Ðàññìîòðèì äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, îïðåäåëÿþùèå «within» è «between» 
ñóììû êâàäðàòîâ ñëó÷àéíûõ îøèáîê: 

1q u Qu′=   è 2 ,q u Pu′=  

ãäå i

i

T
T

i

J
Q diag I T

 
= − 

 
 è .iT

i

J
P diag T

 
=  

 
 Ïîñêîëüêó èñòèííûå ñëó÷àéíûå âîçìóùå-

íèÿ íåèçâåñòíû, ìû, ñëåäóÿ Óîëëàñó è Õóñåéíó [21], áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îñòàò-
êàìè ÌÍÊ è ðàññìàòðèâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì: 

( ) ( ) 2 2
1 11 12МНК МНКE q E u Qu µ εδ σ δ σ′= = +) ) )

 

( ) ( ) 2 2
2 21 22 ,МНК МНКE q E u Pu µ εδ σ δ σ′= = +) ) )

 

ãäå  

( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
11 ,tr Z Z Z Z Z Z tr Z Z Z PZ Z Z Z Z Z Zµ µ µ µδ − − −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= −  

  ( )( )1
12 ,n N K tr Z Z Z PZδ −′ ′= − − +  

      ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
21 2 ,n tr Z Z Z Z Z Z tr Z Z Z PZ Z Z Z Z Z Zµ µ µ µδ − − −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − +  

     ( )( )1
22 .N tr Z Z Z PZδ −′ ′= −  

Ïîäñòàâëÿÿ iq)  âìåñòî èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ 
ñèñòåìó óðàâíåíèé, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêàì êîìïîíåíò äèñïåðñèè òèïà Óîëëàñà 
è Õóñåéíà [21]. 

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü îñòàòêè «within» â èñõîäíûå êâàäðàòè÷-
íûå ôîðìû è ïîëó÷èòü 1 W Wq u Qu′= ) )%  è 2 ,W Wq u Pu′= ) )%  ÷òî ïðåäëàãàë äåëàòü Àìåìèÿ 
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[2] äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ñëó÷àÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýòèõ êâàäðàòè÷íûõ 
ôîðì: 

( ) ( ) 2
1 1 ,E q n N K εσ= − − +%  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 2
2

1

11 .
N

n
i

i

J
E q N tr X QX X PX tr X QX X X n Tn nε µσ σ− −

=

    ′ ′ ′ ′ = − + − + −          
∑%  

Ïðèðàâíèâàÿ iq%  ñîîòâåòñòâóþùèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì, ìû ïîëó-
÷àåì îöåíêè êîìïîíåíò äèñïåðñèè, ïðåäëîæåííûå Àìåìèåé: 

( )2 / 1 ,W Wu Qu n N Kεσ ′= − − +) ) )
 

( ) ( ){ }1 1 2

2

1

1
.

/

n
W W

N
ii

Ju Pu N tr X QX X PX tr X QX X Xn
n T n

ε

µ

σ
σ

− −

=

 ′ ′ ′ ′ ′ − − + −    =
− ∑

) ) )
)

 

Ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè Ñâàìè è Àðîðà [15], ïîëüçóÿñü ñóììàìè êâàäðàòîâ 
îñòàòêîâ ðåãðåññèé «within» è «between» îäíîâðåìåííî. Çäåñü ïðèðàâíèâàþòñÿ 

êâàäðàòè÷íûå ôîðìû 1 W Wq u Qu′= ) )%  è 2
B

B Bq u Pu′=) ) )
 è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ: 

( ) ( ) 2
1 1E q n N K εσ= − − +%  

( ) ( )( ) ( )1 2 2
2 .BE q n tr Z PZ Z Z Z Z N Kµ µ µ εσ σ− ′ ′ ′= − + − 

)
 

Îöåíêà ( )2 / 1W Wu Qu n N Kεσ ′= − − +) ) )
 êàê ó Àìåìèè, à îöåíêà ïàðàìåòðà 2

µσ  

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( )
( )( )

' 2
2

1 .B Bu Pu N K
n tr Z PZ Z Z Z Z

ε
µ

µ µ

σ
σ −

− −
=

′ ′ ′−

) ) )
)

 

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ÷èñëèòåëÿ – '
B Bu Pu) )

 – ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî 

êàê ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ðåãðåññèè i iT y •  íà .i iT Z •  
Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ïðèâåñòè åùå îäèí ìåòîä, êîòîðûé â ëèòåðàòóðå ïî-

ëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà Õåíäåðñîíà – Ôóëëåðà – Áàòòåñ [7, 11]. Ýòîò ìåòîä èñ-
ïîëüçóåò ïðåäñêàçàííûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò: 

( ) ( )2 |
1

y y R R
n N Kε

δ µ µ
σ

′ − −
=

− − +
)

 

( ) ( )
( )( )

2
2

1

| 1
,

R N
n tr Z Z Z Z Z Z

ε
µ

µ µ

µ δ σ
σ −

− −
=

′ ′ ′−

)
)

 

ãäå ( ) ( )
2

1

1
,

N
i

ii

yR y Z Z Z Z y
Tµ µ µ µµ

− •

=

′ ′ ′= = ∑  ( ) ( ) 1| ,R y X X X X yδ µ −′ ′ ′= % % % %% %  ( ) ( ) 1R y Z Z Z Z yδ −′ ′ ′=  

è ( ) ( ) ( ) ( )| | .R R R Rµ δ δ µ µ δ= + −  



654 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ  ¹ 4 
 

Ïîìèìî èçëîæåííûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ. 

 
10.2. Ïàíåëè ñ çàìåùåíèåì 

 
Âïåðâûå ïàíåëè ñ çàìåùåíèåì ðàññìîòðåë â 1981 ã. Áüåðí [4]. Êîíñòðóèðî-

âàíèå ïîäîáíûõ ïàíåëåé ïðåñëåäóåò öåëü ïîääåðæàíèÿ îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà 
îáúåêòîâ, íàïðèìåð äîìîõîçÿéñòâ, â âûáîðêå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðèîäà íà-
áëþäåíèÿ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî âûáûâàþùèå ê ìîìåíòó íîâîãî ýòàïà 
îïðîñà äîìîõîçÿéñòâà çàìåùàþòñÿ òàêèì æå ÷èñëîì íîâûõ äîìîõîçÿéñòâ, íå 
ó÷àñòâîâàâøèõ â îïðîñå ðàíåå. Ïîäîáíàÿ ìåðà ïðèçâàíà ïðåïÿòñòâîâàòü ïîñòîÿí-
íî ïðîèñõîäÿùåìó èñòîùåíèþ âûáîðêè, òàê êàê äîìîõîçÿéñòâà ìîãóò ìåíÿòü ìå-
ñòî ïðîæèâàíèÿ, ðàñïàäàòüñÿ, äåëèòüñÿ, íàêîíåö, ïðîñòî ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì 
îòêàçûâàòüñÿ äàëüøå ó÷àñòâîâàòü â îïðîñå. Òàê, â áþäæåòíîì îáñëåäîâàíèè íîð-
âåæñêèõ äîìîõîçÿéñòâ, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî íàïèñàë ñâîþ ðàáîòó Áüåðí, ïîëî-
âèíà âûáîðêè îáíîâëÿëàñü íà êàæäîì ýòàïå îïðîñà. 

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü îñíîâíûå ïðèåìû ðàáîòû ñ òàêèìè ïàíåëÿìè, 
ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî T = 2 è ïîëîâèíà âûáîðêè îáíîâèëàñü âî âòîðîì 
ïåðèîäå. Â ýòîì ñëó÷àå áåç ïîòåðè îáùíîñòè äîìîõîçÿéñòâà 1, 2, …, N/2 çàìåíå-
íû äîìîõîçÿéñòâàìè N+1, N+2, …, N+N/2 â ïåðèîä 2. Î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî äî-
ìîõîçÿéñòâà N/2+1, N/2+2, …, N íàáëþäàþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè îáîèõ ïåðèîäîâ. 
Ïåðâûå æå è ïîñëåäíèå N/2 äîìîõîçÿéñòâ íàáëþäàþòñÿ òîëüêî ïî îäíîìó ïåðèî-
äó. Â öåëîì æå íàáëþäåíèå âåäåòñÿ íàä 3N/2 äîìîõîçÿéñòâàìè.  

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáû÷íóþ ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûì èíäèâèäóàëüíûì ýô-
ôåêòîì 

itiitu εµ +=  

ñ 2~ (0, )i iid µµ σ  è 2~ (0, ),it iid εε σ  íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà è .itX  Ïðîíóìåðóåì 

íàáëþäåíèÿ êàê îáû÷íî òàê, ÷òîáû ïåðâûé èíäåêñ îòâå÷àë çà íîìåð äîìîõîçÿé-
ñòâà, à ïîñëåäíèé çà íîìåð ïåðèîäà íàáëþäåíèÿ, íî óïîðÿäî÷èì èõ íåìíîãî èíà-
÷å, ÷åì ðàíåå: 

( )11 21 1 / 2 1,2 3 / 2,2, ,..., , ,...,N N Nu u u u u u+′ =  è 
2

/ 2
2 2

/ 2 / 2
2 2

/ 2 / 2
2

/ 2

0 0 0
0 0

( ) ,
0 0

0 0 0

N

N N

N N

N

I
I I

E uu
I I

I

µ

µ

σ
σ σ

σ σ

σ

 
 
 ′ = Ω =  
 
  

 ãäå 2 2 2 .µ εσ σ σ= +  

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà Ω  – áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ è ñðåäíèé áëîê 
èìååò âèä, òðàäèöèîííûé äëÿ ìîäåëè îäíîêîìïîíåíòíîé îøèáêè: 

( ) ( )2/2
2

2/2
2

NN IIIJ ⊗+⊗ εµ σσ . 
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Êðîìå òîãî 

/ 2

1/ 2 2 2
2 / 2*

1

/ 2

1 0 0

1 10 0 ,
2 2

10 0

N

N

N

I

J JI I

I

ε

σ

σσ

σ

−

 
 
 

   Ω = + − ⊗      
 
  

 ãäå ( )2* 2 2
1 2 .µ εσ σ σ= +  

Äîìíîæèâ èñõîäíîå ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå íà 2/1−Ω  è ïðèìåíèâ ê ïðåîá-
ðàçîâàííîé ìîäåëè ÌÍÊ, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ÎÌÍÊ äëÿ ïàíåëè ñ çàìåùå-
íèåì. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîñòî ïîäåëèòü äàííûå äëÿ ïåðâûõ N/2 è ïîñëåäíèõ N/2 
íàáëþäåíèé íà .σ  Ñðåäíèå N íàáëþäåíèé ñ íîìåðàìè i = N/2+1, N/2+2,…,N è 
t = 1, 2 íóæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( )( )*1/ ,it iY Yεσ θ •−  ãäå * *
11 εθ σ σ= −  è ( )1 2 / 2.i i iY Y Y• = +  

Àíàëîãè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîäâåðãàþòñÿ è ðåãðåññîðû. 
Ïîñêîëüêó îöåíêè ÎÌÍÊ, êàê ïðàâèëî, áûâàþò íåäîñòóïíû, ìîæíî çàìå-

íèòü èõ îöåíêàìè ðåàëèçóåìîãî ÎÌÍÊ, ò.å. ÐÎÌÍÊ, îöåíèâ ïàðàìåòðû 2
µσ  è 2

εσ . 

Îäíà ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà 2
εσ  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñðåäíèõ N íàáëþäåíèé 

(ò.å. èç íàáëþäåíèé çà äîìîõîçÿéñòâàìè, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â âûáîðêå íà 

ïðîòÿæåíèè âñåõ ïåðèîäîâ íàáëþäåíèÿ). Äëÿ ýòèõ íàáëþäåíèé 2
εσ  ñîñòîÿòåëüíî 

îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè îñòàòêîâ «within»: 

( ) ( )
22

2

1 / 2 1

1 ,
N

it i it i W
t i N

Y Y X XNεσ β• •
= = +

′ = − − −  ∑ ∑ %%  

â òî âðåìÿ êàê ïîëíàÿ äèñïåðñèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñîñòîÿòåëüíî èç ÌÍÊ-
îñòàòêîâ ðåãðåññèè ïî âñåé âûáîðêå: 

( )
2 3 / 2 22 2 2

1 1

2 .
3

N

it it МНК
t i

Y XNε µσ σ σ β
= =

′= + = −∑ ∑
)

% % %  

Ìû ìîæåì ïåðåóïîðÿäî÷èòü íàáëþäåíèÿ òàê, ÷òîáû äîìîõîçÿéñòâà, íàáëþ-
äàåìûå â òå÷åíèå îäíîãî ïåðèîäà, ñòîÿëè â íà÷àëå, à äîìîõîçÿéñòâà, íàáëþäàå-
ìûå â òå÷åíèå äâóõ ïåðèîäîâ, ñòîÿëè â êîíöå. Òàêîé ñïîñîá ðàñïîëîæåíèÿ äàí-
íûõ ñâîäèò çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ïàíåëè ñ çàìåùåíèåì ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ íåñáà-
ëàíñèðîâàííîé ïàíåëè, â êîòîðîé N äîìîõîçÿéñòâ íàáëþäàþòñÿ îäèí ïåðèîä è 
N/2 äîìîõîçÿéñòâ íàáëþäàþòñÿ äâà ïåðèîäà.  

Èçëîæåííûé ÐÎÌÍÊ-ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïàíåëåé ñ çàìåùåíèåì ëåãêî ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà òðåõïåðèîäíûå ïàíåëè ñ ðîòàöèåé N/2 äîìîõîçÿéñòâ, à òàêæå 
íà òðåõïåðèîäíûå ïàíåëè ñ ðîòàöèåé N/3 äîìîõîçÿéñòâ â êàæäûé ïåðèîä è ò.ä. 
Äëÿ áîëåå îáùèõ ñõåì ðîòàöèè è áîëåå äëèííûõ ïàíåëåé ëó÷øå èñïîëüçîâàòü 
ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. 
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Àíàëèç ïàíåëåé ñ çàìåùåíèåì ìîæåò áûòü òàêæå ëåãêî ðàñïðîñòðàíåí íà 
ñèñòåìû âíåøíå íå ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé, íà ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé 
è íà äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè. 

Îïòèìàëüíûé âûáîð ïåðèîäà ðîòàöèè èçó÷àåòñÿ â ðàáîòå Íèéìàíà, Âåðáè-
êà è Âàí Ñóñòà [13] ñ ïîìîùüþ îöåíèâàíèÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñðåäíèõ çíà÷å-
íèé íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ïî ïåðèîäó. 

Ïàíåëè ñ çàìåùåíèåì ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòåëþ ïðîòåñòèðîâàòü íàëè÷èå 
ñïåöèôè÷åñêèõ ñìåùåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìîìåíòîì ñòðóêòóðíûõ ñäâèãîâ, êîòîðûå 
ìîãóò èìåòü ìåñòî ïðè ïðîëîíãèðîâàííûõ îáñëåäîâàíèÿõ, ò.å. âûÿâèòü íàëè÷èå 
çíà÷èìûõ èçìåíåíèé â îòâåòàõ íà îäíè è òå æå âîïðîñû ó èíäèâèäóóìîâ, èíòåð-
âüþèðóåìûõ ñ íà÷àëüíîãî ïåðèîäà îáñëåäîâàíèÿ, è ó èíäèâèäóóìîâ, ïîäêëþ÷åí-
íûõ ê îïðîñó ïîçæå. 

 
10.3. Ïñåâäîïàíåëè 

 
Äëÿ íåêîòîðûõ ñòðàí ïàíåëè ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü. Âìåñòî íèõ èññëåäîâà-

òåëü ìîæåò ðàñïîëàãàòü îáøèðíûìè äàííûìè åæåãîäíûõ îïðîñîâ äîìîõîçÿéñòâ, 
ò.å. ïîâòîðíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè âûáîðêàìè. Âîçìîæíà ëè êà÷åñòâåííàÿ èäåí-
òèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ? Â ðà-
áîòàõ Íèéìàíà è Âåðáèêà [20] ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ îöåíêè íåêîòîðûõ 
ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ïîâòîðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âûáîðêàõ, îêà-
çûâàþòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíû, ÷åì îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïðè àíàëèçå ïàíåëåé. Òåì 
íå ìåíåå íåêîòîðûå àâòîðû (Õåêìàí è Ðîáá [10], Äèòîí è Ìîôôèòò [6, 12]) íà-
ñòàèâàþò íà òîì, ÷òî äëÿ îöåíèâàíèÿ ìíîãèõ îáùåïðèíÿòûõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü 
èñïîëüçîâàíû ñèíòåòè÷åñêèå ïàíåëüíûå äàííûå, ïîñòðîåííûå íà âûáîðêàõ êî-
ãîðò, à íå èíäèâèäóóìîâ. 

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà ìîäåëü ñ èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì, 
êîððåëèðîâàííûì ñ ðåãðåññîðàìè (ìîäåëü ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòîì), è 
ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâà îöåíîê, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâàíèè ïàíåëåé êîãîðò, 
ñêîíñòðóèðîâàííûõ èç ñåðèé íåçàâèñèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ äàííûõ. Â ýòîì ïîä-
õîäå ñõîæèå ïî íåêîòîðûì ïðèçíàêàì èíäèâèäóóìû ãðóïïèðóþòñÿ â êîãîðòû, 
ïîñëå ÷åãî âûáîðî÷íûå ñðåäíèå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ êîãîðò ðàññìàòðèâàþòñÿ â 
êà÷åñòâå íàáëþäåíèé â ñèíòåòè÷åñêîé ïàíåëè. Ïîñêîëüêó íàáëþäàåìûå ñðåäíèå 
ïî êîãîðòàì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êàê áû èçìåðåííûå ñ îøèáêîé çíà÷åíèÿ èñòèí-
íûõ òåîðåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîãîðòû, Äèòîíîì áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìàò-
ðèâàòü ìîäåëü ñ îøèáêàìè èçìåðåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ýòà ìîäåëü äàåò ñîñòîÿòåëü-
íûå îöåíêè ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáûõ èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. 

Îäíàêî, åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé â êîãîðòå âåëèêî, ïðîáëåìó îøèáîê èçìå-
ðåíèÿ ìîæíî èãíîðèðîâàòü è ïðèìåíÿòü ê ïàíåëè êîãîðò òå æå ìåòîäû àíàëèçà, 
÷òî è ê åñòåñòâåííûì ïàíåëÿì. 

 
10.3.1. Îöåíèâàíèå ïî äàííûì î êîãîðòàõ 

 
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ ìîäåëü: 

,it it i ity X β µ ε′= + +  

ãäå èíäåêñ i íóìåðóåò èíäèâèäóóìîâ, èíäåêñ t íóìåðóåò âðåìåííûå ïåðèîäû. Áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî | 0it jsE Xε =    äëÿ ëþáûõ i, j, t, s. Â êàæäûé ïåðèîä 
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âðåìåíè äîñòóïíû íàáëþäåíèÿ íàä N íåçàâèñèìûìè èíäèâèäóóìàìè, ò.å. íå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðåäûäóùèé ïåðèîä íàáëþäàëèñü òå æå ñàìûå ðåñïîíäåíòû, 
èëè íå ñîõðàíÿþòñÿ èõ èäåíòèôèêàöèîííûå íîìåðà, ïðèñâîåííûå â ïðåäûäóùèé 
ïåðèîä. 

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ èíäèâèäóàëüíûé ýôôåêò iµ  êîððåëèðîâàí ñ îáúÿñ-

íÿþùèìè ïåðåìåííûìè ,itX  òàê ÷òî ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûì èíäèâèäóàëüíûì ýô-
ôåêòîì äàåò íåñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè è ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ ñ äåòåðìè-
íèðîâàííûì èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì. Êîãäà äîñòóïíû åñòåñòâåííûå ïàíåëüíûå 
äàííûå, òàêàÿ ìîäåëü îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ «within», ýëèìèíè-
ðóþùåãî èíäèâèäóàëüíûå ýôôåêòû. Îäíàêî, î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñòðàòåãèÿ íåïðèåì-
ëåìà, êîãäà âìåñòî ïàíåëè äîñòóïíû ïîâòîðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå âûáîðêè. 

Â 1985 ã. Äèòîí ïðåäëîæèë êîíñòðóèðîâàòü äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ïñåâäîïà-
íåëü èëè ïàíåëü èç êîãîðò.   

Ïóñòü ïî íåêîòîðûì îáùèì ïðèçíàêàì èíäèâèäóóìû ãðóïïèðóþòñÿ â C êî-
ãîðò. Ýòè êîãîðòû îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé èíäèâèäóóì áûë 
÷ëåíîì òîëüêî îäíîé êîãîðòû, è îïðåäåëåíèå ñàìîé êîãîðòû íå ìåíÿåòñÿ â òå÷å-
íèå âñåãî ïåðèîäà íàáëþäåíèÿ. Íàïðèìåð, êîãîðòà ìîæåò ñîñòîÿòü èç ìóæ÷èí, 
ðîäèâøèõñÿ  â 1945–1949 ãã. Ìîäåëü, çàïèñàííàÿ äëÿ ñîçäàííûõ òàêèì îáðàçîì 
êîãîðò, ïðèìåò âèä 

ctctctct Xy εµβ ++′= , ãäå ñ = 1,…,C,  t = 1,…,T. 

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïðè îöåíèâàíèè ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíäèâè-
äóàëüíûé ýôôåêò êîãîðòû çàâèñèò îò âðåìåíè è îäíîâðåìåííî êîððåëèðóåò ñ 
ðåãðåññîðàìè. Ïðåíåáðåæåíèå ýòîé êîððåëÿöèåé ïðèâîäèò ê íåñîñòîÿòåëüíûì 
îöåíêàì, à ó÷åò – ê ïðîáëåìå ñ èäåíòèôèêàöèåé ïàðàìåòðîâ, êîòîðàÿ ñíèìàåòñÿ 
òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè çàâèñèìîñòüþ ctµ  îò t ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîñëåäíåå âîç-
ìîæíî, åñëè ÷èñëî èíäèâèäóóìîâ â êîãîðòå âåëèêî. 

Àëüòåðíàòèâíûé ïóòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðåäëîæèë Äèòîí, êîòîðûé ðàñ-
ñìàòðèâàë ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü íå äëÿ íàáëþäàåìûõ âûáîðî÷íûõ ðåàëèçàöèé 
êîãîðò, à äëÿ êîãîðò âî âñåé èõ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè: 

* * * * ,ct ct c cty X β µ ε′= + +  ãäå ñ = 1,…,C,  t = 1,…,T, 

ãäå âåëè÷èíû ñî çâåçäî÷êîé îçíà÷àþò ãåíåðàëüíûå ñðåäíèå ïî êîãîðòàì, è äå-
òåðìèíèðîâàííûé èíäèâèäóàëüíûé ýôôåêò êîãîðòû òåïåðü íå çàâèñèò îò âðåìå-
íè, òàê êàê ãåíåðàëüíûå ñîâîêóïíîñòè êîãîðò ñîäåðæàò îäíèõ è òåõ æå èíäèâè-
äóóìîâ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðèîäà íàáëþäåíèÿ. Åñëè âäðóã îêàæåòñÿ, ÷òî ãå-
íåðàëüíûå ñðåäíèå ïî êîãîðòàì íàáëþäàåìû, òî ïîñëåäíÿÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü 
îöåíåíà ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè. Íî òàê êàê òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåðåàëüíà, åñòåñò-
âåííåå ðàññìàòðèâàòü ïðåäûäóùóþ ìîäåëü ñ âûáîðî÷íûìè ñðåäíèìè ïî êîãîð-
òàì, êîòîðûå òðàêòóþòñÿ êàê èçìåðåííûå ñ îøèáêàìè ãåíåðàëüíûå ñðåäíèå. Äè-
òîí ïðåäïîëîæèë, ÷òî îøèáêè èçìåðåíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì 
ñðåäíèì è íå çàâèñÿò îò èñòèííûõ çíà÷åíèé ãåíåðàëüíûõ ñðåäíèõ, ò.å. 

*
00

*~ ; .ct ct

ct ct

y y
N

X X
σ σ
σ

′      
     Σ     

 



658 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ  ¹ 4 
 

Îäèí èç ïóòåé îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà β  ëåæèò â ðàìêàõ ìîäåëè ñ îøèá-
êàìè èçìåðåíèÿ. Åñëè îáîçíà÷èòü âåêòîð-ñòðîêó äàììè-ïåðåìåííûõ, îòâå÷àþùèõ 

èíäèâèäóàëüíîìó ýôôåêòó êîãîðò, ÷åðåç ,cd ′  à âåêòîð ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóþùèõ 

èì êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåç * * *
1( , , ) ,Cµ µ µ ′= …  òî ïðåäëîæåííàÿ Äèòîíîì îöåíêà âåê-

òîðà âñåõ êîýôôèöèåíòîâ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1

1 1 1 1
,

C T C T
c c c ct c ct

c t c tct c ct ct ct ct

d d d X d y
X d X X X y

µ
σβ

−

= = = =

′ ′ ′       =       ′ ′ ′− Σ −       
∑∑ ∑∑

)
) ) )  

ãäå Σ
)

 è σ)  – îöåíêè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâàíèè èíäèâèäóàëüíûõ íàáëþäåíèé. Åñ-

ëè áóäóò âûïîëíåíû íèæåñëåäóþùèå óñëîâèÿ, òî îöåíêà β
)
 áóäåò ñîñòîÿòåëüíà, 

êîãäà îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé ,CT → ∞  à îöåíêà µ)  áóäåò ñîñòîÿòåëüíà, êîãäà 

/ .NT C → ∞  
 
Óòâåðæäåíèå 1. Ìàòðèöà ìîìåíòîâ òåîðåòè÷åñêèõ ñðåäíèõ îáúÿñíÿþùèõ 

ïåðåìåííûõ 
1 1

1lim
C T

c c c ct

CT c t ct c ct ct

d d d X
p CT X d X X→∞ = =

′ ′ 
 ′ ′ − Σ 

∑∑ )  íå ñèíãóëÿðíà. 

Åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé â êîãîðòå íå ñëèøêîì ìàëî, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èã-
íîðèðîâàòü ïðîáëåìó îøèáîê èçìåðåíèÿ è îöåíèâàòü ìîäåëü, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 
ãåíåðàëüíûå è âûáîðî÷íûå ñðåäíèå ýêâèâàëåíòíû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áóäåò 
ïîëó÷èòü îöåíêó :Wβ

)
 

Wβ
)

= ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
,

С T С T

ct c ct c ct c ct c
с t с t

X X X X X X y y
−

= = = =

   ′ ′− − − −   
   
∑∑ ∑∑  

ãäå cX =
1

1 ,
T

ct
t

XT =
∑  cy =

1

1 .
T

ct
t

yT =
∑   

Wβ
)

 áóäåò íåñìåùåííîé, åñëè [ ]| 0,ct c ct cE X Xµ µ− − =  ò.å. èíäèâèäóàëüíûé 
ýôôåêò êîãîðò íå êîððåëèðóåò ñ ðåãðåññîðàìè, è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå. 

 
Óòâåðæäåíèå 2. Ìàòðèöà ìîìåíòîâ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ îáúÿñíÿþùèõ 

ïåðåìåííûõ ïî êîãîðòàì ( ) ( )
1 1

1lim
C T

ct c ct c
CT c t
p X X X XCT→∞ = =

′− −∑∑  íå ñèíãóëÿðíà.  

Åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé â êîãîðòå N/C âåëèêî, òî óñëîâèå 
[ ]| 0ct c ct cE X Xµ µ− − =  âûïîëíÿåòñÿ. Íî ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óâåëè÷å-

íèå ÷èñëà íàáëþäåíèé â êîãîðòå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà ñàìèõ êîãîðò â ñèí-

òåòè÷åñêîé ïàíåëè è, òàêèì îáðàçîì, ê óâåëè÷åíèþ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê îöåíêè Wβ
)

. 
Âûáîð îïòèìàëüíîãî ïðèíöèïà ðàçáèåíèÿ íà êîãîðòû äîëæåí ó÷èòûâàòü âëèÿíèå 
ðàçáèåíèÿ íà âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ îöåíîê è íà âåëè÷èíó äèñïåðñèè îöåíîê. 
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10.3.2. Âëèÿíèå âûáîðà êîãîðò íà âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ 
 

Ïåðâîå, ÷òî íàì ïðåäñòîèò âûÿñíèòü, – ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ, ÷òî 
áîëüøîå ÷èñëî íàáëþäåíèé â êîãîðòå èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü ïðî-
áëåìó îøèáîê èçìåðåíèÿ. Çàôèêñèðóåì äëÿ ïðîñòîòû ÷èñëî íàáëþäåíèé â êîãîðòå 
N/C. ×òîáû óïðîñòèòü àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ìû àïïðîêñèìèðóåì ñìåùåíèå 
êîíå÷íûõ âûáîðîê àñèìïòîòè÷åñêèì ñìåùåíèåì ïðè áîëüøèõ C è N. Êàê ïîêàçàëè 
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ýòà àïïðîêñèìàöèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íà ïðè C ~ 10–20. Áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ ïðîñòîòû ëèíåéíóþ ìîäåëü ñ îäíèì ðåãðåññîðîì: 

,it it i ity X β µ ε= + +  

ãäå, ñëåäóÿ ×åìáåðëåíó, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. 
 
Ïðåäïîëîæåíèå 1.  Ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü èíäèâèäóàëüíîãî ýôôåêòà 

ñ ðåãðåññîðîì èìååò âèä 

,i i iXµ λ ξ•= +   ãäå ( )| 0i itE Xξ =  äëÿ âñåõ  t =1,…,T  è ( ) 2 .iV ξξ σ=  

Òîãäà 0λ =  – äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîñòîÿòåëüíîñòè .Wβ
)

 Ïðèíöèï êîíñòðóè-
ðîâàíèÿ êîãîðò ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

 
Ïðåäïîëîæåíèå 2. Êîãîðòû ôîðìèðóþòñÿ íà îñíîâàíèè íåïðåðûâíî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ, ñ äèñïåðñèåé ðàâíîé åäèíèöå, íåçàâèñèìûõ ïî èíäèâèäóóìàì âåëè-
÷èí z. Áîëåå òîãî, êîãîðòû âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü 
ïðèíàäëåæíîñòè ê îäíîé èç íèõ áûëà îäíà è òà æå äëÿ âñåõ êîãîðò. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì âñå êîãîðòû èìåþò ïðèìåðíî îäíî 
è òî æå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Íà ïðàêòèêå ïåðåìåííàÿ z ìîæåò îñíîâûâàòüñÿ áîëåå ÷åì 
íà îäíîé ïåðåìåííîé, íî âûáîð z îãðàíè÷åí ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè: 

• iz  äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé ïî âðåìåíè äëÿ âñåõ èíäèâèäóóìîâ, òàê êàê 

èíäèâèäóóìû íå äîëæíû ïåðåõîäèòü èç êîãîðòû â êîãîðòó; 

• iz äîëæíà áûòü íàáëþäàåìà äëÿ âñåõ èíäèâèäóóìîâ â âûáîðêå. 

Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå iz  íå ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíà ïåðåìåííàÿ òèïà «çàðàáîòíàÿ ïëàòà â 1988 ã.» èëè «ðàçìåð ñåìüè íà 1 ÿíâà-
ðÿ 1990 ã.», òàê êàê ïîäîáíûå ïåðåìåííûå, êàê ïðàâèëî, íå íàáëþäàþòñÿ äëÿ âñåõ 
èíäèâèäóóìîâ â âûáîðêå. Îáû÷íî íà ïðàêòèêå äëÿ âûäåëåíèÿ êîãîðò èñïîëüçó-
þòñÿ òàêèå ïåðåìåííûå, êàê ïîë è äàòà ðîæäåíèÿ. 

×òîáû îöåíêè îáëàäàëè õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, ãåíåðàëüíûå ñðåäíèå ïî êî-
ãîðòàì äîëæíû èçìåíÿòüñÿ è ïî êîãîðòàì, è ïî âðåìåíè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýòî-
ãî îáñòîÿòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå. 

 
Ïðåäïîëîæåíèå 3. Ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó itX  è iz  èìååò âèä 

,it t t i itX z vθ γ= + +  ãäå tθ  – äåòåðìèíèðîâàííûé âðåìåííîé ýôôåêò, à itv  íå êîð-

ðåëèðóåò ñ iz , èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ïîñòîÿííóþ äèñ-

ïåðñèþ 2
vσ , è { } 2

it is vE v v ρσ=  äëÿ ts ≠ . 
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ âûøå ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ àñèìïòî-
òè÷åñêîå ñìåùåíèå îöåíêè «within» èìååò âèä 

( ) ( ) 2

1 2

1 1
lim ,W

C

T
p T

ρ τω
β β λ δ

ω τω→∞

+ − − = =  + 

)
 

ãäå ( )1 / ,T Tτ = −  2ω  – äèñïåðñèÿ îøèáêè èçìåðåíèÿ ,ctX  ò.å. 

( )2* 1 2
2

1 1

1lim ,
C T

ct ct c v
C c t
p X X nCTω σ−

→∞ = =

= − =∑∑  

ãäå cn  – ÷èñëî èíäèâèäóóìîâ â êàæäîé êîãîðòå (N/C), à 1ω  – èñòèííàÿ äèñïåðñèÿ 
«within» äëÿ êîãîðò 

( )2* *
1

1 1

1lim
C T

ct c
C c t
p X XCTω

→∞ = =

= −∑∑
2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 .
T T T T

t s t s
t s t sT T T T

θ θ γ γ
= = = =

   = − + −   
   

∑ ∑ ∑ ∑  

Â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ 3 ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå 1 âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðè 1 0,ω >  â òî âðåìÿ êàê óòâåðæäåíèå 2 âûïîëíÿåòñÿ ïðè 1 2 0,ω τω+ >  

÷òî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà tθ  èëè tγ  âàðüèðóþòñÿ ñî âðåìåíåì. Åñëè ýòî 
íå òàê, ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè äëÿ îöåíêè Äèòîíà íå ñóùåñòâóåò, à ñìåùåíèå 
îöåíêè «within» áóäåò ìàêñèìàëüíûì è ðàâíûì 

( ) ( )
max

1 1
lim ,W

C

T
p T

ρ
β β λ δ

→∞

+ − − = =  

)
 

÷òî íå çàâèñèò îò ðàçìåðà êîãîðò. Âûáîð áîëüøèõ êîãîðò áóäåò óìåíüøàòü ñìå-
ùåíèå òîëüêî ïðè 1 0.ω >  Ïîñêîëüêó 2ω  – óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ,cn  ñìåùåíèå 
îöåíêè «within» ìèíèìàëüíî, åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé â êàæäîé êîãîðòå ìàêñè-
ìàëüíî âåëèêî. 

Åñëè îòíîøåíèå 2
1 / vσω  íå ñëèøêîì ìàëî, òî ðåàëüíîå ñìåùåíèå áóäåò ìíîãî 

ìåíüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå ïðè áîëüøèõ .cn  Íàïðèìåð, åñëè 2
1 / vω σ =0,5, 

ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî ñìåùåíèå áóäåò ìåíüøå 2% îò ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ 

ïðè íàëè÷èè â êîãîðòå 100 èëè áîëåå ÷ëåíîâ. Åñëè æå 2
1 / vσω =0,05, òî ñìåùåíèå 

áóäåò ñîñòàâëÿòü áîëåå 17% . 
Åñëè ãîâîðèòü îá ýìïèðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òî ÷àùå âñåãî îøèáêè èçìå-

ðåíèÿ èãíîðèðóþòñÿ, è èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà «within». Ñëåäóåò çàìå-
òèòü, ÷òî ðàçìåð êîãîðò ìîæåò áûòü âûáðàí ìåíüøå, åñëè ïåðåìåííàÿ iz  – èäåí-
òèôèêàòîð êîãîðòû – âûáðàíà òàêèì ñïîñîáîì, ÷òî èñòèííàÿ äèñïåðñèÿ «within» 

äëÿ êîãîðò âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ 2 .vσ  
 

10.3.3. Âëèÿíèå âûáîðà êîãîðò íà äèñïåðñèþ 
 

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñìåùåíèå îöåíêè «within» 
äëÿ ñèíòåòè÷åñêîé ïàíåëè ìîæåò áûòü ìàëî, åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé â êîãîðòå 
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äîñòàòî÷íî âåëèêî. Îäíàêî, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî íàáëþäåíèé â êîãîðòàõ, ìû òåì 
ñàìûì óìåíüøàåì ÷èñëî ñàìèõ êîãîðò, ò.å. ÷èñëî íàáëþäåíèé â ñèíòåòè÷åñêîé 
êîãîðòå (CT), à ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷èâàåì äèñïåðñèþ îöåíêè .Wβ

)
 Â ýòîì ïîä-

ðàçäåëå áóäåò áîëåå äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå âûáîðà ÷èñëà êîãîðò íà 

äèñïåðñèþ .Wβ
)

 Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó èñòèííîé äèñïåðñèåé Wβ
)

 è 
ïðåäåëîì ïî âåðîÿòíîñòè åå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî 
ôóíêöèåé ñìåùåíèÿ.  

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ Wβ
)

 ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

{ } ( ) 2 *
1 2

1 ,WV VCTβ ω τω −= +
)

 

ãäå ( )( )*

1 1

1lim .
C T

ct c ct c ct c
C c t

V p V X X
CT

µ µ ε ε• • •
→∞ = =

 = − − + − 
 

∑∑  

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûðàæåíèÿ â ôèãóðíûõ 
ñêîáêàõ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå íå ðàâíî íóëþ èç-çà íåñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè 
(åñëè 0≠λ ). Áîëåå òîãî, ñóììèðîâàíèå ïî c è t íå ÿâëÿåòñÿ íè ñóììèðîâàíèåì 
íåçàâèñèìûõ, íè ñóììèðîâàíèåì îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí. Ýòî óñëîæ-
íÿåò äàëüíåéøèå âûêëàäêè. Íî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î òîì, ÷òî 

ctX , ctµ  è ctε  íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû, äèñïåðñèþ Wβ
)

 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

{ } ( ) ( ) 12 2 1 2
1 2

1 ,W cV nCT µ εβ σ σ ω τω δ−− = + + + 
)

 

ãäå δ  – ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ñìåùåíèå îöåíêè Wβ
)

 è 

( )2 2 1 2
2

1 1
.c

T
n Tµ ξ

ρ
σ σ λ ω− + − = +   

 

Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà êîãîðò cn  âëèÿåò íà äèñïåðñèþ Wβ
)

 äâîÿêèì îáðàçîì: 

•  ñíèæàþòñÿ äèñïåðñèè îøèáîê èçìåðåíèÿ 2ω  è îøèáêè óðàâíåíèÿ 2 2 1;cnµ εσ σ −+  

•  ñíèæàåòñÿ îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé CT. 
Ïåðâûé ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì, òàê ÷òî, óâåëè÷èâàÿ ,cn  ìîæíî 

âûçâàòü óìåíüøåíèå äèñïåðñèè Wβ
)

 äëÿ ñèíòåòè÷åñêîé ïàíåëè. 
Â ñòàíäàðòíûõ ïàêåòàõ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà äèñïåðñèè: 

{ } ( )
12

2

1 1
,

C T

W ct c
c t

V X Xβ σ
−

•
= =

 
= − 

 
∑∑

)) )
 

êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, íî â îáùåì ñëó÷àå ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê 

{ } ( ) 12
1 2

1 ,WV CTβ σ ω τω −= +
)( (
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ãäå 2 2lim
C
pσ σ

→∞
= =( ) ( ) 12 2 1 2

1 2cnµ εσ σ δ ω τω −−+ − +  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåäîîöåíåííóþ èñ-

òèííóþ äèñïåðñèþ îøèáêè ( )2 2 1.cnξ εσ σ −+  Èñïîëüçóÿ ýòîò ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè, 

ìîæíî çàïèñàòü îöåíêó äèñïåðñèè â âèäå 

{ } ( )( ) 12 2 1 2
1 2

1 .W cV nCT µ εβ σ σ ω τω δ−− = + + − 
)(

 

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ÿâñòâóåò, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó èñòèííîé äèñïåðñèåé è 

ïðåäåëîì ïî âåðîÿòíîñòè îöåíåííîé äèñïåðñèè ðàâíà 22 / CTδ  è áóäåò ìàëà ïðè 
íåáîëüøèõ ñìåùåíèÿõ .δ  

 
10.3.4. Ïðèëîæåíèå: îöåíèâàíèÿ êðèâîé Ýíãåëÿ 

 
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì îöåíèâàíèå êðèâîé Ýíãåëÿ äëÿ ðàñõî-

äîâ íà ïèòàíèå â íåìåöêèõ äîìîõîçÿéñòâàõ, ïðîäåëàííîå â ðàáîòå Âåðáèêà è Íèé-
ìàíà [20]. Ðàáîòà âûïîëíåíà íà îñíîâàíèè åæåìåñÿ÷íûõ ïîâòîðíûõ ïðîñòðàíñò-
âåííûõ âûáîðîê èç 367 äîìîõîçÿéñòâ, íàáëþäàåìûõ â òå÷åíèå 1986 ã.  

Îöåíèâàåìàÿ ìîäåëü èìååò âèä 

ln ,it it i itw Xβ µ ε= + +  1,...,12,t =  

ãäå itw  – äîëÿ ðàñõîäîâ íà ïèòàíèå â îáùåì áþäæåòå; ln itX  – íàòóðàëüíûé ëîãà-
ðèôì îáùèõ ðàñõîäîâ íà òîâàðû íåäëèòåëüíîãî ïîëüçîâàíèÿ. Èíäèâèäóàëüíûé 
ýôôåêò iµ  îòðàæàåò âëèÿíèå ñïåöèôè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äîìîõîçÿéñòâ (âîç-
ðàñò, îáðàçîâàíèå, ðàçìåð ñåìüè è ò.ä.), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåèçìåííûìè íà ïðî-
òÿæåíèè ïåðèîäà íàáëþäåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïåðåìåííûå êîððåëèðóþò ñ îá-
ùèìè ðàñõîäàìè íà òîâàðû íåäëèòåëüíîãî ïîëüçîâàíèÿ, è ïîýòîìó ïðåäïî÷òè-
òåëüíåå èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ñ äåòåðìèíèðîâàííûì èíäèâèäóàëüíûì ýôôåêòîì. 
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1 ïðåäûäóùåãî ïîä-
ðàçäåëà: 

ln .i i iXµ λ ξ•= +  

Êîíñòðóèðîâàíèå êîãîðòû áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ íà îñíîâàíèè äàííûõ î äàòå 
ðîæäåíèÿ ãëàâû äîìîõîçÿéñòâà, êàê è âî ìíîãèõ àíàëîãè÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïî-
ñêîëüêó ñâÿçü ìåæäó âîçðàñòîì è îáùèìè ðàñõîäàìè ñêîðåå âñåãî íåëèíåéíà, â 
êà÷åñòâå ïåðåìåííîé-èäåíòèôèêàòîðà êîãîðòû, ,iz  âûáèðàåòñÿ êâàäðàò îòêëîíå-
íèÿ èíäèâèäóàëüíîé äàòû ðîæäåíèÿ îò ñðåäíåé äàòû ðîæäåíèÿ â âûáîðêå, âû-
ðàæåííîé â ãîäàõ è ìåñÿöàõ. Äàëåå iz  ïðåîáðàçîâàíà òàê, ÷òîáû åå äèñïåðñèÿ 
áûëà ðàâíà åäèíèöå. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ 3  

ln .it i t i itX z vθ γ= + +  

Èñïîëüçóÿ 367 íàáëþäåíèé ñáàëàíñèðîâàííîé ïîäïàíåëè, ëåãêî ïîëó÷èòü 
ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, 
ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå (â ñêîáêàõ ïðèâåäåíû ñòàíäàðòíûå îøèáêè): 
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1 1

2 2

3 3

4 4
2

5 5

0,188(0,006) 12,235(0,041) 0,147(0,028)
0,110(0,007) 12,085(0,041) 0,132(0,028)

0,105 12, 202(0,037) 0,164(0,026)

0,072 12,238(0,041) 0,150(0,028)
0,305 12, 270(0,043) 0,170(0,030)v

ξ

ε

β θ γ
λ θ γ

σ θ γ

σ θ γ
σ θ γ
ρ

− −
−
−

−
−

61 6

7 7

1 8 8

9 9

10 10

11 11

0,634 12,165(0,041) 0,156(0,028)
12,161(0,046) 0,156(0,022)

0,00681 12,152(0,042) 0,139(0,029)
12,180(0,039) 0,154(0,027)
12,328(0,042) 0,162(0,029)
12, 224(0,043) 0,181(0,030)

θ γ
θ γ

ω θ γ
θ γ
θ γ
θ γ
θ

−
−
−
−
−
−

12 1212,385(0,048) 0,233(0,033)γ −

 

 
Âñå îöåíåííûå çíà÷åíèÿ iγ  îòðèöàòåëüíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáùèå ðàñ-

õîäû íà òîâàðû íåäëèòåëüíîãî ïîëüçîâàíèÿ ìàêñèìàëüíû â ñðåäíåì âîçðàñòå 
49,2 ãîäà. Õîòÿ ñàìè çíà÷åíèÿ iθ  è iγ  çíà÷èìî îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ, èõ îáùàÿ 

äèñïåðñèÿ, âû÷èñëåííàÿ êàê óêàçàíî â ïîäðàçäåëå 10.3.2 – 1ω = 0,00681, – ìàëà 

ïî ñðàâíåíèþ ñ 2
vσ = 0,305. Õîòÿ çàâèñèìîñòü âîçðàñòà îò îáùèõ ðàñõîäîâ ñóùå-

ñòâåííà, îñíîâàíèé äóìàòü, ÷òî âèä ýòîé çàâèñèìîñòè çíà÷èìî ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì, íå îáíàðóæèâàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, îöåíêà, âû÷èñëåííàÿ ìåòîäîì Äèòîíà ñ 
ó÷åòîì îøèáîê èçìåðåíèÿ ïåðåìåííûõ, óêàçûâàåò íà ýòîò ôàêò, ïîñêîëüêó äèñ-
ïåðñèÿ ýòîé îøèáêè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà 1ω . 

Íåîáõîäèìî ïðîòåñòèðîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ 3 è ñòðóêòóðó 
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû .itv  LM-òåñò íà àâòîêîððåëÿöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà äàåò 
çíà÷åíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè 0,057, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî íàøà 
ìîäåëü âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè.  

Èç âûðàæåíèÿ ( ) ( )
max

1 1
lim W

C

T
p T

ρ
β β λ δ

→∞

+ − − = =  

)
 ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, 

÷òî ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå îöåíêè «within», îñíîâàííîå íà äàííûõ ïî êîãîðòàì 
çà 12 ïåðèîäîâ, ðàâíî 0,0731, ÷òî ñîñòàâëÿåò 39% îò (îöåíåííîé) èñòèííîé âåëè-
÷èíû. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî âûáîð ïåðåìåííîé-èäåíòèôèêàòîðà êîãîðò – â 
íàøèõ ðóêàõ, ìû ìîæåì ýëèìèíèðîâàòü ÷àñòü ýòîãî ñìåùåíèÿ, óâåëè÷èâ ðàçìåð 
êîãîðò. Ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ òàáë. 1, ãäå òåîðåòè÷åñêîå ñìåùåíèå îöåíêè «within» 
ïðèâåäåíî äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ êîãîðò. 

Çàìåòèì, ÷òî ñìåùåíèå ìåäëåííî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ðàçìåðà êîãîðò. 
Âåëè÷èíû â ïîñëåäíèõ ñòîëáöàõ âû÷èñëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè 

{ } ( ) 12
1 2

1
WV CTβ σ ω τω −= +

)( (
 è { } ( )( ) 12 2 1 2

1 2
1 .W cV nCT µ εβ σ σ ω τω δ−− = + + + 

)
 

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñìåùåíèå çíà÷èòåëüíî, ðàçëè÷èÿ ýòèõ äâóõ ñòàíäàðò-
íûõ îøèáîê íåâåëèêè. Îáå ñòàíäàðòíûå îøèáêè ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà 
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êîãîðò, ÷òî âûçâàíî óìåíüøåíèåì îáùåãî ÷èñëà íàáëþäåíèé. Íà ôîíå ýòîãî ðîñòà 
ýôôåêò óìåíüøåíèÿ îøèáîê èçìåðåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà êîãîðò ïðåíåá-
ðåæèìî ìàë. 

Òàáëèöà 1. 

cn  Ñìåùåíèå  
(àáñîëþòíûå 
çíà÷åíèÿ) 

Ñìåùåíèå,  
% 

Ïðåäåë îöåíåííîé 
ñòàíäàðòíîé  

îøèáêè/ N  

Èñòèííàÿ  
ñòàíäàðòíàÿ  

îøèáêà/ N  

2 
5 
10 
 

25 
50 
75 
 

100 
150 
200 

0,0695 
0,0650 
0,0586 

 
0,0453 
0,0329 
0,0258 

 
0,0212 
0,0157 
0,0124 

37,0 
34,6 
31,2 

 
24,1 
17,5 
13,7 

 
11,3 
8,3 
6,6 

0,099 
0,152 
0,205 

 
0,287 
0,348 
0,379 

 
0,398 
0,420 
0,433 

0,124 
0,171 
0,220 

 
0,298 
0,356 
0,386 

 
0,404 
0,424 
0,436 

 
Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè âñåãî âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î 

òîì, ÷òî â ïñåâäîïàíåëÿõ, ñîñòîÿùèõ èç áîëüøèõ êîãîðò (100, 200 èíäèâèäóóìîâ), 
èñêóññòâåííàÿ ïðèðîäà íàáëþäåíèé ïðåîäîëåâàåòñÿ. 

 
10.4. Ñìåùåíèå ñàìîîòáîðà â íåïîëíûõ ïàíåëÿõ 

 
Ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷èíàì ýìïèðè÷åñêèå ïàíåëüíûå äàííûå ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ 

íåïîëíûìè. Ïðè÷èíîé íåïîëíîòû ìîæåò áûòü è èñòîùåíèå, è ðàáîòà ñ íåñáàëàí-
ñèðîâàííûìè ïàíåëÿìè. Èíîãäà ðåñïîíäåíòû îòâå÷àþò íå íà âñå ïðåäëîæåííûå 
èì âîïðîñû.  

Ïîñëåäñòâèé ýòîé íåïîëíîòû äàííûõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.  
Ïåðâîå ïîñëåäñòâèå èìååò âû÷èñëèòåëüíûé õàðàêòåð. Áîëüøàÿ ÷àñòü âûðà-

æåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå, íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íàáëþäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîïó-
ùåíû. Ñàìîå ïðîñòîå ðåøåíèå ïðîáëåìû – èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ðåñïîí-
äåíòîâ, ïî êîòîðûì èìåþòñÿ ïðîïóùåííûå íàáëþäåíèÿ, è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî 
òåõ, î êîòîðûõ èìååòñÿ ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ. Â ýòîì ïîäõîäå ìû áóäåì îöåíèâàòü 
çàâèñèìîñòè òîëüêî ïî ñáàëàíñèðîâàííûì ïîäïàíåëÿì. Ýòî óäîáíî ñ âû÷èñëè-
òåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, íî êðàéíå íåýôôåêòèâíî: çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè 
áóäåò ïðîñòî îòáðîøåíà. Èñïîëüçîâàíèå íåñáàëàíñèðîâàííûõ ïàíåëåé ïîâûøàåò 
ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê, íî óñëîæíÿåò âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó. 

Âòîðîå ïîñëåäñòâèå – âîçìîæíîñòü ñìåùåíèÿ îòáîðà – íîñèò áîëåå ñåðüåç-
íûé õàðàêòåð. Åñëè èíäèâèäóóìû íàáëþäàþòñÿ íåïîëíîñòüþ ïî ýíäîãåííûì ïðè-
÷èíàì, òî  èñïîëüçîâàíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäïàíåëåé èëè íåñáàëàíñèðîâàííûõ 
ïàíåëåé íå ïîìîãóò óñòðàíèòü ñìåùåíèå ñàìîîòáîðà îöåíîê. ×òîáû ðàçâèòü ýòó 
ìûñëü, ðàññìîòðèì ìîäåëü âèäà 

.it it i ity X β α ε= + +  
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Äàëåå îïðåäåëèì èíäèêàòîðíóþ âåëè÷èíó itr  (îòâåò) òàê, ÷òî itr = 1, åñëè 

( )itit yX ,  íàáëþäàþòñÿ, è itr = 0, åñëè íåò. Íàáëþäåíèÿ ( )itit yX ,  ÿâëÿþòñÿ ïðîïó-

ùåííûìè ñëó÷àéíî, åñëè itr  íå çàâèñèò îò iα  è itε . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè÷èíû, 

îáóñëàâëèâàþùèå ïðîöåññ îòáîðà, íå âëèÿþò íà óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ity  ïðè 

äàííûõ itX . Åñëè ìû õîòèì ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäïàíå-

ëÿõ, òî 1...1 === iTi rr , è åùå ìû òðåáóåì, ÷òîáû itr  íå çàâèñåëè îò iα  è iTi εε ,...,1 . 
Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íûå ñâîéñòâà ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê íå íàðóøàþòñÿ, åñëè ìû 
îãðàíè÷èâàåì ñâîå âíèìàíèå òîëüêî äîñòóïíûìè èëè ïîëíûìè íàáëþäåíèÿìè. Åñëè 
îòáîð çàâèñèò îò ñëó÷àéíîé îøèáêè óðàâíåíèÿ, îöåíêè ÌÍÊ, ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì 
è äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòàìè ìîãóò ñòðàäàòü ñìåùåíèåì ñàìîîòáîðà. 

 
10.4.1. Îöåíèâàíèå ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíî ïðîïóùåííûõ äàííûõ 
 
Åñëè èíäèêàòîðíàÿ ïåðåìåííàÿ itr  íå çàâèñèò îò êàêèõ-áû òî íè áûëî íå-

íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, òî ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ìîäåëåé ñ äåòåðìèíèðîâàííûì è 
ñëó÷àéíûì ýôôåêòàìè äëÿ íåñáàëàíñèðîâàííûõ ïàíåëåé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 

( )( ) ( )( )
1

1 1 1 1
,

N T N T

W it it i it i it it i it i
i t i t

r X X X X r X X y yβ
−

• • • •
= = = =

 ′= − − − − 
 
∑∑ ∑∑

)
 

=ОМНКβ
)

( )( ) ( )( )
1

2
1 1 1

1N T N

it it i it i i i i
i t i i

r X X X X T X X X X
θ

−

• • • •• • ••
= = =

 ′ ′− − + − − ⋅ 
 
∑∑ ∑  

( ) ( ) ( )( )2
1 1 1

1 ,
N T N

it it i it i i i i
i t i i

r X X y y T X X y y
θ• • • •• • ••

= = =

 
⋅ − − + − − 
 
∑∑ ∑  

ãäå 
2 2

2
2 ,i

i
Tε α

ε

σ σ
θ

σ
+

=  1

1

,

T

it it
t

i T

it
t

r y
y

r

=
•

=

=
∑

∑
 1

1

.

T

it it
t

i T

it
t

r X
X

r

=
•

=

=
∑

∑
 

Ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ 2
εσ  è 2

ασ  ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( )( )
2

2

1 1

1

1 ,
N T

it it i it i WN
i t

i
i

r y y X X
T N

εσ β• •
= =

=

′= − − −
−

∑∑
∑

))
 

( )22 2

1

1 1 .
N

i i B
ii

y XN Tα εσ β σ• •
=

 ′= − −  
∑

)) )
 

 
10.4.2. Òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ ñìåùåíèÿ ñàìîîòáîðà 

 
Îäíàêî ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñèìîé ïðèðîäå itr  ìîæåò áûòü íåðåàëè-

ñòè÷íûì. Íàïðèìåð, îöåíêè ðåãðåññèè, îáúÿñíÿþùåé äîõîäíîñòü âçàèìíûõ ôîíäîâ, 
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÷àñòî ñòðàäàþò ñìåùåíèåì èç-çà òîãî, ÷òî ÷àñòü ôîíäîâ ñ íèçêîé äîõîäíîñòüþ ëè-
êâèäèðóåòñÿ â ïðîöåññå íàáëþäåíèÿ. Ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ óðîâíÿ áåçðàáîòèöû 
íà âåëè÷èíó èíäèâèäóàëüíîé çàðàáîòíîé ïëàòû îöåíêè ìîãóò áûòü ñìåùåíû èç-
çà òîãî, ÷òî ëþäè ñ îòíîñèòåëüíî âûñîêîé çàðàáîòíîé ïëàòîé â ñëó÷àå ïîâûøåíèÿ 
óðîâíÿ áåçðàáîòèöû ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïîêèäàþò ðûíîê òðóäà. 

Åñëè itr  çàâèñèò îò iα  è itε , ñìåùåíèå ñîìîîòáîðà ìîæåò îòðàçèòüñÿ íà 

ñòàíäàðòíûõ îøèáêàõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå y ïðè äàííûõ X â êîí-
êðåòíîé âûáîðêå è îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ y ïðè äàííûõ X (êîòîðîå, êàê 
ïðàâèëî, íàñ èíòåðåñóåò). Äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ìîäåëè ñ äåòåðìèíèðîâàí-
íûì ýôôåêòîì íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû 

( ){ }1| ,..., 0.it i it i iTE X X r rε•− =  

Çíà÷èò, åñëè ôàêò îòñóòñòâèÿ íàáëþäåíèÿ â âûáîðêå ãîâîðèò íàì íå÷òî îá 
îæèäàåìîì çíà÷åíèè ñëó÷àéíîé îøèáêè, ñâÿçàííîé ñ ,itX  òî îöåíêè áóäóò íåñî-

ñòîÿòåëüíûìè. Îäíàêî îòáîð íà îñíîâàíèè íåíàáëþäàåìûõ iα  íå âñåãäà âåäåò ê 

íåñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê. Íåñîñòîÿòåëüíîñòè ìîæåò è íå áûòü, äàæå êîãäà itε  è 

itr  çàâèñèìû, ëèøü áû ýòà çàâèñèìîñòü áûëà èíâàðèàíòíîé ïî âðåìåíè.  

Äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì íåîáõîäèìî 
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ  

{ }1| ,..., 0.i i i iTE X r rα• =  

Åñëè èíäèâèäóóì ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì íåíàáëþäàåìîé iα ñ áîëüøîé 
âåðîÿòíîñòüþ áóäåò îòñóòñòâîâàòü â íîâîé âîëíå îáñëåäîâàíèÿ, ýòî ïðèâîäèò ê 
ñìåùåíèþ îöåíêè ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì, à åñëè èíäèâèäóóì ñ îïðåäå-
ëåííûì çíà÷åíèåì øîêà itε  ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò îòñóòñòâîâàòü â íîâîé 
âîëíå îáñëåäîâàíèÿ, ýòî ïðèâîäèò ê íåñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ìîäåëè ñî ñëó÷àé-
íûì ýôôåêòîì. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè ìîäåëè ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòîì 
áîëåå ðîáàñòíû, ÷åì îöåíêè ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì. 

Åùå îäíî âàæíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïî íåñáà-
ëàíñèðîâàííûì ïàíåëÿì, ìåíüøå ñòðàäàþò îò ñìåùåíèÿ îòáîðà, ÷åì îöåíêè, ïîëó-
÷åííûå ïî ñáàëàíñèðîâàííûì ïîäïàíåëÿì. Ïðîñòî âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ áóäåò èíîé. 

Âåðáèê è Íèéìàí [18] ïðåäëîæèëè ðÿä ïðîñòûõ òåñòîâ íà ïðåäìåò ñìåùåíèÿ 
ñàìîîòáîðà, îñíîâàííûõ íà èçëîæåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèÿõ.  

Âî-ïåðâûõ, ïîñêîëüêó óñëîâèå ñîñòîÿòåëüíîñòè êîíñòàòèðóåò, ÷òî ñëó÷àé-
íûé ÷ëåí äîëæåí áûòü – â òîì èëè èíîì ñìûñëå – íåçàâèñèìûì îò èíäèêàòîðà 
îòáîðà, îäèí èç òåñòîâ ìîæåò ïðîñòî ñîñòîÿòü âî âêëþ÷åíèè â ìîäåëü êàêèõ-ëèáî 
ôóíêöèé îò 1 ,...,i iTr r  è ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè ýòèõ âêëþ÷åíèé. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé 
ãèïîòåçû áóäåò âûñòóïàòü óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè íåêèé èíäèâèäóóì íàáëþäàåò-
ñÿ âñå ïåðèîäû ñ 1 äî Ò, òî ýòî íå äàåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î åãî íåíàáëþäàå-

ìûõ õàðàêòåðèñòèêàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòî äîáàâèòü â ðåãðåññèþ itr  íåëüçÿ, òàê 

êàê ýòî âåäåò ê ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè: ó âñåõ èíäèâèäóóìîâ, ïîïàâøèõ â âûáîð-

êó, itr = 1. Âìåñòî ýòîãî äîáàâëÿòü ñëåäóåò ëèáî 1 ,itr −  ëèáî 
1

,
T

i it
t

c r
=

= ∏  ëèáî 
1

.
T

i it
t

T r
=

= ∑  
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Ïðàâäà, ýòî íå ïîäõîäèò äëÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäïàíåëåé è ðàáîòàåò òîëüêî â 
ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì. Ïîýòîìó, åñëè îñíîâíàÿ ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ, 
ýòî åùå íå îçíà÷àåò îòñóòñòâèÿ ñìåùåíèÿ îòáîðà èç-çà íåâûñîêîé ìîùíîñòè òåñòà.  

Äðóãàÿ ãðóïïà òåñòîâ îñíîâûâàåòñÿ íà èäåå ñðàâíåíèÿ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ 
îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ïî ñáàëàíñèðîâàííîé è íåñáàëàíñèðîâàííîé ïàíåëÿì â ìîäå-
ëÿõ ñî ñëó÷àéíûì è äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòàìè. Âñå îíè ñòðàäàþò îò ñìå-
ùåíèÿ îòáîðà, íî ïî-ðàçíîìó. Âñå îöåíêè ìîæíî ñðàâíèâàòü ïîïàðíî, íî ïðè ýòîì 
èìåòü â âèäó, îöåíêè ìîäåëåé ñî ñëó÷àéíûì è äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòàìè ìî-
ãóò ðàçëè÷àòüñÿ íå òîëüêî èç-çà ñìåùåíèÿ îòáîðà. Ïîýòîìó áîëåå åñòåñòâåííî ñðàâ-
íèâàòü îöåíêè îäíîèìåííûõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííûå â ñáàëàíñèðîâàííîì è íåñáàëàí-
ñèðîâàííîì ñëó÷àÿõ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó Õàóñìàíà: 

( ) { } { } ( )1
,B U B U B U

RE RE RE RE RE RE REV Vξ β β β β β β
−′

= − − −  
) ) ) ) ) )) )

 

ãäå V
)

 îçíà÷àåò îöåíêó êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö, à èíäåêñû B è U îòíîñÿòñÿ ê 
ñáàëàíñèðîâàííîé è íåñáàëàíñèðîâàííîé ïàíåëÿì ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî 
ôîðìóëèðóåòñÿ ñòàòèñòèêà äëÿ ìîäåëè ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ýôôåêòàìè. Åñëè 
âåðíà îñíîâíàÿ ãèïîòåçà, òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà ïîä÷èíÿåòñÿ 2χ -ðàñïðåäåëåíèþ ñ 

К ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íî ñòàòèñòèêà ìîæåò áûòü ìàëà íå òîëüêî â ñëó÷àå ñïðà-
âåäëèâîñòè îñíîâíîé ãèïîòåçû, íî è â ñëó÷àå, êîãäà îöåíêè ñòðàäàþò îò ñìåùå-
íèÿ îòáîðà îäèíàêîâî. Òåñò íå ñïîñîáåí ðàçëè÷èòü ýòè ñèòóàöèè. Åãî, òàê æå êàê 
è îáû÷íûé òåñò Õàóñìàíà, ìîæíî ïðîâîäèòü äëÿ ïîäìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ. 

 
10.4.3. Îöåíèâàíèå ïðè íàëè÷èè íåñëó÷àéíî  

ïðîïóùåííûõ äàííûõ 
 
Ñìåùåíèå ñàìîòáîðà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé ïðîáëåìû èäåíòè-

ôèêàöèè. Êàê ñëåäñòâèå, íåâîçìîæíî ñîñòîÿòåëüíî îöåíèòü ïàðàìåòðû ìîäåëè ïðè 
íàëè÷èè ñìåùåíèÿ îòáîðà áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Ðàññìîòðèì â êà-
÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåð, ãäå èíäèêàòîð îòáîðà îáúÿñíÿåòñÿ ïðîáèò-ìîäåëüþ 
ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì: 

* ,it it i itr z γ ξ η′= + +  

ãäå itr = 1, åñëè *
itr > 0 è itr = 0 â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, à itz  – ýòî âåêòîð ýêçî-

ãåííûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âêëþ÷àåò .itX  Ïóñòü ìîäåëü, êîòîðóþ ìû íàìåðå-
âàåìñÿ îöåíèâàòü, çàäàíà óðàâíåíèåì 

.it it i ity X β α ε= + +  

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå êîìïîíåíòû â îáîèõ óðàâíåíèÿõ èìåþò ñî-
âìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè 
Õåêìàíà [9], ïîñòðîåííîé  äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ âûáîðîê. Âëèÿíèå ïðèí-
öèïà îòáîðà îòðàæàåòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèÿõ íåíàáëþäàåìûõ ýôôåê-
òîâ, óñëîâíûõ ïî ýêçîãåííûì ïåðåìåííûì è èíäèêàòîðàì îòáîðà: 

{ }1 1| ,..., , , ..., 0,i i iT i iTE z z r rα =  

{ }1 1| ,..., , ,..., 0.it i iT i iTE z z r rε =  
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Ïåðâîå èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé ðàâíî íóëþ, åñëè { }cov , 0,i iα ξ =  à åñëè 

åùå { }cov , 0,it itε η =  òî òîãäà îöåíêè ìîäåëè ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì ñîñòîÿòåëü-
íû. Ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå èíâàðèàíòíî ïî âðåìåíè, 
åñëè { }cov , 0it itε η =  èëè itz γ′  èíâàðèàíòíî ïî âðåìåíè. Ýòî íåîáõîäèìûå òðåáîâà-
íèÿ äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ìîäåëè ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ýôôåêòîì.  

Îöåíèâàíèå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî çàòðóäíåíî. Õàóñìàí è 
Âàéñ [8] ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ïàíåëè èç äâóõ ïåðèîäîâ, ãäå èñòîùåíèå èìåëî ìå-
ñòî òîëüêî âî âòîðîì ïåðèîäå. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå îäíîâðåìåííîå îöåíèâàíèå 
äâóõ óðàâíåíèé òðåáóåò äâóìåðíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ïî äâóì èíäèâè-
äóàëüíûì ýôôåêòàì). 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëü Õåêìàíà íà ïàíåëüíûõ äàííûõ ðåàëèçîâàíà òåî-
ðåòè÷åñêè íà îñíîâàíèè íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Ñóùåñòâó-
þò òàêæå ýìïèðè÷åñêèå ðàáîòû, ïîêà íåìíîãî÷èñëåííûå, ãäå èñïîëüçîâàíû ýòè ìå-
òîäû. Â ÷àñòíîñòè, íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè ÃÓ ÂØÝ 
áûëà çàùèùåíà ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ (Ðàçèí À.), ïîñâÿùåííàÿ èññëåäîâàíèþ 
ïðåäëîæåíèÿ òðóäà íà ïàíåëüíûõ äàííûõ ÐÌÝÇ, â êîòîðîé áûë ðàçðàáîòàí ïðî-
ãðàììíûé ìîäóëü äëÿ ïàíåëüíîãî âàðèàíòà ìîäåëè Õåêìàíà â ñðåäå STATA.  

 
Â ñêîðîì âðåìåíè áóäåò èçäàí ó÷åáíèê Ìàðíî Âåðáèêà â ïåðåâîäå íà ðóñ-

ñêèé ÿçûê, ãäå àíàëèçó ïàíåëüíûõ äàííûõ óäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðèñòàëüíîå âíè-
ìàíèå. Èçáðàííûå ãëàâû ýòîãî ó÷åáíèêà ïå÷àòàþòñÿ â íîâîì æóðíàëå «Ïðèêëàä-
íàÿ ýêîíîìåòðèêà», è òàì ñîäåðæèòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ, ñâÿ-
çàííàÿ ñ ïðîáëåìîé ñìåùåíèÿ ñàìîîòáîðà. 
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