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Íà ýêçàìåíå ñòóäåíò ïîëó÷àåò áèëåò, ñîäåðæàùèé äâà âîïðîñà èç ýòîãî

âîïðîñíèêà è äâå çàäà÷è îò ýêçàìåíàòîðà. Ïîëüçîâàòüñÿ âîïðîñíèêîì ðàçðå-

øàåòñÿ.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà = 0,5 íàêîïëåííàÿ îöåíêà + 0,5 îöåíêà íà ýêçà-

ìåíå.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ïåðâîîáðàçíîé) è
óêàæèòå åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Âûïèøèòå òàáëèöó îñíîâíûõ ïåðâîîá-
ðàçíûõ.

2. Ðàññêàæèòå î çàìåíå ïåðåìåííîé. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèôôåðåí-
öèàëà ôóíêöèè è ðàññêàæèòå î âíåñåíèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà â
íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëàõ. Âû÷èñëèòå∫ √

a2 − x2dx,
∫

lnx

x
dx.

3. Âûâåäèòå ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ íåîïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà. Âû÷èñëèòå

∫
ex cosxdx.

4. Âûâåäèòå ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ

In =

∫
dx

(x2 + 1)n
, n = 1, 2, . . . .

5. Ïåðå÷èñëèòå ïðîñòåéøèå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ðàññêàæèòå îá
èõ èíòåãðèðîâàíèè.

6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ. Âû÷èñëèòå∫

x3

(x2 + 1)2
dx.

7. Ðàññêàæèòå, êàê ñâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ê èíòåãðàëàì îò
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (R( ) îáîçíà÷àåò ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå îò
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ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ):∫
R(xα, xβ, xγ, . . .)dx,

∫
R(eαx, eβx, eγx, . . .)dx,

ãäå α, β, γ, . . . � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Âû÷èñëèòå∫
ex + ex/2

e2x + 1
dx.

8. Ðàññêàæèòå î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëàõ∫
R(cosx, sinx)dx

è èõ ñâåäåíèè ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (ïðè ïîìîùè
óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé çàìåíû ïåðåìåííîé). Âû÷èñëèòå∫

sin2 x

2 + cos x
dx.

9. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà îòðåçêå è åå îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïîÿñíèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå èíòåãðèðóåìà.
11. Âûâåäèòå ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè è ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðåäå-

ëåííîãî èíòåãðàëà.
12. Êàê ñâÿçàíà èíòåãðèðóåìîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè íà îò-

ðåçêå? Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.
13. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå � èíòå-

ãðèðóåìà. Äîêàæèòå, èíòåãðèðóåìîñòü êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
14. Äîêàæèòå òåîðåìó îá èíòåãðèðóåìîñòè ìîäóëÿ èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè è äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f � èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî∣∣∣∣ ∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx.

15. Äîêàæèòå òåîðåìû îá èíòåãðèðîâàíèè íåðàâåíñòâ è îá îöåíêå
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

16. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà.
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17. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõ-
íèì ïðåäåëîì è âûâåäèòå ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

18. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî çàìåíû ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èí-
òåãðàëå. Âû÷èñëèòå ∫ a

0

√
a2 − x2dx.

19. Çàïèøèòå ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà. Âû÷èñëèòå ∫ 2

1

x lnxdx.

20. Äàéòå îïðåäåëåíèå êðèâîé íà ïëîñêîñòè è åå äëèíû. Âûâåäèòå
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû äóãè ãðàôèêà ãëàäêîé ôóíêöèè. Íàé-
äèòå äëèíó äóãè ïàðàáîëû y = x2, 0 ≤ x ≤ 1.

21. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàññû îòðåçêà ñ çàäàííûì
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû.

22. Âûâåäèòå ôîðìóëó ðàáîòû ïåðåìåííîé ñèëû íà ïðÿìîëèíåéíîì
ïóòè.

23. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà òåëà ñ èçâåñòíûì
çàêîíîì èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ îáúåìà òåëà âðàùåíèÿ. Âû÷èñëèòå îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî
ïîâåðõíîñòüþ z = x2+y2 è ïëîñêîñòüþ z = 1 ("ïàðàáîëè÷åñêàÿ ÷àøêà").

24. Èçëîæèòå ìåòîä (öåíòðàëüíûõ) ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ ïðèáëè-
æåííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. Âûâåäèòå îöåíêó îøèá-
êè.

25. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà (ïî áåñ-
êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó). Âû÷èñëèòå ïî îïðåäåëåíèþ∫ ∞

0

xe−xdx.

26. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà (îò íåîãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèè ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó). Âû÷èñëèòå ïî îïðåäå-
ëåíèþ ∫ 1

0

dx√
x
.

27. Ðàññêàæèòå î âû÷èñëåíèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïðè ïîìî-
ùè çàìåíû ïåðåìåííîé, âíåñåíèÿ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà, èíòåãðèðî-
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âàíèè ïî ÷àñòÿì. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû∫ ∞
0

xe−xdx,

∫ 1

0

dx√
x
.

28. Ðàññêàæèòå ñ îáîñíîâàíèåì î ïîâåäåíèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-
ëîâ ∫ ∞

1

dx

xα
,

∫ 1

0

dx

xα
,

∫ b

a

dx

(x− a)α
,

∫ b

a

dx

(b− x)α
.

29. Âûâåäèòå ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò
íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé. Âûâåäèòå ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ
(èíòåãðàëû îò ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-
âðåìåííî).

30. Äàéòå îïðåäåëåíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòå-
ãðàëîâ è äîêàæèòå òåîðåìó îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî
íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû∫ ∞

1

sinx

xα
dx,

∫ ∞
1

cosx

xα
dx

ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ïðè α > 1.
31. Ïîêàæèòå, ÷òî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû∫ ∞

1

sinx

xα
dx,

∫ ∞
1

cosx

xα
dx

ñõîäÿòñÿ ïðè 0 < α ≤ 1, íî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåò.
32. Äàéòå îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû ÷èñëîâîãî ðÿäà. Äàéòå îïðå-

äåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà è åãî ñóììû. Ñôîðìóëèðóéòå îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî
åãî ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê 0. Óêàæèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáðàòíîå
íå âåðíî.

33. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä (ðÿä Äèðèõëå)
∑∞

n=1
1
nα

ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è
ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1.

34. Âûâåäèòå ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè ÷ëåíàìè. Âûâåäèòå ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (ðÿäû ñ
ýêâèâàëåíòíûìè ÷ëåíàìè ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî).

35. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè Äàëàìáåðà è Êîøè. Äîêà-
æèòå îäèí èç íèõ. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∑∞
n=1

n!

2n2
?
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36. Âûâåäèòå èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=2

1
n(logn)α

?
37. Äàéòå îïðåäåëåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà è äî-

êàæèòå òåîðåìó îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñõîäÿ-
ùåãîñÿ íî íå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

38. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ
ðÿäà. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ íî íå
àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

39. Äîêàæèòå òåîðåìó Ëåéáíèöà î çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäàõ. Äëÿ
ðÿäîâ Ëåéáíèöà âûâåäèòå îöåíêó óêëîíåíèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû îò ñóì-
ìû.

40. ×òî òàêîå ðàññòîÿíèå â Rn? ×òî òàêîå øàð â Rn? Äàéòå îïðåäå-
ëåíèå îêðåñòíîñòè è ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè â Rn. Äàéòå îïðå-
äåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â Rn.

41. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà, îòêðûòîãî è çà-
ìêíóòîãî ìíîæåñòâà â Rn, ãðàíèöû ìíîæåñòâà, ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà,
îáëàñòè. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá îáúåäèíåíèè îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ)
ìíîæåñòâ? ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá èõ ïåðåñå÷åíèè? ×òî ìîæíî ñêàçàòü
î äîïîëíåíèè ê îòêðûòîìó (çàìêíóòîìó) ìíîæåñòâó?

42. Äîêàæèòå ëåììó Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà (î âûäåëåíèè ñõîäÿ-
ùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè) â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

43. Ðàññêàæèòå î ïîíÿòèè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. ×òî òà-
êîå ãðàôèê ôóíêöèè (íà ïðèìåðå ôóíêöèè 2-õ ïåðåìåííûõ). ×òî òàêîå
ìíîæåñòâî óðîâíÿ, Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ ñëó-
÷àé, êîãäà ôóíêöèè çàäàíà íà ìíîæåñòâå â Rn. Ñóùåñòâóåò ëè

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
?

44. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè (íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ) â òî÷êå, íà ìíîæåñòâå, è ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé.

45. Äîêàæèòå òåîðåìó Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè â ìíîãî-
ìåðíîì ñëó÷àå. Èçëîæèòå è îáîñíóéòå ìåòîä "ïðîáíûõ òî÷åê"ðåøåíèÿ
íåðàâåíñòâ âèäà f(x, y) > 0. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
z = ln xy−1

x2+y2−1 .
46. Äîêàæèòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î íàèáîëüøåì è íàèìåíüøåì

çíà÷åíèè (äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ).
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47. Äàéòå îïðåäåëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñôîðìóëèðóéòå òåî-
ðåìó Øâàðöà î ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ.

48. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè è íåïðåðûâíîñòè. Âûâåäèòå ôîðìóëó ëèíåàðèçàöèè.

49. Äàéòå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè è ñóùåñòâîâàíèåì êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Âûâåäèòå óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

50. Äàéòå îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé
ïî íàïðàâëåíèþ è âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ.

51. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ. Çàïèøèòå ôîð-
ìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé.

52. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Ãåññå. Âûâåäèòå ôîðìóëó Òåéëîðà ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì Ëàãðàíæà âòîðîãî ïîðÿäêà (äëÿ ôóíêöèé íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ).

53. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ. Âûâåäèòå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà
äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ôóíêöèè z = x2 + xy â êðóãå x2 + y2 ≤ 1.

54. Äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âûâåäèòå äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà è åãî îòñóòñòâèÿ â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ãåññå.

55. Äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ âûâåäèòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè è åãî îòñóòñòâèÿ â òåðìèíàõ âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ. Íàéäèòå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = x3−
y2 + x2y è óêàæèòå ê êàêîìó òèïó îíè îòíîñÿòñÿ.

56. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

57. Ðàññêàæèòå î ñïîñîáàõ çàäàíèÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè ïîÿñíèòå åå ãåî-
ìåòðè÷åñêè.

58. Êàê äèôôåðåíöèðîâàòü íåÿâíóþ ôóíêöèþ? Çàïèøèòå ôîðìóëó
Òåéëîðà�Ïåàíî âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè x → 0 äëÿ ôóíêöèè y = y(x),
çàäàííîé íåÿâíî ñîîòíîøåíèåì

xy3 + y2 − 1 = 0, y(0) = 1.

59. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Ïîÿñíèòå åãî â ñëó÷àå ôóíê-
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öèè äâóõ ïåðåìåííûõ è îäíîãî óñëîâèÿ; ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ è
îäíîãî óñëîâèÿ; ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ è äâóõ óñëîâèé.

60. Íàéäèòå ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè w = x3+y3+z3 íà ñôåðå
x2 + y2 + z2 = 1.

61. Èçëîæèòå ñ îáîñíîâàíèåì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàéòè íàèáîëü-
øåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ãëàäêîé ôóíêöèè â îãðàíè÷åííîé çàìêíó-
òîé îáëàñòè ñ "õîðîøåé"(êóñî÷íî-ãëàäêîé) ãðàíèöåé. Íàéäèòå ìàêñè-
ìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè w = x3 + y3 − z3 â øàðå x2 + y2 + z2 ≤ 1.

62. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåéñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå E ⊆ R è åå ïðåäåëà (ïðåäåëüíîé ôóíê-
öèè). Äàéòå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè è ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè fn(x) = xn, n = 1, 2, . . ..

63. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-
äà íà ìíîæåñòâå E ⊆ R è åãî ñóììû. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà
ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè è
ñóìó ðÿäà

∞∑
k=0

xk.

64. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

65. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé fn, n = 1, 2, . . . , ê ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

sup
x∈E
|fn(x)− f(x)| → 0

(êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).
66. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷åò ïîòî÷å÷íóþ ñõî-

äèìîñòü (ê òîìó æå ïðåäåëó). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
èç ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ.

67. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) =
xne−x

2n2
íà âñåé ïðÿìîé R; íà îòðåçêå [1, 2].

68. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
k=1

(−1)k

k + x2
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íà âñåé ïðÿìîé R (âîñïîëüçóéòåñü îöåíêîé îñòàòêà äëÿ ðÿäîâ Ëåéáíè-
öà).

69. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå
íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ÷ëåíû êîòîðîãî
íåïðåðûâíû.

70. Âûâåäèòå íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðÿäà (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ÷ëåíîâ ðÿäà ê íóëþ).

71. Âûâåäèòå äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

72. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1

n2x+ 1

íà ëó÷å [1,+∞), íà èíòåðâàëå (0, 1).
73. Âûâåäèòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ðàâåíñòâî∫ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

74. Âûâåäèòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå âîçìîæíîñòü ïî÷ëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðÿäà∫ b

a

( ∞∑
k=1

uk(x)

)
dx =

∞∑
k=1

∫ b

a

uk(x)dx.

75. Âûâåäèòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå âîçìîæíîñòü ïî÷ëåí-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà( ∞∑

k=1

uk(x)

)′
=
∞∑
k=1

u′k(x)dx.

76. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû î
ìíîæåñòâå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà è åãî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè.

77. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ðàäèóñå ñõîäèìîñòè ïðîäèôôåðåíöè-
ðîâàííîãî è ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà. Äàéòå èëëþñòðàöèþ
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ýòîé òåîðåìû â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêî-
íå÷íûé)

R = lim
n→∞

|an|
|an+1|

èëè

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

.

78. Ïîêàæèòå, ÷òî âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîé ðÿä ìîæ-
íî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü. Íàéäèòå ñóììó ðÿäà

x+ 2x2 + 3x3 + 4x4 + . . . , |x| < 1.

79. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ðàçíûõ ñòåïåííûõ ðÿäà ñ îäèíàêîâûì öåíòðîì
íå ìîãóò èìåòü îäèíàêîâóþ ñóììó (òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè).

80. Óñòàíîâèòå óñëîâèå íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ ôóíê-
öèÿ ÿâëÿëàñü ñóììîé íåêîòîðîãî ñòåïåííîãî ðÿäà. Óñòàíîâèòå äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå è çàïèøèòå ýòîò ðÿä � ðÿä Òåéëîðà.

81. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè ex, sinx, cosx ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ñâîèõ
ðÿäîâ Òåéëîðà è ðàçëîæèòå èõ â ðÿä Òåéëîðà.

82. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè ln(1 + x), arctgx.
83. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ (1 + x)α.
84. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ðÿäå Òåéëîðà ñóìû, ïðîèçâåäåíèÿ è

ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé. Âûïèøèòå ÷åòûðå íåíóëåâûõ ÷ëåíà ðÿäà Òåé-
ëîðà ôóíêöèé (sinx) · ln(1 + x) è esinx.

85. Èñïîëüçóÿ ðÿä Òåéëîðà äëÿ ex âû÷èñëèòå ñ òî÷íîñòüþ 10−5 èí-
òåãðàë ∫ 1

0

e−x
2

dx.
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