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Íà ýêçàìåíå ñòóäåíò ïîëó÷àåò áèëåò, ñîäåðæàùèé äâà âîïðîñà èç ýòîãî âî-

ïðîñíèêà, è äâå çàäà÷è îò ýêçàìåíàòîðà. Ýêçàìåí ïî âñåìó êóðñó (5 ìîäóëåé).

Ïîëüçîâàòüñÿ âîïðîñíèêîì ðàçðåøàåòñÿ.

Èòîãîâàÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà (èäóùàÿ â äèïëîì) = 0,5 èòîãîâàÿ íà-

êîïëåííàÿ îöåíêà + 0,5 îöåíêà íà èòîãîâîì ýêçàìåíå. Èòîãîâàÿ íàêîïëåííàÿ

îöåíêà îáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Oíàêîïë/èòîãîâàÿ = 1
5(2 · Oðåç 1, 2 + 2 ·

Oðåç 3, 4 +Oíàêîïë 5)

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè limn→∞ an = a,
limn→∞ an = +∞,−∞, ∞. Äîêàæèòå òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×òî òàêîå ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

2. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèè

lim
x→x0 (+∞, −∞, ∞, x0+0, x0−0)

f(x) = a(+∞, −∞, ∞).

Äîêàæèòå òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ôóíêöèè.
3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ïðè x→ x0 (ïðè x→

x0 ± 0,+∞,−∞,∞). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a(x) ∼ b(x) è c(x) ∼ d(x), òî
a(x)c(x) ∼ b(x)d(x) è a(x)/c(x) ∼ b(x)/d(x). Âåðíî ëè, ÷òî a(x) + c(x) ∼
b(x) + d(x)?

4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñîîòíîøåíèÿ f(x) = o(g(x)), x → x0. Ïîêà-
æèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ f(x) ∼ g(x), x → x0 è f(x) = g(x) + o(g(x)),
x→ x0 îçíà÷àþò îäíî è òî æå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñîîòíîøåíèÿ f(x) =
O(g(x)), x→ x0.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â òî÷êå; íà èíòåðâàëå.
Äîêàæèòå òåîðåìó Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Èçëîæèòå ìåòîä
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé f(x) = 0 ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.

6. Äîêàæèòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î ìàêñèìàëüíîì (ìèíèìàëüíîì)
çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî
âñå óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè.
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7. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé.
Âû÷èñëèòå ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíóþ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé
y = C, y = x, y = xα, y = sinx, y = cosx, y = lnx, y = ex.

8. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Äîêàæèòå òåî-
ðåìó Ôåðìà. Äàéòå îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ïðèâåäèòå ïðèìå-
ðû. Ðàññêàæèòå, êàê íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
íà îòðåçêå.

9. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
x0 è çàïèøèòå ôîðìóëû Òåéëîðà�Ïåàíî è Òåéëîðà�Ëàãðàíæà.

10. Âû÷èñëèòå e ñ òî÷íîñòüþ 0, 01.
11. Âûâåäèòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïðèâåäèòå ïðèìåð. Ðàññêàæèòå
÷òî äåëàòü, åñëè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ
â 0.

12. Èçëîæèòå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé.
13. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ïåðâîîáðàçíîé)

è óêàæèòå åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Âûïèøèòå òàáëèöó îñíîâíûõ ïåðâî-
îáðàçíûõ. Ðàññêàæèòå î ìåòîäàõ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé: î çàìåíå
ïåðåìåííîé (âíåñåíèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà), îá èíòåãðèðîâàíèå ïî
÷àñòÿì.

14. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà îòðåçêå è åå îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïîÿñíèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå èíòåãðèðóåìà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå óòâåðæäåíèå îá èíòåãðèðóåìîñòè âñÿêîé íåïðåðûâíîé (êóñî÷íî
íåïðåðûâíîé) ôóíêöèè.

15. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà. Ñ åå ïîìîùüþ äîêàæèòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà ñ ïå-
ðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì è âûâåäèòå ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

16. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà (ïî áåñ-
êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó). Âû÷èñëèòå ïî îïðåäåëåíèþ∫ ∞

0

xe−xdx.

17. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà (îò íåîãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèè ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó). Âû÷èñëèòå ïî îïðåäå-
ëåíèþ ∫ 1

0

dx√
x
.
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18. Ðàññêàæèòå ñ îáîñíîâàíèåì î ïîâåäåíèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-
ëîâ ∫ ∞

1

dx

xα
,

∫ 1

0

dx

xα
,

∫ b

a

dx

(x− a)α
,

∫ b

a

dx

(b− x)α
.

19. Âûâåäèòå ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò
íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé. Âûâåäèòå ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ
(èíòåãðàëû îò ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-
âðåìåííî).

20. Äàéòå îïðåäåëåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòå-
ãðàëîâ è äîêàæèòå òåîðåìó îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåð ñõîäÿùåãîñÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìñÿ.

21. Äàéòå îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû ÷èñëîâîãî ðÿäà. Äàéòå îïðå-
äåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà è åãî ñóììû. Ñôîðìóëèðóéòå îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî
åãî ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê 0. Óêàæèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáðàòíîå
íå âåðíî.

22. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä (ðÿä Äèðèõëå)
∑∞

n=1
1
nα

ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è
ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1.

23. Âûâåäèòå ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè ÷ëåíàìè. Âûâåäèòå ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (ðÿäû ñ
ýêâèâàëåíòíûìè ÷ëåíàìè ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî).

24. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè Äàëàìáåðà è Êîøè. Äîêà-
æèòå îäèí èç íèõ. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∑∞
n=1

n!

2n2
.

25. Âûâåäèòå èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=2

1
n(logn)α

?
26. Äàéòå îïðåäåëåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà è äî-

êàæèòå òåîðåìó îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñõîäÿ-
ùåãîñÿ íî íå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

27. Äîêàæèòå òåîðåìó Ëåéáíèöà î çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäàõ. Äëÿ
ðÿäîâ Ëåéáíèöà âûâåäèòå îöåíêó óêëîíåíèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû îò ñóì-
ìû.

28. ×òî òàêîå ðàññòîÿíèå â Rn? ×òî òàêîå øàð â Rn? Äàéòå îïðåäå-
ëåíèå îêðåñòíîñòè è ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè â Rn. Äàéòå îïðå-
äåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â Rn.

29. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ,
âêëþ÷àÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè çàäàíà íà ìíîæåñòâå â Rn. Äàéòå îïðå-
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äåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè (íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ) â òî÷êå, íà
ìíîæåñòâå, è ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

30. Äîêàæèòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î íàèáîëüøåì è íàèìåíüøåì
çíà÷åíèè (äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ).

31. Äàéòå îïðåäåëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äàéòå îïðåäåëåíèå
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äàéòå îïðåäå-
ëåíèå ãðàäèåíòà. Âûâåäèòå ôîðìóëó ëèíåàðèçàöèè. Âûâåäèòå óðàâíå-
íèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

32. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ßêîáè. Çàïèøèòå ôîðìóëó äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

33. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Ãåññå. Çàïèøèòå ôîðìóëó Òåéëîðà ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì Ëàãðàíæà âòîðîãî ïîðÿäêà (äëÿ ôóíêöèé íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ).

34. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ. Âûâåäèòå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà
äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

35. Äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âûâåäèòå äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà è åãî îòñóòñòâèÿ â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ãåññå.
Íàéäèòå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = x3−y2+x2y è óêà-
æèòå ê êàêîìó òèïó îíè îòíîñÿòñÿ.

36. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëî-
êàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Ïîÿñ-
íèòå åãî â ñëó÷àå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ è îäíîãî óñëîâèÿ; ôóíêöèè
òðåõ ïåðåìåííûõ è îäíîãî óñëîâèÿ; ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ è äâóõ
óñëîâèé.

37. Íàéäèòå ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè w = x3+y3+z3 íà ñôåðå
x2 + y2 + z2 = 1.

38. Èçëîæèòå ñ îáîñíîâàíèåì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàéòè íàèáîëü-
øåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ãëàäêîé ôóíêöèè â îãðàíè÷åííîé çàìêíó-
òîé îáëàñòè ñ "õîðîøåé"(êóñî÷íî-ãëàäêîé) ãðàíèöåé. Íàéäèòå ìàêñè-
ìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè w = x3 + y3 − z3 â øàðå x2 + y2 + z2 ≤ 1.

39. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåéñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå E ⊆ R è åå ïðåäåëà (ïðåäåëüíîé ôóíê-
öèè). Äàéòå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè è ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè fn(x) = xn, n = 1, 2, . . ..

40. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-
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äà íà ìíîæåñòâå E ⊆ R è åãî ñóììû. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà
ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè è
ñóìó ðÿäà

∞∑
k=0

xk.

41. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íà
ìíîæåñòâå E ⊆ R. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ôóíêöèé fn, n = 1, 2, . . . , ê ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E
ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

sup
x∈E
|fn(x)− f(x)| → 0

(êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).
42. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷åò ïîòî÷å÷íóþ ñõî-

äèìîñòü (ê òîìó æå ïðåäåëó). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
èç ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ.

43. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå
íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ÷ëåíû êîòîðîãî
íåïðåðûâíû.

44. Âûâåäèòå íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðÿäà (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ÷ëåíîâ ðÿäà ê íóëþ). Âû-
âåäèòå äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

45. Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå âîçìîæ-
íîñòü ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Ñôîðìóëè-
ðóéòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

46. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû î
ìíîæåñòâå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà è åãî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó
åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

47. Ïîêàæèòå, ÷òî âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîé ðÿä ìîæ-
íî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü. Íàéäèòå ñóììó ðÿäà

x+ 2x2 + 3x3 + 4x4 + . . . , |x| < 1.

5



48. Óñòàíîâèòå óñëîâèå íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ ôóíê-
öèÿ ÿâëÿëàñü ñóììîé íåêîòîðîãî ñòåïåííîãî ðÿäà. Óñòàíîâèòå äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå è çàïèøèòå ýòîò ðÿä � ðÿä Òåéëîðà.

49. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè ex, sinx, cosx ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ñâîèõ
ðÿäîâ Òåéëîðà è ðàçëîæèòå èõ â ðÿä Òåéëîðà. Çàïèøèòå ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé ln(1 + x), arctg (1 + x)α,.

50. Èñïîëüçóÿ ðÿä Òåéëîðà äëÿ ex âû÷èñëèòå ñ òî÷íîñòüþ 10−5 èí-
òåãðàë ∫ 1

0

e−x
2

dx.

51. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå è åå ïðåäåëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë (åñëè îí ñó-
ùåñòâóåò) � åäèíñòâåíåí. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî íîðìèðîâàí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèå
ρ(x, y) = ‖x − y‖ îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå (ìåòðèêó). Äàéòå îïðåäåëåíèå
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå è åãî ñóì-
ìû.

52. Äàéòå îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (ìîæíî îãðàíè÷èòü-
ñÿ âåùåñòâåííûì ñëó÷àåì). Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Âûâåäèòå íåðàâåíñòâî
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Ïîêàæèòå, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîò-
íîøåíèå ‖x‖ =

√
(x, x) îïðåäåëÿåò íîðìó.

53. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî äâà âåêòîðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îðòî-
ãîíàëüíû? Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.
Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ â ëèíåéíîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê íàéòè âåêòîð íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå êîíå÷íîãî ÷èñëà îðòîíîðìèðîâàííûõ âåê-
òîðîâ.

54. Äàéòå îïðåäåëåíèå âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîëíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â ëèíåéíîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äîêàæèòå òåîðåìó
î ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âûâåäèòå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

55. Îïðåäåëèòå ïðîñòðàíñòâî C2([−π, π]), óêàçàâ åãî ýëåìåíòû è ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì. Âûïèøèòå ÿâíî ôîðìóëû äëÿ íîðìû è ðàñ-
ñòîÿíèÿ â C2([−π, π]), ïîðîæäåííûõ óêàçàííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè. Ïîêàæèòå,
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÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

{1/
√
2, cos kt, sin kt; k = 1, 2, . . .}

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â C2([−π, π]).
56. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñèìàöèè òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè â C([−π, π]) è äîêàæèòå, ÷òî òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â C2([−π, π]).

57. Äëÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f íà [−π, π] çàïèøèòå åå ðÿä Ôóðüå
ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ôóíêöèÿ èç
C2, òî ýòîò ðÿä ñõîäèòüñÿ ê íåé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì.

58. Äëÿ ôóíêöèè f , èìåþùåé íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå
[−π, π] è ïðèíèìàþùåé ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà, âû-
âåäèòå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f è åå
ïðîèçâîäíîé f ′.

59. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ
íà [−π, π] è f(−π) = f(π), òî åå ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.

60. Çàïèøèòå ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå. Ðàññêàæèòå î ðÿäàõ
Ôóðüå íà îòðåçêå [−l, l].

61. Äàéòå îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà∫∫
D

f(x, y)dxdy

îò ôóíêöèè ïî îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé îáëàñòè. Óêàæèòå åãî îñíîâíûå
ñâîéñòâà è ïîÿñíèòå åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. ×åìó ðàâåí

∫∫
D
1dxdy?

62. Âûâåäèòå ôîðìóëó ñâîäÿùóþ âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê
ïîâòîðíîìó.

63. Îïðåäåëèòå ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ϕ : D → R2 ïëîñêîé îáëà-
ñòè D è ïîÿñíèòå åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Çàïèøèòå ñ îáîñíîâàíèåì
ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé â äâîéíîì èíòåãðàëå.

64. Âû÷èñëèòå ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì è âû÷èñ-
ëèòå ∫∫

x2+y2≤1
x2y2 dxdy.

65. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè f ïî ïëîñêîé êðèâîé
l, ∫

l

f dl.
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Ïîÿñíèòå åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë (ìàññà êðèâîé). ×åìó ðàâåí
∫
l
1 dl?

66. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïëîñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ F ïî
ïëîñêîé êðèâîé l, ∫

l

(F , dl).

Ïîÿñíèòå åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë (ðàáîòà ïîëÿ âäîëü êðèâîé).
67. Çàïèøèòå è ïîÿñíèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî è

ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëîâ äëèíû dl è dl = |dl| â ñëó÷àå, êîãäà l �
ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R2, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè, è âûâåäèòå ôîðìóëû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

∫
l
f dl è

∫
l
(F , dl).

68. Âûâåäèòå ôîðìóëó Ãðèíà.
69. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïëîñêîãî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ è åãî ïîòåíöè-

àëà. Äîêàæèòå òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ óñëî-
âèé (â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè): à) ïîëå F = (P,Q)�ïîòåíöèàëüíî;
á) P ′y = Q′x, â) ðàáîòà ïîëÿ F ïî ëþáîìó (ïëîñêîìó) çàìêíóòîìó êîíòó-

ðó ðàâíà íóëþ; ã) ðàáîòà ïîëÿ F çàâèñèò ëèøü îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷êè ïóòè.

70. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàáîòà ïëîñêîãî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ âäîëü (ïëîñ-
êîé) êðèâîé ðàâíà ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ â êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷êàõ
êðèâîé. Óêàæèòå ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà.

71. Äàéòå îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà∫∫∫
D

f(x, y, z)dxdydz

îò ôóíêöèè f ïî (îãðàíè÷åííîé) îáëàñòèD ⊂ R3. ×åìó ðàâåí
∫∫∫

D
1dxdydz?

72. Èçëîæèòå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ ïóòåì ñâåäåíèÿ
ê ïîâòîðíîìó. Âû÷èñëèòå ∫∫∫

D

z dxdydz,

ãäå D�îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòüþ x2 + y2 = z è ïëîñêîñòüþ
z = 1.

73. Îïðåäåëèòå ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ϕ : D → R3 îáëàñòè D ⊆ R3 è
ïîÿñíèòå åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Çàïèøèòå ñ îáîñíîâàíèåì ôîðìóëó
çàìåíû ïåðåìåííîé â òðîéíîì èíòåãðàëå.
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74. Âû÷èñëèòå ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è íàé-
äèòå ∫∫∫

x2+y2+z2≤1
z2 dxdydz.

75. Âû÷èñëèòå ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê öèëëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è
íàéäèòå ∫∫∫

x2+y2≤1; 0≤z≤1
z2 dxdydz.

76. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè f ïî êðèâîé l â R3.
Ïîÿñíèòå åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë. ×åìó ðàâåí

∫
l
1 dl?

77. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà âåêòîðíîãî ïîëÿ F â R3 ïî êðèâîé
l ⊂ R3. Ïîÿñíèòå åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

78. Çàïèøèòå è ïîÿñíèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî è
ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëîâ äëèíû dl è dl = |dl| â ñëó÷àå, êîãäà l �
ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè, è âûâåäèòå ôîðìóëû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

∫
l
f dl è

∫
l
(F , dl).

79. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè f ïî ïîâåðõíîñòè S â
R3: ∫∫

S

f dS

Ïîÿñíèòå åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë (ìàññà ïîâåðõíîñòè). ×åìó ðàâåí
∫∫

S
1 dS?

80. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ F ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
S ⊂ R3: ∫∫

S

(F , dS).

Ïîÿñíèòå åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë (íà ïðèìåðå ïîëÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ
æèäêîñòè).

81. Çàïèøèòå è ïîÿñíèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî è
ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëîâ ïëîùàäè dS è dS = |dS| â ñëó÷àå êîãäà
S �ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè, è âûâåäèòå
ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

∫∫
S
f dS è

∫∫
S
(F , dS).

82. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèâèðãåíöèè ïîëÿ â R3. Çàïèøèòå ñ îáîñíî-
âàíèåì ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà.

83. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé: à) divF = 0, á)
ïîòîê ïîëÿ F ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ.

84. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðîòîðà ïîëÿ â R3. Çàïèøèòå ñ îáîñíîâàíèåì
ôîðìóëó Ñòîêñà.
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85. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ â R3 è åãî ïîòåíöèàëà.
Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé (â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè): à) ïîëå F�ïîòåíöèàëüíî; á) rotF = 0, â) ðàáîòà ïîëÿ F ïî ëþ-
áîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíà íóëþ; ã) ðàáîòà ïîëÿ F çàâèñèò ëèøü
îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè ïóòè.

86. Ïîêàæèòå, ÷òî (êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå) ðàáîòà ïîòåíöèàëüíîãî
ïîëÿ ïî êðèâîé â R3 ðàâíà ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ â êîíå÷íîé è íà÷àëü-
íîé òî÷êàõ êðèâîé. Óêàæèòå ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå. Ïîòåíöèàëüíî ëè ïîëå F = (x, y, z)? Åñëè äà � íàéäèòå
ïîòåíöèàë.
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