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Íà ýêçàìåíå ñòóäåíò ïîëó÷àåò áèëåò, ñîäåðæàùèé äâà âîïðîñà èç ýòîãî

âîïðîñíèêà, è äâå çàäà÷è îò ýêçàìåíàòîðà.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà = 0,5 íàêîïëåííàÿ îöåíêà + 0,5 îöåíêà íà ýêçà-

ìåíå.

1. Âûâåäèòå ôîðìóëû äâîéñòâåííîñòè äëÿ îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáú-

åäèíåíèÿ.

2. Îïðåäåëèòå ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè X ∼ Y ìíîæåñòâ X è Y ïî Êàí-

òîðó. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Q
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Qn ÿâëÿ-

åòñÿ ñ÷åòíûì. ßâëÿåòñÿ ëè Q∞ ñ÷åòíûì?

4. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà ñ÷åòíûõ ìíî-

æåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè ê áåñêîí÷íîìó ìíîæåñòâó êîíå÷íîãî

èëè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó.

6. ×òî òàêîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî? Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ R ÿâëÿåòñÿ

íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì; âûâåäèòå îòñþäà ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ

÷èñåë.

7. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå êîíòèíóàëü-

íîñòü ìíîæåñòâ Rn, R∞.
8. ×òî îçíà÷àþò çàïèñè |X| = |Y |, |X| ≥ |Y |, |X| > |Y |? Ñôîðìóëèðóéòå

òåîðåìó Êàíòîðà�Áåðíøøòåéíà î ñðàâíåíèè ìíîæåñòâ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C(I) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå I
ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X èìååò ìîù-

íîñòü áîëüøóþ, ÷åì ìîùíîñòü X.

11. Èçëîæèòå (ñõåìàòè÷íî) ïîñòðîåíèå ìåðû Ëåáåãà â Rn. Ïðèâåäèòå ïðè-

ìåðû ìíîæåñòâ ëåáåãîâîé ìåðû 0 íà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî

âñÿêîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èìååò ìåðó íóëü. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñ÷åòíîãî

ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé, èìåþùåãî ìåðó íóëü (òðîè÷íîå ìíîæåñòâî Êàíòîðà).

12. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå íåèçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ.
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13. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå î çàìêíóòîñòè êëàññà èçìåðèìûõ ìíî-

æåñòâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ïåðåõîäà

ê äîïîëíåíèþ.

14. Äàéòå îïðåäåëåíèå èçìåðèìîé ôóíêöèè. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ èçìåðè-

ìûõ ôóíêöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ïîòî÷å÷íî-

ãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

15. ×òî îçíà÷àåò ôðàçà �ñâîéñòâî Õ âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó�? Äàéòå îïðå-

äåëåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ïî÷òè âñþäó è ñõîäèìîñòè

ïî ìåðå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó îá èõ ñâÿçè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

16. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïî-

òî÷å÷íîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

17. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû Åãîðîâà è Ëóçèíà îá èñïðàâëåíèè íà ìíîæå-

ñòâå ìàëîé ìåðû.

18. Îïðåäåëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà.

19. Îïèøèòå ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëîì Ëåáåãà è èíòåãðàëîì Ðèìàíà (âêëþ-

÷àÿ ñëó÷àé íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà).

20. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîì ïðåäåëüíîì ïåðåõî-

äå.

21. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëåâè î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå è åå ñëåäñòâèå

äëÿ ðÿäîâ.

22. Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó Ôàòó î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â èíòåãðàëå.

23. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ñèãìà àëãåáðû ìíîæåñòâ è ìåðû. Ïðèâåäèòå ïðèìå-

ðû. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà

â ñëó÷àå àáñòðàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé.

24. ×òî òàêîå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ? Îïðåäåëèòå ìåðó Ñòèëòüåñà íà

R. ×òî òàêîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ìåðà? ×òî òàêîå äèñêðåòíàÿ ìåðà. ×òî
òàêîå èíòåãðàë Ñòèëòüåñà? Êàê âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîé è ïî äèñêðåòíîé ìåðå.

25. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèòå ïðîñòðàí-

ñòâà l2, l1, l∞, C([a, b]), BC(R), C2([a, b]). Îïðåäåëèòå ïðîñòðàíñòâà L
1(X) è

L2∞(X) (ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì îòðåçêà). ×òî òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà?

26. Äàéòå îïðåäåëåíèå îòêðûòîãî øàðà B(x0, r) è îêðåñòíîñòè òî÷êè â

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

27. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà.

28. Ñðàâíèòå ñõîäèìîñòü â l2 ñ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòüþ. Ñäåëàéòå

òîæå ñàìîå äëÿ l1 è l∞.
29. Ñðàâíèòå ñõîäèìîñòü â C[a, b] ñ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòüþ è ñî ñõîäè-

ìîñòüþ â L2[a, b] è L
1[a, b].
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30. Äàéòå îïðåäåëåíèå âíóòðåííåé òî÷êè ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå è äàéòå îïðåäåëåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíî-

æåñòâîì. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñòðîåíèè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé.

31. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ è ïðåäåëüíîé òî÷êè ìíîæå-

ñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Äàéòå îïðåäåëåíèå çàìûêàíèÿ E ìíîæå-

ñòâà E â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Âûâåäèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàöèè

çàìûêàíèÿ: E ⊆ E, E = E, E ∩ F = E ∪ F . Äîêàæèòå, ÷òî E ∩ F ⊆ E ∩ F .
Âåðíî ëè, ÷òî E ∩ F = E ∩ F?

32. Äàéòå îïðåäåëåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Äîêàæèòå òåîðåìó, õàðàêòåðèçóþùóþ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â òåðìèíàõ

ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

33. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûé øàð B(x0, r) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæå-

ñòâîì.

34. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿ-

åòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà çà-

ìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

35. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâ-

ëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà îò-

êðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì? Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.

36. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì? Ïðèâåäèòå êîíòð-

ïðèìåð.

37. ×òî òàêîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî? ×òî òàêîå íèãäå íå ïëîòíîå ìíî-

æåñòâî? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî {x : x(t0) = 0} çà-
ìêíóòî è íèãäå íå ïëîòíî â C[a, b].

38. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî {x :
∑∞

k=1 xk = 0} çàìêíóòî è íèãäå íå

ïëîòíî â l1 è âñþäó ïëîòíî â l2.
39. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå ïîë-

íîòó ïðÿìîé R. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùå-

ãîñÿ ïîëíûì.

40. Äîêàæèòå ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà Rn

41. Äîêàæèòå ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâ l2, l1, l∞ (ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì

èç íèõ).

42. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè: C([a, b]), L1(X), L2(X)
(X = [a, b], X = R)? Äîêàæèòå ïîëíîòó êàêîãî íèáóäü èç íèõ.

43. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y åãî

ïîäïðîñòðàíñòâî, òî Y ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî.
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44. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î âëîæåííûõ øàðàõ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Áýðà î ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

45. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. ×òî òàêîå èçîìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà?

46. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå, ïðèâåäèòå ïðèìåðû. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå t→ sin t ñæèìàþùèì êàê

îòîáðàæåíèå ïðÿìîé R â ñåáÿ?

47. Äîêàæèòå òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Âûâåäèòå îöåíêó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó n -îé èòåðàöèåé è íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

48. Äîêàæèòå âàðèàíò òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ îòîáðàæåíèÿ,

íåêîòîðàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì. Ïðèâåäèòå

ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

49. Ïðè ïîìîùè òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå äîêàæèòå òåîðåìó ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(0) = y0 ïðè
íåêîòîðûõ (êàêèõ?) óñëîâèÿõ íà f .

50. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêà-

æèòå ñåïàðàáåëüíîñòü ïðÿìîé R. Äîêàæèòå ñåïàðàáåëüíîñòü Rn.

51. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî l2 ñåïàðàáåëüíî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî l1 ñåïàðàáåëüíî. Äîêàæèòå, ÷òî l∞ íå ñåïàðàáåëüíî.

52. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î ìíîãî÷ëåíàõ è âûâåäèòå èç

íåå ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà C([a, b]).
53. Äîêàæèòå ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ L1[a, b], L1(R), L2[a, b], L2(R).
54. Äàéòå îïðåäåëåíèå âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå âïîëíå îãðàíè÷åí-

íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Âåðíî ëè îáðàòíîå (ðàññìîòðèòå øàð

â l2)?
55. Äîêàæèòå, ÷òî â Rn ïîíÿòèÿ �îãðàíè÷åííîñòü� è �âïîëíå îãðàíè÷åí-

íîñòü� ñîâïàäàþò.

56. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

57. Äîêàæèòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ íà êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå êîì-

ïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì îãðàíè÷åííî-

ñòè è çàìêíóòîñòè.

58. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Àðöåëà (êðèòåðèé âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè

ìíîæåñòâà â C[a, b]).
59. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèè âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà â l2 è l1.

Âûâåäèòå îäèí èç íèõ. Ïðîèëëþñòðèðóéòå èõ ïðèìåíåíèÿ (íàïðèìåð, ðàñ-

ñìîòðèòå �ãèëüáåðòîâ êèðïè÷�).
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60. Äàéòå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèéíîãî ÷èñëà. Íàéäèòå èõ äëÿ êóáà â Rn è

äëÿ òðîè÷íîãî êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé.

61. Íàéäèòå ýíòðîïèéíûå ÷èñëà êîâðà Ñåðïèíñêîãî è ãèëüáåðòîâà êèðïè-

÷à.

62. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäèòå ïðèìå-

ðû. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèå ρ(x, y) = ‖x− y‖ îïðåäåëÿåò ìåòðèêó â íîð-
ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (ýòî åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà, ïîðîæäåííàÿ íîðìîé).

×òî òàêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

63. ×òî òàêîå ýêâèâàëåíòíûå íîðìû? ßâëÿþòñÿ ëè íîðìû ‖x‖1 = max[0,1] |x(t)|
è ‖x‖2 =

∫ 1
0 |x(t)|dt ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]? Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå íîðìû â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå � ýêâèâàëåíòíû.

64. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä
∑∞

k=1 xk ñõîäèòñÿ, òî åãî ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ,

ò.å. ‖xk‖ → 0 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Ïîêàæèòå, ÷òî â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå èç ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

∑∞
k=1 ‖xk‖ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

ðÿäà
∑∞

k=1 xk (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè).
65. Äàéòå îïðåäåëåíèå áàçèñà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàæèòå,

÷òî âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì ñåïàðàáåëüíî.

66. Äàéòå îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Âûâåäèòå íåðàâåíñòâî

Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ íîðìà â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå? ×òî òàêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî?

67. Âûâåäèòå ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äî-

êàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.
68. Èçëîæèòå ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè.

69. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ñå-

ïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ðàçëî-

æåíèè ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó.

70. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî

íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííî-

ãî ôóíêöèîíàëà. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïà-

äàþò. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìû ôóíêöèîíàëà (óêàæèòå

âñå òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ). Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâàX∗ ñî-
ïðÿæåííîãî ê íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó X.

71. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] è
âû÷èñëèòå èõ íîðìó.

72. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå î âèäå îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî ôóíê-

öèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êàêèå ñëåäñòâèÿ âëå÷åò ýòî óòâåðæäå-

íèå äëÿ ïðîñòðàíñòâ l2 è L2[a, b]? 10. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî íåïðå-

ðûâíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç îäíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â
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äðóãîå. Äàéòå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ñôîðìóëè-

ðóéòå óòâåðæäåíèå î ñîâïàäåíèè ýòèõ ïîíÿòèé. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äàéòå

îïðåäåëåíèå íîðìû îïåðàòîðà (óêàæèòå âñå òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ).

73. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B(X,Y ) ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ íà

ñêàëÿðû è ñóììû, è ñíàáæåííîå îïåðàòîðíîé íîðìîé, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.
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