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Íà ýêçàìåíå ñòóäåíò ïîëó÷àåò áèëåò, ñîäåðæàùèé äâà âîïðîñà èç ýòîãî

âîïðîñíèêà, è äâå çàäà÷è îò ýêçàìåíàòîðà. Ïîëüçîâàòüñÿ âîïðîñíèêîì ðàçðå-

øàåòñÿ.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà = 0,5 íàêîïëåííàÿ îöåíêà + 0,5 îöåíêà íà ýêçà-

ìåíå.

1. Ðàññêàæèòå î ÷èñëàõ: íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è èð-
ðàöèîíàëüíûõ. Ðàññêàæèòå î ÷èñëîâîé ïðÿìîé R è îòîæäåñòâëåíèè å¼
òî÷åê ñ ÷èñëàìè. Ðàññêàæèòå î ìîäóëå ÷èñëà è î òîì, êàê èçìåðÿåòñÿ
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íà ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

√
2 èððà-

öèîíàëüíîå.
2. Äîêàæèòå, ÷òî êàê ðàöèîíàëüíûå òàê è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé âñþäó ïëîòíî, ò.å. äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé èíòåð-
âàë ñîäåðæèò è òå è äðóãèå ÷èñëà.

3. Ðàññêàæèòå î ìåòîäå èíäóêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî 5 · 23n−2 + 33n−1

äåëèòñÿ íà 19 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
4. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåä-

íèì ãåîìåòðè÷åñêèì.
5. Ðàññêàæèòå î ïîíÿòèè ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ. ×òî òàêîå ñó-

ïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé? ×òî òàêîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå?
6. Â êàêîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì ñâåðõó (ñíèçó)? Äàéòå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ìíî-
æåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.

7. Ðàññêàæèòå î ïîíÿòèè ôóíêöèè, çàäàííîé íà ïîäìíîæåñòâå ïðÿ-
ìîé. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñíèçó), îãðàíè-
÷åííîé ôóíêöèè, ìîíîòîííîé ôóíêöèè, ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé è îáðàò-
íîé ôóíêöèè. Äàéòå îïðåäåëåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðèìå-
ðû.

8. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×òî òàêîå ìîíîòîííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü? ×òî òàêîå îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó (ñíèçó) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü? ×òî òàêîå îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
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9. Äàéòå îïðåäåëåíèå îêðåñòíîñòè O(a) òî÷êè a ∈ R. Äàéòå îïðåäå-
ëåíèå îêðåñòíîñòåé O(+∞), O(−∞), O(∞). Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ δ -îêðåñòíîñòåé.

10. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëîâ limn→∞ an = a, limn→∞ an = +∞,−∞, ∞.
Äîêàæèòå òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×òî
òàêîå ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

11. Äàéòå îïðåäåëåíèå âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà íà âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé R. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè âåðõíåé
(íèæíåé) ãðàíè âñÿêîãî ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó (ñíèçó).

12. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ (êîíå÷íûé)
ïðåäåë, îãðàíè÷åíà. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî (ðàñ-
ñìîòðèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (−1)n, n = 1, 2, . . .). Äîêàæèòå òåî-
ðåìó î ïðåäåëå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

13. Äàéòå îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáúÿñíèòå ñâÿçü ìåæäó íèìè. Äîêàæèòå, ÷òî limn→∞ an =
a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà an = a + αn, ãäå αn � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà (äâóõ) áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ïðî-
èçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðàíè÷åííóþ åñòü
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

15. Äîêàæèòå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé: ïóñòü limn→∞ an = a è limn→∞ bn = b. Òîãäà

lim
n→∞

(an + bn) = a+ b;

lim
n→∞

anbn = ab;

lim
n→∞

an/bn = a/b, åñëè b 6= 0.

16. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ.
17. Äîêàæèòå ëåììó "î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ"(äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé).
18. Çàïèøèòå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåä-

íèì àðèôìåòè÷åñêèì è äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ e. Ïîêàæèòå, ÷òî 1 ≤ e ≤ 4.
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19. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯ(x0) òî÷êè x0 è
åå ëåâîé è ïðàâîé ïðîêîëîòîé ïîëóîêðåñòíîñòè Ȯ−(x0), Ȯ

+(x0). Äàé-
òå îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîêîëîòûõ δ -îêðåñòíîñòåé.

20. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèè

lim
x→x0 (+∞, −∞, ∞, x0+0, x0−0)

f(x) = a(+∞, −∞, ∞).

Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äîêàæèòå òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ôóíê-
öèè.

21. Ïîêàæèòå, ÷òî limx→x0 f(x) = a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
limx→x0+0 f(x) = limx→x0−0 f(x) = a.

22. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò limx→+∞ sinx.
23. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë â òî÷êå,

îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Âåðíî ëè
îáðàòíîå? (Ðàññìîòðèòå ïðåäåë limx→0 sin 1/x.)

24. Äàéòå îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíê-
öèè ïðè x → x0,+∞,−∞, ∞. Ïîÿñíèòå ñâÿçü ìåæäó íèìè. Ïðèâåäèòå
ïðèìåðû. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (ëîêàëüíî) îãðàíè÷åííîé ôóíê-
öèè íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàæèòå,
÷òî ñóììà (äâóõ) áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ôóíêöèÿ.

25. Äîêàæèòå, ÷òî limx→x0 f(x) = a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f(x) = a+ α(x), ãäå α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x→ x0.

26. Äîêàæèòå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ôóíê-
öèé: åñëè limx→x0 f(x) = a è limx→x0 g(x) = b, òî

lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = a+ b;

lim
x→x0

(f(x)g(x)) = ab;

lim
x→x0

f(x)/g(x) = a/b, åñëè b 6= 0.

Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäå-
ëîâ.

27. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(x) ≥ g(x) â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 è ñóùåñòâóþò limx→x0 f(x) = a, limx→x0 g(x) = b, òî a ≥ b
(òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ äëÿ ôóíêöèé).
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28. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) è ñóùåñòâóþò ïðåäå-
ëû limx→x0 g(x) = limx→x0 h(x) = c, òî ñóùåñòâóåò è ðàâåí c ïðåäåë
limx→x0 f(x) (ëåììà î "äâóõ ìèëèöèîíåðàõ"äëÿ ôóíêöèé).

29. Äîêàæèòå òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåííîé â ïðåäåëàõ äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé. Ïîêàæèòå, ÷òî limx→∞(1 + 1/x)x = e.

30. Äàéòå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ïðè x → x0 (ïðè
x→ x0 ± 0,+∞,−∞,∞). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a(x) ∼ b(x) è c(x) ∼ d(x),
òî a(x)c(x) ∼ b(x)d(x) è a(x)/c(x) ∼ b(x)/d(x). Âåðíî ëè, ÷òî a(x) +
c(x) ∼ b(x) + d(x)?

31. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñîîòíîøåíèÿ f(x) = o(g(x)), x → x0. Ïîêà-
æèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ f(x) ∼ g(x), x → x0 è f(x) = g(x) + o(g(x)),
x→ x0 îçíà÷àþò îäíî è òî æå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñîîòíîøåíèÿ f(x) =
O(g(x)), x→ x0.

32. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â òî÷êå; íà èíòåðâà-
ëå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè íåïðåðûâíîé ñëåâà (ñïðàâà). Äîêàæèòå
òåîðåìó î ñâÿçè îäíîñòîðîííåé íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè.

33. ×òî òàêîå ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ? Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î
íåïðåðûâíîñòè îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå å¼ äëÿ êàêîé-
íèáóäü îñíîâíîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, äîêàæèòå, ÷òî ôóíê-
öèÿ sinx íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé)

34. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x → 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ sinx ∼ x,
1 − cosx ∼ x2/2, ln(1 + x) ∼ x. Çàïèøèòå ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè â âèäå
ðàâåíñòâ (àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë).

35. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x → 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ex − 1 ∼ x,
(1+x)α−1 ∼ αx, α ∈ R. Çàïèøèòå ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè â âèäå ðàâåíñòâ
(àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë).

36. Äîêàæèòå, ÷òî loga x = o(xα), x → +∞, â ñëó÷àå, êîãäà a >
1, α > 0, ò.å. äîêàæèòå, ÷òî

lim
x→+∞

loga x

xα
= 0, a > 1, α > 0.

37. Äîêàæèòå, ÷òî xα = o(bx), x→ +∞ ïðè α > 0, b > 1, ò.å., ÷òî

lim
x→+∞

xα

bx
= 0, α > 0, b > 1.

38. Ðàññêàæèòå, êàê íàðèñîâàòü íàáðîñîê ãðàôèêà ôóíêöèè, âûäå-
ëÿÿ ãëàâíûå ÷àñòè â îñîáûõ òî÷êàõ è íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñòðîéòå íà-
áðîñîê ãðàôèêà ôóíêöèè y = ln |x+ 1|+ ln |x− 2|+ 1/x− 1/(x+ 1)2.
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39. Äîêàæèòå òåîðåìó Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Èçëîæèòå
ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé f(x) = 0 ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.

40. Äîêàæèòå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: íåïðå-
ðûâíîñòü ñóììû (ðàçíîñòè), ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé.

41. Äîêàæèòå òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè ñóïåðïîçèöèè (äâóõ) íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé.

42. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé
ôóíêöèè.

43. Äîêàæèòå òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (Âîñ-
ïîëüçóéòåñü òåîðåìîé î íåïðåðûâíîñòè îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé.)

44. Äîêàæèòå ëåììó î âëîæåííûõ îòðåçêàõ.
45. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äîêàæèòå ëåììó

Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà (î âûäåëåíèè ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè).

46. Äàéòå îïðåäåëåíèå âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíè ôóíêöèè, çàäàííîé
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè âåðõ-
íåé (íèæíåé) ãðàíè ôóíêöèè, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñíèçó). Äîêàæèòå
òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î ìàêñèìàëüíîì (ìèíèìàëüíîì) çíà÷åíèè íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî âñå óñëîâèÿ
ýòîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè.

47. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíî-
æåñòâå E ⊆ R. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
íà èíòåðâàëå âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü. Âåðíî ëè îáðàòíîå? (Ðàññìîòðèòå
ôóíêöèþ 1/x íà èíòåðâàëå (0, 1).)

48. Äîêàæèòå òåîðåìó Êàíòîðà: åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåç-
êå I, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà I.

49. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ωf (δ) ôóíêöèè f íà
ìíîæåñòâå E ⊆ R. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà èíòåðâàëå I òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ωf (δ)→ 0 ïðè δ → +0.

50. ßâëÿþòñÿ ëè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè ôóíêöèè x, sinx, x2, sinx2

íà R?
51. ßâëÿþòñÿ ëè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè ôóíêöèè x2, 1/x,

√
x, sin 1/x

íà èíòåðâàëå (0, 1)?
52. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé.

Âû÷èñëèòå ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé y = C,
y = x, y = xα, y = sinx, y = cosx, y = lnx, y = ex.
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53. Îáúÿñíèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷-
êå. Äàéòå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì
ôóíêöèè, è âûâåäèòå åå óðàâíåíèå. Âûâåäèòå óðàâíåíèå íîðìàëè.

54. Âûâåäèòå ôîðìóëó ëèíåàðèçàöèè, ïîÿñíèòå åå ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë.

55. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî îíà
íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

56. Äîêàæèòå òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è ïðî-
èçâåäåíèÿ ôóíêöèé. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

57. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ÷àñòíîãî. Íàéäèòå (tg x)′, (ctg x)′.
58. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé. Ïðè-

âåäèòå ïðèìåðû.
59. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè. Âû÷èñëèòå

(arcsinx)′, (arccosx)′, (arctg x)′, (arcctg x)′.
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