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Íà ýêçàìåíå ñòóäåíò ïîëó÷àåò áèëåò, ñîäåðæàùèé äâà âîïðîñà èç ýòîãî âî-

ïðîñíèêà, è äâå çàäà÷è îò ýêçàìåíàòîðà. Ýêçàìåí ïî âñåìó êóðñó (4 ìîäóëÿ).

Ïîëüçîâàòüñÿ âîïðîñíèêîì ðàçðåøàåòñÿ.

Èòîãîâàÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà (èäóùàÿ â äèïëîì) = 0,5 èòîãîâàÿ íà-

êîïëåííàÿ îöåíêà + 0,5 îöåíêà íà èòîãîâîì ýêçàìåíå. Èòîãîâàÿ íàêîïëåííàÿ

îöåíêà îáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Oíàêîïë/èòîãîâàÿ = 1
2(Oðåç 1+Oíàêîïë 2),

ãäå Oðåç 1 � ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ íà 2-ì êóðñå è Oíàêîïë 2 �

íàêîïëåííàÿ îöåíêà íà 3-ì êóðñå.

1. Îïðåäåëèòå ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè X ∼ Y ìíîæåñòâ X è Y
ïî Êàíòîðó. Ðàññêàæèòå î ïîíÿòèè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà. ×òî îçíà÷à-
þò çàïèñè |X| = |Y |, |X| ≥ |Y |, |X| > |Y |? Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó
Êàíòîðà�Áåðíøøòåéíà î ñðàâíåíèè ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî C(I) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå I ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.

2. Èçëîæèòå (ñõåìàòè÷íî) ïîñòðîåíèå ìåðû Ëåáåãà â Rn. Ïðèâåäèòå
ïðèìåðû ìíîæåñòâ ëåáåãîâîé ìåðû 0 íà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Äîêàæè-
òå, ÷òî âñÿêîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èìååò ìåðó íóëü. Ïðèâåäèòå ïðèìåð
íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé, èìåþùåãî ìåðó íóëü (òðîè÷íîå ìíî-
æåñòâî Êàíòîðà). Âñÿêîå ëè ìíîæåñòâî íà R èçìåðèìî ïî Ëåáåãó?

3. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå î çàìêíóòîñòè êëàññà èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (ñ÷åòíîãî) îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ
è ïåðåõîäà ê äîïîëíåíèþ.

4. Äàéòå îïðåäåëåíèå èçìåðèìîé ôóíêöèè. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåð-
æäåíèå î çàìêíóòîñòè êëàññà èçìåðèìûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ïîòî÷å÷íîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Äàéòå îïðå-
äåëåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ïî÷òè âñþäó è ñõîäè-
ìîñòè ïî ìåðå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó îá èõ ñâÿçè. Ïðèâåäèòå ïðèìå-
ðû.

5. Îïðåäåëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà (âêëþ÷àÿ èíòåãðàë ïî âñåìó Rn �
îãðàíè÷òåñü îäíîìåðíûì ñëó÷àåì). Ñôîðìóëèðóéòå è ïîÿñíèòå åãî îñ-
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íîâíûå ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòè è ïðàâèëî èíòåãðèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâ).
6. Îïèøèòå ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëîì Ëåáåãà è èíòåãðàëîì Ðèìàíà

(âêëþ÷àÿ è ñëó÷àé íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà).
7. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîì ïðåäåëüíîì ïå-

ðåõîäå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëåâè î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå è åå ñëåä-
ñòâèå äëÿ ðÿäîâ. Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó Ôàòó.

8. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé è èíòåãðàëà â ñëó÷àå
àáñòðàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé. ×òî òàêîå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ?
Îïðåäåëèòå ìåðó Ñòèëòüåñà íà R. ×òî òàêîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
ìåðà? ×òî òàêîå äèñêðåòíàÿ ìåðà. ×òî òàêîå èíòåãðàë Ñòèëòüåñà? Êàê
âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è ïî äèñêðåòíîé ìåðå.

9. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðåäåëà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè â íåì. Îïðåäåëèòå ïðîñòðàíñòâà l2, l1, l∞, C([a, b]), BC(R).
Îïðåäåëèòå ïðîñòðàíñòâà L1(X), L2(X).

10. Äàéòå îïðåäåëåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äàéòå îïðåäåëåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû. ×òî òàêîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå? ×òî òàêîå íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äî-
êàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî {x : x(t0) = 0} çàìêíóòî è íèãäå íå ïëîòíî â
C[a, b].

11. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äîêàæèòå ñåïàðàáåëüíîñòü ïðÿìîé R. Äîêàæèòå ñåïàðàáåëüíîñòü Rn,
l2, l1. Äîêàæèòå, ÷òî l∞ íå ñåïàðàáåëüíî. Ñåïàðàáåëüíî ëè C([a, b]),
L1[a, b], L1(R), L2[a, b], L2(R).

12. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæè-
òå ïîëíîòó ïðÿìîé R. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, íå
ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíûì. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïîë-
íûìè: Rn, l2, l1, l∞, C([a, b]), L1(X), L2(X) â ñëó÷àå X = [a, b] è X = R?

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
Y åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, òî Y ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
çàìêíóòî. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î âëîæåííûõ øàðàõ â ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Áýðà î ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

14. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. ×òî òàêîå èçîìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà?

15. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïðèâåäèòå ïðèìåðû. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå t→ sin t ñæè-
ìàþùèì êàê îòîáðàæåíèå ïðÿìîé R â ñåáÿ? Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó
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î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ. Óêàæèòå îöåíêó ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó n -îé èòåðàöèåé è íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

16. Äàéòå îïðåäåëåíèå âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå âïîëíå
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Âåðíî ëè îáðàòíîå
(ðàññìîòðèòå øàð â l2)?

17. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
ïîíÿòèÿ �îãðàíè÷åííîñòü� è �âïîëíå îãðàíè÷åííîñòü� ñîâïàäàþò.

18. ×òî íàçûâàåòñÿ ε -ñåòüþ äëÿ ìíîæåñòâà K â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Ïîêàæèòå, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε -ñåòü äëÿ
K.

19. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñâÿçè âïîëíå îãðà-
íè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè.

20. Äîêàæèòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ íà
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëî-
âèå êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì
îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè.

21. Äîêàæèòå òåîðåìó Àðöåëà (êðèòåðèé âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè ìíî-
æåñòâà â C[a, b]). Ïðîèëëþñòðèðóéòå åå ïðèìåíåíèå íà ïðèìåðàõ.

22. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèè âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà â l2

è l1. Âûâåäèòå îäèí èç íèõ. Ïðîèëëþñòðèðóéòå èõ ïðèìåíåíèÿ (íàïðè-
ìåð, ðàññìîòðèòå �ãèëüáåðòîâ êèðïè÷�).

23. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèå ρ(x, y) = ‖x−y‖ îïðåäåëÿåò ìåòðèêó
â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (ýòî åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà, ïîðîæäåí-
íàÿ íîðìîé).

24. ×òî òàêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. ×òî íàçûâàþò (çàìêíóòûì)
ïîäïðîñòðàíñòâîì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà? Äîêàæèòå ñâîéñòâî
íåïðåðûâíîñòè íîðìû.

25. ×òî òàêîå ýêâèâàëåíòíûå íîðìû? ßâëÿþòñÿ ëè íîðìû ‖x‖1 =

max[0,1] |x(t)| è ‖x‖2 =
∫ 1

0
|x(t)|dt ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè â ïðîñòðàí-

ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]? Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå
íîðìû â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýêâèâàëåíòíû.

26. Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå è äîêàæèòå, ÷òî
øàð â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå âïîëíå îãðàíè÷åí ëèøü
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â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî.
27. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä
∑∞

k=1 xk ñõîäèòñÿ, òî åãî ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ, ò.å. ‖xk‖ → 0 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Ïîêàæèòå,
÷òî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå èç ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

∑∞
k=1 ‖xk‖

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

k=1 xk (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè).
28. Äàéòå îïðåäåëåíèå áàçèñà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêà-

æèòå, ÷òî âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì ñåïàðàáåëüíî.
29. Äàéòå îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Âûâåäèòå íåðàâåí-

ñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ
íîðìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå? ×òî òàêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî?

30. Âûâåäèòå ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé òîãî, ÷òî íîðìà â íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî C[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.

31. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî äâà âåêòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îðòî-
ãîíàëüíû? Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. ×òî íàçûâàþò îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé âåê-
òîðîâ? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

32. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â îáùåì ñëó-
÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ; äàéòå îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ. Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà
ïîäïðîñòðàíñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåð-
æäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî è äîêàæèòå åå åäèíñòâåííîñòü. Êàê ñâÿçàíû ïðîåêöèÿ è ýëå-
ìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå?

33. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ â ëèíåé-
íîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîëíîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

34. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Π =< e1, e2, . . . , eN >, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé
êîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, e2, . . . , eN , îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàí-
íóþ ñèñòåìó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

35. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì è âûâåäèòå òåîðåìó î ðàçëîæåíèè â
ðÿä Ôóðüå ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.
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36. Èçëîæèòå ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè. Êàê ñâÿçàíû ëèíåéíóàÿ
îáîëî÷êà èñõîäíîé ñèñòåìû è ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé îðòîãîíàëèçàöèåé?

37. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû òàêèõ
áàçèñîâ.

38. Äîêàæèòå òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.

39. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà, çà-
äàííîãî íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíî-
ãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìû ôóíêöèîíàëà (óêàæèòå
âñå òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ). Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà
X∗ ñîïðÿæåííîãî ê íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó X.

40. Äîêàæèòå ïîëíîòó ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà.
41. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó îá îáùåì âèäå îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó îá îáùåì âèäå
îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Êàêèå ñëåäñòâèÿ âëå÷åò ýòà òåîðåìà äëÿ ïðîñòðàíñòâà l2 è L2[a, b]?

42. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ fn ∈ X∗, n =
1, 2, . . . , ñõîäèòñÿ ñëàáî (ïîòî÷å÷íî)? Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îíà ñõîäèò-
ñÿ ñèëüíî (ïî íîðìå)? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü
ñëàáîãî è ñèëüíîãî ïðåäåëà (åñëè îíè åñòü). Äîêàæèòå, ÷òî èç ñèëüíîé
ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ê òîìó æå ïðåäåëó.

43. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ fn, n = 1, 2, . . . ,
íà C[0, 1], âèäà fn(x) = x(1/n). ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ? Ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ? Åñëè äà, òî êàêîâ ïðåäåë?

44. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ fn, n = 1, 2, . . . ,
íà C[0, 1], âèäà fn(x) = 1

n

∑n
k=1 x( k

n
). ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ? Ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ? Åñëè äà, òî êàêîâ ïðåäåë?
45. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâó-

þùåãî èç îäíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Äàéòå îïðåäå-
ëåíèå îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ
ñîâïàäàþò. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìû îïåðàòîðà
(óêàæèòå âñå òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ).

46. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B(X, Y ) ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè óìíî-
æåíèÿ íà ñêàëÿðû è ñóììû, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðî-
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ñòðàíñòâîì. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà B(X, Y ).
47. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ. Âûâåäèòå îöåíêó

íîðìû ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç íîðìû ñîìíîæèòåëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî B(X) ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
X â X, îáðàçóåò àëãåáðó.

48. Âû÷èñëèòå íîðìó à) äèàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà â l2; á) îïåðàòîðà
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ â L2[a, b].

49. Âûâåäèòå îöåíêó ñâåðõó äëÿ íîðìû èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â
L2.

50. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñèëüíîé (ïî íîðìå) è ñëàáîé (ïîòî÷å÷íîé)
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî èç ñèëüíîé
ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ñëàáàÿ (ê òîìó æå ïðåäåëó), íî îáðàòíîå íåâåð-
íî (ðàññìîòðèòå â l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ In : (x1, x2, . . .) →
(x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .)).

51. Âûâåäèòå ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé îïåðàòîðîâ � òåîðåìó Áàíàõà�Øòåéíãàóçà. Ñôîðìóëèðóéòå
åå ñëåäñòâèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèîíàëîâ.
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