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1 Êëàññèôèêàöèÿ êâàçèîäíîðîäíûõ îñîáåííîñòåé

êîìó: íà÷èíàÿ ñî 2î êóðñà

Ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷èòü êëàññèôèêàöèþ êâàçèîäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ f ∈ C[x1, . . . , xn], äëÿ
êîòîðûõ ìíîæåñòâî {(x1, . . . , xn) ∈ Cn | ∂x1f = · · · = ∂xnf = 0} èçîëèðîâàíî. Ïðèìåðû ñëåäóþ-

ùèå:

f = xp1, f = xp1 + x1x
2
2, f = xa11 x2 + xa22 x3 + xa43 .

Ïðè n ≤ 3 òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äàíà ïîëíîñòüþ â êíèãå Â.È. Àðíîëüä, Ñ.Ì. Ãóñåéí-Çàäå, À.Í.

Âàð÷åíêî �Îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé�. Äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû íà äàííîì ïðî-

åêòå ïîëíîãî èçó÷åíèÿ êíèãè íå íóæíî. Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé n (ñêàæåì, n ≤ 4) íàäî áóäåò

èçó÷èòü ãðóïïó äèàãîíàëüíûõ ñèììåòðèé Gf òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ f , îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Gf := {(α1, . . . , αn) ∈ Cn\{0} | f(α1x1, . . . , αnxn) = f(x1, . . . , xn)} .

Íàïðèìåð, äëÿ f = xp1 èìååì Gf � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ exp(2πkip ) ∈ C. Çàäà÷à
êëàññèôèêàöèè òàêèõ ãðóïï ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé è èìååò íàó÷íîå çíà÷åíèå. Óñïåøíàÿ

ðàáîòà ïî äàííîìó ïðîåêòó ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ðàáîòà íàó÷íîãî àññèñòåíòà.

2 Ïðîñòûå îñîáåííîñòè: îñîáåííîñòè òèïà ADE

êîìó: íà÷èíàÿ ñî 2î êóðñà

Â äàííîì ïðîåêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ìíîãî÷ëåíû fAn := xn+1 + y2 + z2, fDn :=
xn−1+xy2+z2, fE6 := x4+y3+z2, fE7 := x3y+y3+z2 èëè æå fE8 := x5+y3+z2 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
n. Äëÿ ëþáîãî òàêîãî ìíîãî÷ëåíà fW ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X := f−1

W (0). Îíî íå áóäåò ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì, à áóäåò, íàïðîòèâ, îñîáûì. Â ðàìêàõ äàííîãî ïðîåêòà íàäî áóäåò èçó÷èòü âîïðîñ

�ðàçðåøåíèÿ� èìåþùèõñÿ íà X îñîáåííîñòåé. Òàêæå ìíîæåñòâî X áóäåò èäåíòèôèöèðîâàíî ñ

ôàêòîðîì C2/G äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû G ⊂ SU(2). Äàííûé ïðîåêò ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåí êàê ïëàâíîå ââåäåíèå â òàêèå êîíöåïöèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êàê, íàïðèìåð,

ðàçäóòèå.

3 Ôðîáåíèóñîâû ñòðóêòóðû ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé

êîìó: íà÷èíàÿ ñî 2î êóðñà

Îáîçíà÷èì çà e1, . . . , en ñòàíäàðòíûå áàçèñíûå âåêòîðà Cn. Ñ ïîìîùüþ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà

fW èç ïðåäûäóùåãî ñïèñêà ìîæíî îïðåäåëèòü àññîöèàòèâíîå è êîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå ei ◦ ej :

ei ◦ ej =

n∑
k=1

cki,jek.



Â ÷àñòíîñòè, äëÿ fAn = xn+1 + y2 + z2 ìîæíî ðàññìîòðåòü åñòåñòâåííîå ôàêòîðêîëüöî

Lf := C[x, y, z]/(∂xf, ∂yf, ∂zf) ∼= C[x]/∂xf ∼= C[x]/xn.

Òàêîå ôàêòîðêîëüöî ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè n-ìåðíûì C�âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì C〈1, [x], . . . , [xn−1]〉.
Ñîïîñòàâëÿÿ âåêòîðó ek ∈ Cn âåêòîð [xk−1] ∈ Lf ìû ïîëó÷èì èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïð-

â Ψ : Cn ∼= Lf . Â òî æå âðåìÿ íà Lf åñòü åñòåñòâåííîå óìíîæåíèå, ò.ê. ýòî ôàêòîðêîëüöî

[xa][xb] = [xa+b] åñëè a+ b < n è [xa][xb] = 0 åñëè a+ b ≥ n. Áëàãîäàðÿ èçìîðôèçìó Ψ ýòî óìíîæå-

íèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü óìíîæåíèå âåêòîðîâ Cn: ei ◦ ej = ei+j
åñëè i+ j < n è ei ◦ ej = 0 èíà÷å. Òî åñòü Cn áóäåò ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé àëãåáðû.

Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà â ëþáûì ìíîãî÷ëåíîâ fW èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Äåôîðìèðóÿ ìíîãî÷ëåí fW ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííûõ, cki,j , êîòîðûå, ñîáñòâåííî, è çàäàþò óìíîæå-

íèå, áóäóò òîæå çàâèñèòü îò ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì öåëîå ñåìåéñòâî àëãåáð,

êîòîðûå â òîì ÷èñëå áóäóò îáëàäàòü è íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Â äàííîì ïðîåêòû ìû èçó÷èì ïîëó÷àåìûå ñòðóêòóðû àëãåáð íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ. Òàêèå

ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ ôðîáåíèóñîâûìè è ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè îáúåêòàìè çåðêàëüíîé ñèììåò-

ðèè.

4 Ëîêàëüíàÿ àëãåáðà îñîáåííîñòè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3�4 êóðñîâ è ìàãèñòðàíòàì.

Ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷èòü àëãåáðàè÷åñêèé èíâàðèàíò èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè - ëîêàëüíóþ

àëãåáðó. Äàííûé îáúåêò îáëàäàåò áîãàòîé ñòðóêòóðîé èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ãèïîòåçå çåðêàëü-

íîé ñèììåòðèè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è âîçìîæíî èññëåäîâàòåëüñêîå ïðîäîëæåíèå - êëàññèôèêàöèÿ

ëîêàëüíûõ àëãåáð îñîáåííîñòåé ñ ñèììåòðèÿìè.

Ìàòåðèàëû: êíèãà Â.È. Àðíîëüä, Ñ.Ì. Ãóñåéí-Çàäå, À.Í. Âàð÷åíêî �Îñîáåííîñòè äèôôåðåí-

öèðóåìûõ îòîáðàæåíèé�.

5 Ìíîãîîáðàçèÿ ñ óìíîæåíèåì

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3�4 êóðñîâ è ìàãèñòðàíòàì.

Ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷èòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé � ñòðóêòóðîé óìíîæåíèÿ

â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äàííàÿ òåìà î÷åíü îáøèðíà, ìíîãèå òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñòðîÿò-

ñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïî ìíîãî÷ëåíàì, çàäàþùèì èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè, à òàêæå ïî

ïîòåíöèàëàì òåîðèè Ãðîìîâà-Âèòòåíà. Ê èññëåäóåìûì ìíîãîîáðàçèÿì îòíîñÿòñÿ (íî íå èñêëþ-

÷èòåëüíî) F-ìíîãîîáðàçèÿ è ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ôîðìóëèðóåòñÿ

ãèïîòåçà çåðêàëüíîé ñèììåòðèè.

Ìàòåðèàëû: ÷àñòü 1 êíèãè C.Hertling �Frobenius manifolds and moduli spaces of singularities�.


