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•Множественная линейная регрессия в скалярной и

матричной формах

•Метод наименьших квадратов и его геометрическая

интерпретация в многомерном случае. Система

нормальных уравнений

•Матричное выражение для вектора оценок

коэффициентов регрессии. Ковариационная матрица

оценок коэффициентов регрессии

•Теорема Гаусса-Маркова для множественной линейной

Показатели качества подгонки множественной регрессии

•Особенности регрессии без свободного члена

•Проверка гипотез для коэффициентов множественной

регрессии

План лекций № 6-7
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Множественная линейная регрессия

Yi = β0 + β1 X1i+…+ βk Xki + εi, i = 1,…, n -

общий вид модели множественной регрессии.

X1,…,Xk – факторы (независимые переменные),

Y – зависимая переменная,

εi – возмущения,

n – число наблюдений.
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Множественная линейная регрессия

niXXY ikikii ,...,1,...110  

Обозначим

Тогда уравнение регрессии можно переписать в векторном
виде
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Множественная линейная регрессия

niXXY ikikii ,...,1,...210  

Если ввести матрицу наблюдений X размера (nхk) и вектор

коэффициентов β размера (kх1)

то уравнение регрессии можно переписать в матричном виде:
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Оцененные значения зависимой переменной и

остатки регрессии

,110   kk XXY K

niXXY kikii ,,1,ˆˆˆˆ
110 KK  
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МНК для множественной линейной регрессии
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МНК для множественной линейной регрессии
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МНК для множественной линейной регрессии
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Необходимые условия экстремума, система

нормальных уравнений и оценка МНК
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Достаточное условие экстремума
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Геометрический вывод формулы оценок МНК

Ω= <i, X2,…, Xk> 

is the vector space 

spanned by the  

vectors i, X2,…, Xk
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Геометрический вывод формулы оценок МНК
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Геометрический вывод формулы оценок МНК
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ТГМ для множественной линейной регрессии

Если модель множественной линейной регрессии

Y= β0 + β1 X1+…+ βk Xk + ε, 

1) Правильно специфицирована

2) Не существует линейной связи между регрессорами

3) Возмущения имеют нулевое мат. ожидание E(εi) = 0,

4) Дисперсии возмущений одинаковы D(εi) = σε
2 , 

5) Возмущения с разными номерами не коррелируют

Cov(εi, εj) = 0

Тогда оценки МНК являются BLUE (Best Linear Unbiased 

Estimator). 
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ТГМ для множественной линейной регрессии

Estimator – оценка,

Unbiased – несмещенная,

Linear – по Y,

Best – это оценки с наименьшей дисперсией в классе всех

линейных несмещенных оценок
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ТГМ для множественной линейной регрессии

Estimator – оценка (т.е. по набору наблюдений мы получаем

оценки параметров регрессии)

niXXY ikikii ,...,1,...110  
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ТГМ для множественной линейной регрессии

Unbiased – несмещенная

(т.е. математические ожидания оценок коэффициентов

регрессии совпадают с истинными значениями

параметров).
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ТГМ для множественной линейной регрессии

Linear – по Y. 
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ТГМ для множественной линейной регрессии

Best – это оценки с наименьшей дисперсией в классе всех

линейных несмещенных оценок (без доказательства).

,)()ˆ( 12  XXVar 

kjXX jjj ,...,1,)()ˆvar( 12  


Для множественной регрессионной модели вычисляется
ковариационная матрица. Ее диагональными элементами
являются дисперсии оценок коэффициентов.
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Ковариационная матрица оценок МНК
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Оценки дисперсий оценок коэффициентов

множественной регрессии

1
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kn
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kjXX jjj ,...,0,)(ˆ)ˆr(âv 12  


Приведены формулы для вычисления оценок дисперсий
оценок коэффициентов регрессии. Но дисперсия ошибок
регрессии неизвестна. Поэтому используется ее оценка
(верхняя формула).  Подставив вместо дисперсии ошибок
регрессии ее оценку, получаем оценку дисперсии
коэффициентов. 
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Стандартные ошибки оценок коэффициентов

множественной регрессии

kjXXes jjj ,...,0,)(ˆ)ˆ.(. 12  


Однако вместо оценок дисперсий коэффициентов обычно
используются корни квадратные из них, называемые
стандартными ошибками (standard errors).  Они выдаются
статистическими пакетами. 
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Пример оценки стандартных ошибок коэффициентов

множественной регрессии

reg EARNINGS S

Source |       SS       df MS                  Number of obs =     570

---------+------------------------------ F(  1,   568) =   65.64

Model |  3977.38016     1  3977.38016               Prob > F      =  0.0000

Residual |  34419.6569   568  60.5979875               R-squared     =  0.1036

---------+------------------------------ Adj R-squared =  0.1020

Total |  38397.0371   569  67.4816117               Root MSE =  7.7845

------------------------------------------------------------------------------

EARNINGS |      Coef.   Std. Err.       t     P>|t|       [95% Conf. Interval]

---------+--------------------------------------------------------------------

S |   1.073055   .1324501      8.102   0.000       .8129028    1.333206

_cons |  -1.391004   1.820305     -0.764   0.445      -4.966354    2.184347

------------------------------------------------------------------------------
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Дисперсионный анализ для множественной линейной

регрессии
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TSS (Total Sum of Squares) - общая сумма квадратов
отклонений зависимой переменной от среднего значения.

ESS (Explained Sum of Squares) – объясненная с помощью
регрессии сумма квадратов отклонений. 

RSS (Residual Sum of Squares) – сумма квадратов остатков.
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Коэффициент множественной детерминации
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R2 - показатель качества подгонки (оценки) регрессии, является
отношением ESS к TSS, (или долей дисперсии Y, объясненной с
помощью регрессии).

Это неотрицательная и не превышающая 1 величина.
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Коэффициент множественной детерминации

R2 действительно является квадратом, а именно, 

квадратом выборочного коэффициента корреляции Y и Ŷ.

Минимизируя сумму квадратов остатков, мы

максимизируем R2.  Таким образом, чем ближе R2 к 1, тем

выше качество подгонки (оценки) регрессии.
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Факторное разложение R2
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Коэффициент множественной детерминации

R2 имеет существенный недостаток: он возрастает при

добавлении любого регрессора X (т.к. при этом уменьшается

сумма квадратов остатков). 
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nTSS

knRSS
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2

adjR - это R2, скорректированный с учетом числа степеней
свободы. Он «наказывает» за включение лишних
регрессоров.
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Коэффициент множественной детерминации, 

скорректированный на число степеней свободы

)1/(

)1/(
12





nTSS

knRSS
Radj

Для сравнения качества подгонки (оценки) двух регрессий с

одной и той же зависимой переменной Y используется

коэффициент множественной детерминации, 

скорректированный на число степеней свободы R2adj.

R2adj не превышает 1, но может быть меньше 0.

.
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Особенности регрессии без свободного члена

Если в модели регрессии нет свободного члена, 

то не выполняются свойства

1) Σ ei= 0

2) TSS = ESS + RSS

3) R2 = 1 – RSS/TSS

В этом случае R2 не является показателем качества подгонки

регрессии (как и R
2
adj).
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Проверка значимости коэффициентов множественной

линейной регрессии
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Пример оценки множественной линейной регрессии
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Связь доверительных интервалов с проверкой гипотез
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Проверка гипотезы об адекватности множественной

линейной регрессии
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Проверка гипотезы об адекватности множественной

линейной регрессии
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Пример проверки гипотезы об адекватности регрессии
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Проверка общей линейной гипотезы о коэффициентах

регрессии

  SFSMASVABCS 3210
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии

  SFSMASVABCS 3210

320 :  H

Проверим гипотезу об одинаковом влиянии обоих

родителей, равенстве коэффициентов β3 и β4 .
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии

  SFSMASVABCS 3210

320 :  H
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии



45

Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии
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Пример проверки общей линейной гипотезы о

коэффициентах регрессии
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Проверка общей линейной гипотезы о коэффициентах

регрессии

  kki XXY ...110
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Проверка общей линейной гипотезы о коэффициентах

регрессии

  kki XXY ...110

H0: Имеют место q конкретных линейных ограничений

на коэффициенты регрессии

H1:  Это ограничения не имеют места

Тестовая статистика:

Если значение тестовой F - статистики больше, чем

Fcr(q,n-k-1), то гипотеза H0 отвергается. Если значение

тестовой F – статистики меньше, чем Fcr(q,n-k-1), то H0

не отвергается.
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