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пuровке парамеmроб и т. л. (см, гл, 13 в [1l), При решенпи помещен-

:их(е задач предполагается использовакие только метOда главIlых

l:чент (МГК).

\Iетод главвых компоЕеят, Во мfiогих задачах обработкп много-

,ь:х наблюдений и, в частности, в задачiLх классификации исследова-

Zнтересуют в первую очередь лишь те признаки, которые обнаружи-

: наибольшую изменчивость (наибольшrrй разброс) np" переходе от

:с| объекта к другому.
С :ругой стороны, не обязательно для опlrсанrtя состоянttя объек-

с:]о.]ьзовать какие-то из исходfiых, непосредственно замеренных на

:?нзнаков. Так, напрпмер, для определения специфпки фигуры че-

iаприпокУпкеодежДыдостаточВоНазВатьзпачеЕиядВУхпризнакоВ
,r"р-ро.r), являющrrхся процзводfiыми от измерений ряпа параметров

;эы, Прп этом, копечно, теряется какая-то лоля информации (портной

)]я€т до одиннадцати параметров IIа клпенте), как бы огрубляются

I егрегировании) получающиеся при этoм классы, однако, как пока-

l ?сследования, к вполше удовлетворительной классификации людей с

i;{ зрениЯ спецификИ их фигурЫ приводI{Т спстема, использующая три

,...*", каждый из которых является некоторой комбипацией от боль-

] числа непосредственно замеряемых на объекте параметров,

iIl,teHHo эти прпнципиаJIьные устацовки заJIожеЕы в сущность того

зйного преобразования исходной системы признаков, которое приводит

12зным компонентам. Форма,лизуются же эти установки следующим

}],J!l.
с.rепуя общей оптимизационной постановке задачи снижения размер-

гz i-t.i) и полагая анаJIизируемый прпзнак Х р-мерной случайной ве-

z:ой с вектором средних значений @ = (с(1),",,о(о)) п ковариацион-

l,tатриЦей Е-= (о;э) (irj = |,2,",,р), вообше говоря, неизвестными,

е]е.lиLl в качестве класса F(Х) попустимых преобразований исследуе-

,, :ризнакоu ,(') r r('), . . . , r(') их всевозможЕые ланеilные oprnozollallb-

\ op.+lupoBatHbte комбur{сt{uu, т. е,

рР
Ir'iu-1 и IciuClry-0ч=| ч=|

J - |r2r...,р и ft = !r2r;'.,Р, Но i * k, а в качестве крите-

шеры) информати*"о"rп р'-мерной сис,гемы покы}ателеft Z(X) _

(4.3)
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(r(') (х ), ,(z) (х), . . . , 2(F') (х)) выражеЕие

D z(') + " .. *.,L g ,tr'}
D 

"(') + + D *tr)
Тогда при лтобом фиксированном р' = |r2,

как та,ка,я литrейная комбин&ция

(.д* ,y

}ч{а'ГРИЦ&:

Io,(z(x))-

l Глава

reла), то в дальнейшеш

Ь цеflrпрuрована) т. е.

лпктике этого добиваrc

#Л = D;^ r!j) f п (пля 
,

]рпрованной переменЕо

:ть не бупем).
Замечан}Iе 2

FаJIьных статистическ
fTBeTcTBeHHo вектора с,

плльнейшшх рассуждеш
rш ковариация i ъi = )

ЗамечаЕие 3.

rешболее естественны}i

DЕенты fr(1)., r(z) 7., . 1х
вую прuроdу и соотве,

ппкпм примерам можЕ(

Ix шндивидуумов (все l
структуры потреблешпl
Iсследование общего р:

с trомощью специаJIьЕн.

да антропологические l

шшны) и т. д. Еслп х((

гцх единиц&хl то рвул
бупут существенно зах

rrcрешпя. IIоэтому в ш
шереходит к вспомогат
с помощью нормируюп

где iii соответствует I

Еые компоненты отЕо(
ковариационной матрп
временно выборочпой
Х;,

. , р вектор искомых всщ

,J'') (Х))' определяет

I

чт _

ц, 1lr) 61.,. . .,!о') 1х)) = rt}iё" tr, (zlx1).

Пrэ,пучеlтные таким образом перемеЕны"^ l"("), ...,lф (Х)и Еазь:-ваютглавными компонентами вектора Х. Отсюдu u"aru*a"a следующееопределение главIIых компонен.г.
Первоt', zaaB'ot', холlпоuеr{тпоа 11)]x1 uсслеdуем,ой сuсmе,м'по?са3аrпелей Х = (:"'," .,:('))' на*ьlваеmс,х п'ак*fl IIорJйuрова?trlо-

ценпхрuроваN,?tа"{ лttнейн,ая rcом,6uнацuя эrпuо поrcазапlелей, юоmорая cpeduBceI прочuI норпruрованно,ценmрuрованньlt лuнейньlх ко,1,1бuнацud пере-,лtенньп: 
"('),, . ., х6) облоdп"|,m *,;;;;r"*"й duсперсuей.k-d zаавноil, вампоненmоil lb,),qГ) (h,-_ir, .,.,р) uсслеdуе-

:#"il:::#:;\х;ff",::k"{,;"r|ii^,;;;й',)Г"":::,::#:;,#:::;
rcопхораg не lсоррелuрована с k - | преdыdуulurч unbun**u *оrпоrенlпамчu cpeOu, Bce' прочur НОР'уl'РОванно-ценпхрuроваNныt ч Nеlсоррелuрованньlхс преdыdуu4uлtu k - 1 элавньrrч *оrпопенrпап4ч лuнейньlt rcолrбuнацuй пе-pe^e'Hblt r('), . . , , ahl обпоdо"|,* 

"-o|uioao*.a duсперсuей.Замечание 1 (перехол к центрированным переменным). По-СКОЛЬКУ, Ка,К УВИДиМ Еиже, решенхе auдrпп (u 1nruooo 
-Йо 

"urпrцы ли_нейного преобразсrвания L) ar"r.n' только от элементов ковариационнойматрицы Е, которые в свою очередь не измеЕяются при замене исходныхпеременfiы* ,(') п"р"менЕыми ,Ё, _.й] i.Д_-lo.jj;"";;"r" постоянЕые
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t . то в дальнейшем бупем считать, что исхолная система показателей

ftнтпрuрована. т.е. что BrU) - 0, j = 7r2r",",р,rР стаT,истической

гi{ке этого добиваются, переходя к наблюден"""-7'(э) = z(з) _.'(j), ,п*

= El=, ,\j) l" (пля уrrрощения обозначений волнистую черту над цен-

.,й"Jt п"р"*""пой и над главной компонентой в дальнейulем ста-

:е бупем).
j"M"nrn"e 2 (переход к выборочному варианту), Посколь:<у в

,ных статистических задачах располагаем лulць оценкамч i и D со-

гственно вектора средних о и ковариационuой матрицы Е, то во всех

нейших рассуждеЕиях под ?U) no""ru"r." T(j), а под Gbj выбороч_

i,свариация бbj = Dl=r(rlО) - r(e))("lj) - о{i))lп (j,& = |,2,," ",р),

з а м е ч а н и е 3. Использование главных компонент оказывается

o,-Iee естественным и плодотвOрным в ситуациях, в которых все ком-

,,.", ,('), r('),. .,, r(о) исследуемого вектора Х имеют обu4ую фuзu,че,
, прuроау и соответственно uз.н,ереньl в оOнuх u пlеr эrcе еduнчцпп. К

].1 примерам можно отнести }tсследование структуры бюджета време-

,an"royy"oB (все,U) ,ar"р"ются в едиuицах времени), исследоваЕие

ýт!,ры потребления семей ("." rU) измеряются в денежных единишах),

э.lование общего развития и умственных способностей индивидуу}dов

I ]щью специальных тестоВ ("." 
"(j) 

измеряются в баллах), разного ро-

;rропологические исследования (Bcer(j) 
"a"*р"ются 

в единицах меры

iы) и т.д. Всли же призна*" "('),r('),...,r(о) 
измеряются в различ-

е]иницах'торфУлЬТаТыисследоВаЕияспомоЩЬюглаВныхкомilоненТ
: существенно зависеть от выбора масштаба и природы единиц из-

ния. Ilоэтому в подобных ситуациях исследователь предварительпо

хо]ит к вспомогательным безразшrерным призна*u1л ,*U), например,

[ощью нормируюшего преобразования

-U) оU)
(4.1')

j = Ir2).,.)P;
i-Ir2r...lful

i;; Соответствует ранее введенным обозначениям, а затем строит глав-

компоЕенты отЕосительно этfiх вспомогательных признаков Х* и их

lрпацшоЕной матричы Е1*, КОТОрая, как легко видеть, является одно-

iевпо выборочной юоррецяцuоусшоtl матршцей R исходпых наблюдепий
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ВычпслЕенпе главных компонент. Из определения главIIых
нент следу€т, что для вычисления fiервой главной компоненты

репIитъ о]lтимизационЕую задачу виша (4.2), т. е. в данном случае:

Глава 4, сН

l: з:ому для обеспечен

J'l нужно выбратъ

ЕIодставляем .\1 в систt

- ., Irp, ОПРеДеЛЯеМ КО}f,П

Tr,KпM обраsомl перво,
gбurtоц-uтl'l(Х) =

еrпсrпвуtоul,чil начб

-]ыее аналогично мож

й вектор матрицьj

му значению ,\l, это

Таким образом, соотн(

ID('IХ)*чг;
[цl|=t,

гпе J1 - первм строка матрицы IJ (сьс. (4.5)). Учптывая центр
нос,гь перемеilной Х (r.е. ЕХ - 0) и то, что ВlХХ'1 = Е, имеем

D(rlx) = E(tlX)2 = ý(tlxx'tr) = 11EllT.

Следовательно, задача (а.6) может быть запrrсана

I lr>tr' * 
ч?*;

f lrlr' = t,

Вводя фупкшшlо Лагранжа p(lr, }) = lr>lr.- .l(trlI - 1) , лпффере
ее по компопептам вектор-столбuа l|, пмеем:

У =ZEtr' - Z)lrr,
at1'

что да€т cxcтe}ty уравшениЙ длл определения 11:

(E-rr;l|=o
(злесь 0 = (0,0,...,0)' - рмерпый вектор-столбец из *уо.81.

?Ет вектора Х могут.

Г.-. .,lo|)r, х 1_(r('
= (l;r;...,iro), i = 17, 1

, gоответствующшмп собс

должно быть ненулевым, так как J1 11' = 1), матриlrа Е _- ДI должна быть
выроэtсdеж,ноЙ, ,г, е.

|r_шl :ff. (4.8)

: ]Фтветствии с условия}t

В далIIьнейшем в це,т я

ду> нал шеременны],j

DцIIошенты ipo."o Z - (z

основные чпсловн
Опрепелшм основIIые чЕсJ

f,рсии, ковариации) глапl

Епрактеристи к исходЕь[к

Е:
a)EZ-E(tX)=L,
б) ковариациопная ша

Еz: Е (ZZ'
- t.Е(х

Умно}кая слева соотЕ

(Е

s-

Этого добиваются подбором соответствующего значения Д. Уравне_
нiле (а.8) (относительно ,\) называется харакrперuсrпччесrсuм для матрицы
Е. Известно (см. [1], Приложение 2), что прп симметричностп и неотри-
цательной опреле.пепности матричы Е (каковой она и является как всякая
ковариацшонная или корреляционная матрича) это уравнение имеет р ве-

хар аrcmерu сппltч ескu.Фlu ( или с о б сmв eHHbtMa) значеNuя Jut'.' матрицы Е.
Учитывая, что Dt'\ = D(hX) = JtEl| и lrll| = д (последнее

соотноше}Iие сJlедует из соотношения (4.7) после его умножен}lя слева на
J1, с vчетоеt 11l1T = 1), получае" nl')(X) = Д.

(4.7
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обесгtечения максимальной велич""т j:::::,:""":x:
значений матрLrцы Е наu,

Dl')(x) = А1 .

LLT=LTL=I.

ейшем в целях упрошения обозначений 1x':":1:,*_сl:Jfffi:
*:T:#"""ri,","i;bu* компонент, т, е, обозначать главцые

;:Ж';':;ii i,-;,i,, . _ _,,(,, ) 
),

;;;";;"'**о*ктерlIстики 
главных компоЕент,
t -_,-r.lл ..TTqlrTatrlr9 пис-

:ж;ffi;;";;;;;"-r"р".тшки (срепние 3наченияl ДnnС-

Jл i, ллIrr\пнъ.тY числоВых

:r#ffi; .;;;; -o,noo"n' : :"::::-*"'"1';;1; Нifi fr
;}Ж"Ж;i'offЬ;;;;;;; и сооственных зIIачений МаТРИЦЫ

EZ=E(tX)=L,EX=0;
ковариационная матрица, вектора главных компонент:

(4.9)

яz= Е (z z') = Е ((l, x)(t х)') = Е (tx NТt')

-t,rt" xT),L'=L,E,LT,

жая сJIева соотношеЕия

(E-,\eI)lI=0, &=f,|,

тавляем д1 в систему уравнений (4;7) п, решаЯ ее ОТПОСИТеЛЬПО

}"}}:ý*Ё,,,i:#",Ц*::::,;,:::;:::;::;1uноцuЛ z' '\/а / _ ,

, еmспхвуюuluа *ouft'o7i"]J"y- "оВ"^в 
еflному чuс,.у эmоil маmрuць'

ее анаJIогично можно показать, ""о 
}fr)lx) - l*X, где Ir - соб-

й вектор матрlrцы ý, cooTBeT",uy,oo"i й-"у no величине соб-

i{ч значеЕию .\л этой матрицы,

,ач образом, соотношенпя для определешпя всех р главных r<ом_

вектора Х могут_ быть представлены в виде (+,5), гпе Z =

: 
j;; +; ; ]J,''',._, 

: ::l}-' :лl" l1r"хъ'"":ЖЖ ff "*

l

'' ,}rri ,; =Ъ;;;;"; собственными вектоРаМИ МаТРИЦЫ

этствyющими собственным числам '\j. Iiж;;ТiI'"о"ца 
L

,.Ё;r;;;' 
(4.з) является о'rпоеональноtt", т, е,
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на li U -m), получаем, что

I,Е[,Т = D2 =
^1

^2

р

,k= 1

р

-tгЕ=ЕDr(*),
&=1

г) обобщенная дисперсия исходных
щенной дисперсии главных компонент.
персия вектора Z равна

det 22_ det

L-.HT, котоr".
Lшшши Ip,, шзобраr

trратить pшMepнor

Ь всех остаJIьЕых r

врактеристику pacl

Ip'

(4.10

0Ае
Из (4,10), в частносТи, следует подтверждение взаимной некоррелир,-

ваЕности главных компонеЕт, а также тот факт, что D 
"(r) = 

^е 
(& = ].;в) сумма дисперсий.исходныХ признакоВ равна сумме дисперсий всс,главных компонент. Действительно,

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

tr ((tr)t')

признаков Х (det Е) равна обоб-
Лействительно, обобшенная дис-

Следствие 1. Из Ф u 6), в цасп,l,носп-I1l,)
uнформаrпuв носп,l,u меmоdа zлавныr rсоJуtпоненпх
сrпавлен в вuOе

слеdу еп1,, чrпо rcрuтперuri
(4.4) ппоuсепх бьlrпь пре0-

(4.10')

(4.4')

Рнс. 4.7". Изменеп
мых прI
тамI{, в

Следствие 2.
,*(')r. .. )t*(P) ) rп. е.

tto за,мечанulо 3 ,сово
(*.r. Ех* - R) ч uз

uлu

ТоеOа жрumерuй uн4
вudе

zde \1r)2r..., )о - собсmвенные чuсла ?соварuацuонной ril,аmрuцьl Е век-mора Х, располоэrpншь.е в поряdве убьrванuя.
Кстати, преДстаВленпе ro,QB)) в виде (4.4') лает исследователю не-которУю осЕоВУ, опорнУю ТочкУ 3рения, при ВынесеЕии решения о Том,сколькО последниХ главIIыХ компонент можно без особого ущерба изъ-ять из рассмотрения, сократив тем самым paJмepнocTb исследуемого про-странства.
Действительно, анализируя с помоп}ью (+.+r) изменение относитель-Ео доли дисперсI[и, впосltмой первымп р' главными компонентами, в за-висимости от числа этих компоЕент, можно разумпо определить число
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}вт, которое целесообразЕо оставить в рассмотрении. Так, прш из-

Б-l",, ,,aоЬр"*"**о* ," prrc. 4.1, оч€вIIдIIоI целесообразно было бы

Б;;*"оЪо"" оро"р"""ва с р = 10 до р' = 3, так как добавле-

Ь о..*ьных семп главЕых компонент может повысить суммарпую

Ьр".r*ку рассеяния не более чем на 10%,

I

_ - й -= * Еэj|lэF-Х;Х

,/

rх

Ip' ,

t,0

*;n|cax_0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

| Рr..4.1. Измепепие отпосrтельНой долrr суЙмарвой дисперсп,. шсследуе-

мых прпзЕаков, обусловленной первымr р' главнымп компоfiеЕ-

| ,амrr, в зависIlмостr от р' (случай р - l0)

О Crr"o"r""u 2. Вслч Х" - веrсmор норлuрованныt прuзнаков

Fl,.._*-tr), m.е. Br*(j) = 0 u pr*(j) - t Олл j 
=Ti, 

mо coeJ.ac-

\ iп"iо""ю З tсоварuацuонrлаg ч rcорре6лцuохNые маmрuць. совпаOаюm

} с. Ех- - R) u uз ф ш в) слеОуеm

ft22 =trЕ;g, = tTR = р
Е

р

I^* =pt.
lc=1

шнфор,l4аrпuвносrпu (4.4') .|чl,оUсеrп бьtmь преdсrпавлен 6

А1 +",*Ар,

-

: zda rcрuпхершЙ
,b,je

:

(4.4" )
р

Io,(z(x)) =

W- 5 б т 8 910
I

р
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Матрпча (вагру5окD А = (осr,), i,j = 1,2,...,р, гл
компошент uа исхOдшые признаки также явллется важпой харак
стикой главIIых компонепт. Если анаJIиЬируемые переменшые r
1о(1), r(l),. .., r(О))' предварптельно процентрrrрованы u пронор}лх

ны (см. выше залrечанпя 1 и_З), 1.е. еслх тtавные,ко!лповентт..

лтся для прIIзнаков Х* = 1c*(t),r*(l),...nr*('))', Eo*(d) = 0, Dr*(i) =
i I* |r2r... rР, то эЛеменТы маТрицы наГрУЗок aij опреДеляк)'г

меЕно степень тесноты парной лrrнейвоfi связи (т.е. парrrыЙ коэффrr

корреляцих) межпу r*(i) " zU) чудельныfi вес влпянпя прохорлuров
j-й главпой комповентк нi Ъ'рrtЪнак a*(i).

Матрпча нагрузок А определяется соотпошеЕием

l

коэффиц]

ента, кор

, а так*a 
,

OTMeTrrM
}Iз опред

А

это означа

рлl,цьl А j

Возводя
EIoe ожидаII]

D c*(i) =

: е. с учет
,l,юбо{l, (i-ri)

IIривепt
:ельной инт

] снование п

-,тветствую
]осТ}Iгает }y

Геоме,

емый с пол

с = (.ii),
екцию иссл

размерност

ГДе 
trБ 0 \

n*="}=[ Б' 
l\о ,fr, l

Опа связывает исходпые процентрированные и проЕормирован

ременные Х* с прошормированIIыlди главfiыми компопептамп

zU) | {Xj соотношенияlдп:

(4.1

(4.13)

При этом I

'I
бушут р -м,

Х*-LТд}л-*Z_ьZп,

g*(d) -odl ,ýi) *a;z/t'')+.. .*aipr|ro|

Таким образом, коэффичиент а;; деЙствительно определяет удельныЙ вес

влияния j-й нормированной главной компоненты ,[j) на l'-й исходrrый при,
знак. Это подтвержда€тся, в частности; п следующим фактом:

Цgl'|л(")
,fr

Е ("*(i)rl,))

_E(,-t,,#)

- Е 
[(о,rr[') + ... + аiрrФl) ,l"]

= aiiB ((,ý")')

т. е.


