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Êóðñ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç áàçîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, òåì íå ìåíåå èìåþùèõ ìíîãî-
÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ. Äëÿ èëëþñòðàöèè íåêî-
òîðûõ èç òàêèõ ïðèëîæåíèé íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû ÷åòûðå ïðèìåðà.
Êóðñ äëèòñÿ 2 ìîäóëÿ (â ïåðâîì ïîëóãîäèè) è ñîñòîèò èç îäíîé ëåêöèè
è îäíîãî ñåìèíàðà â íåäåëþ. Ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà çà äèñöèïëèíó
ðàññ÷èòûâàåòñÿ, êàê íåêîòîðàÿ âçâåøåííàÿ ñóììà òàêèõ âèäîâ ðàáîò,
êàê: êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà çà ïåðâûé ìîäóëü, èíäèâèäóàëüíîå äîìàøíåå
çàäàíèå âî âòîðîì ìîäóëå è èòîãîâûé ýêçàìåí.



Ïðèìåð 1. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ôèðìû [1] Ïóñòü y(t) � êîëè÷å-
ñòâî ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé ê ìîìåíòó âðåìåíè t > 0 è p(y) =
b − ay � öåíà çà åäèíèöó ïðîäóêöèè, a, b > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ y(t) ïðîïîðöèîíàëüíà äîõîäó, ò.å.

y ′(t) = ky(t)(b − ay(t)) (1)

� äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. k > 0 � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè. Òðåáóåòñÿ íàéòè y(t), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

y(0) = y0 (2)

� ò.å èçâåñòíî, ñêîëüêî ïðîäóêöèè áûëî ïðîèçâåäåíî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè.



Óðàâíåíèå (1) ìîæíî ðåøèòü:

y(t) =
Cbebkt

1 + Caebkt
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2). Ãðàôèê ðåøå-
íèÿ èìååò âèä:



Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò äèíà-
ìèêó ¾íàñûùåíèÿ¿ ðûíêà òîâàðàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ: ñêîëüêî ïðîäóêöèè áóäåò ïðîèçâåäåíî ê íåêî-
òîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè t = t1 è êîãäà ïðîèçîéäåò ¾íàñûùåíèå¿
ðûíêà òîâàðàìè.



Ïðèìåð 2. Âûðàâíèâàíèå öåíû ïî óðîâíþ àêòèâà [1] Äàííàÿ ìî-
äåëü èìååò âèä:

q′(t) = k1(S(p)− D(p)),

p′(t) = −k2(q(t)− q0), (3)

k1,2, q0 > 0, q � âåëè÷èíà àêòèâà, p � öåíà. S(p) � ïðåäëîæåíèå,
D(p) � ñïðîñ. Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îïè-
ñàíèÿ äèíàìèêè öåíû çà áàððåëü ñëàíöåâîé íåôòè â çàâèñèìîñòè îò,
íàïðèìåð, êîëè÷åñòâà áóðîâûõ óñòàíîâîê. Ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå ÷àñòî
ìîäåëèðóþòñÿ òàê:

D(p) = −a1p + d0,

S(p) = a2p + s0,

a1, a2, d0, s0 > 0.



Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3) ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ öåíû:

p′′(t) + ω2p(t) = f0, (4)

ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ïðè÷åì ω è f0 � èçâåñòíûå ÷èñëà, çàâè-
ñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Óðàâíåíèå (4) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà (p(t) â ýòîì ñëó÷àå èíòåðïðåòèðóåòñÿ, êàê óãîë
îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t).



Ãðàôè÷åñêè âçàèìîñâÿçü p(t) è q(t) âûãëÿäèò êàê ìíîæåòñâî êîíöåí-
òðè÷åñêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, áëèçêèõ ê îêðóæíîñòÿì

Çäåñü (p0, q0) � ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Ðèñóíîê ïîêàçûâà-
åò öèêëè÷íîñòü ïðîöåññà èçìåíåíèÿ íåôòÿíûõ öåí â çàâèñèìîñòè îò
èçìåíåíèÿ ÷èñëà áóðîâûõ óñòàíîâîê.



Ïðèìåð 3. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê [2] Óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ ìà-
ÿòíèêà ìîæåò áûòü îáîáùåíî:

p′′(t) = − sin p(t). (5)

Åñëè îòêëîíåíèå âåëè÷èíû p(t) îò íóëÿ ¾ìàëîe¿, òî sin p(t) ≈ p(t)
è ïîëó÷àåì (4) äëÿ f0 = 0, ω = 1. Ñâåäåì (5) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ
ïîìîùüþ çàìåíû:

p′ = p1,

p′1 = p2.

Òîãäà {
p′1 = p2,

p′2 = − sin p1.
(6)



Âçàèìîñâÿçü ìåæäó p1 è p2 èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå:



Ïðèìåð 4. Ïàóòèíîîáðàçíàÿ ìîäåëü ðûíêà [3] Ýòà ìîäåëü îòíî-
ñèòñÿ ê òåîðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü p(τ) � öåíà çà åäèíèöó
ïðîäóêöèè â ìîìåíò âðåìåíè τ = 0, 1, 2.., ò.å. τ � ¾äèñêðåòíîå âðå-
ìÿ¿. D(p) � ñïðîñ, S(p) � ïðåäëîæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Ïðîèçâîäèòåëü òîâàðîâ íà êàæäîì âðåìåííîì ýòàïå τ
îðèåíòèðóåòñÿ íà öåíó ýòàïà τ − 1.

Ëîêàëüíî (ò.å. íà êàæäîì ýòàïå) ñïðîñ ðàâåí ïðåäëîæåíèþ.

Òîãäà, åñëè Sτ = S(p(τ)) è Dτ = D(p(τ + 1)), òî

D(p(τ + 1)) = S(p(τ)). (7)

Ïóñòü D(p) = Qe − d(p − pe), S(p) = Qe + s(p − pe), ãäå Qe > 0 �
ðàâíîâåñíàÿ âåëè÷èíà ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, pe > 0 � ðàâíîâåñíàÿ
(ãëîáàëüíî, ò.å. íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè) öåíà, d , s > 0.
Òîãäà èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (7) ïîëó÷èì:

p(τ + 1) +
s

d
p(τ) = (1 +

s

d
)pe . (8)



Óðàâíåíèå (8) � ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü s < d . Èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âçàèìîñâÿçü ìåæäó öåíîé, ñïðîñîì è ïðåä-
ëîæåíèåì âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì ãðàôèêîì ("ïàóòèíîé"):
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Áëàãîäàðþ çà âíèìàíèå!


