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План лекции

photo

1) Линейная регрессия в случае стохастических 

регрессоров 

2) Обобщение теоремы Гаусса-Маркова на случай 

стохастических регрессоров 

3) Проблема эндогенности, несостоятельность оценок 

МНК 

4) Метод инструментальных переменных 

5) Двухшаговый МНК

6) Проверка необходимости использования 

инструментов, тесты Хаусмана и Ву-Хаусмана. 
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Теорема Гаусса-Маркова

photo

Формулировка теоремы при детерминированной 

матрице X

Модель Y = Xβ+ ε правильно специфицирована,

X – детерминированная матрица полного ранга,

E(ε) = 0

Var(ε) = σε
2In

При выполнении этих предположений оценки МНК

являются BLUE.

B – best, L – linear, U – unbiased, E – estimator,
- наилучшие линейные несмещенные оценки.OLS̂
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Ослабление условий теоремы Гаусса-Маркова

photo

Модель Y = Xβ + ε правильно специфицирована.

X – случайная матрица полного ранга при любой 

реализации X,

E(ε|X) = 0

Var(ε|X) = σε
2In

При выполнении этих предположений оценки МНК                  

являются BLUE.



5

Ослабление условий теоремы Гаусса-Маркова

photo

Более слабое условие: Если

Доказательство.
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Проблема эндогенности
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Если

Доказательство.
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Интуиция

photo
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Причины возникновения эндогенности

photo

• Пропущенные переменные

• Ошибки измерения

• Одновременность

• Самоотбор

• Лаги зависимых переменных (временные ряды)
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Пропущенные переменные

photo

Пример:

EARNINGS = β0 + β1*EDUCATION + …+ε

Пропущена переменная «способности», попадающая в 

ошибки, эта переменная коррелирует с переменной 

EDUCATION
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Ошибки измерения

photo

Ошибки измерения в зависимой переменной
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Ошибки измерения

photo

Ошибки измерения в независимых переменных
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Пример: М.Фридмен, критика стандартной функции потребления  

как линейной зависимости потребления от дохода (общего, а надо 

от постоянного, общий доход = постоянный + переменный (ошибка 

измерения)). Склонность к потреблению оказывается завышенной.
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Одновременность

photo

Пример. Из статьи П.Эбес, с.5, Квантиль, 2007



13

Самоотбор

photo

Пример. Из статьи П.Эбес, с.4, Квантиль, 2007
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Что делать?

photo

1) Метод инструментальных переменных (IV),

2) Двухшаговый МНК (2SLS),

3) Обобщенный метод моментов (GMM).
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Инструментальные переменные

photo

Парная регрессия: Y = β0 + β1X +ε,

Переменные Z1,…,ZL называются 

инструментальными переменными (или 

инструментами) для X, если

1) |cor(X, Zi)| > 0, i = 1,…,L (релевантность).

Если |cor(X, Zi)| невелико, то это слабый инструмент,

Если |cor(X, Zi)| ≈ 1, то это сильный инструмент
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Инструментальные переменные

photo

2)  cor(Zi , ε) = 0 (валидность)

Более слабое условие: LiZ i

n

p ,,1,0lim 
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Пример 1 инструментальных переменных

photo
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Пример 2 инструментальных переменных

photo

EARNINGS = β0 + β1*EDUCATION + …+ε

Пропущена переменная «способности», попадающая в 

ошибки, эта переменная коррелирует с переменной 

EDUCATION,

Инструменты для переменной EDUCATION:

SM – длительность обучения мамы индивида,

SF – длительность обучения папы индивида.
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Пример 3 инструментальных переменных

photo

Пространственно-эконометрическая модель:
Y = ρWY + Xβ + ε,

W – взвешивающая матрица,
WY – пространственный лаг зависимой переменной 
(эндогенная переменная).

Пример взвешивающей матрицы:
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Пример 3 инструментальных переменных

photo

Пример пространственного лага:
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Пример 3 инструментальных переменных

photo

Пространственно-эконометрическая модель:
Y = ρWY + Xβ + ε,

WY – пространственный лаг зависимой переменной 
(эндогенная переменная).

Инструменты для WY: X, WX, W
2
X.

Обоснование:

(I – ρW)Y = Xβ + ε,

Y = (I – ρW)
-1 

(Xβ + ε),

Y = (I + ρW + ρ
2
W

2 
+ …) (Xβ + ε)
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Оценка инструментальных переменных для 
коэффициента наклона в парной регрессии 

photo

Парная регрессия: Y = β0 + β1X + ,

Z - инструмент для X.

Определение.

Эта оценка состоятельна:

ˆ ( , )ˆ
ˆ ( , )IV

cov Z Y
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 

𝛽መூ௏ =
𝑐𝑜ො𝑣(𝑍, 𝑌)

𝑐𝑜ො𝑣(𝑍, 𝑋)
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𝑐𝑜ො𝑣(𝑍, 𝑋)
= 0 + 𝛽ଵ +
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Оценка инструментальных переменных для 
множественной регрессии

photo

Множественная регрессия: Y = Xβ + ,

Z1,…,Zm - инструменты для X1,…,Xk.

Оценка инструментальных переменных (IV), если m=k: 

Эта оценка состоятельна: 

1ˆ ( )IV ZX ZY  

ᇱ ˆlim IVp  
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Двухшаговый МНК

photo

Множественная регрессия: Y = Xβ + ,

Z1,…,Zm - инструменты для X1,…,Xk.

Оценка 2-х шагового МНК (two stage least square)
2SLS estimate (m > k).

1ый шаг: Проекция X1,…,Xk в подпространство Z1,…,Zm

2ой шаг: 

1ˆ ( )j jX Z Z Z Z X 

1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( )XX XY XZ ZZ ZX XZ ZZ ZY            
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Двухшаговый МНК

photo

Задание (самостоятельное):

Показать, что если m = k, оценка двухшагового МНК 

совпадает с оценкой инструментальных 

переменных.
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Надо ли применять оценки ИП?

photo

Y = Xβ + ε
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Если на самом деле эндогенности нет, то оценки IV будут 

неэффективными.

Как понять, надо ли использовать оценки IV, 2SLS?
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Тесты Хаусмана на проверку эндогенности
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Тест Ву-Хаусмана (Wu – Hausman)
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Тест Ву-Хаусмана (Wu – Hausman)

photo

.статистика-F или
)(ВальдаСтатистика

0:

0

,ˆˆ

:2

1
2

22
11

10

112211

1

1

11

k

H

H

vvXXY

Регрессияшаг

k

k

kk























30

Тест Хаусмана

photo
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Тест Хаусмана
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