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ПЛАН ЛЕКЦИЙ 6-7

• Множественная линейная регрессия в скалярной и матричной формах

• Метод наименьших квадратов и его геометрическая интерпретация в 

многомерном случае. Система нормальных уравнений

• Матричное выражение для вектора оценок коэффициентов регрессии

• Ковариационная матрица оценок коэффициентов регрессии

• Теорема Гаусса-Маркова для множественной линейной

• Показатели качества подгонки множественной регрессии

• Особенности регрессии без свободного члена

• Проверка гипотез для коэффициентов множественной регрессии
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МНОЖЕСТВЕННАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИИ

Общий вид модели множественной регрессии:

୧ ଴ ଵ ଵ୧ ୩ ୩୧ ୧

ଵ ୩ – факторы (независимые переменные),

Y – зависимая переменная,

୧ – возмущения,

n – число наблюдений.
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МНОЖЕСТВЕННАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИИ

୧ ଴ ଵ ଵ୧ ୩ ୩୧ ୧

ଵ

ଶ

௡

ଵ

ଵଵ

ଵଶ

ଵ௡

௞

௞ଵ

௞ଶ

௞௡

ଵ

ଶ

௡

଴ ଵ ଵ ௞ ௞
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МНОЖЕСТВЕННАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИИ

୧ ଴ ଵ ଵ୧ ୩ ୩୧ ୧

ଵଵ ௞ଵ

ଵଶ ௞ଶ

ଵ௡ ௞௡

଴

ଵ

௞
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МНК ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

୧ ଴ ଵ ଵ୧ ୩ ୩୧ ୧

௜ ଴ ଵ ଵ௜ ௞ ௞௜

௜ ௜ ௜

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
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МНК ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ

ଵ

ଶ

௡

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ

ଵ ௡

ଵ

௡

ᇱ
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МНК ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

ᇱ ᇱ

ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ

ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ
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МНК ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ

డ ௕ᇲ௔

డ௕

డ …

డ௕

డ …

డ௕భ

డ …

డ௕೙

డ ௕ᇲ஺௕

డ௕

డோௌௌ(ఉ෡)

డఉ෡
ᇱ ᇱ

డమோௌௌ(ఉ෡)

డఉ෡డఉ෡ᇲ
ᇱ
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МНК ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

ᇱ ᇱ

ᇱ ᇱ

ᇱ ିଵ ᇱ
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ВЫВОД ФОРМУЛЫ ОЦЕНОК МНК
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ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Если модель множественной линейной регрессии 

୧ ଴ ଵ ଵ୧ ୩ ୩୧ ୧

1) Правильно специфицирована,

2) Не существует линейной связи между регрессорами,

3) Возмущения имеют нулевое математическое ожидание ௜ ,

4) Дисперсии возмущений одинаковы ௜ ఌ
ଶ,

5) Возмущения с разными номерами не коррелируют, ௜ ௝ 0

Тогда оценки МНК являются BLUE (Best Linear Unbiased Estimator). 
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ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Estimator – оценка,

Unbiased – несмещенная,

Linear – по Y,

Best – это оценки с наименьшей дисперсией в классе всех 

линейных несмещенных оценок
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ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Estimator – оценка (т.е. по набору наблюдений мы получаем 

оценки параметров регрессии)
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ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Unbiased – несмещенная (т.е. математические ожидания оценок 

коэффициентов регрессии совпадают с истинными значениями 

параметров).

−1 −1



16

ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Linear – по Y. 

ை௅ௌ
ᇱ −1 ᇱ

ை௅ௌ ଵ ଶ
ᇱ −1 ᇱ

ଵ ଶ ை௅ௌ ଵ ை௅ௌ ଶ

ை௅ௌ ை௅ௌ
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ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Best – это оценки с наименьшей дисперсией в классе всех линейных 

несмещенных оценок (без доказательства).

ை௅ௌ
ᇱ −1 ᇱ

ை௅ௌ க
ଶ ᇱ −1
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ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

ை௅ௌ
ᇱ −1 ᇱ

Утверждение. 

ை௅ௌ க
ଶ ᇱ

Доказательство. 

ை௅ௌ
ᇱ −1 ᇱ ] = ᇱ −1 ᇱVar(Y)( ᇱ −1 ᇱ ᇱ

ᇱ −1 ᇱ
க
ଶ ᇱ −1

க
ଶ ᇱ
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ТЕОРЕМА ГАУССА-МАРКОВА ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

ை௅ௌ க
ଶ ᇱ

௝ ఌ
ଶ ᇱ

௝௝
ିଵ

Для множественной регрессионной модели вычисляется 

ковариационная матрица. Ее диагональными элементами 

являются дисперсии оценок коэффициентов.
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ОЦЕНКИ ДИСПЕРСИЙ ОЦЕНОК КОЭФФИЦИЕНТОВ 
МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Приведены формулы для вычисления оценок дисперсий оценок 

коэффициентов регрессии. Но дисперсия ошибок регрессии 

неизвестна. Поэтому используется ее оценка (верхняя формула).  

Подставив вместо дисперсии ошибок регрессии ее оценку, 

получаем оценку дисперсии коэффициентов. 
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СТАНДАРТНЫЕ ОШИБКИ ОЦЕНОК КОЭФФИЦИЕНТОВ 
МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

Однако вместо оценок дисперсий коэффициентов обычно 

используются корни квадратные из них, называемые 

стандартными ошибками (standard errors).  Они выдаются 

статистическими пакетами. 
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СТАНДАРТНЫЕ ОШИБКИ ОЦЕНОК КОЭФФИЦИЕНТОВ 
МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ
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ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ

ଶ - Total sum of squares - общая сумма квадратов отклонений 
зависимой переменной от среднего значения,

ଶ - Explained sum of squares – объясненная с помощью регрессии 
сумма квадратов отклонений,

ଶ - Residual sum of squares – сумма квадратов остатков.
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ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ ДЛЯ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ
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КОЭФФИЦИЕНТ МНОЖЕСТВЕННОЙ ДЕТЕРМИНАЦИИ 

ଶ ாௌௌ

்ௌௌ

∑(௒෠೔ି௒ሜ )
మ

∑(௒೔ି௒ሜ )
మ

∑(௒෠೔ି௒ሜ )
మ/(௡ିଵ)

∑(௒೔ି௒ሜ )
మ/(௡ିଵ)

୴ୟ୰ෞ (௒෠)

୴ୟ୰ෞ (௒)

R2 - показатель качества подгонки (оценки) регрессии, является отношением ESS

к TSS, (или долей дисперсии Y, объясненной с помощью регрессии).

Это неотрицательная и не превышающая 1 величина.

ଶ ௜
ଶ

௜
ଶ

Минимизируя сумму квадратов остатков, мы максимизируем R2. Таким образом,

чем ближе R2 к 1, тем выше качество подгонки (оценки) регрессии.
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КОЭФФИЦИЕНТ МНОЖЕСТВЕННОЙ ДЕТЕРМИНАЦИИ 

ଶ действительно является квадратом, а именно, квадратом выборочного

коэффициента корреляции Y и Ŷ (без доказательства).

ଶ ாௌௌ

்ௌௌ ௜
௞
௜ୀଵ

௖௢௩ෞ (௑ೕ,௒)

௩௔௥ෞ (௒)
- факторное разложение ଶ

Доказательство.

ᇱ ᇱ

ି଴
ᇱ

ି଴ ି଴
ᇱ ᇱ ᇱ

ି଴ ି଴
ᇱ

ି଴

ି଴
ᇱ ᇱ

ି଴
ᇱ ᇱ ᇱ

ି଴

ୀ଴

ି଴
ᇱ ᇱ
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СКОРРЕКТИРОВАННЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ДЕТЕРМИНАЦИИ 

ଶ имеет существенный недостаток: он возрастает при добавлении любого

регрессора X (т.к. при этом уменьшается сумма квадратов остатков).

௔ௗ௝
ଶ ோௌௌ/(௡ି௞ିଵ)

்ௌௌ/(௡ିଵ)
,

௔ௗ௝
ଶ - это ଶ , скорректированный с учетом числа степеней свободы. Он

«наказывает» за включение лишних регрессоров.
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СКОРРЕКТИРОВАННЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ДЕТЕРМИНАЦИИ 

௔ௗ௝
ଶ ோௌௌ/(௡ି௞ିଵ)

்ௌௌ/(௡ିଵ)
,

Для сравнения качества подгонки (оценки) двух регрессий с одной и той же

зависимой переменной Y используется коэффициент множественной

детерминации, скорректированный на число степеней свободы ௔ௗ௝
ଶ .

௔ௗ௝
ଶ не превышает 1, но может быть меньше 0.
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СКОРРЕКТИРОВАННЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ДЕТЕРМИНАЦИИ 
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ОСОБЕННОСТИ РЕГРЕССИИ БЕЗ СВОБОДНОГО ЧЛЕНА

Если в модели регрессии нет свободного члена, то не выполняются свойства

1) ௜
௡
௜ୀଵ = 0, 

2) TSS = ESS + RSS, 

3) ଶ = 1 -
ோௌௌ

்ௌௌ
,

4) В этом случае ଶ не является показателем качества подгонки регрессии

(как и ௔ௗ௝
ଶ ).
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ПРОВЕРКА ЗНАЧИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

Модель ௜ ଴ ଵ ଵ ௞ ௞

Основная гипотеза: ଴ ௝

Альтернативная гипотеза: ଵ ௝ , 

Тестовая статистика: 
ఉ෡ೕ

௦.௘.(ఉ෡ೕ)
), 

Отличие от парной регрессии только в числе степеней свободы. 
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ПРОВЕРКА ЗНАЧИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

Изучается зависимость заработной платы от длительности обучения и опыта 
работы. t – статистики, p – value, доверительные интервалы рассчитываются 
аналогично случаю парной регрессии.
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СВЯЗЬ ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ ИНТЕРВАЛОВ С ПРОВЕРКОЙ ГИПОТЕЗ

Если ௝
଴ попадает в (1 – α) ∙ 100%  доверительный интервал для 

коэффициента ௝ , то на уровне значимости α

гипотеза: ଴ ௝

при альтернативной гипотезе: ଵ ௝

не отвергается.
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ ОБ АДЕКВАТНОСТИ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

଴ ଵ ଵ ௞ ௞

଴ ଵ ௞

ଵ ௜

Гипотезу ଴ о совместной незначимости коэффициентов при объясняющих 

факторах можно переформулировать следующим образом: выбранный набор 

объясняющих переменных не оказывает влияния на зависимую переменную Y.
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ ОБ АДЕКВАТНОСТИ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

଴ ଵ ଵ ௞ ௞

଴ ଵ ௞

ଵ ௜

ଶ

ଶ

Приведена тестовая статистика для проверки гипотезы о совместной 

незначимости коэффициентов при объясняющих факторах.
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ ОБ АДЕКВАТНОСТИ МНОЖЕСТВЕННОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

F – статистика для проверки гипотезы о совместной незначимости 
коэффициентов при выбранных объясняющих факторах выдается любым 
статистическим пакетом. Если p-value для этой F – статистики меньше 
выбранного уровня значимости, например, 0.05, то основная гипотеза 
отвергается, коэффициенты при выбранных факторах значимы в совокупности.
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

଴ ଵ ଶ ଷ

Пример зависимости длительности обучения S от способностей индивида, 
характеризуемых обобщенной переменной ASVAVC, длительности обучения 
матери индивида SM и отца индивида SF.
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

Коэффициент при переменной SM незначим.
Но это может быть следствием мультиколлинеарности (эта тема будет на одной 
из следующих лекций). 
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

଴ ଵ ଶ ଷ

଴ ଶ ଷ

Проверим гипотезу об одинаковом влиянии обоих родителей, равенстве 
коэффициентов β2 и β3 .
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

଴ ଵ ଶ ଷ

଴ ଶ ଷ

Проверим гипотезу об одинаковом влиянии обоих родителей, равенстве 
коэффициентов β2 и β3 .



41

ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

଴ ଵ ଶ ଷ

଴ ଶ ଷ

଴ ଵ ଶ

଴ ଵ ଶ

Для этого инкорпорируем ограничение в уравнение регрессии, введя 
дополнительную переменную.
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

Оцениваем вспомогательную регрессию.
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

Сравниваем результаты оценивания двух регрессий. Если проверяемое 
ограничение имеет место, то сумма квадратов RSS должна увеличиться 
незначительно.
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

଴ ଵ ଶ ଷ

଴ ଶ ଷ ଵ ଶ ଷ

଴ ଵ ଶ

଴ ଵ ଶ

Модель (2) является ограниченной версией модели (1).
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

଴ ଵ ଶ ଷ

଴ ଶ ଷ ଵ ଶ ଷ

଴ ଵ ଶ

଴ ଵ ଶ

Проведем формальную проверку гипотезы, рассчитав значение тестовой 
статистики.

ோ ௎

௎
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ПРИМЕР ПРОВЕРКИ ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

଴ ଵ ଶ ଷ

଴ ଶ ଷ ଵ ଶ ଷ

଴ ଵ ଶ

଴ ଵ ଶ

Проведем формальную проверку гипотезы, рассчитав значение тестовой 
статистики.

ோ ௎

௎

Полученное значение тестовой статистики равно 0.9, что меньше критического 
значения при уровне значимости 5%,  ଴.଴ହ

௖௥ (1, 536) =1. Следовательно, нулевая 
гипотеза не отвергается.
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ПРОВЕРКА ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

௜ ଴ ଵ ଵ ௞ ௞

଴: имеют место q конкретных линейных ограничений на коэффициенты 
регрессии.

ଵ: эти ограничения не имеют места.

Чтобы проверить выполнение ограничений, необходимо:

1) Оценить регрессию без ограничений и найти ௎ோ (UR – unrestricted).

2) Оценить регрессию c ограничениями и найти ோ (R – unrestricted).

3) Вычислить соответствующую тестовую F – статистику.
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ПРОВЕРКА ОБЩЕЙ ЛИНЕЙНОЙ ГИПОТЕЗЫ

௜ ଴ ଵ ଵ ௞ ௞

଴: имеют место q конкретных линейных ограничений на коэффициенты 
регрессии.

ଵ: эти ограничения не имеют места.

Тестовая F – статистика:
ோ ௎

௎

Если при выбранном уровне значимости α значение тестовой F - статистики 
больше, чем ஑

௖௥(q, n-k-1), то гипотеза ଴ отвергается. Если значение тестовой
F – статистики меньше, чем ஑

௖௥(q, n-k-1), то ଴ не отвергается.




