
 

• 

• 

• 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

        

    

    

    

    

    

    

        



    

    

    

            

  

    

    

        

     

      

  

    

     

    

        

  

    



Демонстрационный вариант: решение задач и критерии начисления баллов 
по направлению «Прикладная математика и информатика»

Время выполнения задания — 240 мин.
Решения олимпиадных заданий должны быть записа-
ны по-русски или по-английски. Каждая задача оцени-
вается из 10 баллов, максимальная сумма — 100 баллов.

Time to complete the task is 240 min.
Solutions should be written in English or Russian language.
Each problem costs 10 points, the maximum sum equals
to 100 points.

ОБЩАЯ ЧАСТЬ / GENERAL SECTION

1. Найти предел последовательности: 1. Find the limit:

lim
x→+∞

+∞∑
n=1

x

1 + x2n2
.

Решение. Заметим, что
x

1 + x2n2
=

1

x

1

n2 + 1/x2
<

1

x

1

n2
.

Учитывая сходимость ряда от 1/n2, получаем
+∞∑
n=1

x

1 + x2n2
≤ 1

x

+∞∑
n=1

1

n2
→ 0.

Ответ:

lim
x→+∞

+∞∑
n=1

x

1 + x2n2
= 0.

Критерии:
0-3 Неверное решение.
4-6 Получен верный ответ, но без должного обоснования. Например, отсутствует исследование равномерной
сходимости ряда.
7-9 Верное решение с незначительными неточностями в формулировках и обосновании.
10 Верное решение.
2. Сколько существует натуральных чисел n таких,
чтоan нацело делиться на 5?

2. Find all natural numbers n such that an is exactly
divisible by 5?

an = 32n+1 − 3n+1 + 4.

Решение. Будем писать a ≡ b(mod 5), если a − b делится нацело 5. Так как 34 ≡ 1(mod 5) то проще всего
рассматривать числа n вида 4k + j, так как 34k ≡ 1(mod 5)

(a) Пусть n = 4k. Тогда

an = 38k+1 − 34k+1 + 4 ≡ 3− 3 + 4(mod 5) ≡ 4(mod 5)

(b) Пусть n = 4k + 1. Тогда

an = 38k+3 − 34k+2 + 4 ≡ 27− 9 + 4(mod 5) ≡ 2(mod 5)

(c) Пусть n = 4k + 2. Тогда

an = 38k+5 − 34k+3 + 4 ≡ 3− 27 + 4(mod 5) ≡ 0(mod 5)

(d) Пусть n = 4k + 3. Тогда

an = 38k+7 − 34k+4 + 4 ≡ 27− 1 + 4(mod 5) ≡ 0(mod 5)

Таким образом, получаем, что an делится на 5 только если n = 4k + 2 или n = 4k + 3, где k - натуральное.
Критерии:
1-3 Попытки решения.
4-5 Правильный ответ, но совершенно необоснованный.
6-7 Половина правильного ответа, при наличии почти правильного решения.
8-9 Правильный, почти полностью (за исключением несущественных пробелов) обоснованный ответ.
10 Правильный, полностью обоснованный ответ.
3. Случайная величина x распределена нормально с па-
раметрами (0, σ), где σ- среднеквадратическое отклоне-
ние. Найдите дисперсию случайной величины y = x4.

3. A random variable x is normally distributed with mean
0 and standard deviation σ. Find variance of a random
variable y = x4.
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Решение. Для решения задачи необходимо вычислить
I4 (λ) =

∫∞
−∞ x4e

−λx2
2 dx

I8 (λ) =
∫∞
−∞ x8e

−λx2
2 dx

заметим, что I (λ) =
∫∞
−∞ e

−λx2
2 dx =

√
2π√
λ

(это одна их форм интеграла Гаусса, также называемого интегралом
Эйлера -Пуассона). Любой интеграл вида
I (λ) =

∫∞
−∞ x2me

−λx2
2 dxможет быть получен формальным дифференцирование по λ под знаком интеграла

I2 (λ) =
∫∞
−∞ x2e−

λx2

2 dx =
√
2π

λ3/2

I4 (λ) =
∫∞
−∞ x4e−

λx2

2 dx = 3
√
2π

λ5/2

I6 (λ) =
∫∞
−∞ x6e−

λx2

2 dx = 3·5
√
2π

λ7/2

I8 (λ) =
∫∞
−∞ x8e−

λx2

2 dx = 3·5·7
√
2π

λ9/2

Откуда следует

E [y] =
∫∞
−∞ x4 1

σ
√
2π
e

−x2

2σ2 dx = 1
σ
√
2π
I4
(

1
σ2

)
= 1

σ
√
2π

3
√
2π

(σ−2)5/2
= 3σ4

E
(
y2
)

=
∫∞
−∞ x8 1

σ
√
2π
e

−λx2
2 dx = 1

σ
√
2π
I8
(

1
σ2

)
= 1

σ
√
2π

3·5·7
√
2π

(σ−2)9/2
= 105σ8

V ar [y] = E
(
y2
)
− (E [y])

2
= 96σ8

Критерии:
0-4 Предприняты попытки найти решение, не приведшие к успеху, или допущены ошибки в формулах, повли-
явшие на ход решения (например, неверно записана формула для мат. ожидания функции).
5- 6 Правильный ответ без необходимых пояснений.
7-9 Верные рассуждения, допущены ошибки в переходах, ответ неверный.
10 Верные рассуждения и правильный ответ.

4. Сколькими способами можно заполнить цифрами 0,
1, . . . , 9 (можно с повторениями) таблицу 3 × 3 так,
чтобы сумма цифр в каждой строке и каждом столбце
равнялась 14?

4. How many ways exist to fill the table 3×3 with numbers
0, 1, . . . , 9 (repetions are possible) with a sum over each
column and each row equal to 14.

Решение.
Рассмотрим произвольную матрицу, удовлетворяющую условиям задачи.

a b c
d e f
x y z


Перечислим значения элемента b при фиксированном элементе a.

a Возможные значения b Число способов выбора b
0 5, 6, 7, 8, 9 5
1 4, 5, 6, 7, 8, 9 6
2 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 7
3 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 8
4 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 9
5 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 10
6 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9
7 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 8
8 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 7
9 0, 1, 2, 3, 4, 5 6

Аналогичную таблицы получим для элмента d в силу симметрии и независимости ограничений для первой
строки и столбца.

При заданных b и d, имеем a ∈ [max(0, 5−min(b, d)),min(9, 14−max(b, d))].
Составим матрицу подсчета числа способов выбора значений a при фиксированных b и d.



3

b/d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
∑

0 5 5 5 5 5 5 4 3 2 1 40
1 5 6 6 6 6 6 5 4 3 2 49
2 5 6 7 7 7 7 6 5 4 3 57
3 5 6 7 8 8 8 7 6 5 4 64
4 5 6 7 8 9 9 8 7 6 5 70
5 5 6 7 8 9 10 9 8 7 6 75
6 4 5 6 7 8 9 9 8 7 6 69
7 3 4 5 6 7 8 8 8 7 6 62
8 2 3 4 5 6 7 7 7 7 6 54
9 1 2 3 4 5 6 6 6 6 6 45

585

Подсчитаем число способов, которыми можно выбрать элемент e. Для этого найдем область допустимых
значений e при выбранных a, b, d, выразив f , y и z через a, b, d, e: f = 14−d−e, y = 14−b−e и z = a+b+d+e−14.

В силу f, y, z ∈ {0, 1, . . . 9} получаем систему ограничений:
0 ≤ 14− d− e ≤ 9

0 ≤ 14− b− e ≤ 9

0 ≤ a+ b+ d+ e− 14 ≤ 9
или

max(0, 5− d, 5− b, 14− (b+ a+ d)) ≤ e ≤ min(9, 14− d, 14− b, 23− (b+ a+ d)).

Допустимые значения a находятся как номера строк, в которых присутствуют конкретные b и d. Например,
для b = 8 и d = 0, a ∈ {5, 6}. Для каждой пары b и d составим таблицу числа способов выбора e (при всех
допустимых a).

b/d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
∑

0 15 19 22 24 25 25 16 9 4 1
1 19 26 30 33 35 35 25 16 9 4
2 22 30 39 43 45 45 35 25 16 9
3 24 33 43 53 55 55 45 35 25 16
4 25 35 45 55 65 65 55 45 35 25
5 25 35 45 55 65 75 65 55 45 35
6 16 25 35 45 55 65 63 53 43 33
7 9 16 25 35 45 55 53 49 39 30
8 4 9 16 25 35 45 43 39 34 26
9 1 4 9 16 25 35 33 30 26 21

3300

Элементы f , y и z задаются единственным образом, исходя из равенств соответствющих сумм по строкам и
столбцам 14, поэтому сумма числа всех способов выбора e дает искомый ответ.

Примечание: из дополнительных соображений, сокращающих перебор, можно использовать симметрию мат-
рицы числа способов выбора e относительно главной диагонали, и факт равенства числа способов выбора e для
конкретной пары b, d квадрату числа способов выбора a (при отстутствии дополнительных ограничений для e).

Ответ: 3300.
Критерии:

0–3 Попытки найти ответ, не приведшие к успеху.
4–5 Вычисления проведены с ошибкой, повлиявшей на ответ, или приведено рассуждение, дающее ошибочное

решение.
6–7 Верное решение без достаточных пояснений (например, используется тот факт, что число e определяется

значениями d и b, но это утверждение не обосновано).
8–9 Допущены арифметические ошибки, не влияющие на ответ или корректность решения.
10 Правильное решение (любым методом) и верный ответ.

5.Построив таблицы истинности соответствующих функ-
ций, выяснить, эквивалентны ли формулы A и B:

5. Using truth tables for the respective functions, check
the formulae A and B for equivalency:

A = (x ∨ ȳ) ↓ (x̄→ (y → z)) , B = y → (x ∨ z);

Решение. Составим таблицу истинности формул A = (x ∨ y) ↓ (x → (y → z)) и B = y → (x ∨ z), а также
входящих в них операндов.
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x x y y z x ∨ y y → z x→ (y → z) A x ∨ z y → (x ∨ z) B
0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0
0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0

Т.к. столбцы A и B одинаковы, то формулы эквивалентны.
Критерии:

0-2 Предприняты попытки решения задачи, не приведшие к результату, или верный ответ без достаточного
обоснования.

3-5 Приведено решение или частичное решение, но оно не верно или не достаточно объяснено или допуще-
ны существенные ошибки (например, в определении и свойствах свойстав логических операций) или по ходу
решения даны верные ответы без объяснения. Неверно составлены таблицы истинности.

6-8 Правильное решение (любым методом), но допущены неточности в обосновании решения или опущены
некоторые существенные переходы или абитуриент допустил незначительные ошибки и/или описки, которые не
повлияли на общий ход решения.

9-10 Приведено корректное решение, доказательство, все шаги обоснованы, правильное решение (любым
методом) и правильный ответ при допущенных описках или неточностях.

СПЕЦИАЛЬНАЯ ЧАСТЬ / SPECIAL SECTION

6. Пусть матрица A размера 3× 3 такова, что для лю-
бого вектора столбца v ∈ R3 вектора Av и v ортого-
нальны. Доказать, что AT + A = 0, где AT - транспо-
нированная матрица.

6.Given a matrix A 3×3 such that for an arbitrary column
vector v ∈ R3 vectors Av and v are orthogonal, prove that
AT +A = 0, where AT is the transposed matrix for A.

Решение. Для k = 1, 2, 3 рассмотрим вектора vk = (v1,k, v2,k, v3,k) такие что vi,k = δi,k, где δi,k - дельта-символ
Кронекера. Тогда по условию (Avk, vk) = 0, что влечёт ak,k = 0. Далее, для 1 ≤ k,m ≤ 3 опрелим вектора
vk,m = (v1,k,m, v2,k,m, v3,k,m) такие что vi,k,m = δi,k + δi,m. Тогда из (Avk,m, vk,m) = 0 следует

ak,k + am,k + ak,m + am,m = 0.

Следовательно, мы доказали ak,k = 0 и am,k = −ak,m, а значит At +A = 0.
Критерии:

1-4 Попытки решения. 5-7 Если доказано одно из свойств ak,k = 0, am,k = −ak,m. 8-10 Правильное обоснованное
решение; в зависимости от полноты обоснования.
7.Слуга получил от императора задание надеть по од-
ному кольцу на каждого из M карпов, обитающих в
дворцовом пруду (считается, что до того как слуга при-
ступил к работе ни на одном из карпе кольца не было, и
кольца надеваются так надежно, что кольцо не может
соскользнуть). Надев на карпа кольцо, слуга должен
отпустить его обратно в пруд. Из-за слабого зрения он
не может определить есть ли уже на карпе кольцо, пока
не вытащит его на сушу. Найдите аналитическое выра-
жение для математического ожидания числа карпов,
которые слуга выловит до того, как впервые выловит
первого карпа, на котором уже есть кольцо, если счи-
тается, что вероятность вылова для каждого из карпов
одинакова и карп с кольцом не учитывается.

7. Emperor’s servant is given the task of ringing each of
M carps of a palace’s pond. We assume that no carp had
a ring before the servant starts working, and the rings
cannot slip. The servant should release a carp into the
pond after it recieves its ring. Due to his weak eyesight, the
servant is unable to determine whether a carp has a ring
before he fishes it out. Find (analytically) mathematical
expectation for the number of carps the servant will fish
out before he firstly fishes out a carp with a ring, provided
the propabilities to fish out a carp are equal, and the ringed
carps are discarded.

Решение. Найдем вероятность того, что первый уже окольцованный карп выловлен после iой попыткиM ≥ i ≥
2. Это возможно лишь в случае, если в ходе i− 1 предыдущей попытки вылавливались только карпы без колец.
Вероятность этого события равна p0 =

∏i−1
k=1

(
M−k
M

)
. Вероятность, того, что в ходе iой попытки будет выловлен

уже окольцованный карп p1 = i
M .Следовательно, искомая вероятность равна p = i

M

∏i−1
k=1

(
M−k
M

)
, а математиче-

ское ожидание интересующей нас величины равно E [i] =
∑M
i=2(i−1) i

M

∏i−1
k=1

(
M−k
M

)
=
∑M
i=2

i·(i−1)
Mi

∏i−1
k=1 (M − k)

где i = 2 . . .M
Критерии:

0-4 Предприняты попытки найти решение, не приведшие к успеху или допущены ошибки в формулах, повли-
явшие на ход решения (например, неверно записана формула для мат. ожидания функции).
5-6 Правильный ответ без необходимых пояснений.
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7-9 Верные рассуждения, допущены ошибки в переходах, ответ неверный.
10 Верные рассуждения и правильный ответ.

8. Граф “волейбольная сетка” состоит из m рядов по n
вершин в каждом. Соединены только соседние верши-
ны в ряду или столбце. При каких m и n этот граф бу-
дет (а) двудольным; (б) содержать гамильтонов цикл?

8.A graph "a volleyball net"comprisesm rows of n elements
each. The vertices are linked if and only if they are neighbours
either in row or in column. For which m and n this graph
(a) is bipartite; (b) contains Hamiltonian cycle?

Решение.
а) Граф двудольный при всех m и n, не равных одновременно 0. Сопоставим каждой вершине пару ее коор-

динат по горизонтали (от 0 до n) и вертикали (от 0 до m). Тогда соединены будут вершины,у которых одна из
координат совпадает, а другая отличается на 1. Т.е. при переходе по ребру четность суммы координат меняется.
Поэтому две доли – вершины с четной суммой координат и вершины с нечетной суммой. Случай m = n = 0
рассматривается отдельно, т.к. при этом нет второй доли.

б) Если m или n равно 0, то гамильтонова цикла нет, поскольку сам граф ациклический (если m = n = 0,
ответ зависит от используемых абитуриентом определений). Далее считаем m и n положительными.

Если m или n равно 1, то гамильтонов цикл существует (это внешняя граница сетки). Далее считаем, что
m,n > 1.

Если n нечетно, то гамильтонов цикл существует. Предъявим его: (0, 0) — (0,m) — (1,m) — (1, 1) — (2, 1) —
(2,m) —. (3,m) — (3, 1) — (4, 1) — (4,m) — . . . — (n− 1,m) — (n,m) — (n, 0) — (0, 0).

Аналогично, гамильтонов цикл существует, если m нечетно.
Если же оба числа четны, то в графе нечетное число вершин — (m+ 1)(n+ 1). Т.е. гамильтонов цикл будет

циклом нечетной длины. Но граф двудольный и по теореме Кенига, циклов нечетной длины в нем нет.
Итак, ответ пункта б): m,n > 0, хотя бы одно из m и n нечетно.
Критерии:
0-4 Предприняты попытки найти решение, не приведшие к успеху.

5-6 Правильный ответ без необходимых пояснений.
7-9 Один из пунктов задания выполнен верно. Для второго пункта задания приведены верные рассуждения, но
допущены ошибки, ответ неверный.
10 Верные рассуждения и правильный ответ.

9. (a) Дан числовой массив длины n. Предложите алго-
ритм, находящий максимальное значение сумм отрез-
ков этого массива. Оцените число операций (обраще-
ния к элементам массива, сравнения, арифметических
операций и др.) и объём дополнительной памяти, тре-
буемой для работы алгоритма. (b) Оптимизируйте ал-
горитм таким образом, чтобы он работал за O(n) опе-
раций и требовал O(1) дополнительной памяти.

9. For a given array of length n, propose algortihm that
finds the maximum value of the sums of its intervals.
(a) What are the estimated number of operations (use of
array elements, arithmetical operations, comparisons and
so on) and estimated required memory? (b) Improve the
algorithm in such a manner that the estimated number of
operations is aboutO(n) and estimated memory aboutO(1).

Решение. Обозначим рассматриваемый массив через a.
Будем по очереди рассматривать индексы i от 1 до n. На i-м шаге мы находим
• индекс current_max_start, для которого отрезок a[current_max_start], . . . , a[i] имеет максимальную

сумму среди всех отрезков, заканчивающихся на i-й позиции
• соответствующую сумму current_max_sum
• индексы начала и конца max_start и max_end, а также сумму элементов max_sum отрезка с самой большой

суммой среди всех отрезков, расположенных не правее i-го элемента.
Поясним, как это делается. Переменные инициализируются как current_max_start = 0, current_max_sum =

a[0]. Допустим теперь мы знаем current_max_start и current_max_sum для i-го шага; опишем, как они обнов-
ляются на (i + 1)-м. Нетрудно видеть, что среди отрезков с концом в (i + 1)-м элементе, пересекающихся с от-
резком, найденным нами на предыдущем шаге, максимальную сумму имеет отрезок a[current_max_start], . . . , a[i+
1], то есть просто полученный добавлением a[i + 1] к отрезку с предыдущего шага. Следовательно, мы можем
сделать следующее:

• Если a[current_max_start] + . . . + a[i] + a[i + 1] > a[current_max_start] + . . . + a[i], то мы не меняем
current_max_sum, current_max_start, max_sum и max_start, а max_end полагаем равным (i+1), если он
был равен i, и оставляем прежним в противном случае;

• Если a[current_max_start]+. . .+a[i]+a[i+1] < a[current_max_start]+. . .+a[i], то полагаем current_max_sum
= a[i+1], current_max_start = (i+1), а max_sum, max_start и max_end не меняем, если max_sum >
a[i+1] и обновляем в соответствии с параметрами нового отрезка в противном случае.

Алгоритм требует лишь одного прохода по массиву, и работает за O(n) операций. Также легко видеть, что
используется O(1) памяти.

Критерии:
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- описан неверный алгоритм — 0 баллов за всю задачу вне зависимости от остального;
- придуман верный алгоритм, не удовлетворяющий ограничениям по числу операций или объёму допол-
нительной памяти — 1 балл;

- придуман верный алгоритм, удовлетворяющий ограничениям по числу операций, но не по объёму до-
полнительной памяти — 3 балла;

- придуман верный алгоритм, удовлетворяющий ограничениям по объёму дополнительной памяти, но не
по числу операций — 3 балла;

- придуман верный алгоритм, удовлетворяющий ограничениям как по числу операций, так и по объёму
дополнительной памяти — 6 баллов;

- оценка числа операций — 1 балла;
- то же с оценкой асимптотики с помощью о-символики — 2 балла;
- оценка объёма дополнительной памяти — 1 балл;
- то же с оценкой асимптотики с помощью о-символики — 2 балла;

10.Даны две выборки x1, . . . , xn и y1, . . . , yn (n > 10000)
из нормальных распределений с неизвестными мате-
матическими ожиданиями mx и my и соответственно.
Пусть также оба распределения имеют известную и
одинаковую дисперсию. Известно, что гипотеза “mx =
my” была отвергнута против одной из альтернатив “mx >
my” или “mx < my” на уровне значимости 5%. Вер-
но ли, что гипотеза “mx = my” против альтернативы
“mx 6= my” будет отвергнута на уровне значимости 5%?
Ответ объясните.

10. x1, . . . , xn and y1, . . . , yn (n > 10000) are samples
generated by two normally distributed random variables
with unknown mathematical expectations, mx and my,
and known variances, which are equal. Given the hypothesis
mx = my has been rejected against "mx > my"or "mx <
my” with 5 percent significance level, whether the hypothesis
"mx = my"against "mx 6= my"can be rejected with the
same significance level. Explain your answer.

Решение. Для проверки такого рода гипотез можно использовать z-критерий Фишера. Обозначим через σ2

дисперсию рассматриваемых случайных величин. Построим z-статистику

z =
x− y√

2σ
2

n

Известно, что z имеет в этом случае стандартное нормальное распределение.
Обозначим через qα квантиль уровня α стандартного нормального распределения (иными словами такое

число, для которого, P{z 6 qα} = α).
Гипотеза “mx = my” отвергается против альтернативы “mx > my” на уровне значимости α, если z > q1−α.

Гипотеза “mx = my” отвергается против альтернативы “mx < my” значимости α, если z < qα. Наконец, гипотеза
“mx = my” отвергается против альтернативы “mx 6= my” на уровне значимости α, если z < qα

2
или z > q1−α2 .

Как нетрудно убедиться, из одного из первых двух условий не следует третье.

Критерии:
- дан неверный ответ на вопрос задачи — 0 баллов за всю задачу вне зависимости от остального;
- просто верный ответ без объяснений — 0 баллов;
- дан верный ответ, но в обосновании существенная ошибка, обнаруживающая непонимание того, как
работать с аппаратом проверки гипотез в целом — 2 балла;

- дан верный ответ и обоснование, в целом, верно, но в решении не указано явно, какой критерий или
какая статистика используется для проверки гипотезы или же упоминается неправильный критерий или
статистика — 7 баллов;

- дан верный ответ и приведены верные обоснования с упоминанием подходящего в рассматриваемой
ситуации критерия или статистики — 1 балл.
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