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Введение Наблюдения План Доказательство

Определения

Общие определения

𝑝, 𝑃,⊥,→,□,∀

>,¬,∨,∧,⇐⇒ ,∃ и □

md 𝜑1 = 0, если 𝜑1 атомарная
md (𝜑1 → 𝜑2) = max{md 𝜑1,md 𝜑2}
md ∀𝑥 𝜑1 = md 𝜑1
md □𝜑1 = md 𝜑1 + 1

□(𝜑→ 𝜓) → (□𝜑→ □𝜓)

{𝜑 ∈ 𝐿 : 𝜑 монадична}
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Введение Наблюдения План Доказательство

Шкалы

Шкалы

F = ⟨𝑊,𝑅⟩ — шкала Крипке
F = ⟨𝑊,𝑅,𝐷⟩ — предикатная шкала Крипке

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ =⇒ 𝐷(𝜔) ⊆ 𝐷(𝜔′)

𝐷+ = ∪{𝐷𝜔 : 𝜔 ∈𝑊}

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ ⇒ 𝐷(𝜔) = 𝐷(𝜔′)



Введение Наблюдения План Доказательство

Шкалы

Шкалы

F = ⟨𝑊,𝑅⟩ — шкала Крипке
F = ⟨𝑊,𝑅,𝐷⟩ — предикатная шкала Крипке

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ =⇒ 𝐷(𝜔) ⊆ 𝐷(𝜔′)

𝐷+ = ∪{𝐷𝜔 : 𝜔 ∈𝑊}

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ ⇒ 𝐷(𝜔) = 𝐷(𝜔′)



Введение Наблюдения План Доказательство

Шкалы

Шкалы

F = ⟨𝑊,𝑅⟩ — шкала Крипке
F = ⟨𝑊,𝑅,𝐷⟩ — предикатная шкала Крипке

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ =⇒ 𝐷(𝜔) ⊆ 𝐷(𝜔′)

𝐷+ = ∪{𝐷𝜔 : 𝜔 ∈𝑊}

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ ⇒ 𝐷(𝜔) = 𝐷(𝜔′)



Введение Наблюдения План Доказательство

Шкалы

Шкалы

F = ⟨𝑊,𝑅⟩ — шкала Крипке
F = ⟨𝑊,𝑅,𝐷⟩ — предикатная шкала Крипке

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ =⇒ 𝐷(𝜔) ⊆ 𝐷(𝜔′)

𝐷+ = ∪{𝐷𝜔 : 𝜔 ∈𝑊}

Для любых 𝜔, 𝜔′ ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝜔′ ⇒ 𝐷(𝜔) = 𝐷(𝜔′)



Введение Наблюдения План Доказательство

Шкалы

Шкалы

Если 𝑊 ̸= ∅, 𝑅 ⊆𝑊 ×𝑊, 𝑊 ′ ⊆𝑊 ⇒:

1 𝑅𝑛 = 𝑅 ∘ · · · ∘𝑅, 𝑛 ≥ 1, 𝑅0 = 𝑖𝑑

2 𝑅* =
∞⋃︀
𝑛=0

𝑅𝑛 — рефлексивно-транзитивное замыкание 𝑅

3 𝑅(𝑤) = {𝑣 ∈𝑊 : 𝜔𝑅𝑣}
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Модель

Модель

M = ⟨𝑊,𝑅,𝐷, 𝐼⟩ — предикатная модель Крипке

𝑔′
𝑥
= 𝑔, если сопосотавления 𝑔 и 𝑔′ отличаются не более чем в

переменной 𝑥.

1 ℳ, 𝜔 ⊭𝑔 ⊥
2 ℳ, 𝜔 ⊨𝑔 𝑃 (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛), если ⟨𝑔(𝑥1), , 𝑔(𝑥𝑛)⟩ ∈ 𝑃 𝐼,𝜔

3 ℳ, 𝜔 ⊨𝑔 𝜑1 → 𝜑2, если M, 𝜔 ⊭𝑔 𝜑1 или M, 𝜔 ⊨𝑔 𝜑2

4 ℳ, 𝜔 ⊨ □𝜑1, если M, 𝜔′ ⊨𝑔 𝜑1 при условии 𝑤′ ∈ 𝑅(𝑤)

5 ℳ, 𝜔 ⊨𝑔 ∀𝑥𝜑1, при условии, что 𝑔′ 𝑥
= 𝑔 и 𝑔′(𝑥) ∈ 𝐷𝜔.
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Модель

Еще немного определений

MLC = {𝜑 : C ⊨ 𝜑}
ML𝑐C = {𝜑 : F ⊨ 𝜑,F — предикатная шкала с постоянной
областью над шкалой F ∈ C}

Дизъюнктивное объединение класса {F : 𝑗 ∈ 𝐽} (где 𝐽 —
непустое индексное множество шкал крипке, а Fj = ⟨𝑊𝑗 , 𝑅𝑗⟩)
— это шкала

⨆︀
𝑗∈𝐽

Fj = ⟨𝑊,𝑅⟩, определенная следующими

условиями:

𝑊 =
⋃︀
𝑗∈𝐽

(𝑊𝑗 × {𝑗})

⟨𝑤, 𝑗⟩𝑅⟨𝑤′, 𝑗′⟩ ⇐⇒ 𝑗 = 𝑗′ и 𝜔𝑅𝑗𝜔
′
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Наблюдение 1

Наблюдение 1

M = ⟨𝑊,𝑅,𝐷, 𝐼⟩, 𝜔 ∈𝑊, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐷𝜔, 𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),
𝑔 : 𝑔(𝑥1) = 𝑎1, . . . , 𝑔(𝑥𝑛) = 𝑎𝑛.

Тогда обозначим условие M, 𝜔 ⊨𝑔 𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), как
M, 𝜔 ⊨ 𝜑(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛).



Введение Наблюдения План Доказательство

Наблюдение 2

Наблюдение 2

Для любого класса {F𝑗 : 𝑗 ∈ 𝐽} шкал

ML
⨆︁
𝑗∈𝐽

F𝑗 =
⋂︁

MLF𝑗 .
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Наблюдение 3

Наблюдение 3

Пусть 𝜑 — модальная предикатная формула, F = ⟨𝑊,𝑅⟩ —
шкала, 𝜔0 ∈𝑊 . Пусть F𝜑 — подшкала F с множеством миров
{𝑅𝑛(𝜔0) : 𝑛 ≤ md𝜑}. Тогда

F𝜑, 𝜔0 ⊨ 𝜑⇐⇒ F, 𝜔0 ⊨ 𝜑.
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План

1 Если C рекурсивно перечислимый класс конечных шкал,
тогда монадические фрагменты логик MLC и ML𝑐C

лежат в Π0
1.

2 Пусть 𝐿 — одна из пропозициональных модальных
логик: K, T, D, K4, K4.3, S4, S4.3, GL, GL.3, Grz,
Grz.3, KB, KTB, S5. Тогда монадические фрагменты
логик Q𝐿wfin и Q𝐿.bfwfin являются Π0

1-трудными.
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Лемма

Лемма

Lemma
Если монадическая модальная формула с 𝑛 предикатными
буквами опровергается на предикатной шкале F = ⟨𝑊,𝑅,𝐷⟩
с конечным 𝑊 , тогда она опровергается на конечной
предикатной шкале F = ⟨𝑊,𝑅,𝐷⟩ с |𝐷+| ≤ 2|𝑊 |(𝑛+1).
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Теорема 1

Теорема 1

Теорема
Если F конечная шкала, то монадические фрагменты логик
MLF и ML𝑐F разрешимы.
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Теорема 2

Теорема 2

Теорема
Рассмотрим конечный класс C конечных шкал, тогда
монадические фрагменты логик MLC и ML𝑐C разрешимы.

⋆ Заметим, что
⨆︀
𝑗∈𝐽

F𝑗 — конечно. Так как MLC = ML
⨆︀
𝑗∈𝐽

F𝑗 ,

то по предыдущей теореме, разрешимая логика. ⋆
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Теорема 3

Теорема 3

Теорема
Рассмотрим разрешимый класс C шкал, замкнутых
относительно взятия подшкал и удовлетворяющих
условию, что ∃𝑛 ∈ N : |𝑅(𝜔)| ≤ 𝑛 для ⟨𝑊,𝑅⟩ ∈ C, 𝜔 ∈𝑊 .
Тогда монадические фрагменты логик MLC и ML𝑐C

разрешимы.
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Теорема 4

Теорема 4

Теорема
Если C — рекурсивно-перечислимый класс конечных шкал,
тогда монадические фрагменты логик MLC и ML𝑐C лежат
в Π0

1.
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Теорема 5

Еще немного определений

𝜑 — модальная формула, 𝐿 — модальная предикатная логика
𝐿𝑤𝑓𝑖𝑛 — логика класса конечных 𝐿-шкал (т.е. таких
F : F ⊨ 𝐿)
𝐿⊕ 𝜑 — минимальная нормальная модальная логика,
включающая 𝐿 ∪ {𝜑}
𝐿.bf = 𝐿⊕ bf , bf = ∀𝑥□𝑃 (𝑥) → □∀𝑥𝑃 (𝑥)

𝐿 — пропозициональная модальная логика ⇒ Q𝐿 —
минимальное предикатное расширение логики 𝐿
Если F — шкала и 𝐿 — пропозициональная модальная
логика, то F ⊨ 𝐿⇐⇒ F ⊨ Q𝐿
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Теорема 5
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Теорема 5

Теорема 5

Теорема
Пусть 𝐿 — одна из пропозициональных модальных логик:
K, T, D, K4, K4.3, S4, S4.3, GL, GL.3, Grz, Grz.3, KB,
KTB, S5. Тогда монадические фрагменты логик Q𝐿wfin и
Q𝐿.bfwfin являются Π0

1-сложными.

⋆ Так как класс конечных 𝐿-шкал рекурсивно перечислим (а
значит, перечислим и класс Q𝐿-шкал), то, воспользовавшись
теоремой 4 получаем, что интересующие нас фрагменты
лежат в Π0

1. ⋆
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Теорема 5

Rybakov M., Shkatov D. Algorithmic properties of modal
and superintuitionistic logics of monadic predicates over
finite frames
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